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Resumo

Durante décadas o estudo das séries temporais foi dedicado aos modelos lineares, mas estes podem
ndo ser suficientemente ricos e flexiveis para descrever de modo adequado muitos fendmenos reais
com evolucdo no tempo. De modo a ter em conta diversos aspetos de ndo linearidade, t€m sido
propostas na literatura varias classes de modelos. Uma dessas classes € a dos Modelos Bilineares
de ordens p, g, P, Q, denotados por BL(p,q,P,Q), que se mostrou util em muitas dreas, como por
exemplo, Sismologia, Ciéncias Bioldgicas, Ecologia e Engenharia. Tais modelos foram introduzidos
por Granger e Andersen, em 1978, e generalizam os modelos ARMA cléssicos através da introducio
de termos que envolvem produtos de varidveis do processo (X;,t € Z) e de varidveis do correspondente
processo de erro (&, € Z).

Neste trabalho estudam-se propriedades probabilisticas de alguns modelos bilineares, nomeada-
mente o modelo BL(1,0,1,1) e casos particulares de modelos BL(0,0,k,1).

No primeiro caso, apresentam-se condi¢des de estacionaridade, estuda-se a estrutura de segunda
ordem e € feita uma comparagdo entre as autocorrelagdes do modelo BL(1,0,1,1) e as do modelo
AR(1), que se obtém do primeiro retirando a parte bilinear.

No segundo caso, também sdo apresentadas condi¢des de estacionaridade e é estudada a estrutura
de segunda ordem. Constata-se que a fungio de autocorrelagdo dos modelos estudados coincide com
a de um modelo média mével ou com a de um ruido branco, pelo que € também estudada a estrutura
de segunda ordem do processo (X2t € 7).
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Capitulo 1

Introducao

Uma série temporal € uma sequéncia de observacdes feitas em pontos ou periodos sucessivos de
tempo. A andlise de uma série temporal € realizada com o intuito de encontrar um modelo matemadtico
que se adapte aos valores observados e a partir do qual se possa descrever, explicar, prever e controlar
o fendmeno em causa. Como exemplos destes valores tem-se, em Economia, o Produto Interno
Bruto (PIB), o Indice de Precos ao Consumidor, o Indice S&P 500 e as taxas de desemprego; em
Meteorologia e Geofisica, o registo da temperatura e da precipitacdo atmosférica; nas Ciéncias Sociais,
a taxa de natalidade e os dados de migragao.

Durante décadas o estudo das séries temporais foi dedicado aos modelos lineares, os quais t€m
sido amplamente usados com sucesso em muitos campos. Isto acontece porque estes modelos podem
ser facilmente analisados e fornecem aproximagodes razoavelmente boas para o comportamento de
numerosas séries temporais da vida real. No entanto, estes modelos podem ndo ser suficientemente
ricos e flexiveis para descrever de modo adequado muitos dos fenémenos reais com evolugao do
tempo. De modo a ter em conta diversos aspetos de ndo linearidade, t€ém sido propostas na literatura
vdrias classes de modelos.

Uma dessas classes é a dos modelos bilineares, que se mostrou ttil em muitas dreas, como por
exemplo, Sismologia, Ciéncias Bioldgicas, Ecologia e Engenharia. Tais modelos foram introduzidos
por Granger e Andersen, em 1978 [5].

Na sua forma geral, de acordo com Granger e Andersen, um processo estocdstico (X;,t € Z)

verifica um modelo bilinear se

P q P Q0
X; = ZaiXt_i + &+ Z Ci&—j+ Z Z b Xi—k &,
i=1 j=1 k=1/(=1

onde a;, cj, by, i =1,....p, j=1,...,q, k=1,...,P, £ = 1,...,Q, sdo constantes reais e o ruido
(&,1 € Z) é uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais (v.a.r), independentes e identicamente distribui-
das (i.i.d.), com média zero e varidncia 62, ¢ > 0, e tal que & ¢é independente de X;, s < ¢.

Este modelo bilinear geral é denotado BL(p,q,P,Q) e é uma generalizagdo do modelo linear
ARMA(p,q), uma vez que este se obtém do anterior considerando by =0, k= 1,....,.P, { = 1,...,Q.



2 Introducio

Neste trabalho vamos estudar casos particulares do modelo anterior, nomeadamente, o modelo
BL(1,0,1,1) definido por
Xt = Clthl + & + b8t71X,,1, te Z,

e modelos bilineares simples de ordens k e /, denotado BLS(k, ), definidos por
X =bX,_1&_1+&, teZ, k>0, [ >0,

onde a e b sdo parametros reais. O modelo bilinear simples diz-se superdiagonal se k > [, diagonal se
k = [ e subdiagonal se k < [.

Esta dissertacao estd dividida em trés capitulos. O primeiro corresponde a esta Introdugéo, na qual
ainda vamos relembrar alguns conceitos e resultados fundamentais para os capitulos seguintes.

O Capitulo 2, baseado em [8], é dedicado a anélise probabilistica do modelo BL(1,0,1,1).
Apresentamos condi¢des de estacionaridade, estudamos a estrutura de segunda ordem e € feita uma
comparagdo entre as autocorrelagdes do modelo BL(1,0,1,1) e as do modelo AR(1), que se obtém do
primeiro considerando b = 0.

No Capitulo 3, seguindo [3] e [6], estudamos o modelo BLS(k,1), com destaque para os casos
diagonal e superdiagonal (o caso subdiagonal pode ser encontrado em [6]). Este capitulo segue a
mesma estrutura do anterior no que diz respeito ao estudo da estacionaridade e a determinagdo da
funcdo de autocorrelacdo do processo. Verifica-se que a estrutura de segunda ordem de um modelo
diagonal coincide com a de um modelo média mével e que a estrutura de segunda ordem de um
modelo superdiagonal coincide com a de um ruido branco. Para obter uma caraterizacio diferente para
os modelos bilineares simples, Granger e Andersen ([5]), sugeriram o estudo de momentos de ordens
superiores a 2, em particular o estudo das autocorrelacdes do processo (X?,¢ € Z). Neste sentido,
apresentamos condi¢des de estacionaridade deste processo e obtemos a sua fungdo de autocorrelagéo.

1.1 Estacionaridade

Um dos aspetos a considerar no estudo das séries temporais € a estacionaridade forte que diz respeito
a invariancia das propriedades probabilisticas ao longo do tempo.

Seja (X;, t € Z) um processo estocéstico real.

Definiciio 1.1.1. O processo (X;, t € Z) diz-se fortemente estaciondrio (ou estritamente estaciondrio)
se
Vke N, Vt,....tr,h e Z, (th , ‘..,th) e (th +hy ...,th+h)

tém a mesma lei.

Exemplo. Um processo (&, t € Z) constituido por varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas é fortemente estacionario.

A estacionaridade forte do processo (X;,7 € Z) implica a estacionaridade forte do processo
(Zi,teZ)ycomZ = f(....X—2,X—1, X, Xi+1,Xi+2-..), para toda a fungdo mensurdvel f definida em
R% e com valores em R (Azencott e Dacunha-Castelle 1984, [1], p.30).
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Outra no¢do importante é a de estacionaridade de segunda ordem também designada estacionari-
dade fraca.

Definicdo 1.1.2. Diz-se que o processo (X;,t € 7.) é de segunda ordem se E(X?) < +, t € Z.
Definicao 1.1.3. Um processo de segunda ordem (X;, t € ) diz-se fracamente estaciondrio se
- E(Xt) =m, ZGZ,

- Cov(X:, X;n) = Y(h), he Z, 1 € Z.

Note-se que, se (X;, ¢ € Z) é fracamente estaciondrio entdo, E(X?) e Var(X;) = y(0) sdo indepen-
dentes det,t € Z.
¥(h)
7(0)
fun¢do de autocorrelagéo do processo (X;, t € Z) e sdo fungdes pares.

As fungdes y(h) e p(h) = h € 7, designam-se, respetivamente, fungio de autocovariancia e

Salienta-se que um processo fortemente estaciondrio de segunda ordem € fracamente estaciondrio.

1.2 Outros conceitos e resultados teoricos

Definicdo 1.2.1. Diz-se que a sucessdo de varidveis aleatdrias reais (X, )nen converge para a varidvel

aleatoria real X quase certamente se

i <{w69 P, Jim Xa(@) —X(w)}> ~ 1.

- .c
Usamos a notagdo X, K X, n— +o0.

Definiciio 1.2.2. Diz-se que sucessdo (X,)nen converge em probabilidade para a varidvel aleatdria
real X se
Ve>0, lim P(|X,—X|>¢)=0.
n—-+0o0

- P
Usamos a notagdo X, — X, n — 4.

Definicio 1.2.3. Seja (X,,)nen uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais de quadrado integrdvel.

Diz-se que (X,)nen converge para a varidvel aleatéria real X em L* (ou em média quadrdtica) se

lim E[(X,—X)*] =0.

n—+ao0

~ 12
Usamos a notag¢do X, — X, n — +0.
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Teorema 1.2.1 (Kolmogorov). Seja (X,,),en uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais independentes

e identicamente distribuidas com uma varidvel aleatéria real X. Entdo existe |1 € R tal que

1 & ,
*inﬁﬂ, n— +0oo,
3

se e s6 se E(|X|) < +o0. Neste caso, u = E(X).
Teorema 1.2.2 ([2], Teo.16.6 e pg.273). Seja (X,;)nen uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais néo

E (io Xn> +OOE(Xn).
1

n=1 n=

negativas. Entdo

Nota Os membros desta igualdade podem ser iguais a + 0.

Teorema 1.2.3 ([4], Prop.3.14). Se X e Y sdo varidveis aleatorias reais admitindo momento de
segunda ordem, entdo [E(|XY|)]* < E(X?)E(Y?).

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Jensen). Seja Z uma varidvel aleatoria real tomando valores num
intervalo real I e tal que E(Z) existe. Seja ¢ : | —> R uma fun¢do convexa. Entdo,

PlE(Z)] <E[9(2)]. (1.1)

Nota 1 Se ¢ é estritamente convexa, entdo tem-se igualdade em (1.1) se e s6 se Z é quase certamente
constante ([7], p.45).

Nota 2 (Consequéncia do Corolério 1.3.10 de [7]). Se a funcdo ¢ : I — R, com I intervalo aberto de
R, tem derivada de segunda ordem estritamente positiva, entdo ¢ é estritamente convexa.



Capitulo 2

O modelo BL(1,0,1,1)

2.1 Definicao e hipdteses gerais
Consideremos o processo (X;,t € Z) tal que X, obedece ao modelo bilinear, BL(1,0,1,1), ou seja,
Xt = athl + & + b&‘f]X[fl, te Z, (21)

onde a,b sdo pardmetros reais e (&, € Z) é um processo constituido por varidveis aleatdrias reais

2

independentes e identicamente distribuidas com média zero e variancia 6, ¢ > 0. Assumimos ainda

que & € independente de Xj, s < t e que se verificam as duas hipdteses seguintes:

 JA: € nio é, quase certamente, uma funcio linear de &, 1 € Z.

o J5: E(|In|a+bg||) < +c0.

Notemos que a hipétese .77 ndo é muito restritiva, uma vez que é equivalente a dizer que a v.a.r.
& nao é discreta com suporte formado apenas por um ou dois pontos.
Salientamos que, nas condi¢des indicadas, o processo (&, € Z) é fortemente e fracamente

estacionario.

2.2 Estacionaridade

No estudo do modelo bilinear vamos comegar por garantir a existéncia e unicidade de uma solucéo

fortemente estaciondria para a equagdo (2.1).

Teorema 2.2.1. Se |a| < | e a® + b*0? < 1, entdo existe uma solugdo fortemente estaciondrio que
satisfaz (2.1) dada por

+00 Jj
X, =€+ Z (H(a + be,_k)) &, (2.2)
j=1 1

k=

sendo esta série quase certamente convergente. Além disso, o processo (X;,t € 7) definido por (2.2) é

a tnica solugdo de (2.1) no sentido da convergéncia em probabilidade.

5
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Demonstracdo. Usando recursivamente a relagdo (2.1), temos

Xt =&+ (a + betfl)thl
- 81 + (Cl + bgtfl)[gtfl + (a + bgtfz)thz]
- 8[ + a&‘,_l + a2X[_2 + Clbe[_ZX[_z + bgzzil + Clbe[_lX[_z + bzel—lgt—le‘—z

=&+ (a+bg_1)&_| + (a*> +abe_o+abg_| +b°e_1&_2)X; 2

(2.3)
=&+ (a+bg_1)g_1+ (a+bg_1)(a+bg_2)Xi—
n—1
=&+ > M(t, )& j+M(t,n)Xp, n=12,...
j=1
J 0
onde M(t, j) H (a+b&_y), j=1,...,n, para cada t € Z, convencionando Z M(t, j)e—;=0.
k=1 j=1
Vamos provar que:
+00
(1) a série Z M(t,n)g,_, converge quase certamente,
n=1
+00
(2) o processo (Y;,t € Z) dado por ¥; = & + Z M(t,n)g_, verifica (2.1) e é fortemente estaciondrio,
n=1

(3) asolugdo (Y;, 7 € Z) é a tinica solugéo fortemente estaciondria de (2.1) no sentido da convergéncia

em probabilidade.
+o0
Comecemos por provar que a série Z M(t,n)g _, é quase certamente convergente.
n=1
Temos
1
fln|Mtn fln Ha+b£, k)
=1
- Zln|a+b8; k’
"=
(2.4)
- Z fln|a—|—b8, il?

k 1

1 n
- Z In(a+ bg,_;)>.
n k=1

Pelo teorema de Kolmogorov, vem

3

1 ¢ e |1 1
- Z In n(a+be_ ) IS E {2ln(a+b€,)2} = EE[ln(a—i—bst)z], n— +00, (2.5)
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uma vez que, pela hipétese .73, existe E (In(a + bg;)?).

Considere-se a fun¢do @(x) = —Inx, Vx € R™. Esta fungdo € estritamente convexa, uma vez que
¢”"(x) > 0, Vxe R*. Entio, para b # 0, a desigualdade de Jensen aplicada a v.a.r. (a + bg;)? resulta
em

E[In(a +bg)?] < mE[(a+ bg)?], (2.6)

tendo em conta que (a + bg&)? ndo é quase certamente constante, pela hipStese .77 .
Como E(&) =0e E(&?) = 62, tem-se

InE[(a+ bg)?] = InE(d® + 2abg; + b*€?) = In(a® + b*6?) <0, (2.7)
pois a®> + b*c? < 1.

De (2.6) e (2.7), resulta
E[In(a+ bg)*] < 0.

Por outro lado, se b = 0, também se tem E[In(a + bg;)?] < 0, pois Ina® = 2In|a| < 0, devido a
hipétese |a| < 1. Desde modo, de (2.4) e (2.5), resulta

1 ¢
~In|M(t,n)] 25 B <o, (2.8)

1
com f§ = 5E[ln(a + bg;)?]. Entio

S=

IM(t,n)|" L5 P <1, n— +o0.

Relativamente a &_,,, temos
1 1 n n—1
R P i SR
j=1 j=1

n—1 1 "3
*28[ i n n—lZEI J—>0 n—>—|—OO

2.9

uma vez que, pelo teorema de Kolmogorov e pelo fato de existir E(g;), t € Z, temos

728tj—)E£t n— 400

Entdo, &_, < n, q.c., para n suficientemente grande, o que implica,
I\
M| = (IM(E0)]7) [&i-a] < p"n,

para qualquer p tal que e < p < 1 e para n suficientemente grande.
+00
Como a série numérica de termo geral p”"n é convergente, podemos afirmar que a série Z M(t,n)g_,

n=1
converge quase certamente, definindo assim um processo fortemente estacionario, por ser funcéo
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mensurdvel de &_g, s € N, e o processo (&, t € Z) é fortemente estaciondrio. Consequentemente, 0

processo (Y;,t € Z) tal que
+a0

Y[:8[+2M(t,n)8t_n7 IGZ,

n=1

é também fortemente estaciondrio.
De seguida vamos provar que este processo satisfaz a equacdo de recorréncia (2.1). De facto,

(Cl +b8171)Yt71 + & =

=aY, 1 +bg 1Y, 1+&

+00 n +00 n
=a <gtl + Z Stfl—n H(a+ bgt—l—k)) +b8[71 (6;1 + Z Stflfn H(d +b8[_1_k)> + gt

n=1 k=1 n=1 k=1

n n

+00 +oo
=ag_,+a Z & 1_n H(a+b8,_1_k) +be’ | +b Z & 1—n€_1 H(a+b8,_1_k) +g

n=1 k=1 n=1 k=1
+00 n
= (a"_bgt_l)gt_l + Z {St—l—n [H(a+b8[_1_k)] (a+b8[_1)}+gt
n=1 k=1
+00 n
= (a—|—b8171)8,,1 + Z E—1-n H(a+b8t_]_k) + &
n=1 k=0
+00 n
= Z E—1-n H(ﬂ +bg_1_k)+ &
n=0 k=0
+00 s—1
= Z &g H(a + bet_l_k) + &
s=1 k=0
+00 K
= Z E—s H(a +b&g i)+ & =Y,
s=1 k=1

Finalmente, vamos verificar que a solug¢do encontrada € a tinica solucdo fortemente estaciondria
da equagdo (2.1), no sentido da convergéncia em probabilidade.

Seja (X;,t € Z) um processo fortemente estaciondrio que é solugio da equagéo (2.1). Entéo, como
se provou em (2.3),

n—1
X, =&+ > M(t,j)&—;+M(t,n)X_,.
j=1

+00
Como a série Z M(t,n)g _, é quase certamente convergente, também € convergente em probabi-

n=1
lidade.

Por outro lado, tem-se M (t,n)X;_, 20,0 — +o0.
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Com efeito, uma vez que — — 0, n — +00, e o limite em (2.8) € finito e estritamente negativo,
) n
tem-se necessariamente,
.C
In|M(t,n)| 25, —00, n— 400,

e portanto |M(z,n)| 5 0, n — +o0.
~ < P
Entdo também se tem |M(t,n)| — 0, n — +o0.
Assim, como (X;,7 € Z) é fortemente estacionério, X;_, e X; tém a mesma distribui¢o, pelo que

M(t,n)Xi—p 50, n— +w

Logo
+00
Xl‘ =&+ Z M(l‘,n)é‘,,n,
n=1
no sentido da convergéncia em probabilidade. 0

Apresentamos a seguir uma representacao do processo (2.1) que serd itil no que se segue.
Seja (Z;,t € 7Z) o processo definido por

Zl‘ = aX, + bE,X,, teZ. (2.10)
O modelo bilinear (2.1) admite entdo a representagao

X[ :Zt71+£t (211)
Zl‘ = (a+b€[)zt_1 + (a +b£t)8t- (212)

O teorema seguinte estabelece uma condi¢do necessdria para a existéncia de um processo esta-
ciondrio de segunda ordem, (X;, r € Z), que satisfaz o modelo (2.1).

Teorema 2.2.2. Suponhamos que existe um processo estaciondrio de segunda ordem, (X;,t € ), que
satisfaz a equacdo (2.1) e que &, t € 7, admite momento de quarta ordem. Entdo a* + b*c? < 1.

Demonstragdo. De (2.11) e tendo em conta que X; e & sdo de quadrado integravel, deduzimos que
Z, é de quadrado integrdvel. Além disso, E(Z;) e E(Z?) sdo independentes de ¢, t € Z. De facto,
como Z; = X1 — &1 e (X;,t € Z) é estaciondrio de segunda ordem, temos E(Z;) = E(X;), que é
independente de ¢.

Por outro lado, temos th =X2 . + 81‘2+1 —2X;11&+1 e, de (2.10), concluimos que E (X, &) existe e

t+1
é independente de ¢, logo E(Z?) é independente de ¢.
Comecemos por calcular E(Z;) a partir de (2.12). Tendo em conta que & ¢é independente de Z;

e que & tem média zero e varidncia 62, obtemos
E(Z) =E[(a+b&)Zi—1 + (a+b&)&]
=F (aZ[_l + b&‘tZt_l +a& + bstz)
(2.13)
= E(athl) + E(bS,ZFl) + E(a&‘t) + E(b8[2>

=aE(Z,_)+bo?.
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Se nesta igualdade tivermos a = 1, entdo b = 0. No entanto, neste caso teriamos, de (2.1),
Var(X,) = Var(X;_) + 62, o que implicaria ¢ = 0. Desde modo, consideramos a # 1.

De (2.13) temos entio

E(Z) = aE(Z,_1) + bo* < E(Z) =aE(Z)+bo? — E(Z) = T (2.14)

Usando as igualdades (2.12) e (2.13), obtemos

ZZ —E(Zt> = (a+bgt)Zt71 + (a+b8[)gt —aE(thl) _bGZ
= aZt_] + bS,Z,_l —l—a&} + b8t2 - aE(Zt_l) - b62 + betE(Zt_l) - b&}E(Zt_l)

= (a+b&)[Z—1 —E(Z—1)] + [a+bE(Z—1)]& + b(g} — 6?).
De seguida vamos calcular a variancia de Z;, t € Z.
Var(z) = E|(z~ E(2))]

_ E[((aﬂaet)[z,,1 —E(z,,l)])z] +E[([a +DE(Z_1)]& + b(e? — 62)>2]

+ 2E[(a+bs,)[z,_1 —EZ)] ([a +BE(Z_1)]& + b(e? — 02))].

Para a primeira parcela desta soma temos
2 2 2
E [ ((a +be)|Zioy — E(Zt—l)]) ] — E[((a + be,)) ]E[(Z,_l - E(Z,_1)> ]
= (a* + b*c*)Var(Z,),
pois Z;_ e & sdo independentes.

Relativamente a segunda parcela, atendendo a que

E[(a 4 ll’z_"jl)e, +b(e? — 62)] - (a+ l1’2_"2)15(s,) +b[E(e2) —c?] =0,

podemos escrever

2 <2

E[([a+bE(Zt_1)]8, +b(? —boz))z] - E[((a + e+ bl - cz))Q]

= Var (a—i—

b*o?
— Var (a+ 1—)& + be? boz]
a

b2 2
= Var (a—i— d
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Finalmente, conclui-se que a terceira parcela € nula, tendo em conta a independéncia entre Z; | e
&. Com efeito,

2.2

Eftasbe)iz 1~ Bz ) ((a+ 72 Ya +b(e? - 0?)]
:E{[(a—i-bst)((a—i- ]192_62>£,+b(sf—02))] [Zt—l —E(Zz—l)]}
— E[(a +bg) ((a + lz_ojl)s, +b(e? - 62)>}E[Zt_1 —E(Z,_l)}
- E[(a +be)((a+ 12_"2)8, +b(e— 02))} {E(Z,_l) —E(Zt—l)]
=0.
Assim, 5 5
Var(Z,) = (a® + b*6*)Var(Z,) + Var [(a—l— 1 _Ga)et +b£t2} . (2.15)

Note-se que a ultima parcela de (2.15) € estritamente positiva, atendendo a hip6tese 7#]. Conse-
quentemente,
(1—a® —b*6*)Var(Z;) > 0

pelo que a® 4+ b*>0? < 1, uma vez que Var(Z) > 0. 0

O teorema seguinte estabelece uma condicio suficiente para a convergéncia quase certa e em L>
do processo (X;, t € Z) definido por (2.2).

Teorema 2.2.3. Suponhamos que &, t € 7., admite momento de quarta ordem e que a*> + b*c> < 1.

Entdo o processo (X, t € 7.) com X; definido por (2.2) converge quase certamente e em L?.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, note-se que a condigio a® + b>6> < 1 implica |a| < 1, logo, pelo
teorema 2.2.1 fica concluida a convergéncia quase certa.

Para provar a convergéncia em L?, vamos verificar que a sucessdo de v.a.r. (S ,)neN, t € Z, definida
por

n
Stn =&+ Y M(t,j)&—j, teZ,
j=1

é uma sucessio de Cauchy em L2, isto é, lim [, ,, — S| = 0, onde ||. | representa a norma em L.
o 191,

li
n,m—+
Sejam m,n € N tais que m < n, sem perda de generalidade. Tem-se

m

n
8t+EM(Z,]')E,_]'—S,—ZM(t,j)St_j

j=1 Jj=1
n

< D IM( el

Jj=m+1

n

Z M(l‘,j)&_j

j=m+1

HSt,n - St,mH =

(2.16)
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Tendo em conta que as v.a.r. &, t € Z, so i.i.d. com média zero e variincia 02, temos

TS EN A

= \/E [(a + bg_ )2(61 + bSt_z)z...(a + bst,(j,l))z(a + bSt_j)ZSIZ_j]

\/E [(a+be—1)?]E[(a+b&—2)?]..E[(a+be_(;—1))?| E [(a + bs,,j)zstz_j]

— \/ [E[(a+be,)2]]’ E[(a+bs,)ze;]

= \/(a2 + bzdz)j_1 E[(a + bs,)zelz] .

Note-se que a existéncia de E (&) implica a existéncia de E [(a + bgt)thZ] .

Denotando C = E [(a + bet)zstz] , vem

n n -1 n =1
M el = Y \/[a2+b2c2] xC=Cix Y [\/a2+b262] .
j=m4+1 j=m+1 Jj=m+1

Aqui temos a soma de n —m termos de uma progressdo geométrica com razio r = Va2 + b26% < 1,

pelo que
Y 1] —tm
Z ”M(tmj)gtfj” = C% X rmi
, —
j=m+1
m __ on
_oh T N

1 — Vv nm—>+00

Deste modo, atendendo a desigualdade (2.16), temos m ||S;, —Sim| =0, t € Z, logo
o 191,

li
n,m—+
LZ
Shn —> Xt, n — +0o0.

Como o espago L? é completo, concluimos que X; € L. 0

Como consequéncia dos resultados anteriores temos o seguinte:

Corolario 2.2.1. Suponhamos que &, t € 7, admite momento de quarta ordem. Entdo existe um
processo fortemente estaciondrio de quadrado integrdvel, (X;,t € 7), satisfazendo (2.1) se e 50 se
a*+b*c? < 1.
Verificamos que
b2
(1/0)?

pelo que os pontos (a,b) para os quais 0 modelo BL(1,0, 1, 1) é fortemente e fracamente estaciondrio

A +bo’ <1 < d*+ <1,

situam-se no interior da elipse de centro (0,0) e com semieixos horizontal e vertical iguaisa 1 e —.
c
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Nas Figuras 2.1 a 2.5 apresentam-se trajetdrias dos seguintes modelos BL(1,0,1,1) estacionérios:

X[ = O.SX[_] +0.1X[_]8[_] + 8[

Xt - 0.8X171 +0.5Xt718171 + 8;
b X[ = OSX[_I _O‘SXt—lgt—l + 8[

b Xt = O.SX[_l +0.8Xt_18[_1 + &

X[ = _OSXt_l +08Xt_18t_1 + gt

Xt = O.SX[_I - 0.8X[_18[_1 + 8;

Em todos os casos considerou-se & com distribuicdo N(0, 1) e todas as trajetdrias foram obtidas

com base na mesma série de 1000 valores simulados desta distribui¢do.

Na Figura 2.1, que corresponde a um caso em que o coeficiente do termo bilinear, b, é substan-
cialmente menor do que o coeficiente do termo autorregressivo, a, constatamos que a trajetéria é
semelhante a de uma série linear.

Quanto a Figura 2.2, embora b seja menor que a, a série apresenta picos repentinos (note-se que
0.8% +0.5% = 0.89 é um valor préximo de 1, ou seja, o par (0.8,0.5) estd préximo da fronteira da
regido de estacionaridade).

Na Figura 2.3 observamos picos repentinos negativos. Note-se que, neste caso, temos um valor
negativo do coeficiente do termo bilinear.

Comparando a Figura 2.4 com a Figura 2.2, observamos que os picos sdo mais repentinos no
primeiro caso. Note-se que, neste caso, coeficiente do termo bilinear € maior.

Na Figura 2.3 e na Figura 2.5, construidas com coeficientes negativos do termo bilinear e coefi-
cientes positivos do termo autorregressivo, os picos de maior amplitude correspondem negativos da
série.

Finalmente, na Figura 2.6, na qual sdo negativos os dois coeficientes do modelo, as amplitudes

dos picos positivos e negativos sao semelhantes.

[

valores da série

ra

0 200 400 500 800 1000
tempo

Fig. 2.1 Trajetéria do modelo BL(1,0,1,1) coma=0.5e b =0.1.
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0 200 400 tempo 600 800 1000
Fig. 2.2 Trajetéria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.8 e b =0.5.

-80

40

valores da série
o
3

200 400 600 800 1000
tempo

Fig. 2.3 Trajet6ria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.8e b = —0.5.

200 400 00 800 1000
tempo

Fig. 2.4 Trajetéria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.5¢ b =0.8.
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valores da série

-40

tempo

Fig. 2.5 Trajetéria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.5e b = —0.8.

valores da série
o

=
[x
=
=

400 600 800
tempo

Fig. 2.6 Trajetdria do modelo BL(1,0,1,1) coma = —-0.5e b = —0.8.

1000

1000
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Nas Figuras 2.7 e 2.8 apresentam-se trajetérias dos modelos BL(1,0, 1, 1) ndo estaciondrios
d Xt = 0-99Xl‘—1 + O.2Xl_18t_] + &
b X[ = 099Xt_] + 1.3X[_]8[_] + 8t

Apesar de ambos os modelos serem nio estacionérios (0.997 4 0.22 = 1.02 e 0.99% + 1.3% = 2.67),
notamos que a amplitude dos picos da trajetéria da Figura 2.7 € muito reduzida quando comparada
com a amplitude dos picos da trajetéria da Figura 2.8 (na Figura 2.7 o maior valor da série é
aproximadamente 80, enquanto na Figura 2.8 é superior a 2 x 10°). Mais, os picos que se observam
na Figura 2.8 sdo de tal amplitude que ndo sdo visiveis as flutuagdes da série para os indices do tempo
que se afastam da zona onde os picos se encontram. Note-se que, neste caso, o par (a,b) estd mais
afastado da fronteira da regifo de estacionaridade do que no primeiro modelo.

80

valores da série
e
&

)
S

0 200 400 600 800 1000
tempo

Fig. 2.7 Trajet6ria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.99¢e b = 0.2.

0e+00 H

0 200 400 600 800 1000
tempo

valores da série

Fig. 2.8 Trajetoria do modelo BL(1,0,1,1) coma =0.99e b = 1.3.

Todas as trajetdrias foram obtidas com recurso ao software Rstudio (versdo 4.2.0).
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2.3 Estrutura de segunda ordem
Vamos agora estudar a estrutura de segunda ordem do modelo bilinear, isto €, determinar as fungdes
média, de autocovariancia e de autocorrelacao.

Teorema 2.3.1. Suponhamos que &, t € 7, admite momento de quarta ordem e que a*> + b*c> < 1.
Entdo, o processo definido por (2.1) verifica

bo?
1) E(X;)) = ——,
(1) E) =22
(2) E(th) _ _b264+2b2E(Xt)“3+b2,u4+GZ+4abE(Xt)GZ—|—2ab‘u3,

1—a>— a2

(3) Cov(X,,X,_p) = a"! (aE(th) +bus +b*c? 8 — 2;2) . heN,
—da

onde 1, = E(eF), k=3,4,teZ.

Demonstracdo. Em primeiro lugar, note-se que, pelo Corolario 2.2.1, o processo (X;,t € Z) é
fortemente e fracamente estaciondrio e, consequentemente, o processo (Z;, t € Z) também ¢é fortemente
e fracamente estaciondrio.

Comecemos por calcular a esperanga de X;, t € Z. Tendo em contaque Z,_ =X, — & e E(g) =0,

t € Z, tem-se

bo?

1—a’

E(X,)=E(Z) = (2.17)

De seguida, vamos calcular o momento de segunda ordem de X, ¢ € Z.
E(X}) =E [(aXH b1 X1+ e,)z]
= @®E(X? ) +b’E(X? &> |) + 0> +2abE(X? |&_).
Como os processos envolvidos sdo fortemente estaciondrios, podemos escrever
E(X?) = d®E(X2 ) + B’ E(X€?) + 6% + 2abE (X¢,). (2.18)

Vamos calcular separadamente E (X?¢,) e E(X?2€?). Temos

E(X’g) = E[(ZH + s,)zs,] = E(Z* &) +2E(Z_1€*) +E(&})
(2.19)
=2E(Z)0> + 13,
pois (Z;, t € Z) é estaciondrio e Z;_; é independente de &. Quanto a E(X¢g?), temos
E(X2e2) = E[(Z,_l + st)zs}] — E(Z2,€2) +2E(Z,_1€%) + E(e") = 6*E(Z2 ) + 2E(Z) i3 + s

De (2.10), vem E(Z? |) = E(X?) + 62 —2E(X,&,) = E(X?) — 62, porque

E(X,&) = E(aX,_1& +bX,_1&_1& + &) = E(&?), (2.20)
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pois & ¢é independente de X;_| e de &_1, t € Z, entdo

E(X?€e?) = 6°E(X?) — 6* + 2E(Z:)u3 + Ug. (2.21)

Assim,
E(X?) = a®E(X* ) + b*[0*E(X?) — 6* + 2E(Z) 3 + ta] + 0% + 2ab[2E(Z,) 0% + us],  (2.22)
o que € equivalente a
(1—d® —b*6?)E(X?) = —b*c™* + 2b*E(Z;) i3 + b* s + G + 4abE (Z,) 6% + 2abus,

obtendo-se

—b26* +2b°E (X, ) us + b Uy + 6% + 4abE (X,) 02 + 2abus

E(X?) =
(X7) 1 —a?—b202

(2.23)
uma vez que E(Z,) = E(X;), t € Z.

Por fim, vamos calcular a fungio de autocovariancia de X;, t € Z. Como (X;, t € Z) é fracamente
estaciondrio temos que E(X;) = E(X,—j), h€ N, logo

Cov(X;,X,—n) = E(X,.X,—n) — [E(X,)]?, heN.

Passemos agora ao célculo de E (X, X;_;), h € N.

Para h = 1, temos

E(XX,_1) = E[(Z-1+&)Xi_1] = E(Z_1X,_1) = E(ZX,).

Tendo em conta que Z; = aX; + bX, &, vem

E(X;X,_1) = E[(aX, + bX,&)X;] = aE(X?) + bE(X &)

(2.24)
= aE(X?) +2bG>E(X;) + bus,
uma vez que E(X?¢g) = 2E(Z,)02 + U3.
Entdo
Cov(X;,X;_1) = aE(X?) +2bG°E(X;) + bus — [E(X)]?
= aE(XZZ) +2b021b‘_’2a +bus — <1bf2a>2 (2.25)

(1—2a)

= aE(X,2) + b.u,_“, + b264m.
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Para h > 2, temos

E(X:X;—p) = E[(Zi—1 + &)Xi—p] = E(Zi—1X—1)
=E(ZX,—(h-1)) = E[(aX; + DX, &)X, (h-1)]
= aE(X,X;_(n-1)) + PE(X,&X:_(h-1))-

Tendo em conta que X; = Z,_| + &, vem

E(XtXt—h) = aE(XtX_( — )) +bE[<Zt71 + gf)th—(h—l)]
= aE(X,X,_(h—1)) + bE(Zi—1 X, (h—1)&) + DE(X,_(4—1)&})
=aE(X,X,,(h,1))+bG E(X;).

Repetindo o procedimento anterior 4 — 1 vezes, obtemos

h—2

E(X/Xi—p) = ahflE(XzXz—l) + bG2E(Xt) Z a*.
k=0

Substituindo E (X, X;_) pela expressdo obtida em (2.24), vem

h—2
E(XX;—p) = d" ' (aE(X?) + 2b6°E(X,) + biz) + bo’E(X,) ) | d*
k=0
h—2
= d"E(X?) +2d"'b0”E(X;) +d"'bus + b6’E(X,) Y d*
k=0
h—1
= d"E(X}) +d"'b6’E(X,) +d"'bus + ba*E(X,) Y d".
k=0

h—1

(2.26)

(2.27)

Ora, Z da* é a soma de h termos de uma progressdo geométrica de razdo a, com |a| < 1, pelo que

k=0
h

E(XX,_)) = d"E(X?) +d"'b6?E(X,) + d" bz + ba*E(X,) 11__aa
=a”E(x,2)+ah—1bGzL‘2 = ‘bu3+b<;2 bo? 1—d"
1—a 1=
~aB7) +d o (15 )+ H
Entdo, para h = 2,
Cov(X, X, ) = d"E(X}) +d"~'b <1bi + i +bzo4<1if§3 —[EX)P

)
_d'E(XY) +d 1b<b" +u3)

1—a

— d"E(X?) +d"! <b,u o 48 _z;:g)

(2.28)
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Portanto a fungdo de autocovaridncia do processo (X;, t € Z), é dada por

(1—2a)

aE(X?) + bus + b*c* ()

COV(Xt,Xt_h) -

_ (1—2a)
d"E(X?) + d" 1<bu3+b264(1_a)2 , h>1 (2.30)

_ h—1 2 2 4(1—20)
=a (aE(Xt)—i-b[,B—i-bG (l—a)2>’ heN.

De (2.30), observamos que a fungéo de autocorrelagdo do processo (X;, t € Z) é dada por

1, h=0
Pxi(h) =
d"=1aE(X?) (1 —a)? + buz(1 —a)? + b>c*(1 — 2a)]
E(X?)(1—a)?—b2c* ’

he Z\{0}.

No caso particular em que u3 = 0, o que acontece, por exemplo, se a lei de &, t € Z, é simétrica,
relativamente a x = 0, temos

bo?
E(X,) =
(X:) l—a’
—b*0* + b?y + 0% + 4abE(X,) 0>
2 t
E(X7) = 2 Bo? : (2.31)
1-2
Cov(X,, X,_p) = a"! <aE(X,2) +b*c? E] _JQ) , heN,
=10 (X2)(1 —a)? + b2o*(1 -2
py () = L EXD (U —a) +b7 0" (1 =2a)] -, 1 (2.32)

E(X?)(1—a)?—b2c*

Observamos que o valor de py, () nio depende do sinal de b, pois a expressio de E(X?) s6 tem
poténcias pares de b.

2.4 Comparacao das autocorrelacoes dos modelos BL(1,0,1,1) e AR(1)
Consideremos o modelo AR(1) definido por
X[ = athl + &, te Z, (233)

que corresponde ao modelo BL(1,0,1,1) com b = 0.
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Admitimos que sdo verificadas as condi¢des do Teorema 2.3.1, que a lei de &, f € Z, é simétrica
relativamente a x = 0 e que a # 0.

Sejam pag(1)(h) € Ppr(1,0,1,1)(h), h € Z, as fungdes de autocorrelagdo dos processos AR(1),
definido por (2.33), e BL(1,0, 1, 1), definido por (2.1), respetivamente. Tem-se

Par(1y(h) = d", heN,
e

1—alE(X)]?
a Var(Xt)>’ hel.

PBL(10,1,1)(h) = a' <1 +

De facto, de (2.32), tem-se, para h e N,

aE(X?)(1—a)* +b*c*(1 —2a)
ak(X?)(1 —a)? — ab?*c*
» aE(X2) (1 —a)? + b*o* — 2ab*c*

— aE(X?)(1 —a)? — ab*c* (2.34)

B b*c*(1—a)
=d' (1 * ak(X?)(1 —a)? —ab264> '

Par(1.0,1,1)(h) =

2

Como E(X;) = T <= E(X;)(1 —a) = bc?, temos
) [E(X)P(0 - a)?
et @)= (14 e 2 P —ar)
. [E(X)P( - a)?
- (” (1= a2 [ECP)— [E(X >]2]> (235)
a [E(X)P

=d' <1+ a Var(X,))
:pAR(l)(h)F(aabaG)a

com 5
Flab,0) — 14 1= LEX)] (2.36)

a Var(X;)’

Deste modo, verificamos que, se 0 < a < 1, entdo F(a,b,c) > 1, logo, de (2.35),
PBL(1.0,1,1) () > Par(1y(h) >0, heN.

Suponhamos agora que —1 < a < 0. Neste caso, temos F (a,b,0) < 1, para quaisquer valores de
a,bectaisque —1 <a<0eda®+b’c><1.

Observamos ainda que
* se |F(a,b,0)| < 1, entdo, de (2.35),

1PBL(10.1,1)(B)| = |Parq) (W |F (a,b,0)| < [par(1) ()],
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* se F(a,b,0) = —1, entéo
1PBL(1,0,1,1)(A)| = |Par(1) ()],

* se F(a,b,0) < —1, entdo

1PBL(1,0,1,1)(R)] > |Par(1) ()]

Deste modo, concluimos que |Pp(1,0,1,1) ()| < |Par(1)(h)], apenas no caso em que |F(a,b,0)| < 1.
Em particular, no caso & ~ N(0,0?), usando a expressio de E(X?) em (2.34), tem-se

1 2 21_ 2 122
F(a,b,6)=1+(—l> bo(l—a”—b'o")
a

1 —2a+b*0? +b*c* +a?(1 — b*c?)’

pelo que
lim F(a,b,0)=—-00 e lim F(a,b,0)=+0w0.
a—0~ a—0t

Para ilustrar a forma da fun¢io F(a,b,0) no caso em que & tem distribui¢do normal, com ¢ = 1,
apresentamos, na Figura 2.9, o gréfico de F(a,0.5,1).

Neste caso, a condi¢do a” + b*>c? < 1 é equivalente a |a| < +/0.75 ~ 0.86603 e verifica-se
|F(a,0.5,1)| < 1 para —/0.75 < a < —0.685, ou seja, temos 1PBL(1,0,1,1)(B)]| < |Par(1) ()| para
—4/0.75 < a < —0.685, (este valor corresponde ao arredondamento por defeito da tnica solucdo real
da equagdo F(a,0.5,1) = —1).

0.8 0.6 0.4 0.2 0.2 0.4 0.6 0.8

Fig. 2.9 Grifico de F(a,0.5,1), com —0.866 < a < 0.866 e a # 0.



Capitulo 3

Modelos Bilineares Simples

3.1 Definicao e hipoteses gerais

Consideremos o processo (X;,t € Z) tal que X, obedece a um modelo bilinear da forma
X; =bX,_1&_1+&, teZ, keN, leN, k=1, (3.1)

onde b é um parametros real e (&, ¢ € Z) € um processo constituido por varidveis aleatdrias reais
independentes e identicamente distribuidas com média zero e varidncia 6%, 6 > 0. Assumimos ainda
que & ¢ independente de X;, s <1, e que E(|In|g||) < +o0.

Este modelo designa-se bilinear simples de ordens k e [ e é denotado BLS(k,[). Dizemos que se
trata de um modelo diagonal se k = [ e de um modelo superdiagonal se k > [. E um caso particular do
modelo BL(0,0,k,1).

3.2 Estacionaridade forte

Comegamos por assegurar a existéncia e unicidade de uma solucdo fortemente estaciondria para a
equacdo (3.1).

Teorema 3.2.1. Se In|b|+ E(In|€|) < 0, entdo existe uma solugcdo fortemente estaciondria para o
modelo (3.1) dada por

n=1

+00 n
X =&+ > bem | [&—i—(-10 (3.2)
j=1

sendo esta série quase certamente convergente. Além disso, o processo (X;,t € 7) definido por (3.2) é

a tnica solugdo de (3.1) no sentido da convergéncia em probabilidade.

23



24 Modelos Bilineares Simples

Demonstracdo. Usando recursivamente a relagdo (3.1), temos
X =DX; (&1 + &
2
=b"Xi k& k—1&— | D& &+ &

3 2
=D X 3k&—2k—1E—k—1E—1 T O & _ 24 &_k—1E—1 + DE_1 &1 + &

(3.3)
n n+1
=&+ ZN(t, l) + bn+1XI_(n+1)k Hgl—l—(j—l)kv n= 0, 1,2,
i=1 j=1
onde ‘
N(t,i) =& | [&—1—(jotyo i=1,..m, tE L, (3.4)
j=1
0
convencionando ZN (t,i) =0.
i=1
+00
Comecemos por provar que a série 2 N(t,n) é quase certamente convergente, para cada r € Z.
n=1
Temos
1 || 1.
SIn|N(n)| = ~In b+~ In|g | + nln\l_[lst_,_(j_l)k\. (3.5)
j=
Para a tltima parcela de (3.5), temos, pelo teorema de Kolmogorov
- 1 & g.c
;1H|H81—1—(j—1)k| = Z In|g_;(j_1| — E(In[g&]), n— +o, (3.6)
j=1 j=1
uma vez que existe E(In|g|).
1 :
Analogamente a (2.9) da demonstragdo do Teorema 2.2.1, temos — In |&_ | 25 0.
n
Entdo, retomando (3.5),
1
—In|N(t,n)| L5 In|b| + E(In|g|) = § <0, n— +oo, (3.7)
n

pelo que
IN(t,n)|" 25 e® <1, n— +o.

Pelo critério de Cauchy para séries numéricas de termos positivos podemos afirmar que a série
+00

Z N(t,n), t € Z, converge quase certamente, definindo assim um processo fortemente estacionario,

n=1
uma vez que ¢ funcdo mensurdvel de &_1, &_»,..., &_p.

Analogamente a demonstracdo do Teorema 2.2.1, prova-se que o processo estacionario

+00
Y, =&+ Y N(t,n), teZ,

n=1
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satisfaz a relagdo (3.2).

Finalmente, vamos verificar que a solu¢do encontrada € a inica solucdo fortemente estaciondria
da equagdo (3.2) no sentido de convergéncia em probabilidade.

Seja (X;,t € Z) um processo fortemente estaciondrio que é solugdo da equagéo (3.2). Entéo, como

se provou em (3.3),

n
X, =&+ Y \N(t,i) + X_p1yR(t,n+ 1),

i=1

com R(t,n) =b" H &—1—(j—1)k-
=1

Analogamente a (3.6) temos

1 .-
—In[R(t,n)| L5 n|b| + E(In|g|) = § <0, n— +oo. (3.8)
n

A resto da demonstragdo € andloga a demonstracdao do Teorema 2.2.1. 0

Observamos que o teorema anterior também € valido no caso k < [.

Apresentamos a seguir trés exemplos para ilustrar a verificagdo da condi¢do In |b| + E(In|g|) <0

([9D.

» Suponhamos que & ~ N(0,0?). Entdo

G\/E_Z
2

1
5 =ln|b6|—§(y+ln(2)),

In|b|+ E(In|&|) =1In|b|+1n
onde 7 é constante de Euler'. Assim, existe uma solucgio fortemente estacionaria do modelo
BLS(k,1) se o|b| < v2expy/2 ~ 1.8874.

* Se & segue a lei Uniforme no intervalo [—ot/2, a/2], a > 0, tem-se

In|b|+ E(In|g|) = In|ab| —In(2) — 1 < 0 < a|b| < 2e.

* Se & segue uma lei de Cauchy com densidade f(x) = ,xeR, o > 0, entdo

n(a?+x?)
In|b|+ E(In|g|) =In|b|+1In(a) =In(et|b]) <0 < |b| < 1/c.
O teorema seguinte estabelece uma condi¢do necessaria para a existéncia de um processo esta-
ciondrio de segunda ordem, (X;, r € Z), que satisfaz o modelo (3.1).

Teorema 3.2.2. Suponhamos que existe um processo fortemente e fracamente estaciondrio, (X, t € 7),
que satisfaz a equagdo (3.1) e que &, t € Z, admite momento de quarta ordem positivo e E(€}) = 0.
Entdo b*c? < 1.

n— 400

i=1

n
1
!Constante de Euler: y= lim (Z - - ln(n)) ~0.5772
i
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Demonstra¢do. Como (X;,t € Z) é um processo fortemente e fracamente estaciondrio, entéo existe
E(X?) e é independente de ¢.

e Para k = [, temos

E(Xt2) = E(bZXzz—ketz—k + 812 +bX; k& k&)
— ’E(X? (&2 ) + bE(X,_x&_1)E(&) + E(€?) (3.9)
- sz(thgtz) +0°

pois os processos envolvidos sdo fortemente estaciondrios e & € independente de X;_,, s > 1, ¢
de E—_r, T # 0.

Quanto a E(X?2€?) temos

E(XzzgzZ) = sz(thfketszgtz) + E(8t4) + 2bE(thk8tfk8z3)
= V’E(X} & )0° +E(g) + 2bE (X, & )E(€))
=P E(X?e})o? + E(g)}).

Esta igualdade é equivalente a
(1-b*c*)E(XPe’) = E(g]), (3.10)
pelo que b>62 < 1, uma vez que E(X?€?) <+ e E(g}) > 0.

e Para k > [, temos

E(th) =b’E (Xtakgtzfl) + E(gtz) + 2DE (X, _1&—1&)
= VE(X2 &) +0°
= b*62E(X?) + o2,

logo
(1-b*cHE(X?) = 6°. (3.11)

Como E(X?) < +o0 e 62 > 0, desta igualdade vem b*0? < 1.

Obtemos, assim, o resultado pretendido. 0

O teorema seguinte estabelece uma condicio suficiente para a convergéncia quase certa e em L?
do processo (X;, t € Z) que verifica (3.2).

Teorema 3.2.3. Suponhamos que &, t € 7, admite momento de quarta ordem e que b*6> < 1. Entdo
o processo (X, t € 7.) com X; definido por (3.1) converge quase certamente e em L?.

Demonstracdo. Suponhamos que b*>c> < 1, o que implica

2In|b| < —In(E(&?)). (3.12)
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Como a fungdo @(x) = —Inx, Vx € R € estritamente convexa e E(In|g|) < +00 podemos aplicar
a desigualdade de Jensen a v.a.r. 2. Obtemos a desigualdade

—In(E(g?)) < —E(Ing?) = —2E(|Ing]|). (3.13)

De (3.12) e (3.13) temos In|b| + E(|Ing]) < 0. Entdo, pelo Teorema 3.2.1, fica concluida a
convergéncia quase certa.

A prova de convergéncia em L? é andloga a do Teorema 2.2.3, considerando-se agora a sucessio

n
de v.a.r. (S;,)nen, t € Z, definida por S; , = & + ZN(I, i), neN, com N(z,i) dado por (3.4). Tem-se

i=1
i
112 2i 2 2 .
HN(tal)H =b lE <€t—ik1—[8t_l_(j_1)k> , 1= 1,...,}’[.

j=1
Tendo em conta que a v.a.r. &, t € Z, sdo i.i.d. com variancia o2, obtemos
« parak =1 [N(1,)|* = bZiE(S;‘—ikgtszez{Zk‘"8;2_(i_1)k) = b us(b*e?),
* parak > 11 |N(t,0)[* = b E(e’_y &’ & 18"y oy _1y) = b2 (BP0?)"

Como (bzcz)% < 1, conclui-se que X; € L?, como na demonstra¢io do Teorema 2.2.3. 0

Como consequéncia dos dois teoremas anteriores temos o resultado seguinte.

Corolario 3.2.1. Seja (X;,t € Z) um processo definido por (3.1), tal que &, t € 7, admite momento de
quarta ordem e E(g}) = 0. Entdo o processo (X;,t € 7.) é fortemente e fracamente estaciondrio se e
56 se b*0? < 1.

Nas Figuras 3.1 a 3.4 apresentam-se trajetérias dos seguintes modelos bilineares simples esta-
ciondrios:

X[ = 0.5X1728172 + &

X[ - 099X1728t72 + gt

X[ = OSX[_Z(C:;_] + 8[

Xl = O.99Xt_2£[_] + 8[

Em todos os casos considerou-se & com distribuicio N(0, 1) e todas as trajetdrias foram obtidas
com base na mesma série de 1000 valores simulados desta distribui¢io. Esta série é a mesma que foi
usada nas simula¢cdes apresentadas no Capitulo 2.

Salienta-se que a condicdo b>6> < 1 é equivalente a |b| < 1.

Comparando as trajetdrias dos processos diagonais representadas nas Figuras 3.1 e 3.2, observamos
picos repentinos apenas no segundo caso. Observamos ainda que a amplitude dos valores da série
representada na Figura 3.1 € muito reduzida quando comparada com a amplitude dos picos da trajetdria
da Figura 3.2. Note-se que, neste caso, o coeficiente do modelo estd muito préximo de 1.
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valores da série
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Fig. 3.1 Trajetdria do modelo diagonal b = 0.5.
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Fig. 3.2 Trajet6ria do modelo diagonal b = 0.99.
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Fig. 3.3 Trajet6ria do modelo superdiagonal b = 0.5.
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valores da série
o

0 200 400 800 800 1000
tempo

Fig. 3.4 Trajetéria do modelo superdiagonal b = 0.99.

Os mesmos comentarios valem para as trajetérias superdiagonais representadas nas Figuras 3.3 e
3.4.

Ao comparar as trajetorias dos processos diagonais com as dos superdiagonais, verificamos que a
amplitude dos valores nos casos diagonais € maior do que nos casos superdiagonais. Por exemplo, na
Figura 3.2 o maior valor da série, em termos absolutos, é aproximandamente 80, enquanto na Figura
3.4 é aproximandamente 30.

3.3 Estrutura de segunda ordem

Vamos agora estudar a estrutura de segunda ordem dos modelos diagonal e superdiagonal, isto é,
determinar as fun¢des média, de autocovariancia e de autocorrelagao.

3.3.1 Modelo Diagonal
Consideremos o modelo bilinear simples diagonal definido por
X, = bX, 16 1+ &, keN, teZ. (3.14)
Para além das hipGteses gerais, admite-se que existe E (&) e que E(g*) = uy >0e E(g}) = 0.
Teorema 3.3.1. Seja (X;,t € Z) o processo definido por (3.14) com b>6* < 1. Tem-se

(1) E(X,) =bo?,

b2y
2 2
(2) EX) = a2+ 9
b2y 2 2 2
(3) Var(X,):m-i-c (1—[? (62 ),

(4) Cov(X;,X;_;) = b*c* e Cov(X;,X;_) =0, heN\{k},
264
Var(X;)

(5) px, (k) = e px,(h) =0, heN\{k}.



30 Modelos Bilineares Simples

Demonstragado.

Comecemos por calcular a esperanca de X;.

E(X;) = DE(X;_1&_x) + E(&) = bPE(X &)
= bE(be_1&—k&) +DE(&) (3.15)
— bo?.

Na demonstragdo do Teorema 3.2.2 deduzimos

E(X?) = b’E(X?€?) + 0% e E(X’e?) = b’E(X?€”) + 1.

Consequentemente
EX'e)) =115 _‘242 5 (3.16)
pelo que
b2
E(X?) = l_b‘;‘;z +o? (3.17)
De (3.16) e de (3.17), obtém-se
b2
Var(X;) = Ha ) c?(1—-b*c?).

1 —b20?
Por fim, vamos calcular a func¢@o de autocovariancia do processo (X;,z € Z). Temos

Cov(X,, X,_y) = E(X.X,_) — [E(X))]*, heN.

Quando & = k temos,

E(X;X,_;) = bE(X?&,)
— B’ E(X? &7 &) +bE(&}) + 2b°E (X,_1&_i€?)
= 20°E(X,_1&_;)E(€%) = 2b*E(X,&,) 0>

=2b%c*.

Assim Cov(X,,X;_;) = 2b*c* — (bo?)? = b*c*.
Para h < k temos,

E(X,X,—1) = bE(Xi—1&—X—n) = bE (X, (k1) & (k-1 X1)
= V*E (X, (k—n)&r— (k—) Xi—kE1—) = °E (X, &X,—n€&—n)
= P E(bX,—k&—k&Xo—n€&—n) + b*E (& X,—n&—p)
= b’E(X,&)0>

= b*c*.
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Para h > k temos,
E(X, X, 1) = bE(X; & 1Xi—1n) = bE(Xi&X,_ ()
= V’E(X—k&—&X,— (1)) + PE(&7X,_(h—)) 3.18)
= bGZE(th(hfkﬂ
= b*o*.
Entdo Cov(X;,X,_;) = 0, para todo h € N\ {k}.
Portanto a fun¢édo de autocovariincia de (X;, t € Z), no caso diagonal, é tal que
b*o, h=k
Cov(Xy,Xi—p) = (3.19)
0, h e N\{k}
e a fun¢do de autocorrelacao é dada por
1, h=0
b>c*
h) = h=—k,k 3.20
0, he Z\{—k,0,k}.
Var(x,) = M1 21— 1o
com ar( [)—m G( G) 0

Observamos que a fungao de autocorrelagdo (3.20) é também a funcio de autocorrelagdo de um

modelo MA(k).

3.3.2 Modelo Superdiagonal

Consideremos o modelo bilinear simples superdiagonal definido por
X[ - bthkgtfl + 8[, k > l > 0

Teorema 3.3.2. Seja (X;,t7) o processo definido por (3.21), com b*c?* < 1. Entdo,

(1) E(X,) =0,
2
1—b2c%

(3) COV(X[,thh) = 0, h € N

(2) E(X?) =

Demonstracado.
Comecemos por calcular a esperanca de X;.

E(X;) = bE(X;—1&-1) + E(&) = DE(X,—1)E(&-1) = 0,

poist—1I1>t—k.

(3.21)

(3.22)
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Da demonstracdo do Teorema 3.2.2 deduzimos que

By - —
( t)—m- (3.23)

Passemos agora ao célculo de Cov(X;,X; ;) = E(X,X;—p), he N.

Quando & = [ temos,

E(X:X;—1) = bE(X;—1&—1X;—1) = PE(X,_(4—1&X:)
= B’ E(X,_ -1y Xi—k&—1&) + DE(X,_ k1))
= sz(Xt—(k—l)Xt—ket—l)E(gt) + bGzE(Xt) =0.

Se h < [, o0 que implica i < k, temos

E(X;X;—1) = bE(X;—1&—1Xi—1n) = DE(X,— (k—1) €&—(1—-m) X1
= DE (X,— (k—ny&1— (1—n) Xi—k€1—1) + DE (X, (k—n)&1— (1) &)
= sz(X[_(k_l)SzXz—(k—Hh) &-n) =0,

somando [/ — & a todos os indices.

Para h > [ temos,
E(XtXt_h) = bE(Xt—kgt—lXt—h) = bE(Xt—(k—l)tht—(h—1)> =0.
Entdo Cov(X;,X;_p) = 0, para todo h € Z. 0O

Notamos que a estrutura de segunda ordem do modelo superdiagonal € a de um ruido branco de
2

varidncia ———~——.
1 —b2c2

3.4 Funcio de autocorrelacio de (X?,7 € 7)

Como vimos na secc¢ao anterior, a estrutura de segunda ordem de um modelo diagonal coincide com a
de um modelo média mével e a estrutura de segunda ordem de um modelo superdiagonal coincide
com a de um ruido branco.

Para obter uma caracterizagdo diferente para os modelos bilineares simples, Granger e Ander-
sen ([5]) sugeriram o estudo de momentos de ordens superiores a 2, em particular o estudo das
autocorrelagdes do processo (X2t € Z).

Além das hipdteses gerais sobre o modelo (3.1), nesta sec¢do admitimos que

* no caso diagonal, existe E (&%) e tem-se E(e¥) = up; >0e E(g7 ') =0,i=2,3,4,

* no caso superdiagonal, existe E(€}') e tem-se E(¢') =ty > 0e E(g}) = 0.
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Teorema 3.4.1. Seja (X,,t € Z) o processo definido por (3.1). Entdo (X?,t € 7) é fortemente e
fracamente estaciondrio se e s6 se b*py < 1.

Demonstragado.
Suponhamos que b*uy < 1. Entdo b?c? = E(b?€?) < A/b*E(g}) = \/b*us < 1, pelo que, pelo
Coroldrio 3.2.1, o processo (X;,t € Z) é fortemente estaciondrio, e consequentemente, (X?,¢ € Z)

também é fortemente estaciondrio, uma vez que X? é funcio mensuravel de X;.

Quanto & estacionaridade fraca, vamos provar que existe E (X;*).
+o0

Do Teorema 3.2.3, temos X; = & + 2 N(t,i) € L?, com N(t,i) dado por (3.4).
i=1
Apenas é preciso provar que existe

+a0 4
E (Z N(t,i))
i=1
Ora

+00 4
E (Z N(t,i))
i=1

N

+00 4
E (Z IN(f,i)|>
i=1

- E <Z e \N(r,i)N(z,j)N(t,s)N(t,r)|)

i=1 j=lr=1s5=1
+00 400 +00 400

= Y3 S E(NGL NG, NG, 9N (7)), (3.24)

i=1 j=1r=1s=1

uma vez que |N(¢,i)N(t, j)N(t,s)N(t,r)| é uma sucessdo de v.a. positivas (Teorema 1.2.2). Usando o
Teorema 1.2.3, vem

E(IN(2,))N(t, /)N (2, 5)N(,r)[) = E(IN(2,))N(z, )| IN(2,5)N(2,7)[)

< [E(N(t,i)>N(t, )*)E(N(t,5)*N(t,r)?)]? (3.25)
< [E(

=

)
E(N(t,iy YE(N(t, )))E(N(t,5) ) E(N(1,r))]5.

i
Quando X;, 1 € Z, satisfaz o modelo superdiagonal, tem-se N(z,i) = b'e _i H &_1—(j—1)k> logo
j=1

E(N(t,i)") = bYE (gl y& 16y 18t 1 op8! 1 io1y) = Ma(b*a)'.

Entao, de (3.25), temos

. l . .
E(IN(t,i)N(t, )N(t,5)N(1,7)]) < pal(b*pa) 4174475,
Como (b* ,u4)% < 1, a série (3.24) é convergente, logo existe E (X).

Como (X?,t € Z) é fortemente estaciondrio e E(X*) < +00, concluimos que este processo é
fracamente estaciondrio.
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Suponhamos agora que (X?,t € Z) é fortemente e fracamente estaciondrio. Ora

E(XY =b*E(X* &t )+ E(e}) +4P°E(X? €% ,€7) + 2b°E(X? 2 ,€?)
=V EX _pg’) + 1+ 6b°’E(X2 ) €7)
= b U E(X') + g + 6b*c E(X?)

pelo que
(1-b*"uy)E(X}) = py + 6b*c*E(X?).

Como pg > 0 e E(X*) < +00, concluimos que b*uy < 1, como pretendido.

De modo andlogo, prova-se para o caso diagonal. 0

Vamos agora determinar as fungdes média, de autocovariancia e de autocorrelagio de (X2, € Z).

3.4.1 Modelo Diagonal

Seja (X;,7 € Z) um processo que verifica a relagdo de recorréncia (3.14)
X[ = bthkgtfk + 8[, 1e Z, k € N,

com b4/.t4 < 1.

Comegamos por calcular E(X*). Temos

EXY = b*E(X* (&' )+ E(e}) +4b*E(X? €% ,€7) + 2b*E (X (&% €7)+
+ 4b3E(thfkgtzikxtfkgtfkgt) + 4bE(8t2Xt7k817k8[)
=b'E (Xz“—ke;‘—k) +Ha+ 6b°E (Xzz—kth—k)E(gtz)
= b*E(X'€e!) + us + 6b* 67 E (X7 €7)

(3.26)

E(X'e") = b E(X} &l )E(€) + E(€) +40°E (X2 & )E(€0) + 2D E (X2 &’ )E () +
+HADE (X2 & i Xk k) E (&) + 4DE (] X181 )E(€])
= b*E(X;'€") s + ps + 6b*E (X €?) s.
(3.27)

Entao

1 6b° Ua e
E(X'e)) = vt <.US+ el ) (3.28)

tendo em conta o valor de E (X,zs,z) dado por (3.16). De (3.26) obtém-se entdo

b* 6b° Ul 6b* 01Uy
4
EX) =, (““ 1—b202) T T e
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Teorema 3.4.2. Seja (X;,t € Z) o0 modelo diagonal definido por (3.14). Entdo a fun¢do de autocorre-
lagdo de (X?,t € Z) verifica
px2(h) = b*pya(h—k), h>k.

Demonstragdo. Para h > 1 temos
E(X?X?,) = b*E(X* & X2 ,) + 0*E(X?). (3.29)

Para h > k esta igualdade € equivalente a

E(XtZXtah) = sz(thgtzxzz—(h—k)) + GzE(th)

(3.30)
= bGP E(X7 &7 X7 i) + D E(X]) + b E(X7).

Substituindo A por h — k em (3.29) obtemos
EX?X (i _p) = PEX &4 X7 1) + O E(X7)
que € equivalente a
b O E(X &8 (X hiy) = POCE(XPX] 4y 4y) — b E(X7).

Deste modo, a igualdade (3.30) € equivalente a

E(X?X2)) = B’ EXIX] ) — b’ E(X}) + P WE(X]) + bo*E(X})

(3.31)
=’CEXIX] ) + (D' — b’ 0" + 6*)E(X)).

b2
Por outro lado, temos E(X?) = 1_7;2462 +0% < (1-b*cHE(X?) = b*uy — b*c* + 62, pelo
que, de (3.31), podemos escrever

E(thxtz—h) = bzczE (thxtzf(hfk)) + (1 - b2 62) [E (th)]z'

Entéo, para h > k,

COV(Xzzuxtth) = E(thxtzflﬂ - E[(XtZ)]Z
—REECXE )+ (1 - B0 EX)P — E[(X)

1
= bZGZCOV(Xt27Xt2_(h_k)).

Teorema 3.4.3. Seja (X;,t € Z) o modelo diagonal definido por (3.14). Tem-se

b (E(X,“ef) — ‘L“E(XIZ)> , h

Il
»

1 —-b%02
0, heN

COV(Xthth—h) =
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b*o? 6b> 1L 6b° 17
4.2 4He I
onde E(X/¢&) = T <“8+1_bzgz> tHet T a2

Demonstracado.
Tem-se
COV(Xz aXt ) = E(XZth ) — [E(th)]za heN.

Vamos calcular £ (X,2Xt2_ h), h e N, considerando trés casos: h =k, h <k, h > k.
1) Para h = k temos,

E(X?X”,) = b’ E(X &) + E(X2)E(g)) +20E(X &1 )E(&)

(3.32)
= V’E(X'e?) + 6°E(X?).

Assim

E(X?
Cov(X2, X2,) = b* <E(X;‘e,2) — W) .

1 —b20?
2) Para h < k tem-se,

E(X?X*,) = b*E(X? ;& kXﬁ W)+ E(X?,)E() + 2bE (X, _1&_1X* ,)E(&)
= VEX] & nX’) + O E(X]) (3.33)
= D*[D*E (X2} X2 €l )) + 02 E(X2e?)] + o2 E(X?).

Desenvolvendo X, obtemos

E(X X7 4&") = D’ E(X2 67X kgt )+ WE(X]€])
= VO’ E(X7& X2 & gn) + IE(X7E])
= b O E (X & X i) + PO E(X7E]) + IE (X7 €])
= ' E(X? €2 X2 e}) + (1 + b 0*)wE (X e?),
pelo que
12
E(XIththz_hS,Z_h) = i —bgcz)z
Deste modo,
2,2 2,2
E(Xz—(kfh)gtzf(k—h)xtz) ~ _bb'lzigz)z (1_619532)2
e
b olu;

2vy2
E(Xl Xt—h) = 1 —b262)2 + (1 —b262)2

Assim Cov(X?,X? ) =0, para h < k.

t T t—k

Analogamente, mostra-se que Cov(X?,X?* ;) = 0, para h > k.
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Portanto
E(X?
Y b (E(Xfef)—M), h—k
Cov(X7,X_y) = 1-b*c (3.34)
0, h e N\{k}
b*c? 6b2 114 g 6b> 17
E(X%e)= = Ao i S

onde E(X;'g) = <'u8+1—b262>+'u6+1—b262 0

Dos Teoremas (3.4.2) e (3.4.3) deduz-se o resultado seguinte:

Corolario 3.4.1. Seja (X;,t € 7Z), o modelo diagonal definido por (3.14). Entdo para h = mk, m € N,
os valores de Px? (h), h e N, sdo ndo nulos. Mais precisamente,

Py (k) = (526" pya (k).

Demonstracdo. Vamos verificar esta igualdade por indu¢do matematica.
Para m = 1, a igualdade € verdadeira de modo trivial.
Suponhamos que Py (mk) = (h*c?)m! Px> (k) e provemos que py> ((m + 1)k) = (bzﬁz)mpxtz (k).
Pelo Teorema 3.4.2, temos

Py (m+ 1)) = 262y ((m+ Dk — k) = B262pya (k) = (5262) "y (k).

3.4.2 Modelo Superdiagonal
Suponhamos que (X;, € Z) verifica a relag@o de recorréncia (3.21), isto é,
X =bX;_1&_1+¢&, k>1>0,

com b4u4 < 1.
Comecemos por calcular E(X;*). Da demonstragio do Teorema 3.4.1, temos

(1= b ) E(X?) = s+ 6b°0*E(X?)

P

2
= 1_b262+0,vem

e, tendo em conta que E (X?)

4

E(X}) = 1—71?@4(

Uy +6b°G*E(X?)). (3.35)
Teorema 3.4.4. Seja (X;,t € 7Z) o modelo superdiagonal definido por (3.21). Entdo
px2(h) = b*pya(h—k), h>k.

Demonstracdo. A prova € andloga a demonstracdo do teorema 3.4.2.
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Para todo /4 > 1 temos
E(X?X?,) = b*E(X* &~ X" ,) + 0°E(X?). (3.36)
Quando & > k esta igualdade € equivalente a

E(XtZth—h) = sz(thngtz—(h—k)) +0°E (th)

= b O E(X7 &7 X (u_p) TV ME(X?) + DO E(X}). 537
Substituindo A por h — k em (3.36) obtemos
EX?X? _p) = PE(X &1 X7 4 _py) + O°E(X7)
pelo que
VO’ E(X2 &8 X0 ) = POE(XX] ) _4y) —D* G E(XD).
Deste modo, a igualdade (3.37) é equivalente a
E(X}X”,) = B’ E(XIX] _py) + (V' 1a —b*0* + 6*)E(X}). (3.38)

Por outro lado, temos (1 — b*02)E(X?) = b*uy — b*c* + 62, pelo que, de (3.38), podemos

escrever
E(XtZXt2—h> = bZGZE (XtZthf(hfk)) + (1 - b2 62) [E (th)]z'

Entdo, para h > k
COV(thvth—h) = bszE(XtZXzz—(h—k)> + (1 - bzaz) [E(XtZ)]z - E(th)]z
== bZGZCOV(th,XIZ_(h_k))
[

Teorema 3.4.5. Seja (X;,t € 7) o modelo superdiagonal definido por (3.21). Entdo para 1 < h <k,

temos
b*c*Var(X?), h=k
b*(us —0*) 2

Cov(X2, X7 4) = { b2 (s — 0%
2
WE(XI‘)7 h:l,kZZI
P02y — o)
1—b*c*
0, nos outros casos.

E(X?), h=k—1#1
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Demonstragado.

Como (X;, t € Z) é fortemente estaciondrio temos que
COV(XzZath—h) = E(Xt2X12—h> - [E(th)]za heN.

Passemos agora ao célculo de E (X, X;_), h € N.

1) Para h = k temos,

E(X?X*,) = V’E(X &)+ E(e?X? ;) +2bE (X, _1&_1&)
= sz(Xt“—(k—l)etz) + GZE(th)
=b*G’E(X}') + c?E(X}).

Entao

Cov(X2,X2 ) = P*6*E(X}) + 6*E(X?) — [E(X?)]?
=b*6’E(X}) + 0°E(X}) — [E(X))? + b* 0’ [E(X])]* — >0’ [E(X))]?
= b*c*Var(X?).

2) Parah=1:

a) Se k # 2[, temos
EX!X")) = PEX & X7)+ 0 E(X}). (3.39)

Desenvolvendo X obtemos
E(X2 &' X?) = PP E(X2 o X7 i8ly) + HE(XD). (3.40)
Quando k < 21,
E(X2 o XPiel) = EXXPel ) = B0 E(X2 4 pX7) + 0 E(X})
e para k > 2,

E(thf(kfl)thfkezzfl) = E(thletZ) = bszE(thf(kfl)thfk) + GZE(X,4).

Assim (3.40) € igual a
b*6° — 4
2 2y2 2
E(Xt—(k—l)gt X ) = 1—pich E(Xt )
consequentemente (3.39) € igual a
b2ob — Us

E(X*X* ) =b* < E(X,2)> +G%E(X?).

1 —bto?
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Entao
Cov(X2,X2,) = b° uE(xz) + 62E(X?) — [E(X))]
t 2t —h 1—bio? t t t
b (pa — %) 2
= _pigt LX)
b) Se k = 2I, temos
E(X?X:)) = b*E(X~ €2 X?) + 6*E(X}). (3.41)

Desenvolvendo X7, obtemos

E(X2 8t2Xt2> = bZGZE(XilEtZth) + .L‘—4E(Xt2>

t—I1

pelo que

Uy
E(X2&X}) = mE(Xt2)~

Assim (3.41) é equivalente a
b2
EXXE)) = - E(X) + 0B (X2),
Entao

2
Cov(x?.X2,) = B E(x?) + PE(X2) — [E(X2)P

1 —b%0?
3) Parah=k—1 #I:
a) Sek > 2l
EX!X? ) = b E(X2 X))+ 6°E(X]). (3.42)

Desenvolvendo X? obtemos

E(thletz) = sz(thletszthfl) + GZE(th)
= VE(X}X? ;&) + 0E(X?)
= b4G2E (th—(k—l)gtzxtz—(k—y)) + b4[.L4E(Xt2) + GZE (th)
= PO B XP) + (b + ?)E(XD),
o que € equivalente a

by +o?

E(th—lXt2> - 1— o4 E(th)'

Retomando (3.42), temos

b*o?(b*uy + o?
E(XtZth—(k—l)) = < 1 — bro? ) + Gz) E(Xz)'
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b) Se k < 2I, tem-se que
EXIX? ) = PE(X2 & o nX7) + 0 E(X7), (3.43)
e desenvolvendo X? vem
E(X? 18" o _nX7) = PPE(X2. 812_(21 k)Xt2 &)+ OE(X2 18 0 p)
= VEX? & X 20 n&-y) + S EX] &)
= V’EXIX] &)+ E(X?).
Substituindo este resultado em (3.43), obtemos
EX?X? ) = EXPX] &)+ 0> (1+b°0?)E(X?). (3.44)
Por outro lado,

E(XzQX;Z—(k—z)gz) b’ E(X] 1] X (k ) +EX (k— l)gt)
=b*o’E(X2 e" " (2-#)) X?) + WE(X?)
= D[P E(X 548 iy X&) T O E(X oy &)] + HaE(XP)
= b E(XCX] &) + (B 0° + W)E(X?),

pelo que
b?c0 + g
E(X’X? 4_p&) = WE(X2)
Entao, de (3.44), obtemos
b*c?*(b*ug + 0?)
E(XtZth—(k—l)) = < 1 — b*o* + 62> E(Xlz)'

Assim, para h = k—1[ # [, tem-se

b'c 2(!14 +0%)

COV(X12 ) th h) b4 O.4

E(X}).
4) Finalmente, falta verificar que Cov(X?,X2,) = 0 para he {1,...,0 — 1, +1,....k— 1}, com
h # k—1. Temos
E(thth_h) = sz(th sz hgt l) + O-ZE(XZ)

(a) Seh <,
E(X?X2)) = VEX 4 XPel o) + O E(X)

e desenvolvendo X vem

EQXX2) = b EX & g Xii&i)) + VPP E(X &l ) + O E(X7)

t

= V'’ E(X” X7 gi-ny€in) + (BP0* + OHE(XD).
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Quando & < k— [ temos
E(X?X%,) = b*c*E(X’X2,) + (b*0* + c*)E(X?).

_ b +o?

pelo que E (XX} ) = WE (X7) = [E(X)]*.

No caso & > k — [ temos

E (th—(k—h)Xt2gt2—(l—h)) = b’G’E (thxtz—hgtz—(h—k+l)) +0*E(X7)
= V' E(X] o XP& n)+ (b70°+EX)

t

pelo que
(b*c® + o*

2 2.2
EX:_ X & 1—n) = T hiot

E(X7).

Entao
b*(b*c® + c?)
1 —btc?

Portanto Cov(X?,X? ,) = Oparah < [.

E (thxtz—h) = E (XZZ) = [E (th)]z'
(b) Sel < h <k, tem-se que

E(thth_h) = bQGQE(XtZ—kth—h) + GzE(XtZ)
= b*o? [bszE(th,(k,[)Xz{(kfhfl)) +0’E(X7)] + 0*E(X})
— B E(XXE,) + (26" + GHE(XD),

_ brot+o?

pelo que (XX ;) = WE(X;) = [E(X))]

Obtemos, assim, a covariancia pretendida. 0

Dos Teoremas (3.4.4) e (3.4.5) obtivemos o seguinte resultado:

Corolario 3.4.2. Seja (X;,t € Z), 0 modelo diagonal definido por (3.21). Entéo os valores de py>(mk),
Px2((m—1)k+1), py2(mk —1), h € N, sdo ndo nulos, mais precisamente,
oy (k) = (P62 pys (k) = (BP02)",
oy ((m— Dl +1) = (1P0?)™ pa(),
Py mk—1) = (56" pya (k).

Demonstracdo. Por indugdo matemdtica vamos provar que, para 1 < i < k, temos Cov(X,z,Xt{ 2) # 0,
noscasosh=k,h=1,h=k—1I.

* No caso da primeira igualdade, a prova é andloga a demonstra¢do do Corolério 3.4.1.
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» param = 1, a segunda igualdade € trivialmente verdadeira.

Suponhamos que py> (mk —I) = (bZGZ)m_letz (k—1). Entao

px2((m+ Dk—1) = b*c*pya(k—1) = (b*6%)"pya(k—1).

* A terceira igualdade prova-se de modo andlogo.
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Anexo A
Codigo R

Modelo bilinear BL(1,0,1,1)

library (forecast)
set.seed(2308)
e <— rnorm (1000 ,mean=0,sd=1)

a <— 0.5
b <- 0.5

m_1 <- b/(1-a)
for(i in 2:length(e)){
m_1[i1] <— asm_1[1—-1]+bsm_1[1—-1]=xe[i1-1]+e[1]}

m_1
m_lts=ts(m_1,start=1,frequency=1)

p<-autoplot(m_Its,col="black", xlab="tempo", ylab="valores_da_s rie"

p + theme_minimal ()

Modelo diagonal (k=L=2)

library (forecast)
set.seed (2308)
e <— rnorm (1000 ,mean=0,sd=1)

b <—- 0.5

x<—numeric(1000)
x[1] <= b
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Cédigo R

x[2] <= b

for(t in 3:length(e)){
X[t] <= bxx[t-2]xe[t-2]+e[t]

_st = ts(x, start = 1, freq = 1)

p <— autoplot(x_st ,col="black",
p + theme_minimal ()

Modelo superdiagonal (k=2, 1=1)

library (forecast)
set.seed(2308)
e <— rnorm (1000 ,mean=0,sd=1)

b <--0.5

# inicializar com X(0) e X(1)
x<—numeric(1000)

x[1] <= O

x[2] <= 0

for(t in 3:length(e)){
x[t] <— bxx[t-2]xe[t—-1]+e[t]

x_st = ts(x, start = 1, freq = 1)
p <— autoplot(x_st ,col="black",
p + theme_minimal ()

xlab="tempo",

xlab="tempo",

ylab="valores_da_s

ylab="valores_da_s

rie")

rie")



Anexo B

Codigo Matlab

hacf_BL = acf_ARxF

syms F(a,b,sigma)

F(a,b,sigma) = 1-((a-1)*b~2*xsigma~2*x(a~2+b~2*sigma~2-1))/(a
*(-1+2xa-b~2*sigma~2-b~4*xsigma~4+a~2*x(b~2*xsigma~2-1)));

F(a,0.5,1)

fplot (F(a,0.5,1) ,[-0.866 0.866])

yline (1) ;

ylim([-1.5 2])

legend ({'F(a,0.5,1)'})
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