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Resumo

Durante décadas o estudo das séries temporais foi dedicado aos modelos lineares, mas estes podem
não ser suficientemente ricos e flexíveis para descrever de modo adequado muitos fenómenos reais
com evolução no tempo. De modo a ter em conta diversos aspetos de não linearidade, têm sido
propostas na literatura várias classes de modelos. Uma dessas classes é a dos Modelos Bilineares
de ordens p, q, P, Q, denotados por BLpp,q,P,Qq, que se mostrou útil em muitas áreas, como por
exemplo, Sismologia, Ciências Biológicas, Ecologia e Engenharia. Tais modelos foram introduzidos
por Granger e Andersen, em 1978, e generalizam os modelos ARMA clássicos através da introdução
de termos que envolvem produtos de variáveis do processo pXt , t P Zq e de variáveis do correspondente
processo de erro pεt , t P Zq.

Neste trabalho estudam-se propriedades probabilísticas de alguns modelos bilineares, nomeada-
mente o modelo BLp1,0,1,1q e casos particulares de modelos BLp0,0,k, lq.

No primeiro caso, apresentam-se condições de estacionaridade, estuda-se a estrutura de segunda
ordem e é feita uma comparação entre as autocorrelações do modelo BLp1,0,1,1q e as do modelo
ARp1q, que se obtém do primeiro retirando a parte bilinear.

No segundo caso, também são apresentadas condições de estacionaridade e é estudada a estrutura
de segunda ordem. Constata-se que a função de autocorrelação dos modelos estudados coincide com
a de um modelo média móvel ou com a de um ruído branco, pelo que é também estudada a estrutura
de segunda ordem do processo pX2

t , t P Zq.
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Capítulo 1

Introdução

Uma série temporal é uma sequência de observações feitas em pontos ou períodos sucessivos de
tempo. A análise de uma série temporal é realizada com o intuito de encontrar um modelo matemático
que se adapte aos valores observados e a partir do qual se possa descrever, explicar, prever e controlar
o fenómeno em causa. Como exemplos destes valores tem-se, em Economia, o Produto Interno
Bruto (PIB), o Índice de Preços ao Consumidor, o Índice S&P 500 e as taxas de desemprego; em
Meteorologia e Geofísica, o registo da temperatura e da precipitação atmosférica; nas Ciências Sociais,
a taxa de natalidade e os dados de migração.

Durante décadas o estudo das séries temporais foi dedicado aos modelos lineares, os quais têm
sido amplamente usados com sucesso em muitos campos. Isto acontece porque estes modelos podem
ser facilmente analisados e fornecem aproximações razoavelmente boas para o comportamento de
numerosas séries temporais da vida real. No entanto, estes modelos podem não ser suficientemente
ricos e flexíveis para descrever de modo adequado muitos dos fenómenos reais com evolução do
tempo. De modo a ter em conta diversos aspetos de não linearidade, têm sido propostas na literatura
várias classes de modelos.

Uma dessas classes é a dos modelos bilineares, que se mostrou útil em muitas áreas, como por
exemplo, Sismologia, Ciências Biológicas, Ecologia e Engenharia. Tais modelos foram introduzidos
por Granger e Andersen, em 1978 [5].

Na sua forma geral, de acordo com Granger e Andersen, um processo estocástico pXt , t P Zq

verifica um modelo bilinear se

Xt “

p
ÿ

i“1

ai Xt´i ` εt `

q
ÿ

j“1

c j εt´ j `

P
ÿ

k“1

Q
ÿ

ℓ“1

bkℓ Xt´k εt´ℓ,

onde ai, c j, bkℓ, i “ 1, ..., p, j “ 1, ...,q, k “ 1, ...,P, ℓ “ 1, ...,Q, são constantes reais e o ruído
pεt , t P Zq é uma sucessão de variáveis aleatórias reais (v.a.r), independentes e identicamente distribuí-
das (i.i.d.), com média zero e variância σ2, σ ą 0, e tal que εt é independente de Xs, s ă t.

Este modelo bilinear geral é denotado BLpp,q,P,Qq e é uma generalização do modelo linear
ARMApp,qq, uma vez que este se obtém do anterior considerando bkℓ “ 0, k “ 1, ...,P, ℓ “ 1, ...,Q.

1



2 Introdução

Neste trabalho vamos estudar casos particulares do modelo anterior, nomeadamente, o modelo
BLp1,0,1,1q definido por

Xt “ aXt´1 ` εt ` bεt´1Xt´1, t P Z,

e modelos bilineares simples de ordens k e l, denotado BLSpk, lq, definidos por

Xt “ bXt´kεt´l ` εt , t P Z, k ą 0, l ą 0,

onde a e b são parâmetros reais. O modelo bilinear simples diz-se superdiagonal se k ą l, diagonal se
k “ l e subdiagonal se k ă l.

Esta dissertação está dividida em três capítulos. O primeiro corresponde a esta Introdução, na qual
ainda vamos relembrar alguns conceitos e resultados fundamentais para os capítulos seguintes.

O Capítulo 2, baseado em [8], é dedicado à análise probabilística do modelo BLp1,0,1,1q.
Apresentamos condições de estacionaridade, estudamos a estrutura de segunda ordem e é feita uma
comparação entre as autocorrelações do modelo BLp1,0,1,1q e as do modelo ARp1q, que se obtém do
primeiro considerando b “ 0.

No Capítulo 3, seguindo [3] e [6], estudamos o modelo BLSpk, lq, com destaque para os casos
diagonal e superdiagonal (o caso subdiagonal pode ser encontrado em [6]). Este capítulo segue a
mesma estrutura do anterior no que diz respeito ao estudo da estacionaridade e à determinação da
função de autocorrelação do processo. Verifica-se que a estrutura de segunda ordem de um modelo
diagonal coincide com a de um modelo média móvel e que a estrutura de segunda ordem de um
modelo superdiagonal coincide com a de um ruído branco. Para obter uma caraterização diferente para
os modelos bilineares simples, Granger e Andersen ([5]), sugeriram o estudo de momentos de ordens
superiores a 2, em particular o estudo das autocorrelações do processo pX2

t , t P Zq. Neste sentido,
apresentamos condições de estacionaridade deste processo e obtemos a sua função de autocorrelação.

1.1 Estacionaridade

Um dos aspetos a considerar no estudo das séries temporais é a estacionaridade forte que diz respeito
à invariância das propriedades probabilísticas ao longo do tempo.

Seja pXt , t P Zq um processo estocástico real.

Definição 1.1.1. O processo pXt , t P Zq diz-se fortemente estacionário (ou estritamente estacionário)
se

@k P N, @t1, ..., tk,h P Z, pXt1 , ...,Xtk q e pXt1`h, ...,Xtk`hq

têm a mesma lei.

Exemplo. Um processo pεt , t P Zq constituído por variáveis aleatórias independentes e identicamente
distribuídas é fortemente estacionário.

A estacionaridade forte do processo pXt , t P Zq implica a estacionaridade forte do processo
pZt , t P Zq com Zt “ f p...,Xt´2,Xt´1,Xt ,Xt`1,Xt`2...q, para toda a função mensurável f definida em
RZ e com valores em R (Azencott e Dacunha-Castelle 1984, [1], p.30).
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Outra noção importante é a de estacionaridade de segunda ordem também designada estacionari-
dade fraca.

Definição 1.1.2. Diz-se que o processo pXt , t P Zq é de segunda ordem se EpX2
t q ă `8, t P Z.

Definição 1.1.3. Um processo de segunda ordem pXt , t P Zq diz-se fracamente estacionário se

- EpXtq “ m, t P Z,

- CovpXt ,Xt`hq “ γphq, h P Z, t P Z.

Note-se que, se pXt , t P Zq é fracamente estacionário então, EpX2
t q e VarpXtq “ γp0q são indepen-

dentes de t, t P Z.

As funções γphq e ρphq “
γphq

γp0q
, h P Z, designam-se, respetivamente, função de autocovariância e

função de autocorrelação do processo pXt , t P Zq e são funções pares.

Salienta-se que um processo fortemente estacionário de segunda ordem é fracamente estacionário.

1.2 Outros conceitos e resultados teóricos

Definição 1.2.1. Diz-se que a sucessão de variáveis aleatórias reais pXnqnPN converge para a variável
aleatória real X quase certamente se

P
ˆ"

ω P Ω : lim
n Ñ́`8

Xnpωq “ Xpωq

*˙

“ 1.

Usamos a notação Xn
q.c
Ñ́ X, n Ñ `8.

Definição 1.2.2. Diz-se que sucessão pXnqnPN converge em probabilidade para a variável aleatória
real X se

@ε ą 0, lim
nÑ`8

Pp|Xn ´ X | ą εq “ 0.

Usamos a notação Xn
P
Ñ́ X, n Ñ `8.

Definição 1.2.3. Seja pXnqnPN uma sucessão de variáveis aleatórias reais de quadrado integrável.
Diz-se que pXnqnPN converge para a variável aleatória real X em L2 (ou em média quadrática) se

lim
nÑ`8

ErpXn ´ Xq2s “ 0.

Usamos a notação Xn
L2
Ñ́ X, n Ñ `8.



4 Introdução

Teorema 1.2.1 (Kolmogorov). Seja pXnqnPN uma sucessão de variáveis aleatórias reais independentes
e identicamente distribuídas com uma variável aleatória real X. Então existe µ P R tal que

1
n

n
ÿ

i“1

Xi
q.c
Ñ́ µ, n Ñ `8,

se e só se Ep|X |q ă `8. Neste caso, µ “ EpXq.

Teorema 1.2.2 ([2], Teo.16.6 e pg.273). Seja pXnqnPN uma sucessão de variáveis aleatórias reais não
negativas. Então

E

˜

`8
ÿ

n“1

Xn

¸

“

`8
ÿ

n“1

EpXnq.

Nota Os membros desta igualdade podem ser iguais a `8.

Teorema 1.2.3 ([4], Prop.3.14). Se X e Y são variáveis aleatórias reais admitindo momento de
segunda ordem, então rEp|XY |qs2 ď EpX2qEpY 2q.

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Jensen). Seja Z uma variável aleatória real tomando valores num
intervalo real I e tal que EpZq existe. Seja ϕ : I Ñ́ R uma função convexa. Então,

ϕrEpZqs ď ErϕpZqs. (1.1)

Nota 1 Se ϕ é estritamente convexa, então tem-se igualdade em (1.1) se e só se Z é quase certamente
constante ([7], p.45).

Nota 2 (Consequência do Corolário 1.3.10 de [7]). Se a função ϕ : I Ñ́ R, com I intervalo aberto de
R, tem derivada de segunda ordem estritamente positiva, então ϕ é estritamente convexa.



Capítulo 2

O modelo BLp1,0,1,1q

2.1 Definição e hipóteses gerais

Consideremos o processo pXt , t P Zq tal que Xt obedece ao modelo bilinear, BLp1,0,1,1q, ou seja,

Xt “ aXt´1 ` εt ` bεt´1Xt´1, t P Z, (2.1)

onde a,b são parâmetros reais e pεt , t P Zq é um processo constituído por variáveis aleatórias reais
independentes e identicamente distribuídas com média zero e variância σ2, σ ą 0. Assumimos ainda
que εt é independente de Xs, s ă t e que se verificam as duas hipóteses seguintes:

• H1: ε2
t não é, quase certamente, uma função linear de εt , t P Z.

• H2: Ep| ln |a ` bεt ||q ă `8.

Notemos que a hipótese H1 não é muito restritiva, uma vez que é equivalente a dizer que a v.a.r.
εt não é discreta com suporte formado apenas por um ou dois pontos.

Salientamos que, nas condições indicadas, o processo pεt , t P Zq é fortemente e fracamente
estacionário.

2.2 Estacionaridade

No estudo do modelo bilinear vamos começar por garantir a existência e unicidade de uma solução
fortemente estacionária para a equação (2.1).

Teorema 2.2.1. Se |a| ă 1 e a2 ` b2σ2 ď 1, então existe uma solução fortemente estacionário que
satisfaz (2.1) dada por

Xt “ εt `

`8
ÿ

j“1

˜

j
ź

k“1

pa ` bεt´kq

¸

εt´ j, (2.2)

sendo esta série quase certamente convergente. Além disso, o processo pXt , t P Zq definido por (2.2) é
a única solução de (2.1) no sentido da convergência em probabilidade.

5



6 O modelo BLp1,0,1,1q

Demonstração. Usando recursivamente a relação (2.1), temos

Xt “ εt ` pa ` bεt´1qXt´1

“ εt ` pa ` bεt´1qrεt´1 ` pa ` bεt´2qXt´2s

“ εt ` aεt´1 ` a2Xt´2 ` abεt´2Xt´2 ` bε
2
t´1 ` abεt´1Xt´2 ` b2

εt´1εt´2Xt´2

“ εt ` pa ` bεt´1qεt´1 ` pa2 ` abεt´2 ` abεt´1 ` b2
εt´1εt´2qXt´2

“ εt ` pa ` bεt´1qεt´1 ` pa ` bεt´1qpa ` bεt´2qXt´2

“ ¨¨ ¨

“ εt `

n´1
ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j ` Mpt,nqXt´n, n “ 1,2, ...

(2.3)

onde Mpt, jq “

j
ź

k“1

pa ` bεt´k) , j “ 1, ...,n, para cada t P Z, convencionando
0

ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j “ 0.

Vamos provar que:

(1) a série
`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n converge quase certamente,

(2) o processo pYt , t P Zq dado por Yt “ εt `

`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n verifica (2.1) e é fortemente estacionário,

(3) a solução pYt , t P Zq é a única solução fortemente estacionária de (2.1) no sentido da convergência
em probabilidade.

Comecemos por provar que a série
`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n é quase certamente convergente.

Temos

1
n

ln |Mpt,nq| “
1
n

ln
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ź

k“1

pa ` bεt´kq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
1
n

n
ÿ

k“1

ln |a ` bεt´k|

“
1
n

n
ÿ

k“1

1
2

ln |a ` bεt´k|2

“
1
n

n
ÿ

k“1

1
2

lnpa ` bεt´kq2.

(2.4)

Pelo teorema de Kolmogorov, vem

1
n

n
ÿ

k“1

1
2

lnpa ` bεt´kq2 q.c
Ñ́ E

„

1
2

lnpa ` bεtq
2


“
1
2

Erlnpa ` bεtq
2s, n Ñ `8, (2.5)
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uma vez que, pela hipótese H2, existe Eplnpa ` bεtq
2q.

Considere-se a função ϕpxq “ ´ lnx, @x P R`. Esta função é estritamente convexa, uma vez que
ϕ2pxq ą 0, @x P R`. Então, para b ‰ 0, a desigualdade de Jensen aplicada à v.a.r. pa ` bεtq

2 resulta
em

Erlnpa ` bεtq
2s ă lnErpa ` bεtq

2s, (2.6)

tendo em conta que pa ` bεtq
2 não é quase certamente constante, pela hipótese H1.

Como Epεtq “ 0 e Epε2
t q “ σ2, tem-se

lnErpa ` bεtq
2s “ lnEpa2 ` 2abεt ` b2

ε
2
t q “ lnpa2 ` b2

σ
2q ď 0, (2.7)

pois a2 ` b2σ2 ď 1.

De (2.6) e (2.7), resulta
Erlnpa ` bεtq

2s ă 0.

Por outro lado, se b “ 0, também se tem Erlnpa ` bεtq
2s ă 0, pois lna2 “ 2ln |a| ă 0, devido à

hipótese |a| ă 1. Desde modo, de (2.4) e (2.5), resulta

1
n

ln |Mpt,nq|
q.c
Ñ́ β ă 0, (2.8)

com β “
1
2

Erlnpa ` bεtq
2s. Então

|Mpt,nq|
1
n

q.c
Ñ́ eβ ă 1, n Ñ `8.

Relativamente a εt´n, temos

1
n

εt´n “
1
n

˜

n
ÿ

j“1

εt´ j ´

n´1
ÿ

j“1

εt´ j

¸

“
1
n

n
ÿ

j“1

εt´ j ´
n ´ 1

n
1

n ´ 1

n´1
ÿ

j“1

εt´ j
q.c
Ñ́ 0, n Ñ `8,

(2.9)

uma vez que, pelo teorema de Kolmogorov e pelo fato de existir Epεtq, t P Z, temos

1
n

n
ÿ

j“1

εt´ j
q.c
Ñ́ Epεtq, n Ñ `8

Então, εt´n ď n, q.c., para n suficientemente grande, o que implica,

|Mpt,nqεt´n| “

´

|Mpt,nq|
1
n

¯n
|εt´n| ď ρ

nn,

para qualquer ρ tal que eβ ă ρ ă 1 e para n suficientemente grande.

Como a série numérica de termo geral ρnn é convergente, podemos afirmar que a série
`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n

converge quase certamente, definindo assim um processo fortemente estacionário, por ser função
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mensurável de εt´s, s P N, e o processo pεt , t P Zq é fortemente estacionário. Consequentemente, o
processo pYt , t P Zq tal que

Yt “ εt `

`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n, t P Z,

é também fortemente estacionário.

De seguida vamos provar que este processo satisfaz a equação de recorrência (2.1). De facto,

pa ` bεt´1qYt´1 ` εt “

“ aYt´1 ` bεt´1Yt´1 ` εt

“ a

˜

εt´1 `

`8
ÿ

n“1

εt´1´n

n
ź

k“1

pa ` bεt´1´kq

¸

` bεt´1

˜

εt´1 `

`8
ÿ

n“1

εt´1´n

n
ź

k“1

pa ` bεt´1´kq

¸

` εt

“ aεt´1 ` a
`8
ÿ

n“1

εt´1´n

n
ź

k“1

pa ` bεt´1´kq ` bε
2
t´1 ` b

`8
ÿ

n“1

εt´1´nεt´1

n
ź

k“1

pa ` bεt´1´kq ` εt

“ pa ` bεt´1qεt´1 `

`8
ÿ

n“1

#

εt´1´n

«

n
ź

k“1

pa ` bεt´1´kq

ff

pa ` bεt´1q

+

`εt

“ pa ` bεt´1qεt´1 `

`8
ÿ

n“1

εt´1´n

n
ź

k“0

pa ` bεt´1´kq ` εt

“

`8
ÿ

n“0

εt´1´n

n
ź

k“0

pa ` bεt´1´kq ` εt

“

`8
ÿ

s“1

εt´s

s´1
ź

k“0

pa ` bεt´1´kq ` εt

“

`8
ÿ

s“1

εt´s

s
ź

k“1

pa ` bεt´kq ` εt “ Yt .

Finalmente, vamos verificar que a solução encontrada é a única solução fortemente estacionária
da equação (2.1), no sentido da convergência em probabilidade.

Seja pXt , t P Zq um processo fortemente estacionário que é solução da equação (2.1). Então, como
se provou em (2.3),

Xt “ εt `

n´1
ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j ` Mpt,nqXt´n.

Como a série
`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n é quase certamente convergente, também é convergente em probabi-

lidade.

Por outro lado, tem-se Mpt,nqXt´n
P
Ñ́ 0, n Ñ `8.
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Com efeito, uma vez que
1
n

Ñ́ 0, n Ñ `8, e o limite em (2.8) é finito e estritamente negativo,
tem-se necessariamente,

ln |Mpt,nq|
q.c
Ñ́ ´8, n Ñ `8,

e portanto |Mpt,nq|
q.c
Ñ́ 0, n Ñ `8.

Então também se tem |Mpt,nq|
P
Ñ́ 0, n Ñ `8.

Assim, como pXt , t P Zq é fortemente estacionário, Xt´n e Xt têm a mesma distribuição, pelo que

Mpt,nqXt´n
P
Ñ́ 0, n Ñ `8

Logo

Xt “ εt `

`8
ÿ

n“1

Mpt,nqεt´n,

no sentido da convergência em probabilidade.

Apresentamos a seguir uma representação do processo (2.1) que será útil no que se segue.
Seja pZt , t P Zq o processo definido por

Zt “ aXt ` bεtXt , t P Z. (2.10)

O modelo bilinear (2.1) admite então a representação

Xt “ Zt´1 ` εt (2.11)

Zt “ pa ` bεtqZt´1 ` pa ` bεtqεt . (2.12)

O teorema seguinte estabelece uma condição necessária para a existência de um processo esta-
cionário de segunda ordem, pXt , t P Zq, que satisfaz o modelo (2.1).

Teorema 2.2.2. Suponhamos que existe um processo estacionário de segunda ordem, pXt , t P Zq, que
satisfaz a equação (2.1) e que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem. Então a2 ` b2σ2 ă 1.

Demonstração. De (2.11) e tendo em conta que Xt e εt são de quadrado integrável, deduzimos que
Zt é de quadrado integrável. Além disso, EpZtq e EpZ2

t q são independentes de t, t P Z. De facto,
como Zt “ Xt`1 ´ εt`1 e pXt , t P Zq é estacionário de segunda ordem, temos EpZtq “ EpXtq, que é
independente de t.

Por outro lado, temos Z2
t “ X2

t`1 ` ε2
t`1 ´ 2Xt`1εt`1 e, de (2.10), concluímos que EpXtεtq existe e

é independente de t, logo EpZ2
t q é independente de t.

Comecemos por calcular EpZtq a partir de (2.12). Tendo em conta que εt é independente de Zt´1

e que εt tem média zero e variância σ2, obtemos

EpZtq “ E rpa ` bεtqZt´1 ` pa ` bεtqεts

“ E
`

aZt´1 ` bεtZt´1 ` aεt ` bε
2
t

˘

“ EpaZt´1q ` EpbεtZt´1q ` Epaεtq ` Epbε
2
t q

“ aEpZt´1q ` bσ
2.

(2.13)
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Se nesta igualdade tivermos a “ 1, então b “ 0. No entanto, neste caso teríamos, de (2.1),
VarpXtq “ VarpXt´1q ` σ2, o que implicaria σ “ 0. Desde modo, consideramos a ‰ 1.

De (2.13) temos então

EpZtq “ aEpZt´1q ` bσ
2 ðñ EpZtq “ aEpZtq ` bσ

2 ðñ EpZtq “
bσ2

1 ´ a
. (2.14)

Usando as igualdades (2.12) e (2.13), obtemos

Zt ´ EpZtq “ pa ` bεtqZt´1 ` pa ` bεtqεt ´ aEpZt´1q ´ bσ
2

“ aZt´1 ` bεtZt´1 ` aεt ` bε
2
t ´ aEpZt´1q ´ bσ

2 ` bεtEpZt´1q ´ bεtEpZt´1q

“ pa ` bεtqrZt´1 ´ EpZt´1qs ` ra ` bEpZt´1qsεt ` bpε
2
t ´ σ

2q.

De seguida vamos calcular a variância de Zt , t P Z.

VarpZtq “ E
”

pZt ´ EpZtqq2
ı

“ E
”´

pa ` bεtqrZt´1 ´ EpZt´1qs

¯2ı

` E
”´

ra ` bEpZt´1qsεt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯2ı

` 2E
”

pa ` bεtqrZt´1 ´ EpZt´1qs

´

ra ` bEpZt´1qsεt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯ı

.

Para a primeira parcela desta soma temos

E
”´

pa ` bεtqrZt´1 ´ EpZt´1qs

¯2ı

“ E
”´

pa ` bεtq

¯2ı

E
”´

Zt´1 ´ EpZt´1q

¯2ı

“ pa2 ` b2
σ

2qVarpZtq,

pois Zt´1 e εt são independentes.

Relativamente à segunda parcela, atendendo a que

E
”´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

ı

“

´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

Epεtq ` brEpε
2
t q ´ σ

2s “ 0,

podemos escrever

E
”´

ra ` bEpZt´1qsεt ` bpε
2
t ´ bσ

2q

¯2ı

“ E
”´´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯2ı

“ Var
„

´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q



“ Var
„

´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bε
2
t ´ bσ

2


“ Var
„

´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bε
2
t



.
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Finalmente, conclui-se que a terceira parcela é nula, tendo em conta a independência entre Zt´1 e
εt . Com efeito,

E
”

pa ` bεtqrZt´1 ´ EpZt´1qs

´´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯ı

“ E

#

”

pa ` bεtq

´´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯ı”

Zt´1 ´ EpZt´1q

ı

+

“ E
„

pa ` bεtq

´´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯



E
„

Zt´1 ´ EpZt´1q



“ E
„

pa ` bεtq

´´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bpε
2
t ´ σ

2q

¯

„

EpZt´1q ´ EpZt´1q



“ 0.

Assim,

VarpZtq “ pa2 ` b2
σ

2qVarpZtq `Var
„

´

a `
b2σ2

1 ´ a

¯

εt ` bε
2
t



. (2.15)

Note-se que a última parcela de (2.15) é estritamente positiva, atendendo à hipótese H1. Conse-
quentemente,

p1 ´ a2 ´ b2
σ

2qVarpZtq ą 0

pelo que a2 ` b2σ2 ă 1, uma vez que VarpZtq ą 0.

O teorema seguinte estabelece uma condição suficiente para a convergência quase certa e em L2

do processo pXt , t P Zq definido por (2.2).

Teorema 2.2.3. Suponhamos que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem e que a2 ` b2σ2 ă 1.
Então o processo pXt , t P Zq com Xt definido por (2.2) converge quase certamente e em L2.

Demonstração. Em primeiro lugar, note-se que a condição a2 ` b2σ2 ă 1 implica |a| ă 1, logo, pelo
teorema 2.2.1 fica concluída a convergência quase certa.

Para provar a convergência em L2, vamos verificar que a sucessão de v.a.r. pSt,nqnPN, t P Z, definida
por

St,n “ εt `

n
ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j, t P Z,

é uma sucessão de Cauchy em L2, isto é, lim
n,mÑ`8

}St,n ´ St,m} “ 0, onde }.} representa a norma em L2.

Sejam m,n P N tais que m ă n, sem perda de generalidade. Tem-se

}St,n ´ St,m} “

›

›

›

›

›

εt `

n
ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j ´ εt ´

m
ÿ

j“1

Mpt, jqεt´ j

›

›

›

›

›

“

›

›

›

›

›

n
ÿ

j“m`1

Mpt, jqεt´ j

›

›

›

›

›

ď

n
ÿ

j“m`1

}Mpt, jqεt´ j}.

(2.16)
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Tendo em conta que as v.a.r. εt , t P Z, são i.i.d. com média zero e variância σ2, temos

}Mpt, jqεt´ j} “

c

E
”

pMpt, jqεt´ jq
2
ı

“

c

E
”

pa ` bεt´1q2pa ` bεt´2q2...pa ` bεt´p j´1qq
2pa ` bεt´ jq

2ε2
t´ j

ı

“

c

E rpa ` bεt´1q2sE rpa ` bεt´2q2s ...E
“

pa ` bεt´p j´1qq
2
‰

E
”

pa ` bεt´ jq
2ε2

t´ j

ı

“

c

”

E rpa ` bεtq
2s

ı j´1
E

”

pa ` bεtq
2ε2

t

ı

“

c

pa2 ` b2σ2q
j´1 E

”

pa ` bεtq
2ε2

t

ı

.

Note-se que a existência de Epε4
t q implica a existência de E

”

pa ` bεtq
2ε2

t

ı

.

Denotando C “ E
”

pa ` bεtq
2ε2

t

ı

, vem

n
ÿ

j“m`1

}Mpt, jqεt´ j} “

n
ÿ

j“m`1

c

”

a2 ` b2σ2
ı j´1

ˆC “ C
1
2 ˆ

n
ÿ

j“m`1

”

a

a2 ` b2σ2
ı j´1

.

Aqui temos a soma de n´m termos de uma progressão geométrica com razão r “
?

a2 ` b2σ2 ă 1,
pelo que

n
ÿ

j“m`1

}Mpt, jqεt´ j} “ C
1
2 ˆ rm 1 ´ rn´m

1 ´ r

“ C
1
2 ˆ

rm ´ rn

1 ´ r
´́ ´́ ´́ Ñ
n,m Ñ́`8

0.

Deste modo, atendendo à desigualdade (2.16), temos lim
n,mÑ`8

}St,n ´ St,m} “ 0, t P Z, logo

St,n
L2
Ñ́ Xt , n Ñ `8.

Como o espaço L2 é completo, concluímos que Xt P L2.

Como consequência dos resultados anteriores temos o seguinte:

Corolário 2.2.1. Suponhamos que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem. Então existe um
processo fortemente estacionário de quadrado integrável, pXt , t P Zq, satisfazendo (2.1) se e só se
a2 ` b2σ2 ă 1.

Verificamos que

a2 ` b2
σ

2 ă 1 ðñ a2 `
b2

p1{σq2 ă 1,

pelo que os pontos pa,bq para os quais o modelo BLp1,0,1,1q é fortemente e fracamente estacionário

situam-se no interior da elipse de centro p0,0q e com semieixos horizontal e vertical iguais a 1 e
1
σ

.
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Nas Figuras 2.1 a 2.5 apresentam-se trajetórias dos seguintes modelos BLp1,0,1,1q estacionários:

• Xt “ 0.5Xt´1 ` 0.1Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ 0.8Xt´1 ` 0.5Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ 0.8Xt´1 ´ 0.5Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ 0.5Xt´1 ` 0.8Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ ´0.5Xt´1 ` 0.8Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ 0.5Xt´1 ´ 0.8Xt´1εt´1 ` εt

Em todos os casos considerou-se εt com distribuição Np0,1q e todas as trajetórias foram obtidas
com base na mesma série de 1000 valores simulados desta distribuição.

Na Figura 2.1, que corresponde a um caso em que o coeficiente do termo bilinear, b, é substan-
cialmente menor do que o coeficiente do termo autorregressivo, a, constatamos que a trajetória é
semelhante à de uma série linear.

Quanto à Figura 2.2, embora b seja menor que a, a série apresenta picos repentinos (note-se que
0.82 ` 0.52 “ 0.89 é um valor próximo de 1, ou seja, o par p0.8,0.5q está próximo da fronteira da
região de estacionaridade).

Na Figura 2.3 observamos picos repentinos negativos. Note-se que, neste caso, temos um valor
negativo do coeficiente do termo bilinear.

Comparando a Figura 2.4 com a Figura 2.2, observamos que os picos são mais repentinos no
primeiro caso. Note-se que, neste caso, coeficiente do termo bilinear é maior.

Na Figura 2.3 e na Figura 2.5, construídas com coeficientes negativos do termo bilinear e coefi-
cientes positivos do termo autorregressivo, os picos de maior amplitude correspondem negativos da
série.

Finalmente, na Figura 2.6, na qual são negativos os dois coeficientes do modelo, as amplitudes
dos picos positivos e negativos são semelhantes.

Fig. 2.1 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.5 e b “ 0.1.
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Fig. 2.2 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.8 e b “ 0.5.

Fig. 2.3 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.8 e b “ ´0.5.

Fig. 2.4 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.5 e b “ 0.8.
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Fig. 2.5 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.5 e b “ ´0.8.

Fig. 2.6 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ ´0.5 e b “ ´0.8.
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Nas Figuras 2.7 e 2.8 apresentam-se trajetórias dos modelos BLp1,0,1,1q não estacionários

• Xt “ 0.99Xt´1 ` 0.2Xt´1εt´1 ` εt

• Xt “ 0.99Xt´1 ` 1.3Xt´1εt´1 ` εt

Apesar de ambos os modelos serem não estacionários (0.992 `0.22 “ 1.02 e 0.992 `1.32 “ 2.67),
notamos que a amplitude dos picos da trajetória da Figura 2.7 é muito reduzida quando comparada
com a amplitude dos picos da trajetória da Figura 2.8 (na Figura 2.7 o maior valor da série é
aproximadamente 80, enquanto na Figura 2.8 é superior a 2 ˆ 106). Mais, os picos que se observam
na Figura 2.8 são de tal amplitude que não são visíveis as flutuações da série para os índices do tempo
que se afastam da zona onde os picos se encontram. Note-se que, neste caso, o par pa,bq está mais
afastado da fronteira da região de estacionaridade do que no primeiro modelo.

Fig. 2.7 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.99 e b “ 0.2.

Fig. 2.8 Trajetória do modelo BL(1,0,1,1) com a “ 0.99 e b “ 1.3.

Todas as trajetórias foram obtidas com recurso ao software Rstudio (versão 4.2.0).
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2.3 Estrutura de segunda ordem

Vamos agora estudar a estrutura de segunda ordem do modelo bilinear, isto é, determinar as funções
média, de autocovariância e de autocorrelação.

Teorema 2.3.1. Suponhamos que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem e que a2 ` b2σ2 ă 1.
Então, o processo definido por (2.1) verifica

(1) EpXtq “
bσ2

1 ´ a
,

(2) EpX2
t q “

´b2σ4 ` 2b2EpXtqµ3 ` b2µ4 ` σ2 ` 4abEpXtqσ2 ` 2abµ3

1 ´ a2 ´ b2σ2 ,

(3) CovpXt ,Xt´hq “ ah´1
ˆ

aEpX2
t q ` bµ3 ` b2

σ
4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2

˙

, h P N,

onde µk “ Epεk
t q, k “ 3,4, t P Z.

Demonstração. Em primeiro lugar, note-se que, pelo Corolário 2.2.1, o processo (Xt , t P Z) é
fortemente e fracamente estacionário e, consequentemente, o processo (Zt , t P Z) também é fortemente
e fracamente estacionário.

Comecemos por calcular a esperança de Xt , t P Z. Tendo em conta que Zt´1 “ Xt ´ εt e Epεtq “ 0,
t P Z, tem-se

EpXtq “ EpZtq “
bσ2

1 ´ a
. (2.17)

De seguida, vamos calcular o momento de segunda ordem de Xt , t P Z.

EpX2
t q “ E

”

paXt´1 ` bεt´1Xt´1 ` εtq
2
ı

“ a2EpX2
t´1q ` b2EpX2

t´1ε
2
t´1q ` σ

2 ` 2abEpX2
t´1εt´1q.

Como os processos envolvidos são fortemente estacionários, podemos escrever

EpX2
t q “ a2EpX2

t´1q ` b2EpX2
t ε

2
t q ` σ

2 ` 2abEpX2
t εtq. (2.18)

Vamos calcular separadamente EpX2
t εtq e EpX2

t ε2
t q. Temos

EpX2
t εtq “ E

”

pZt´1 ` εtq
2
εt

ı

“ EpZ2
t´1εtq ` 2EpZt´1ε

2
t q ` Epε

3
t q

“ 2EpZtqσ
2 ` µ3,

(2.19)

pois pZt , t P Zq é estacionário e Zt´1 é independente de εt . Quanto a EpX2
t ε2

t q, temos

EpX2
t ε

2
t q “ E

”

pZt´1 ` εtq
2
ε

2
t

ı

“ EpZ2
t´1ε

2
t q ` 2EpZt´1ε

3
t q ` Epε

4
t q “ σ

2EpZ2
t´1q ` 2EpZtqµ3 ` µ4.

De (2.10), vem EpZ2
t´1q “ EpX2

t q ` σ2 ´ 2EpXtεtq “ EpX2
t q ´ σ2, porque

EpXtεtq “ EpaXt´1εt ` bXt´1εt´1εt ` ε
2
t q “ Epε

2
t q, (2.20)
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pois εt é independente de Xt´1 e de εt´1, t P Z, então

EpX2
t ε

2
t q “ σ

2EpX2
t q ´ σ

4 ` 2EpZtqµ3 ` µ4. (2.21)

Assim,

EpX2
t q “ a2EpX2

t´1q ` b2rσ2EpX2
t q ´ σ

4 ` 2EpZtqµ3 ` µ4s ` σ
2 ` 2abr2EpZtqσ

2 ` µ3s, (2.22)

o que é equivalente a

p1 ´ a2 ´ b2
σ

2qEpX2
t q “ ´b2

σ
4 ` 2b2EpZtqµ3 ` b2

µ4 ` σ2 ` 4abEpZtqσ
2 ` 2abµ3,

obtendo-se

EpX2
t q “

´b2σ4 ` 2b2EpXtqµ3 ` b2µ4 ` σ2 ` 4abEpXtqσ2 ` 2abµ3

1 ´ a2 ´ b2σ2 , (2.23)

uma vez que EpZtq “ EpXtq, t P Z.

Por fim, vamos calcular a função de autocovariância de Xt , t P Z. Como pXt , t P Zq é fracamente
estacionário temos que EpXtq “ EpXt´hq, h P N, logo

CovpXt ,Xt´hq “ EpXtXt´hq ´ rEpXtqs2, h P N.

Passemos agora ao cálculo de EpXtXt´hq, h P N.

Para h “ 1, temos

EpXtXt´1q “ ErpZt´1 ` εtqXt´1s “ EpZt´1Xt´1q “ EpZtXtq.

Tendo em conta que Zt “ aXt ` bXtεt , vem

EpXtXt´1q “ ErpaXt ` bXtεtqXts “ aEpX2
t q ` bEpX2

t εtq

“ aEpX2
t q ` 2bσ

2EpXtq ` bµ3,
(2.24)

uma vez que EpX2
t εtq “ 2EpZtqσ2 ` µ3.

Então

CovpXt ,Xt´1q “ aEpX2
t q ` 2bσ

2EpXtq ` bµ3 ´ rEpXtqs2

“ aEpX2
t q ` 2bσ

2 bσ2

1 ´ a
` bµ3 ´

ˆ

bσ2

1 ´ a

˙2

“ aEpX2
t q ` bµ3 ` b2

σ
4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2 .

(2.25)
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Para h ě 2, temos

EpXtXt´hq “ ErpZt´1 ` εtqXt´hs “ EpZt´1Xt´hq

“ EpZtXt´ph´1qq “ ErpaXt ` bXtεtqXt´ph´1qs

“ aEpXtXt´ph´1qq ` bEpXtεtXt´ph´1qq.

Tendo em conta que Xt “ Zt´1 ` εt , vem

EpXtXt´hq “ aEpXtXt´ph´1qq ` bErpZt´1 ` εtqεtXt´ph´1qs

“ aEpXtXt´ph´1qq ` bEpZt´1Xt´ph´1qεtq ` bEpXt´ph´1qε
2
t q

“ aEpXtXt´ph´1qq ` bσ
2EpXtq.

(2.26)

Repetindo o procedimento anterior h ´ 1 vezes, obtemos

EpXtXt´hq “ ah´1EpXtXt´1q ` bσ
2EpXtq

h´2
ÿ

k“0

ak. (2.27)

Substituindo EpXtXt´1q pela expressão obtida em (2.24), vem

EpXtXt´hq “ ah´1paEpX2
t q ` 2bσ

2EpXtq ` bµ3q ` bσ
2EpXtq

h´2
ÿ

k“0

ak

“ ahEpX2
t q ` 2ah´1bσ

2EpXtq ` ah´1bµ3 ` bσ
2EpXtq

h´2
ÿ

k“0

ak

“ ahEpX2
t q ` ah´1bσ

2EpXtq ` ah´1bµ3 ` bσ
2EpXtq

h´1
ÿ

k“0

ak.

Ora,
h´1
ÿ

k“0

ak é a soma de h termos de uma progressão geométrica de razão a, com |a| ă 1, pelo que

EpXtXt´hq “ ahEpX2
t q ` ah´1bσ

2EpXtq ` ah´1bµ3 ` bσ
2EpXtq

1 ´ ah

1 ´ a

“ ahEpX2
t q ` ah´1bσ

2 bσ2

1 ´ a
` ah´1bµ3 ` bσ

2 bσ2

1 ´ a
1 ´ ah

1 ´ a

“ ahEpX2
t q ` ah´1b

ˆ

bσ4

1 ´ a
` µ3

˙

` b2
σ

4 p1 ´ ahq

p1 ´ aq2 .

(2.28)

Então, para h ě 2,

CovpXt ,Xt´hq “ ahEpX2
t q ` ah´1b

ˆ

bσ4

1 ´ a
` µ3

˙

` b2
σ

4 p1 ´ ahq

p1 ´ aq2 ´ rEpXtqs2

“ ahEpX2
t q ` ah´1b

ˆ

bσ4

1 ´ a
` µ3

˙

` b2
σ

4 p1 ´ ahq

p1 ´ aq2 ´

ˆ

bσ2

1 ´ a

˙2

“ ahEpX2
t q ` ah´1

ˆ

bµ3 ` b2
σ

4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2

˙

.

(2.29)
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Portanto a função de autocovariância do processo (Xt , t P Z), é dada por

CovpXt ,Xt´hq “

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

aEpX2
t q ` bµ3 ` b2

σ
4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2 , h “ 1

ahEpX2
t q ` ah´1

ˆ

bµ3 ` b2
σ

4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2

˙

, h ą 1

“ ah´1
ˆ

aEpX2
t q ` bµ3 ` b2

σ
4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2

˙

, h P N.

(2.30)

De (2.30), observamos que a função de autocorrelação do processo (Xt , t P Z) é dada por

ρX tphq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1 , h “ 0

a|h|´1raEpX2
t qp1 ´ aq2 ` bµ3p1 ´ aq2 ` b2σ4p1 ´ 2aqs

EpX2
t qp1 ´ aq2 ´ b2σ4 , h P Zzt0u.

.

No caso particular em que µ3 “ 0, o que acontece, por exemplo, se a lei de εt , t P Z, é simétrica,
relativamente a x “ 0, temos

EpXtq “
bσ2

1 ´ a
,

EpX2
t q “

´b2σ4 ` b2µ4 ` σ2 ` 4abEpXtqσ2

1 ´ a2 ´ b2σ2 , (2.31)

CovpXt ,Xt´hq “ ah´1
ˆ

aEpX2
t q ` b2

σ
4 p1 ´ 2aq

p1 ´ aq2

˙

, h P N,

ρXt phq “
a|h|´1raEpX2

t qp1 ´ aq2 ` b2σ4p1 ´ 2aqs

EpX2
t qp1 ´ aq2 ´ b2σ4 , h P Zzt0u. (2.32)

Observamos que o valor de ρXt phq não depende do sinal de b, pois a expressão de EpX2
t q só tem

potências pares de b.

2.4 Comparação das autocorrelações dos modelos BLp1,0,1,1q e ARp1q

Consideremos o modelo ARp1q definido por

Xt “ aXt´1 ` εt , t P Z, (2.33)

que corresponde ao modelo BLp1,0,1,1q com b “ 0.



2.4 Comparação das autocorrelações dos modelos BLp1,0,1,1q e ARp1q 21

Admitimos que são verificadas as condições do Teorema 2.3.1, que a lei de εt , t P Z, é simétrica
relativamente a x “ 0 e que a ‰ 0.

Sejam ρARp1qphq e ρBLp1,0,1,1qphq, h P Z, as funções de autocorrelação dos processos ARp1q,
definido por (2.33), e BLp1,0,1,1q, definido por (2.1), respetivamente. Tem-se

ρARp1qphq “ ah, h P N,

e

ρBLp1,0,1,1qphq “ ah
ˆ

1 `
1 ´ a

a
rEpXtqs2

VarpXtq

˙

, h P N.

De facto, de (2.32), tem-se, para h P N,

ρBLp1,0,1,1qphq “ ah aEpX2
t qp1 ´ aq2 ` b2σ4p1 ´ 2aq

aEpX2
t qp1 ´ aq2 ´ ab2σ4

“ ah aEpX2
t qp1 ´ aq2 ` b2σ4 ´ 2ab2σ4

aEpX2
t qp1 ´ aq2 ´ ab2σ4

“ ah
ˆ

1 `
b2σ4p1 ´ aq

aEpX2
t qp1 ´ aq2 ´ ab2σ4

˙

.

(2.34)

Como EpXtq “
bσ2

1 ´ a
ðñ EpXtqp1 ´ aq “ bσ

2, temos

ρBLp1,0,1,1qphq “ ah
ˆ

1 `
rEpXtqs2p1 ´ aq3

aEpX2
t qp1 ´ aq2 ´ arEpXtqs2p1 ´ aq2

˙

“ ah
ˆ

1 `
rEpXtqs2p1 ´ aq3

ap1 ´ aq2rEpX2
t q ´ rEpXtqs2s

˙

“ ah
ˆ

1 `
1 ´ a

a
rEpXtqs2

VarpXtq

˙

“ ρARp1qphqFpa,b,σq,

(2.35)

com

Fpa,b,σq “ 1 `
1 ´ a

a
rEpXtqs2

VarpXtq
. (2.36)

Deste modo, verificamos que, se 0 ă a ă 1, então Fpa,b,σq ą 1, logo, de (2.35),

ρBLp1,0,1,1qphq ą ρARp1qphq ą 0, h P N.

Suponhamos agora que ´1 ă a ă 0. Neste caso, temos Fpa,b,σq ă 1, para quaisquer valores de
a, b e σ tais que ´1 ă a ă 0 e a2 ` b2σ2 ă 1.

Observamos ainda que

• se |Fpa,b,σq| ă 1, então, de (2.35),

|ρBLp1,0,1,1qphq| “ |ρARp1qphq||Fpa,b,σq| ă |ρARp1qphq|,
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• se Fpa,b,σq “ ´1, então
|ρBLp1,0,1,1qphq| “ |ρARp1qphq|,

• se Fpa,b,σq ă ´1, então
|ρBLp1,0,1,1qphq| ą |ρARp1qphq|.

Deste modo, concluímos que |ρBLp1,0,1,1qphq| ă |ρARp1qphq|, apenas no caso em que |Fpa,b,σq| ă 1.
Em particular, no caso εt „ Np0,σ2q, usando a expressão de EpX2

t q em (2.34), tem-se

Fpa,b,σq “ 1 `

ˆ

1
a

´ 1
˙

b2σ2p1 ´ a2 ´ b2σ2q

1 ´ 2a ` b2σ2 ` b4σ4 ` a2p1 ´ b2σ2q
,

pelo que
lim

aÑ́0´
Fpa,b,σq “ ´8 e lim

aÑ́0`
Fpa,b,σq “ `8.

Para ilustrar a forma da função Fpa,b,σq no caso em que εt tem distribuição normal, com σ “ 1,
apresentamos, na Figura 2.9, o gráfico de Fpa,0.5,1q.

Neste caso, a condição a2 ` b2σ2 ă 1 é equivalente a |a| ă
?

0.75 » 0.86603 e verifica-se
|Fpa,0.5,1q| ă 1 para ´

?
0.75 ď a ă ´0.685, ou seja, temos |ρBLp1,0,1,1qphq| ă |ρARp1qphq| para

´
?

0.75 ď a ă ´0.685, (este valor corresponde ao arredondamento por defeito da única solução real
da equação Fpa,0.5,1q “ ´1).

Fig. 2.9 Gráfico de Fpa,0.5,1q, com ´0.866 ď a ď 0.866 e a ‰ 0.



Capítulo 3

Modelos Bilineares Simples

3.1 Definição e hipóteses gerais

Consideremos o processo pXt , t P Zq tal que Xt obedece a um modelo bilinear da forma

Xt “ bXt´kεt´l ` εt , t P Z, k P N, l P N, k ě l, (3.1)

onde b é um parâmetros real e pεt , t P Zq é um processo constituído por variáveis aleatórias reais
independentes e identicamente distribuídas com média zero e variância σ2, σ ą 0. Assumimos ainda
que εt é independente de Xs, s ă t, e que Ep| ln |εt ||q ă `8.

Este modelo designa-se bilinear simples de ordens k e l e é denotado BLSpk, lq. Dizemos que se
trata de um modelo diagonal se k “ l e de um modelo superdiagonal se k ą l. É um caso particular do
modelo BLp0,0,k, lq.

3.2 Estacionaridade forte

Começamos por assegurar a existência e unicidade de uma solução fortemente estacionária para a
equação (3.1).

Teorema 3.2.1. Se ln |b| ` Epln |ε|q ă 0, então existe uma solução fortemente estacionária para o
modelo (3.1) dada por

Xt “ εt `

`8
ÿ

n“1

bn
εt´nk

n
ź

j“1

εt´l´p j´1qk, (3.2)

sendo esta série quase certamente convergente. Além disso, o processo pXt , t P Zq definido por (3.2) é
a única solução de (3.1) no sentido da convergência em probabilidade.

23
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Demonstração. Usando recursivamente a relação (3.1), temos

Xt “ bXt´kεt´l ` εt

“ b2Xt´2kεt´k´lεt´l ` bεt´kεt´l ` εt

“ b3Xt´3kεt´2k´lεt´k´lεt´l ` b2
εt´2kεt´k´lεt´l ` bεt´kεt´l ` εt

“ ¨¨ ¨

“ εt `

n
ÿ

i“1

Npt, iq ` bn`1Xt´pn`1qk

n`1
ź

j“1

εt´l´p j´1qk, n “ 0,1,2, ...

(3.3)

onde

Npt, iq “ bi
εt´ik

i
ź

j“1

εt´l´p j´1qk, i “ 1, ...,n, t P Z, (3.4)

convencionando
0

ÿ

i“1

Npt, iq “ 0.

Comecemos por provar que a série
`8
ÿ

n“1

Npt,nq é quase certamente convergente, para cada t P Z.

Temos
1
n

ln |Npt,nq| “
1
n

ln |bn| `
1
n

ln |εt´nk| `
1
n

ln |

n
ź

j“1

εt´l´p j´1qk|. (3.5)

Para a última parcela de (3.5), temos, pelo teorema de Kolmogorov

1
n

ln |

n
ź

j“1

εt´l´p j´1qk| “
1
n

n
ÿ

j“1

ln |εt´l´p j´1qk|
q.c
Ñ́ Epln |εt |q, n Ñ `8, (3.6)

uma vez que existe Epln |εt |q.

Analogamente a (2.9) da demonstração do Teorema 2.2.1, temos
1
n

ln |εt´nk|
q.c
Ñ́ 0.

Então, retomando (3.5),

1
n

ln |Npt,nq|
q.c
Ñ́ ln |b| ` Epln |εt |q “ δ ă 0, n Ñ `8, (3.7)

pelo que
|Npt,nq|

1
n

q.c
Ñ́ eδ ă 1, n Ñ `8.

Pelo critério de Cauchy para séries numéricas de termos positivos podemos afirmar que a série
`8
ÿ

n“1

Npt,nq, t P Z, converge quase certamente, definindo assim um processo fortemente estacionário,

uma vez que é função mensurável de εt´1, εt´2,..., εt´n.

Analogamente à demonstração do Teorema 2.2.1, prova-se que o processo estacionário

Yt “ εt `

`8
ÿ

n“1

Npt,nq, t P Z,
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satisfaz a relação (3.2).
Finalmente, vamos verificar que a solução encontrada é a única solução fortemente estacionária

da equação (3.2) no sentido de convergência em probabilidade.
Seja pXt , t P Zq um processo fortemente estacionário que é solução da equação (3.2). Então, como

se provou em (3.3),

Xt “ εt `

n
ÿ

i“1

Npt, iq ` Xt´pn`1qkRpt,n ` 1q,

com Rpt,nq “ bn
n

ź

j“1

εt´l´p j´1qk.

Analogamente a (3.6) temos

1
n

ln |Rpt,nq|
q.c
Ñ́ ln |b| ` Epln |εt |q “ δ ă 0, n Ñ `8. (3.8)

A resto da demonstração é análoga à demonstração do Teorema 2.2.1.

Observamos que o teorema anterior também é válido no caso k ă l.

Apresentamos a seguir três exemplos para ilustrar a verificação da condição ln |b| ` Epln |εt |q ă 0
([9]).

• Suponhamos que εt „ Np0,σ2q. Então

ln |b| ` Epln |εt |q “ ln |b| ` ln
σ

?
2

2
´

γ

2
“ ln |bσ | ´

1
2

pγ ` lnp2qq,

onde γ é constante de Euler1. Assim, existe uma solução fortemente estacionária do modelo
BLSpk, lq se σ |b| ă

?
2expγ{2 » 1.8874.

• Se εt segue a lei Uniforme no intervalo r´α{2,α{2s, α ą 0, tem-se

ln |b| ` Epln |εt |q “ ln |αb| ´ lnp2q ´ 1 ă 0 ðñ α|b| ă 2e.

• Se εt segue uma lei de Cauchy com densidade f pxq “
α

πpα2 ` x2q
, x P R, α ą 0, então

ln |b| ` Epln |εt |q “ ln |b| ` lnpαq “ lnpα|b|q ă 0 ðñ |b| ă 1{α.

O teorema seguinte estabelece uma condição necessária para a existência de um processo esta-
cionário de segunda ordem, pXt , t P Zq, que satisfaz o modelo (3.1).

Teorema 3.2.2. Suponhamos que existe um processo fortemente e fracamente estacionário, pXt , t P Zq,
que satisfaz a equação (3.1) e que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem positivo e Epε3

t q “ 0.
Então b2σ2 ă 1.

1Constante de Euler: γ “ lim
nÑ`8

˜

n
ÿ

i“1

1
i

´ lnpnq

¸

» 0.5772
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Demonstração. Como pXt , t P Zq é um processo fortemente e fracamente estacionário, então existe
EpX2

t q e é independente de t.

• Para k “ l, temos

EpX2
t q “ Epb2X2

t´kε
2
t´k ` ε

2
t ` bXt´kεt´kεtq

“ b2EpX2
t´kε

2
t´kq ` bEpXt´kεt´kqEpεtq ` Epε

2
t q

“ b2EpX2
t ε

2
t q ` σ

2

(3.9)

pois os processos envolvidos são fortemente estacionários e εt é independente de Xt´s, s ě 1, e
de εt´r, r ‰ 0.

Quanto a EpX2
t ε2

t q temos

EpX2
t ε

2
t q “ b2EpX2

t´kε
2
t´kε

2
t q ` Epε

4
t q ` 2bEpXt´kεt´kε

3
t q

“ b2EpX2
t´kε

2
t´kqσ

2 ` Epε
4
t q ` 2bEpXt´kεt´kqEpε

3
t q

“ b2EpX2
t ε

2
t qσ

2 ` Epε
4
t q.

Esta igualdade é equivalente a

p1 ´ b2
σ

2qEpX2
t ε

2
t q “ Epε

4
t q, (3.10)

pelo que b2σ2 ă 1, uma vez que EpX2
t ε2

t q ă `8 e Epε4
t q ą 0.

• Para k ą l, temos

EpX2
t q “ b2EpX2

t´kε
2
t´lq ` Epε

2
t q ` 2bEpXt´kεt´lεtq

“ b2EpX2
t´pk´lqε

2
t q ` σ

2

“ b2
σ

2EpX2
t q ` σ

2,

logo
p1 ´ b2

σ
2qEpX2

t q “ σ
2. (3.11)

Como EpX2
t q ă `8 e σ2 ą 0, desta igualdade vem b2σ2 ă 1.

Obtemos, assim, o resultado pretendido.

O teorema seguinte estabelece uma condição suficiente para a convergência quase certa e em L2

do processo pXt , t P Zq que verifica (3.2).

Teorema 3.2.3. Suponhamos que εt , t P Z, admite momento de quarta ordem e que b2σ2 ă 1. Então
o processo pXt , t P Zq com Xt definido por (3.1) converge quase certamente e em L2.

Demonstração. Suponhamos que b2σ2 ă 1, o que implica

2 ln |b| ă ´ lnpEpε
2
t qq. (3.12)
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Como a função ϕpxq “ ´ lnx, @x P R` é estritamente convexa e Epln |εt |q ă `8 podemos aplicar
a desigualdade de Jensen à v.a.r. ε2

t . Obtemos a desigualdade

´ lnpEpε
2
t qq ă ´Eplnε

2
t q “ ´2Ep| lnεt |q. (3.13)

De (3.12) e (3.13) temos ln |b| ` Ep| lnεt |q ă 0. Então, pelo Teorema 3.2.1, fica concluída a
convergência quase certa.

A prova de convergência em L2 é análoga a do Teorema 2.2.3, considerando-se agora a sucessão

de v.a.r. pSt,nqnPN, t P Z, definida por St,n “ εt `

n
ÿ

i“1

Npt, iq, n P N, com Npt, iq dado por (3.4). Tem-se

}Npt, iq}2 “ b2iE

˜

ε
2
t´ik

i
ź

j“1

ε
2
t´l´p j´1qk

¸

, i “ 1, ...,n.

Tendo em conta que a v.a.r. εt , t P Z, são i.i.d. com variância σ2, obtemos

• para k “ l: }Npt, iq}2 “ b2iEpε4
t´ikε2

t´kε2
t´2k...ε

2
t´pi´1qkq “ b2µ4pb2σ2qi´1,

• para k ą l: }Npt, iq}2 “ b2iEpε2
t´ikε2

t´lε
2
t´l´kε2

t´l´2k...ε
2
t´l´pi´1qkq “ b2pb2σ2qi.

Como pb2σ2q
1
2 ă 1, conclui-se que Xt P L2, como na demonstração do Teorema 2.2.3.

Como consequência dos dois teoremas anteriores temos o resultado seguinte.

Corolário 3.2.1. Seja pXt , t P Zq um processo definido por (3.1), tal que εt , t P Z, admite momento de
quarta ordem e Epε3

t q “ 0. Então o processo pXt , t P Zq é fortemente e fracamente estacionário se e
só se b2σ2 ă 1.

Nas Figuras 3.1 a 3.4 apresentam-se trajetórias dos seguintes modelos bilineares simples esta-
cionários:

• Xt “ 0.5Xt´2εt´2 ` εt

• Xt “ 0.99Xt´2εt´2 ` εt

• Xt “ 0.5Xt´2εt´1 ` εt

• Xt “ 0.99Xt´2εt´1 ` εt

Em todos os casos considerou-se εt com distribuição Np0,1q e todas as trajetórias foram obtidas
com base na mesma série de 1000 valores simulados desta distribuição. Esta série é a mesma que foi
usada nas simulações apresentadas no Capítulo 2.

Salienta-se que a condição b2σ2 ă 1 é equivalente a |b| ă 1.
Comparando as trajetórias dos processos diagonais representadas nas Figuras 3.1 e 3.2, observamos

picos repentinos apenas no segundo caso. Observamos ainda que a amplitude dos valores da série
representada na Figura 3.1 é muito reduzida quando comparada com a amplitude dos picos da trajetória
da Figura 3.2. Note-se que, neste caso, o coeficiente do modelo está muito próximo de 1.
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Fig. 3.1 Trajetória do modelo diagonal b “ 0.5.

Fig. 3.2 Trajetória do modelo diagonal b “ 0.99.

Fig. 3.3 Trajetória do modelo superdiagonal b “ 0.5.
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Fig. 3.4 Trajetória do modelo superdiagonal b “ 0.99.

Os mesmos comentários valem para as trajetórias superdiagonais representadas nas Figuras 3.3 e
3.4.

Ao comparar as trajetórias dos processos diagonais com as dos superdiagonais, verificamos que a
amplitude dos valores nos casos diagonais é maior do que nos casos superdiagonais. Por exemplo, na
Figura 3.2 o maior valor da série, em termos absolutos, é aproximandamente 80, enquanto na Figura
3.4 é aproximandamente 30.

3.3 Estrutura de segunda ordem

Vamos agora estudar a estrutura de segunda ordem dos modelos diagonal e superdiagonal, isto é,
determinar as funções média, de autocovariância e de autocorrelação.

3.3.1 Modelo Diagonal

Consideremos o modelo bilinear simples diagonal definido por

Xt “ bXt´kεt´k ` εt , k P N, t P Z. (3.14)

Para além das hipóteses gerais, admite-se que existe Epε4
t q e que Epε4

t q “ µ4 ą 0 e Epε3
t q “ 0.

Teorema 3.3.1. Seja pXt , t P Zq o processo definido por (3.14) com b2σ2 ă 1. Tem-se

(1) EpXtq “ bσ2,

(2) EpX2
t q “

b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2,

(3) VarpXtq “
b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2p1 ´ b2

σ
2q,

(4) CovpXt ,Xt´kq “ b2σ4 e CovpXt ,Xt´hq “ 0, h P Nztku,

(5) ρXt pkq “
b2σ4

VarpXtq
e ρXt phq “ 0, h P Nztku.
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Demonstração.

Comecemos por calcular a esperança de Xt .

EpXtq “ bEpXt´kεt´kq ` Epεtq “ bEpXtεtq

“ bEpbεt´kεt´kεtq ` bEpε
2
t q

“ bσ
2.

(3.15)

Na demonstração do Teorema 3.2.2 deduzimos

EpX2
t q “ b2EpX2

t ε
2
t q ` σ

2 e EpX2
t ε

2
t q “ b2EpX2

t ε
2
t q ` µ4.

Consequentemente
EpX2

t ε
2
t q “

µ4

1 ´ b2σ2 , (3.16)

pelo que

EpX2
t q “

b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2. (3.17)

De (3.16) e de (3.17), obtém-se

VarpXtq “
b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2p1 ´ b2

σ
2q.

Por fim, vamos calcular a função de autocovariância do processo pXt , t P Zq. Temos

CovpXt ,Xt´hq “ EpXtXt´hq ´ rEpXtqs2, h P N.

Quando h “ k temos,

EpXtXt´kq “ bEpX2
t εtq

“ b3EpX2
t´kε

2
t´kεtq ` bEpε

3
t q ` 2b2EpXt´kεt´kε

2
t q

“ 2b2EpXt´kεt´kqEpε
2
t q “ 2b2EpXtεtqσ

2

“ 2b2
σ

4.

Assim CovpXt ,Xt´kq “ 2b2σ4 ´ pbσ2q2 “ b2σ4.

Para h ă k temos,

EpXtXt´hq “ bEpXt´kεt´kXt´hq “ bEpXt´pk´hqεt´pk´hqXtq

“ b2EpXt´pk´hqεt´pk´hqXt´kεt´kq “ b2EpXtεtXt´hεt´hq

“ b3EpbXt´kεt´kεtXt´hεt´hq ` b2Epε
2
t Xt´hεt´hq

“ b2EpXtεtqσ
2

“ b2
σ

4.
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Para h ą k temos,

EpXtXt´hq “ bEpXt´kεt´kXt´hq “ bEpXtεtXt´ph´kqq

“ b2EpXt´kεt´kεtXt´ph´kqq ` bEpε
2
t Xt´ph´kqq

“ bσ
2EpXt´ph´kqq

“ b2
σ

4.

(3.18)

Então CovpXt ,Xt´hq “ 0, para todo h P Nztku.
Portanto a função de autocovariância de (Xt , t P Z), no caso diagonal, é tal que

CovpXt ,Xt´hq “

$

&

%

b2
σ

4, h “ k

0, h P Nztku
(3.19)

e a função de autocorrelação é dada por

ρXt phq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

1, h “ 0
b2σ4

VarpXtq
, h “ ´k,k

0, h P Zzt´k,0,ku.

(3.20)

com VarpXtq “
bµ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2p1 ´ b2

σ
2q.

Observamos que a função de autocorrelação (3.20) é também a função de autocorrelação de um
modelo MApkq.

3.3.2 Modelo Superdiagonal

Consideremos o modelo bilinear simples superdiagonal definido por

Xt “ bXt´kεt´l ` εt , k ą l ą 0. (3.21)

Teorema 3.3.2. Seja pXt , tZq o processo definido por (3.21), com b2σ2 ă 1. Então,

(1) EpXtq “ 0,

(2) EpX2
t q “

σ2

1 ´ b2σ2 ,

(3) CovpXt ,Xt´hq “ 0, h P N.

Demonstração.
Comecemos por calcular a esperança de Xt .

EpXtq “ bEpXt´kεt´lq ` Epεtq “ bEpXt´kqEpεt´lq “ 0, (3.22)

pois t ´ l ą t ´ k.
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Da demonstração do Teorema 3.2.2 deduzimos que

EpX2
t q “

σ2

1 ´ b2σ2 . (3.23)

Passemos agora ao cálculo de CovpXt ,Xt´hq “ EpXtXt´hq, h P N.

Quando h “ l temos,

EpXtXt´lq “ bEpXt´kεt´lXt´lq “ bEpXt´pk´lqεtXtq

“ b2EpXt´pk´lqXt´kεt´lεtq ` bEpXt´pk´lqε
2
t q

“ b2EpXt´pk´lqXt´kεt´lqEpεtq ` bσ
2EpXtq “ 0.

Se h ă l, o que implica h ă k, temos

EpXtXt´hq “ bEpXt´kεt´lXt´hq “ bEpXt´pk´lqεt´pl´hqXtq

“ b2EpXt´pk´hqεt´pl´hqXt´kεt´lq ` bEpXt´pk´hqεt´pl´hqεtq

“ b2EpXt´pk´lqεtXt´pk´l`hqεt´hq “ 0,

somando l ´ h a todos os índices.

Para h ą l temos,

EpXtXt´hq “ bEpXt´kεt´lXt´hq “ bEpXt´pk´lqεtXt´ph´lqq “ 0.

Então CovpXt ,Xt´hq “ 0, para todo h P Z.

Notamos que a estrutura de segunda ordem do modelo superdiagonal é a de um ruído branco de

variância
σ2

1 ´ b2σ2 .

3.4 Função de autocorrelação de pX2
t , t P Zq

Como vimos na secção anterior, a estrutura de segunda ordem de um modelo diagonal coincide com a
de um modelo média móvel e a estrutura de segunda ordem de um modelo superdiagonal coincide
com a de um ruído branco.

Para obter uma caracterização diferente para os modelos bilineares simples, Granger e Ander-
sen ([5]) sugeriram o estudo de momentos de ordens superiores a 2, em particular o estudo das
autocorrelações do processo pX2

t , t P Zq.

Além das hipóteses gerais sobre o modelo (3.1), nesta secção admitimos que

• no caso diagonal, existe Epε8
t q e tem-se Epε2i

t q “ µ2i ą 0 e Epε
2i´1
t q “ 0, i “ 2,3,4,

• no caso superdiagonal, existe Epε4
t q e tem-se Epε4

t q “ µ4 ą 0 e Epε3
t q “ 0.
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Teorema 3.4.1. Seja pXt , t P Zq o processo definido por (3.1). Então pX2
t , t P Zq é fortemente e

fracamente estacionário se e só se b4µ4 ă 1.

Demonstração.
Suponhamos que b4µ4 ă 1. Então b2σ2 “ Epb2ε2

t q ď
a

b4Epε4
t q “

a

b4µ4 ă 1, pelo que, pelo
Corolário 3.2.1, o processo pXt , t P Zq é fortemente estacionário, e consequentemente, pX2

t , t P Zq

também é fortemente estacionário, uma vez que X2
t é função mensurável de Xt .

Quanto à estacionaridade fraca, vamos provar que existe EpX4
t q.

Do Teorema 3.2.3, temos Xt “ εt `

`8
ÿ

i“1

Npt, iq P L2, com Npt, iq dado por (3.4).

Apenas é preciso provar que existe

E

»

–

˜

`8
ÿ

i“1

Npt, iq

¸4
fi

fl .

Ora

E

»

–

˜

`8
ÿ

i“1

Npt, iq

¸4
fi

fl ď E

»

–

˜

`8
ÿ

i“1

|Npt, iq|

¸4
fi

fl

“ E

˜

`8
ÿ

i“1

`8
ÿ

j“1

`8
ÿ

r“1

`8
ÿ

s“1

|Npt, iqNpt, jqNpt,sqNpt,rq|

¸

“

`8
ÿ

i“1

`8
ÿ

j“1

`8
ÿ

r“1

`8
ÿ

s“1

Ep|Npt, iqNpt, jqNpt,sqNpt,rq|q, (3.24)

uma vez que |Npt, iqNpt, jqNpt,sqNpt,rq| é uma sucessão de v.a. positivas (Teorema 1.2.2). Usando o
Teorema 1.2.3, vem

Ep|Npt, iqNpt, jqNpt,sqNpt,rq|q “ Ep|Npt, iqNpt, jq||Npt,sqNpt,rq|q

ď rEpNpt, iq2Npt, jq2qEpNpt,sq2Npt,rq2qs
1
2

ď rEpNpt, iq4qEpNpt, jq4qEpNpt,sq4qEpNpt,rq4qs
1
4 .

(3.25)

Quando Xt , t P Z, satisfaz o modelo superdiagonal, tem-se Npt, iq “ bi
εt´ik

i
ź

j“1

εt´l´p j´1qk, logo

EpNpt, iq4q “ b4iEpε
4
t´ikε

4
t´lε

4
t´l´kε

4
t´l´2k...ε

4
t´l´pi´1qkq “ µ4pb4

µ4qi.

Então, de (3.25), temos

Ep|Npt, iqNpt, jqNpt,sqNpt,rq|q ď µ4rpb4
µ4q

1
4 si` j`r`s.

Como pb4
µ4q

1
4 ă 1, a série (3.24) é convergente, logo existe EpX4

t q.

Como pX2
t , t P Zq é fortemente estacionário e EpX4

t q ă `8, concluímos que este processo é
fracamente estacionário.
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Suponhamos agora que pX2
t , t P Zq é fortemente e fracamente estacionário. Ora

EpX4
t q “ b4EpX4

t´kε
4
t´lq ` Epε

4
t q ` 4b2EpX2

t´kε
2
t´lε

2
t q ` 2b2EpX2

t´kε
2
t´lε

2
t q

“ b4EpX4
t´pk´lqε

4
t q ` µ4 ` 6b2

σ
2EpX2

t´pk´lqε
2
t q

“ b4
µ4EpX4

t q ` µ4 ` 6b2
σ

4EpX2
t q

pelo que
p1 ´ b4

µ4qEpX4
t q “ µ4 ` 6b2

σ
4EpX2

t q.

Como µ4 ą 0 e EpX4
t q ă `8, concluímos que b4µ4 ă 1, como pretendido.

De modo análogo, prova-se para o caso diagonal.

Vamos agora determinar as funções média, de autocovariância e de autocorrelação de pX2
t , t P Zq.

3.4.1 Modelo Diagonal

Seja pXt , t P Zq um processo que verifica a relação de recorrência (3.14)

Xt “ bXt´kεt´k ` εt , t P Z, k P N,

com b4µ4 ă 1.

Começamos por calcular EpX4
t q. Temos

EpX4
t q “ b4EpX4

t´kε
4
t´kq ` Epε

4
t q ` 4b2EpX2

t´kε
2
t´kε

2
t q ` 2b2EpX2

t´kε
2
t´kε

2
t q`

` 4b3EpX2
t´kε

2
t´kXt´kεt´kεtq ` 4bEpε

2
t Xt´kεt´kεtq

“ b4EpX4
t´kε

4
t´kq ` µ4 ` 6b2EpX2

t´kε
2
t´kqEpε

2
t q

“ b4EpX4
t ε

4
t q ` µ4 ` 6b2

σ
2EpX2

t ε
2
t q

(3.26)

e

EpX4
t ε

4
t q “ b4EpX4

t´kε
4
t´kqEpε

4
t q ` Epε

8
t q ` 4b2EpX2

t´kε
2
t´kqEpε

6
t q ` 2b2EpX2

t´kε
2
t´kqEpε

6
t q`

` 4b3EpX2
t´kε

2
t´kXt´kεt´kqEpε

5
t q ` 4bEpε

2
t Xt´kεt´kqEpε

5
t q

“ b4EpX4
t ε

4
t qµ4 ` µ8 ` 6b2EpX2

t ε
2
t qµ6.

(3.27)

Então

EpX4
t ε

4
t q “

1
1 ´ b4µ4

ˆ

µ8 `
6b2µ4µ6

1 ´ b2σ2

˙

, (3.28)

tendo em conta o valor de EpX2
t ε2

t q dado por (3.16). De (3.26) obtém-se então

EpX4
t q “

b4

1 ´ b4µ4

ˆ

µ8 `
6b2µ4µ6

1 ´ b2σ2

˙

` µ4 `
6b2σ2µ4

1 ´ b2σ2 .
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Teorema 3.4.2. Seja pXt , t P Zq o modelo diagonal definido por (3.14). Então a função de autocorre-
lação de pX2

t , t P Zq verifica
ρX2

t
phq “ b2

σ
2
ρX2

t
ph ´ kq, h ą k.

Demonstração. Para h ě 1 temos

EpX2
t X2

t´hq “ b2EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´hq ` σ
2EpX2

t q. (3.29)

Para h ą k esta igualdade é equivalente a

EpX2
t X2

t´hq “ b2EpX2
t ε

2
t X2

t´ph´kqq ` σ
2EpX2

t q

“ b4
σ

2EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´ph´kqq ` b2
µ4EpX2

t q ` bσ
2EpX2

t q.
(3.30)

Substituindo h por h ´ k em (3.29) obtemos

EpX2
t X2

t´ph´kqq “ b2EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´ph´kqq ` σ
2EpX2

t q

que é equivalente a

b4
σ

2EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´ph´kqq “ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ´ b2
σ

4EpX2
t q.

Deste modo, a igualdade (3.30) é equivalente a

EpX2
t X2

t´hq “ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ´ b2
σ

4EpX2
t q ` b2

µ4EpX2
t q ` bσ

2EpX2
t q

“ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ` pb2
µ4 ´ b2

σ
4 ` σ

2qEpXtq.
(3.31)

Por outro lado, temos EpX2
t q “

b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2 ðñ p1 ´ b2

σ
2qEpX2

t q “ b2
µ4 ´ b2

σ
4 ` σ

2, pelo

que, de (3.31), podemos escrever

EpX2
t X2

t´hq “ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ` p1 ´ b2
σ

2qrEpX2
t qs2.

Então, para h ą k,

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ EpX2

t X2
t´hq ´ ErpX2

t qs2

“ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ` p1 ´ b2
σ

2qrEpX2
t qs2 ´ ErpX2

t qs2

“ b2
σ

2CovpX2
t ,X

2
t´ph´kqq.

Teorema 3.4.3. Seja pXt , t P Zq o modelo diagonal definido por (3.14). Tem-se

CovpX2
t ,X

2
t´hq “

$

’

&

’

%

b2
ˆ

EpX4
t ε

2
t q ´

µ4EpX2
t q

1 ´ b2σ2

˙

, h “ k

0, h P N
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onde EpX4
t ε

2
t q “

b2σ2

1 ´ b4µ4

ˆ

µ8 `
6b2µ4µ6

1 ´ b2σ2

˙

` µ6 `
6b2µ2

4
1 ´ b2σ2 .

Demonstração.
Tem-se

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ EpX2

t X2
t´hq ´ rEpX2

t qs2, h P N.

Vamos calcular EpX2
t X2

t´hq, h P N, considerando três casos: h “ k, h ă k, h ą k.

1) Para h “ k temos,

EpX2
t X2

t´kq “ b2EpX4
t´kε

2
t´kq ` EpX2

t´kqEpε
2
t q ` 2bEpX3

t´kεt´kqEpεtq

“ b2EpX4
t ε

2
t q ` σ

2EpX2
t q.

(3.32)

Assim

CovpX2
t ,X

2
t´kq “ b2

ˆ

EpX4
t ε

2
t q ´

µ4EpX2
t q

1 ´ b2σ2

˙

.

2) Para h ă k tem-se,

EpX2
t X2

t´hq “ b2EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´hq ` EpX2
t´hqEpε

2
t q ` 2bEpXt´kεt´kX2

t´hqEpεtq

“ b2EpX2
t´pk´hqε

2
t´pk´hqX

2
t q ` σ

2EpX2
t q

“ b2rb2EpX2
t ε

2
t X2

t´hε
2
t´hq ` σ

2EpX2
t ε

2
t qs ` σ

2EpX2
t q.

(3.33)

Desenvolvendo X2
t , obtemos

EpX2
t ε

2
t X2

t´hε
2
t´hq “ b2

σ
2EpX2

t´hε
2
t´hX2

t´kε
2
t´kq ` µ4EpX2

t ε
2
t q

“ b2
σ

2EpX2
t ε

2
t X2

t´pk´hqε
2
t´pk´hqq ` µ4EpX2

t ε
2
t q

“ b4
σ

4EpX2
t´kε

2
t´kX2

t´pk´hqε
2
t´pk´hqq ` b2

σ
2
µ4EpX2

t ε
2
t q ` µ4EpX2

t ε
2
t q

“ b4
σ

4EpX2
t´hε

2
t´hX2

t ε
2
t q ` p1 ` b2

σ
2qµ4EpX2

t ε
2
t q,

pelo que

EpX2
t ε

2
t X2

t´hε
2
t´hq “

µ2
4

p1 ´ b2σ2q2 .

Deste modo,

EpX2
t´pk´hqε

2
t´pk´hqX

2
t q “

b2µ2
4

p1 ´ b2σ2q2 `
σ2µ2

4
p1 ´ b2σ2q2

e

EpX2
t X2

t´hq “
b4µ2

4
1 ´ b2σ2q2 `

σ2µ2
4

p1 ´ b2σ2q2 ` σ
2EpX2

t q “ rEpX2
t qs2.

Assim CovpX2
t ,X

2
t´kq “ 0, para h ă k.

Analogamente, mostra-se que CovpX2
t ,X

2
t´kq “ 0, para h ą k.
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Portanto

CovpX2
t ,X

2
t´hq “

$

’

&

’

%

b2
ˆ

EpX4
t ε

2
t q ´

µ4EpX2
t q

1 ´ b2σ2

˙

, h “ k

0, h P Nztku

(3.34)

onde EpX4
t ε

2
t q “

b2σ2

1 ´ b4µ4

ˆ

µ8 `
6b2µ4µ6

1 ´ b2σ2

˙

` µ6 `
6b2µ2

4
1 ´ b2σ2 .

Dos Teoremas (3.4.2) e (3.4.3) deduz-se o resultado seguinte:

Corolário 3.4.1. Seja pXt , t P Zq, o modelo diagonal definido por (3.14). Então para h “ mk, m P N,
os valores de ρX2

t
phq, h P N, são não nulos. Mais precisamente,

ρX2
t
pmkq “ pb2

σ
2qm´1

ρX2
t
pkq.

Demonstração. Vamos verificar esta igualdade por indução matemática.
Para m “ 1, a igualdade é verdadeira de modo trivial.
Suponhamos que ρX2

t
pmkq “ pb2σ2qm´1ρX2

t
pkq e provemos que ρX2

t
ppm ` 1qkq “ pb2σ2qmρX2

t
pkq.

Pelo Teorema 3.4.2, temos

ρX2
t
ppm ` 1qkq “ b2

σ
2
ρX2

t
ppm ` 1qk ´ kq “ b2

σ
2
ρX2

t
ppmkq “ pb2

σ
2qm

ρX2
t
pkq.

3.4.2 Modelo Superdiagonal

Suponhamos que pXt , t P Zq verifica a relação de recorrência (3.21), isto é,

Xt “ bXt´kεt´l ` εt , k ą l ą 0,

com b4µ4 ă 1.
Comecemos por calcular EpX4

t q. Da demonstração do Teorema 3.4.1, temos

p1 ´ b4
µ4qEpX4

t q “ µ4 ` 6b2
σ

4EpX2
t q

e, tendo em conta que EpX2
t q “

b2µ4

1 ´ b2σ2 ` σ
2, vem

EpX4
t q “

b4

1 ´ b4µ4
pµ4 ` 6b2

σ
4EpX2

t qq. (3.35)

Teorema 3.4.4. Seja pXt , t P Zq o modelo superdiagonal definido por (3.21). Então

ρX2
t
phq “ b2

σ
2
ρX2

t
ph ´ kq, h ą k.

Demonstração. A prova é análoga à demonstração do teorema 3.4.2.



38 Modelos Bilineares Simples

Para todo h ě 1 temos

EpX2
t X2

t´hq “ b2EpX2
t´kε

2
t´lX

2
t´hq ` σ

2EpX2
t q. (3.36)

Quando h ą k esta igualdade é equivalente a

EpX2
t X2

t´hq “ b2EpX2
t ε

2
t X2

t´ph´kqq ` σ
2EpX2

t q

“ b4
σ

2EpX2
t´kε

2
t´lX

2
t´ph´kqq ` b2

µ4EpX2
t q ` bσ

2EpX2
t q.

(3.37)

Substituindo h por h ´ k em (3.36) obtemos

EpX2
t X2

t´ph´kqq “ b2EpX2
t´kε

2
t´lX

2
t´ph´kqq ` σ

2EpX2
t q

pelo que

b4
σ

2EpX2
t´kε

2
t´lX

2
t´ph´kqq “ b2

σ
2EpX2

t X2
t´ph´kqq ´ b2

σ
4EpX2

t q.

Deste modo, a igualdade (3.37) é equivalente a

EpX2
t X2

t´hq “ b2
σ

2EpX2
t X2

t´ph´kqq ` pb2
µ4 ´ b2

σ
4 ` σ

2qEpX2
t q. (3.38)

Por outro lado, temos p1 ´ b2σ2qEpX2
t q “ b2µ4 ´ b2σ4 ` σ2, pelo que, de (3.38), podemos

escrever
EpX2

t X2
t´hq “ b2

σ
2EpX2

t X2
t´ph´kqq ` p1 ´ b2

σ
2qrEpX2

t qs2.

Então, para h ą k

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ b2

σ
2EpX2

t X2
t´ph´kqq ` p1 ´ b2

σ
2qrEpX2

t qs2 ´ EpX2
t qs2

“ b2
σ

2CovpX2
t ,X

2
t´ph´kqq.

Teorema 3.4.5. Seja pXt , t P Zq o modelo superdiagonal definido por (3.21). Então para 1 ď h ď k,
temos

CovpX2
t ,X

2
t´hq “

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

b2
σ

2VarpX2
t q, h “ k

b2pµ4 ´ σ4q

1 ´ b4σ4 EpX2
t q, h “ l, k ‰ 2l

b2pµ4 ´ σ4q

1 ´ b2σ2 EpX2
t q, h “ l, k “ 2l

b2σ2pµ4 ´ σ4q

1 ´ b4σ4 EpX2
t q, h “ k ´ l ‰ l

0, nos outros casos.
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Demonstração.

Como pXt , t P Zq é fortemente estacionário temos que

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ EpX2

t X2
t´hq ´ rEpX2

t qs2, h P N.

Passemos agora ao cálculo de EpXtXt´hq, h P N.

1) Para h “ k temos,

EpX2
t X2

t´kq “ b2EpX4
t´kε

2
t´lq ` Epε

2
t X2

t´kq ` 2bEpXt´kεt´lεtq

“ b2EpX4
t´pk´lqε

2
t q ` σ

2EpX2
t q

“ b2
σ

2EpX4
t q ` σ

2EpX2
t q.

Então

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ b2

σ
2EpX4

t q ` σ
2EpX2

t q ´ rEpX2
t qs2

“ b2
σ

2EpX4
t q ` σ

2EpX2
t q ´ rEpX2

t qs2 ` b2
σ

2rEpX2
t qs2 ´ b2

σ
2rEpX2

t qs2

“ b2
σ

2VarpX2
t q.

2) Para h “ l:

a) Se k ‰ 2l, temos
EpX2

t X2
t´lq “ b2EpX2

t´pk´lqε
2
t X2

t q ` σ
2EpX2

t q. (3.39)

Desenvolvendo X2
t obtemos

EpX2
t´pk´lqε

2
t X2

t q “ b2
σ

2EpX2
t´pk´lqX

2
t´kε

2
t´lq ` µ4EpX2

t q. (3.40)

Quando k ă 2l,

EpX2
t´pk´lqX

2
t´kε

2
t´lq “ EpX2

t´kX2
t ε

2
t´l`kq “ b2

σ
2EpX2

t´pk´lqX
2
t´kq ` σ

2EpX4
t q

e para k ą 2l,

EpX2
t´pk´lqX

2
t´kε

2
t´lq “ EpX2

t´lX
2
t q “ b2

σ
2EpX2

t´pk´lqX
2
t´kq ` σ

2EpX4
t q.

Assim (3.40) é igual a

EpX2
t´pk´lqε

2
t X2

t q “
b2σ6 ´ µ4

1 ´ b4σ4 EpX2
t q

consequentemente (3.39) é igual a

EpX2
t X2

t´lq “ b2
ˆ

b2σ6 ´ µ4

1 ´ b4σ4 EpX2
t q

˙

` σ
2EpX2

t q.
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Então

CovpX2
t ,X

2
t´hq “ b2

ˆ

b2σ6 ´ µ4

1 ´ b4σ4 EpX2
t q

˙

` σ
2EpX2

t q ´ rEpX2
t qs2

“
b2pµ4 ´ σ4q

1 ´ b4σ4 EpX2
t q.

b) Se k “ 2l, temos
EpX2

t X2
t´lq “ b2EpX2

t´lε
2
t X2

t q ` σ
2EpX2

t q. (3.41)

Desenvolvendo X2
t , obtemos

EpX2
t´lε

2
t X2

t q “ b2
σ

2EpX2
t´lε

2
t X2

t q ` µ_4EpX2
t q

pelo que
EpX2

t´lε
2
t X2

t q “
µ4

1 ´ b2σ2 EpX2
t q.

Assim (3.41) é equivalente a

EpX2
t X2

t´lq “
b2µ4

1 ´ b2σ2 EpX2
t q ` σ

2EpX2
t q.

Então

CovpX2
t ,X

2
t´hq “

b2µ4

1 ´ b2σ2 EpX2
t q ` σ

2EpX2
t q ´ rEpX2

t qs2

“
b2pµ4 ´ σ4q

1 ´ b2σ2 EpX2
t q.

3) Para h “ k ´ l ‰ l:

a) Se k ą 2l
EpX2

t X2
t´pk´lqq “ b2

σ
2EpX2

t´lX
2
t q ` σ

2EpX2
t q. (3.42)

Desenvolvendo X2
t obtemos

EpX2
t´lX

2
t q “ b2EpX2

t´lX
2
t´kε

2
t´lq ` σ

2EpX2
t q

“ b2EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q ` σ

2EpX2
t q

“ b4
σ

2EpX2
t´pk´lqε

2
t X2

t´pk´2lqq ` b4
µ4EpX2

t q ` σ
2EpX2

t q

“ b4
σ

4EpX2
t´lX

2
t q ` pb4

µ4 ` σ
2qEpX2

t q,

o que é equivalente a

EpX2
t´lX

2
t q “

b4µ4 ` σ2

1 ´ b4σ4 EpX2
t q.

Retomando (3.42), temos

EpX2
t X2

t´pk´lqq “

ˆ

b2σ2pb4µ4 ` σ2q

1 ´ b4σ4 ` σ
2
˙

EpX2
t q.
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b) Se k ă 2l, tem-se que

EpX2
t X2

t´pk´lqq “ b2EpX2
t´lε

2
t´p2l´kqX

2
t q ` σ

2EpX2
t q, (3.43)

e desenvolvendo X2
t vem

EpX2
t´lε

2
t´p2l´kqX

2
t q “ b2EpX2

t´lε
2
t´p2l´kqX

2
t´kε

2
t´lq ` σ

2EpX2
t´lε

2
t´p2l´kqq

“ b2EpX2
t´pk´lqε

2
t X2

t´2pk´lqε
2
t´pk´qlq ` σ

2EpX2
t´pk´lqε

2
t q

“ b2
σ

2EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q ` σ

4EpX2
t q.

Substituindo este resultado em (3.43), obtemos

EpX2
t X2

t´pk´lqq “ b4EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q ` σ

2p1 ` b2
σ

2qEpX2
t q. (3.44)

Por outro lado,

EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q “ b2

σ
2EpX2

t´kε
2
t´lqX

2
t´pk´lqq ` EpX2

t´pk´lqε
4
t q

“ b2
σ

2EpX2
t´lε

2
t´p2l´kqqX

2
t q ` µ4EpX2

t q

“ b2
σ

2rb2EpX2
t´2pk´lqε

2
t´pk´lqqX

2
t´pk´lqε

2
t q ` σ

2EpX2
t´pk´lqε

2
t qs ` µ4EpX2

t q

“ b4
σ

4EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q ` pb2

σ
6 ` µ4qEpX2

t q,

pelo que

EpX2
t X2

t´pk´lqε
2
t q “

b2σ6 ` µ4

1 ´ b4σ4 EpX2
t q.

Então, de (3.44), obtemos

EpX2
t X2

t´pk´lqq “

ˆ

b2σ2pb4µ4 ` σ2q

1 ´ b4σ4 ` σ
2
˙

EpX2
t q.

Assim, para h “ k ´ l ‰ l, tem-se

CovpX2
t ,X

2
t´hq “

b4σ2pµ4 ` σ4q

1 ´ b4σ4 EpX2
t q.

4) Finalmente, falta verificar que CovpX2
t ,X

2
t´hq “ 0 para h P t1, ..., l ´ 1, l ` 1, ...,k ´ 1u, com

h ‰ k ´ l. Temos
EpX2

t X2
t´hq “ b2EpX2

t´kX2
t´hε

2
t´lq ` σ

2EpX2
t q.

(a) Se h ă l,
EpX2

t X2
t´hq “ b2EpX2

t´pk´hqX
2
t ε

2
t´pl´hqq ` σ

2EpX2
t q

e desenvolvendo X2
t vem

EpX2
t X2

t´hq “ b4EpX2
t´pk´hqε

2
t´pl´hqX

2
t´kε

2
t´lq ` b2

σ
2EpX2

t´pk´hqε
2
t´pl´hqq ` σ

2EpX2
t q

“ b4
σ

2EpX2
t´pk´lqX

2
t´pk´l´hqε

2
t´hq ` pb2

σ
4 ` σ

2qEpX2
t q.
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Quando h ă k ´ l temos

EpX2
t X2

t´hq “ b4
σ

4EpX2
t X2

t´hq ` pb2
σ

4 ` σ
2qEpX2

t q.

pelo que EpX2
t X2

t´hq “
b2σ4 ` σ2

1 ´ b4σ4 EpX2
t q “ rEpX2

t qs2.

No caso h ą k ´ l temos

EpX2
t´pk´hqX

2
t ε

2
t´pl´hqq “ b2

σ
2EpX2

t X2
t´hε

2
t´ph´k`lqq ` σ

4EpX2
t q

“ b4
σ

4EpX2
t´pk´hqX

2
t ε

2
t´pl´hqq ` pb2

σ
6 ` σ

4qEpX2
t q

pelo que

EpX2
t´pk´hqX

2
t ε

2
t´pl´hqq “

pb2σ6 ` σ4

1 ´ b4σ4 EpX2
t q.

Então

EpX2
t X2

t´hq “
b2pb2σ6 ` σ2q

1 ´ b4σ4 EpX2
t q “ rEpX2

t qs2.

Portanto CovpX2
t ,X

2
t´hq “ 0 para h ă l.

(b) Se l ă h ă k, tem-se que

EpX2
t X2

t´hq “ b2
σ

2EpX2
t´kX2

t´hq ` σ
2EpX2

t q

“ b2
σ

2rb2
σ

2EpX2
t´pk´lqX

2
t´pk´h´lqq ` σ

2EpX2
t qs ` σ

2EpX2
t q

“ b4
σ

4EpX2
t X2

t´hq ` pb2
σ

4 ` σ
2qEpX2

t q,

pelo que EpX2
t X2

t´hq “
b2σ4 ` σ2

1 ´ b4σ4 EpX2
t q “ rEpX2

t qs2.

Obtemos, assim, a covariância pretendida.

Dos Teoremas (3.4.4) e (3.4.5) obtivemos o seguinte resultado:

Corolário 3.4.2. Seja pXt , t P Zq, o modelo diagonal definido por (3.21). Então os valores de ρX2
t
pmkq,

ρX2
t
ppm ´ 1qk ` lq, ρX2

t
pmk ´ lq, h P N, são não nulos, mais precisamente,

ρX2
t
pmkq “ pb2

σ
2qm´1

ρX2
t
pkq “ pb2

σ
2qm,

ρX2
t
ppm ´ 1qk ` lq “ pb2

σ
2qm´1

ρX2
t
plq,

ρX2
t
pmk ´ lq “ pb2

σ
2qm´1

ρX2
t
pk ´ lq.

Demonstração. Por indução matemática vamos provar que, para 1 ă h ď k, temos CovpX2
t ,X

2
t´hq ‰ 0,

nos casos h “ k, h “ l, h “ k ´ l.

• No caso da primeira igualdade, a prova é análoga à demonstração do Corolário 3.4.1.
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• para m “ 1, a segunda igualdade é trivialmente verdadeira.

Suponhamos que ρX2
t
pmk ´ lq “ pb2σ2qm´1ρX2

t
pk ´ lq. Então

ρX2
t
ppm ` 1qk ´ lq “ b2

σ
2
ρX2

t
pk ´ lq “ pb2

σ
2qm

ρX2
t
pk ´ lq.

• A terceira igualdade prova-se de modo análogo.
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Anexo A

Código R

Modelo bilinear BL(1,0,1,1)

l i b r a r y ( f o r e c a s t )
s e t . s e ed ( 2 3 0 8 )
e <− rnorm ( 1 0 0 0 , mean=0 , sd =1)

a <− 0 . 5
b <− 0 . 5

m_1 <− b / (1 − a )
f o r ( i i n 2 : l e n g t h ( e ) ) {

m_ 1[ i ] <− a *m_ 1[ i −1]+ b*m_ 1[ i −1] * e [ i −1]+ e [ i ] }
m_1

m_1 t s = t s (m_ 1 , s t a r t =1 , frequency =1)

p<− a u t o p l o t (m_1 t s , c o l =" b l a c k " , x l a b =" tempo " , y l a b =" v a l o r e s da s r i e " )
p + theme _ minimal ( )

Modelo diagonal (k=L=2)

l i b r a r y ( f o r e c a s t )
s e t . s e ed ( 2 3 0 8 )
e <− rnorm ( 1 0 0 0 , mean=0 , sd =1)

b <− 0 . 5

x<−numeric ( 1 0 0 0 )
x [ 1 ] <− b
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x [ 2 ] <− b

f o r ( t i n 3 : l e n g t h ( e ) ) {
x [ t ] <− b*x [ t −2] * e [ t −2]+ e [ t ]

}
x
x_ s t = t s ( x , s t a r t = 1 , f r e q = 1)

p <− a u t o p l o t ( x_ s t , c o l =" b l a c k " , x l a b =" tempo " , y l a b =" v a l o r e s da s r i e " )
p + theme _ minimal ( )

Modelo superdiagonal (k=2, l=1)

l i b r a r y ( f o r e c a s t )
s e t . s e ed ( 2 3 0 8 )
e <− rnorm ( 1 0 0 0 , mean=0 , sd =1)

b <− −0.5

# i n i c i a l i z a r com X ( 0 ) e X ( 1 )
x<−numeric ( 1 0 0 0 )
x [ 1 ] <− 0
x [ 2 ] <− 0

f o r ( t i n 3 : l e n g t h ( e ) ) {
x [ t ] <− b*x [ t −2] * e [ t −1]+ e [ t ]

}

x_ s t = t s ( x , s t a r t = 1 , f r e q = 1)
p <− a u t o p l o t ( x_ s t , c o l =" b l a c k " , x l a b =" tempo " , y l a b =" v a l o r e s da s r i e " )
p + theme _ minimal ( )



Anexo B

Código Matlab

1 %acf_BL = acf_AR*F
2
3 syms F(a,b,sigma)
4 F(a,b,sigma) = 1-((a-1)*b^2* sigma ^2*(a^2+b^2* sigma ^2-1))/(a

*( -1+2*a-b^2* sigma^2-b^4* sigma ^4+a^2*(b^2* sigma ^2-1)));
5
6 F(a,0.5 ,1)
7
8 fplot(F(a,0.5 ,1) ,[-0.866 0.866])
9 yline (1);

10 ylim ([-1.5 2])
11
12 legend ({'F(a,0.5 ,1)'})
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