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Resumo

A selecdo de portfélios consiste na determinagdo das propor¢des que devem ser alocadas em cada
ativo financeiro, de forma a obter o portfélio 6timo de acordo com o perfil de cada investidor. O
foco desta dissertacdo € contribuir para a compreensio das decisdes de investimento em ambiente de
incerteza. Apresenta-se um conjunto de diferentes técnicas de otimizacdo e andlise estatistica que
poderao contribuir para a defini¢do de regras de decis@o o mais racionais possiveis no quadro dos
diferentes procedimentos usados para o efeito.

Neste contexto, surge o paradigma da maximizacao da utilidade esperada, partindo de diferentes
funcgdes de utilidade. Estuda-se sob que consideracdes o critério de média-variancia se revela uma
boa aproximacao a maximizagdo da utilidade esperada. Analisa-se a sensibilidade do problema aos
inputs, concluindo que o modelo revela uma maior sensibilidade a erros de estimag@o no vetor média
comparativamente com a matriz das covariincias. De forma a colmatar a instabilidade dos portfélios
resultantes abordam-se a estatistica e otimizagao robustas. A estatistica robusta refere-se a utilizacao
de estimadores menos sensiveis a altera¢des nos inputs, sdo estudados os M- e S- estimadores. A
otimizacao robusta consiste na reformulac¢io do problema inicial partindo do pressuposto de que os
inputs foram estimados com erro, considerando que pertencem a um conjunto de incerteza.

No estudo empirico apresentado nesta dissertacdo sdo considerados os rendimentos logaritmicos
mensais de 27 ativos do indice Dow Jones Industrial Average e do préprio indice, no periodo de
1 de janeiro de 2000 até 1 de marco de 2023. Primeiramente estabelece-se a comparacdo entre
a maximizacdo da utilidade média e o critério de média-variancia, concluindo que o critério de
média-varidncia se revela uma boa aproximacao a maximizacao da utilidade média. Realiza-se uma
andlise out-of-sample considerando um portfélio formado por 10 ativos escolhidos aleatoriamente.
Calcula-se o rendimento out-of-sample dos portfélios construidos a partir de diferentes critérios (1/N,
média-varidncia, minima-variancia e otimizacao robusta com conjunto de incerteza elipsoidal), com o
objetivo de comparar as evolucdes destes rendimentos com o indice, de forma a avaliar o desempenho
destes critérios.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta dissertacdo é contribuir para a compreensio das decisdes de investimento em ambiente
de incerteza. Apresenta-se um conjunto de diferentes técnicas de otimizacdo e andlise estatistica que
poderdo contribuir para a defini¢do de regras de decis@o o mais racionais possiveis no quadro dos
diferentes procedimentos usados neste contexto. O foco consiste na defini¢do de regras de decisao
assoaciadas ao investimentos, ou seja, construir um portfélio com diversos ativos financeiros, com
ou sem risco, de forma a obter o maior retorno, minimizando os riscos subjacentes de acordo com o
perfil de cada investidor.

Primeiramente abordam-se os modelos tradicionais, nomeadamente o paradigma da utilidade
esperada e a selecdo de portfélio através do critério de média-variincia. A teoria econdmica recorre
ao critério da maximizagdo da utilidade esperada para explicar de que forma os investidores tomam
decisdes em ambientes de incerteza. S3o estudadas vdrias formulacdes e vertentes destes modelos, de
forma a perceber se sdo equivalentes segundo algumas consideracdes, como por exemplo a func¢io de
utilidade considerada e a distribui¢do dos rendimentos dos ativos.

O critério de média-variancia define uma abordagem quantitativa de gestdo de portfdlios de ativos
financeiros, incorporando o conceito de diversificagdo através da nocao estatistica de covariancias
entre ativos individuais, e no geral através do desvio padrio do portfélio como medida de risco. Este
modelo baseia-se na estimagdo de parametros desconhecidos, como o vetor média e a matriz de
covariancias dos rendimentos dos ativos. Assim sendo, ¢ importante detetar de que forma erros de
estimac¢do nestes inputs causam efeitos nos portfélios 6timos obtidos. E ainda, considerar que medidas
de estimacao de risco devem ser utilizadas para esse efeito. Por outro lado, é possivel aperfeicoar o
processo de estimacdo através de técnicas estatisticas robustas, obtendo estima¢des menos sensiveis
a pequenas alteracdes nos dados ou suposicdes dos modelos estatisticos utilizados, por exemplo,
recorrendo a M e S-estimadores apresentados por DeMiguel e Nogales [5].

Por fim, o objetivo deste estudo passa por justificar o uso de vérias medidas diferentes dos
modelos tradicionais na sele¢do de portfélios, de modo a atenuar a instabilidade causada pelos
erros de estimacdo. No modelo cldssico de otimizacdo de média-variancia, apds a estimacao dos
pardmetros, o problema de otimizagao € resolvido como sendo um problema deterministico, ignorando
a incerteza presente nos inputs, 0 que representa um comportamento imprudente por parte do investidor.
Para reformular o problema de forma mais realista é necessdrio incluir a incerteza dos rendimentos
esperados e do risco. Para tal, procede-se ao estudo da otimizacdo robusta, que visa modelar problemas



2 Introducio

de otimizagdo com incerteza de dados onde se procuram solucdes que alcancem bons valores da
funcao objetivo para a realizacdo de parametros incertos contidos num conjunto de incerteza. Serd
construido um programa, recorrendo ao software Matlab, de forma a analisar estes problemas e testar
o seu desempenho out-of-sample.

A estrutura deste estudo é composta por seis capitulos. O primeiro capitulo constitui a introdug@o.
No segundo capitulo apresenta-se uma revisao da literatura. No capitulo trés aborda-se a forma como
se processam as decisdes de investimento, introduzindo o paradigma da utilidade esperada e o0 modelo
de média-varidncia como aproximacao ao critério da maximizacao da utilidade esperada. No quarto
capitulo realiza-se uma andlise da sensiblidade do problema aos inputs, medidas de estimagao de risco
e a estimacdo e otimizacdo robusta. No quinto capitulo apresenta-se uma andlise empirica, realizando
uma implementacao recorrendo a simula¢des geradas com um programa desenvolvido em Matlab.



Capitulo 2

Revisao da literatura

A selecdo de portfdlios tem sido alvo de estudo e crescente interesse por parte de académicos,
investigadores e investidores do mercado financeiro, face a necessidade de desenvolver uma estrutura
capaz de construir e selecionar portfélios de ativos financeiros com o objetivo de definir processos de
decisio racionais no contexto de mercados financeiros cada vez mais globalizados sujeitos a choques
frequentes onde a incerteza (risco) € um elemento chave a compreender.

O paradigma para a defini¢ao de decisdes em ambiente de incerteza é determinado a partir da
maximizacdo da utilidade esperada, Von Neumann e Morgenstern [22]. Considerando um agente
econdmico em geral, distingue-se decisdes de consumo e de investimento. Assume-se, por simplifi-
cagdo, que o agente econdmico toma primeiro as decisdes de consumo, e s6 depois as decisdes de
investimento. Far-se-4 um enquadramento das decisdes de consumo, e assumindo as mesmas definidas,
considerar-se-4 que o restante montante do rendimento (riqueza) serd aplicado em investimento. Serd
este tipo de decisdo o foco desta tese, e portanto, o enquadramento e a revisao da literatura terd como
referéncia esta segunda fase do processo de decisdo.

Markowitz [15] foi o pioneiro nesta drea, fornecendo os fundamentos para a Teoria Moderna
do Portfélio. Esta teoria centra-se na questdo de como deve um investidor alocar os seus fundos
perante as possiveis escolhas de investimento. No tempo ¢ escolhe o portfélio que vai manter durante
um horizonte temporal Az, reconsiderando a sua posi¢do no tempo ¢ + Az, ou seja, consiste numa
otimiza¢do para apenas um periodo temporal.

Kroll et al [13], Levy e Markowitz [14], Markowitz [16] analisaram a aproximagao da maximiza-
¢do da utilidade esperada por uma funcio dependendo da média e variancia, nomeadamente para
avaliar se o critério de média-variancia seria uma boa aproximacgdo. O problema central destes estudos
consistiu em comparar os portfélios decorrentes das duas abordagens. Kroll, Levy e Markowitz [13]
chegaram a conclusio que o portfélio de média-varidncia constitui uma boa aproximacao ao que
maximiza a utilidade esperada, e ainda que este resultado nao depende da normalidade dos dados.
Karllberg e Ziemba [10] debrugaram-se sobre a comparagdo entre a utilizagdo de vdrias funcdes de
utilidade com diferentes formas e parametros nos problemas de selecdo de portfélios. Concluindo que
partindo de diferentes fun¢des de utilidade com coeficientes de aversao absoluto ao risco similares
se obtém alocagdes de portfélio quase indistinguiveis, para uma dada distribuicdo conhecida de
rendimentos. Este resultado sugere que, em horizontes de até um ano, pode-se substituir uma fun¢do
de utilidade pela mais conveniente em termos de tratamento analitico. Pulley [18] investigou em

3



4 Revisdo da literatura

particular como as func¢des de média e varidncia podem aproximar a utilidade esperada a partir da
utilizacdo da funcao logaritmica. Em todos os casos estudados obtiveram-se aproximacgdes bastante
satisfatdrias, onde muitas vezes os portfélios 6timos se revelaram praticamente idénticos, indo de
encontro aos resultados evidenciados por Levy e Markowitz [14]. Frankfurter e Lamoureux [§]
estudaram a relevancia da distribui¢do considerada para os rendimentos dos ativos na construcdo de
portfélios 6timos, comparando o uso da distribuicio Normal e da distribuicao estdvel de Pareto-Levy.
Concluiram que a utilizacio da distribui¢do de Pareto-Levy ndo se revela estatisticamente significativa,
e ainda, a assuncdo da distribui¢do normal resulta num menor risco de estimacao.

O estudo de DeMiguel e Nogales [5] revelou que os pesos do portfélio estimado de média-variancia
tomam valores extremos que flutuam substancialmente ao longo do tempo e tendem a ser bastante
diferentes dos valores do portfélio de média-variancia. E ainda, estes portfélios instaveis t&€m um pior
desempenho em termos da sua média e variancia out-of-sample. Esta instabilidade deve-se aos erros
de estimacdo dos inputs, visto que estes parametros sdo desconhecidos e sujeitos a incerteza. Ignorar
a existéncia de erros de estimacao pode resultar em portfélios que se revelam pouco satisfatérios. Por
esta razdo, tornou-se fulcral aprofundar o estudo da sensibilidade do problema aos inputs e recorrer a
medidas de estimacdo do risco, Chopra e Ziemba [2], Kolm, Tiitiincii e Fabozzi [12], Reid e Tew [19].
Resumidamente, provou-se que os portfélios 6timos resultantes sao relativamente insensiveis a erros
na estimacao da matriz de covariancias, no entanto, erros nas estimagdes da média dos rendimentos
alteram significativamente o resultado, sendo o fator mais importante.

Face a necessidade de colmatar a sensibilidade do problema aos inputs, surgiram os conceitos
de estatistica robusta e otimizacao robusta aplicados a sele¢do de portfélios. A estatistica robusta
refere-se a utilizagdo de estimadores robustos ao invés dos estimadores convencionais, de modo
a obter maior estabilidade no resultado 6timo. O presente estudo aborda os M- e S-estimadores
propostos por DeMiguel e Nogales [5]. Esta abordagem consiste na resolu¢ido de um problema de
otimizacdo ndo-linear, onde a otimizagdo e a estimagdo robusta sio realizadas apenas numa fase, ao
contrério da aproximacao de duas fases que executa os dois passos separadamente. Concluiram que
esta abordagem resulta em portfélios com melhores propriedades de estabilidade relativamente aos
tradicionais.

Por sua vez, a otimizag@o robusta refere-se 2 modelacdo de problemas de otimizagdo com a
presenca de incerteza de dados, sendo possivel reformular o problema de média-variancia de forma
robusta, resultando em pesos de portflios mais estaveis. E possivel incorporar a incerteza presente
nos dados a partir de vdrios tipos de conjuntos de incerteza, sendo mais comum a utilizagdo de
conjuntos intervalares e elipsoidais, Fabozzi et al [6]. Os estudos de Chen e Kwon [1], Goldfarb e
Iyengar [9], Kim et al [11], Scutella e Recchia [20], Tiitiincii e Koenig [21] revelam que as estratégias
de otimizagdo robustas sdo preferiveis as tradicionais relativamente a estabilidade dos portfélios
resultantes e ao desempenho out-of-sample.

Contudo, a abordagem robusta do critério de média-variancia refere-se a otimiza¢do no pior
cendrio, resultando numa Otica pessimista, ndo sendo consistente com a tolerancia ao risco de muitos
investidores. Assim surgiu a necessidade de desenvolver abordagens menos conservadoras, por
exemplo recorrendo a defini¢do de fungdo de arrependimento associada a escolha de um portfélio, ou
ainda de distancia de uma solucio ao conjunto de solucdes 6timas, descritos em Cornuejols e Tiitiincii

[3].



Capitulo 3

Decisoes de investimento

O paradigma da maximizagao da utilidade esperada (minimizacdo da perda esperada) suporta teori-
camente a tomada de decisdes racionais em ambiente de incerteza. No entanto, a sua aplicacao nao
estd desprovida de dificuldades, a maior resultante da necessidade de especificar uma fungdo de
utilidade. No caso das decisdes de consumo, dado que s6 foi utilizado para enquadrar o problema, e
que cada agente econdmico terd a sua prépria funcio de utilidade, a forma de U néo foi especificada.
Relativamente as funcdes de utilidade a utilizar nas decisdes de investimento, serdo apresentadas
diversas formulagdes, correspondentes as que usualmente sdo apresentadas na literatura.

Cada agente econémico também terd a sua propria fungdo de utilidade, no entanto, as versdes
apresentadas, poder-se-do distinguir da func¢do genérica U referida anteriormente, na medida em que
serdo distinguir tendo em conta os padrdes de aversao ao risco que cada uma caracteriza.

Assumindo que as fungdes de utilidade a usar para as decisdes de investimento possam assumir
um cardter menos geral do que as associadas as decisdes de consumo, ainda assim, nfo & trivial
caracterizar na sua plenitude os niveis de aversdo ao risco por parte de cada investidor. E no decorrer
destas dificuldades que critérios de decisdo tém sido propostos, critérios esses com um suporte tedrico
menos forte, mas que no entanto, ¢ compensado em termos de se constituirem como regras de decisdo

com maior facilidade de implementagdo e mais intuitivas.

3.1 Maximizacao da utilidade esperada

Estabelecer-se-4 a distingdo entre decisdes de consumo e decisdes de investimento. A primeira serd
efectuada em termos gerais, para uma dada fungdo de utilidade U, que depende de quantidades
consumidas onde a restricdo orcamental assume um papel fundamental. As decisdes de investimento
seguem-se, onde sdo enumeradas possiveis funcdes de utilidade e caracterizado o perfil de aversdo ao
risco.

3.1.1 Consumo

Considerando um consumidor pretende-se consumir ¢; unidades do servigo ou bem #, com respetivo
preco p;, onde i = 1,...,n. Admita-se que o individuo tem uma funcao de utilidade U, assim esta
fun¢do depende das quantidades consumidas, ou seja, U = U(q1,42, ...,qn). Suponha-se ainda que o

5



6 Decisoes de investimento

consumidor conhece o vetor de precos p = (p1, pa,...,pa) | €0 seu rendimento ou restri¢io orcamental
y. Neste contexto, procura-se saber quais as quantidades a consumir que otimizam a fung¢io de utilidade
dentro do or¢camento disponivel, isto é, determinar a solu¢do do problema:

maximizar U(q1,92,...,qn)
i (3.1)
Y Pigi <y
Entdo, as suas escolhas de consumo sao feitas de modo a maximizar a funcdo Lagrangeana do

problema (3.1), ou seja:

maximizar U(QbQZy 7qn) +A (y - Z?:l piqi) (32)

onde A corresponde ao multiplicador de Lagrange.

A regido admissivel do problema (3.1) é convexa uma vez que € definida por uma funcéo linear, ou
seja, convexa. Assim, caso se verifique que a fungdo U é cdncava, entdo o problema (3.1) é convexo, e
portanto, se existir um maximizante local este é global, correspondendo a solucio 6tima do problema.
Deste modo, serd apenas necessario verificar as condicdes de primeira ordem:

P1 P2 Pn

A funcdo de utilidade pode ser representada graficamente na forma de um conjunto de curvas

dU/dqy _9U/dq, _ _U/dqy (3.3)

de indiferenca, onde cada ponto de uma curva resulta no mesmo nivel de utilidade. Considere-se
o seguinte exemplo, onde existem dois bens ou servicos e a respetiva funcdo de utilidade dada por

1
U(q1,92) = (q192)>.

Curvas de Indiferenca

Restrigdo orgamental

Quantidade do bem 2

0 1 2 3 4 5 6 F 8 9 10
Quantidade do bem 1

Fig. 3.1 Curvas de indiferenca para o consumo

Cada funcdo U;, i = 1,2,3, representa um dado nivel de utilidade. Pode ainda observar-se que
aumentando o consumo dos dois bens a utilidade do consumidor também aumenta.

Nesta abordagem o agente econdmico realiza um trade-off entre consumo presente € consumo
futuro. O consumo presente resulta numa despesa Y/ p;q;, portanto o rendimento y do agente
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econdémico subtraindo essa despesa pode ser interpretado como a poupanga ou riqueza inicial do
individuo, wy. Portanto, apds realizar as decisdes de consumo o agente econdémico depara-se com
uma poupancga que pode ser utilizada para realizar investimento em ativos com risco. Neste contexto
também €& possivel recorrer a fungdes de utilidade para efetuar a decisdo de investimento.

3.1.2 Investimento

Assim, é possivel reformular o problema na 6tica de um investidor, onde este efetua as suas escolhas
a partir da funcdo de utilidade que depende da riqueza final ao invés das quantidades consumidas.
A riqueza no final do periodo depende do rendimento do portfélio, e este por sua vez, é a soma dos
rendimentos dos diferentes ativos que o compdem tendo em conta a proporcao de cada ativo. Os
rendimentos dos ativos s@o varidveis aleatdrias, assim a utilidade no final do periodo também é uma
varidvel aleatdria, pelo que ndo € possivel maximizar a fun¢do de utilidade por si s6. Deste modo, é
necessdrio recorrer ao paradigma de von Neumann-Morgenstern, que considera a maximizagdo da
utilidade esperada ao invés da funcio de utilidade.

Em rigor, as preferéncias de um individuo tém uma representacdo de utilidade esperada quando
existe uma fun¢do U, tal que a escolha aleatdria x, é preferivel a escolha aleatdria x; se e sO se
E[U(x4)] > E [U(xp)]. Por outras palavras, a funcdo de utilidade representa as preferéncias do agente
econdmico, com o objetivo de aumentar a sua satisfaco.

Partindo do principio que um investidor racional com uma funcio de utilidade U e riqueza
inicial wy, escolhe um portfélio x de forma a maximizar a sua utilidade esperada periodo a periodo.
Admitindo apenas portfélios constituidos por ativos com risco, pretende-se resolver o problema de
otimizacdo seguinte:

maximizar E|U(wo(l+r
mizar £ (U (wo(1+1,)) o
sujeito a x'1=1

onder, =x"

r representa o rendimento do portfélio, r o vetor dos rendimentos dos ativos e 1 € o vetor
coluna de uns tal que 1 =1, 1, ..., l]T. Note-se que é possivel introduzir a restricdo x > 0 de forma a
ndo ser permitido vendas a descoberto. Assim, é possivel especificar a fun¢cdo dependendo da riqueza

no final do periodo, isto é, U = U(w) onde w = wo (1 +r,).

Nesta abordagem a funcao de utilidade manifesta as combinagdes possiveis entre risco e retorno.
Portanto, ao selecionar o portfélio o investidor pretende maximizar o seu rendimento esperado dado
um nivel de tolerdncia ao risco. Assume-se ainda que o investidor € avesso ao risco, ou seja, quando
confrontado com a escolha entre dois investimentos com o mesmo rendimento esperado mas com dois
niveis de risco diferentes, prefere o investimento com menor risco.

Neste caso, cada ponto de uma dada curva de indiferenca indica combinagdes de risco e rendimento
esperado, que resultam no mesmo nivel de utilidade para um dado investidor. Considere-se o exemplo
seguinte, com fun¢do de utilidade U = E(r) — 0.7Var(r), onde E(r) corresponde ao rendimento
esperado e Var(r) a varidncia do rendimento ou risco.
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Fig. 3.2 Curvas de indiferenca para o investimento

A Figura 3.2 representa uma curva de indiferenca, onde o ponto de tangéncia com a fronteira de
eficiéncia corresponde a um nivel de utilidade para o investidor. Note-se que, o declive positivo de
uma curva de indiferenca reflete que para obter o mesmo nivel de utilidade o investidor requer um
maior rendimento esperado, de forma a aceitar um maior risco.

Para este efeito podem ser escolhidas vérias fun¢des de utilidade representando preferéncias
distintas por parte do investidor. Neste contexto, estas funcdes devem ser crescentes uma vez que
dependem da riqueza final, e quanto maior for a riqueza final maior serd a utilidade para o investidor.
De seguida serdo apresentadas as fungdes que vao ser utilizadas no presente estudo:

« Fungfo de utilidade quadrética: U(w) = aw —w?, w < 0.5a,
* Funcdo de utilidade exponencial: U(w) = —e ", a >0,

* Funcdo de utilidade poténcia: U(w) = %,WV, y<1,

* Fungdo de utilidade logaritmica: U (w) = In(w), w > 0.

Quando se refere que um investidor € avesso ao risco, em termos de funcdo de utilidade isto
significa que a fungdo € cdncava, ou seja, a segunda derivada é negativa, U” (w) < 0, que representa
uma utilidade marginal decrescente. Todas as fungdes apresentadas verificam esta condi¢do, o que
vai de encontro com a hipétese inicial dos investidores serem avessos ao risco. Apesar da funcio de
utilidade quadrética estar associada ao critério de média-variancia, que serd aprofundado na seccio
3.2, note-se que esta fungdo € crescente apenas em w < 0.5a. As fung¢des de utilidade poténcia e
logaritmica tém dominio definido apenas paraw > 0 e w > 0, respetivamente. A fungdo exponencial
estd definida em todo o dominio |—co, 4.

Neste contexto, é fundamental definir os conceitos de medida de Arrow-Pratt de aversio ao risco
absoluta e relativa, representados por r4 e rg, respetivamente:
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TA (W> - = U'(w)> I’R(W) = U'(w) (35)

Tabela 3.1 Medidas de aversdo ao risco absolutas e relativas para cada fun¢do de utilidade

U(w) ra(w) rr(w)
aw—w? 5
—e a aw

M =Dy —(r=1)
In(w) 1 1

A funcdo de utilidade quadrética revela ambos os coeficientes de aversao ao risco crescentes. Ou
seja, a medida que a riqueza w aumenta, a aversao ao risco também aumenta. Este facto representa
uma inconsisténcia desta fungdo, uma vez que € pouco suscetivel de representar corretamente as
preferéncias de um investidor. A funcdo exponencial apresenta coeficientes de aversdo ao risco
absoluto e relativo, constante e crescrente, respetivamente. Note-se que, esta funcao € a dnica que
apresenta uma aversao absoluta ao risco constante. As fun¢des de utilidade poténcia e logaritmica
apresentam ambas um coeficiente de aversdo ao risco absoluto decrescente e um coeficiente de aversao
ao risco relativo constante. Estas duas dltimas fun¢des t€ém comportamentos razodveis, visto que é

expectdvel a aversdo ao risco diminuir 2 medida que a riqueza aumenta.

Deste modo, € importante perceber qual é a funcio de utilidade que melhor representa as preferén-
cias de um investidor racional e avesso ao risco. As propriedades da funcao logaritmica levam a
considerar que € a fungdo que melhor descreve um investidor racional, Pulley [18].

Kallberg e Ziemba [10] compararam a utilizacao de fun¢des de utilidade com diferentes formas
e pardmetros, analisando como a sua escolha pode afetar a composi¢do dos portfélios 6timos. Con-
cluiram que fungdes de utilidade com niveis similares de coeficientes de aversao absoluto ao risco
(Arrow-Pratt) resultam em portfélios 6timos similares, independentemente da funcdo de utilidade
escolhida. Ou seja, partindo de funcgdes de utilidades diferentes (quadratica, exponencial negativa,
poténcia e logaritmica) com o mesmo nivel de aversdo ao risco, obtém-se pesos de portfélios similares.
Portanto, se o investidor especificar incorretamente a funcio de utilidade, ndo ha perdas significativas
desde que seja capaz de expressar a sua aversdo ao risco. Deste modo, podemos substituir a funcdo de
utilidade, pela mais conveniente relativamente ao tratamento analitico.

No entanto, torna-se dificil traduzir as preferéncias do investidor numa funcao, e a funcao de
distribuicdo dos rendimentos é desconhecida, representando limitagdes. Na maioria dos casos torna-se
computacionalmente pouco vidvel o cdlculo da maximizagdo da utilidade esperada. Deste modo, t€ém
sido realizados variados estudos nos tltimos anos, de forma a averiguar em que medida o critério de

média-varidncia se revela uma boa aproximacao ao paradigma da utilidade esperada.
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3.2 Critério de média-variancia

Nesta abordagem o investidor toma a decisdo com base num frade-off entre o risco e o rendimento
esperado. Sendo que o rendimento esperado € definido pelo ganho de capital esperado de um dado
ativo no horizonte temporal considerado, e neste modelo a medida de risco utilizada € a varidncia dos

rendimentos.

Suponha-se que um investidor tem de escolher um portfélio contendo » ativos com risco. Seja
a escolha do investidor um vetor de dimensdo n, x = (x1,X2,...,x,) ', que representa o peso de
cada ativo no portfélio, ou seja, cada x; exprime a propor¢ao do ativo i no portfélio. Deste modo,
independentemente de ser permitida ou ndo a venda a descoberto, tem-se que a soma dos pesos € 1,
ou seja, Y | x; = 1. Note-se que caso seja permitida a venda a descoberto, os pesos podem assumir

valores negativos.

Suponha-se ainda que os rendimentos dos ativos r = (ry,72,...,r,) " tém rendimentos esperados
dados pelo vetor i = (g, U, ..., M) ", e matriz de covariancias X, onde cada elemento é dado por
0;j = P;j0;0;, com 0; o desvio padrio do ativo i e p;; a correlagdo entre os ativos i € j.

Deste modo, o rendimento do portfélio formado pelo vetor de pesos anterior, € um varidvel
aleatéria r, = x"r, com um rendimento esperado e variancia dados por Up = x'ueo?=x"xx,

p
respetivamente. A escolha pode ser feita através da resolucio dos problemas:

minimizar x'Tx maximizar x! u
X X
sujeitoa x> Uy, sujeitoa  x'Zx < o7 (3.6)
x'1=1 x'1=1
x>0 x>0

onde U, representa o rendimento alvo esperado e 0, a variincia alvo a ndo ser ultrapassada. O
primeiro problema de otimizacao representa a versdo cldssica do problema de otimizacdo de média-
variancia, apelidado de formulagdo de minimizagdo de risco. O modelo depende de inputs que sdao
desconhecidos, portanto, para operacionalizar o modelo € necessario estimar os parimetros antes de
escolher o portfélio 6timo. Matematicamente, este € um problema de programagio quadratica, visto
que a func¢do objetivo € uma fungdo quadrética e as restrigdes sdo lineares. De um ponto de vista
de otimizacgdo, a matriz X é positiva semi-definida uma vez que a fun¢@o objetivo representa uma
variancia e esta nunca € negativa. Deste modo, o problema é convexo pelo que os minimizantes locais
serdo minimizantes globais. Sem perda de generalidade, assume-se que a matriz ¥ € positiva-definida,
pois caso contrdrio existiriam ativos redundantes. Note-se ainda que a regido admissivel definida pelas
restri¢des € limitada, assim, o Teorema de Weirstrass garante a existéncia de minimizante global. Ou

seja, o problema tem solucao Unica desde que a regido admissivel seja ndo vazia.

No segundo caso formula-se o problema partindo de um dado nivel de risco para o portfélio, o,
maximizando o rendimento esperado, denominado de formula¢do da maximizac¢ido do rendimento
esperado. Esta formulacido pode ser util quando o objetivo do investidor passa por maximizar o
rendimento esperado com base num nivel mdximo de risco a ndo ser ultrapassado. Neste caso, verifica-
-se uma funcio objetivo linear e restricdes ndo lineares, sendo necessdrio recorrer a programagao

cOnica para a sua resolugao.
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O problema de média-variancia foi formulado como a minimizacdo do risco do portfélio para um
dado rendimento esperado u, ou como a maximizacao do rendimento esperado para um dado nivel
de risco 0,. No entando, pode ser apresentada outra formulagdo do problema de média-variancia
que conduz a mesma fronteira de eficiéncia, que consiste em estabelecer o trade-off entre o risco € o
rendimento na fun¢@o objetivo recorrendo a um coeficiente de aversdo ao risco A, representado no
problema seguinte:

maximizar x'u —Ax'Xx
X
sujeito a x1=1 (3.7)
x>0

Esta abordagem € denominada de formulacdo de aversdo ao risco. O coeficiente de aversdo ao
risco pode ser designado pela medida de risco de Arrow-Pratt, que corresponde a medida de aversao
absoluta ao risco definida na sec¢do 3.1.2. Quando A é pequeno, ou seja, a aversdo ao risco é pequena,
resultam portfélios de maior risco. Quando se tem um valor de A grande, os portfélios com maior
exposi¢do ao risco sdo penalizados. Resolvendo o problema para todos os valores possiveis de A
obtem-se a fronteira de eficiéncia. Neste caso, tem-se uma fung¢do objetivo quadrética com restrigdes
lineares, resultando num problema de programacgdo quadrética. Novamente, admitindo que a matriz ¥
é positiva-definida, o problema apresenta uma tnica solugio para cada A.

O conjunto de todos os portfélios possiveis é denominado de conjunto admissivel. O portfélio
eficiente de média-variancia corresponde a solugio do problema para um dado valor de ,, 6, ou A.
O conjunto de todos os portfélio eficientes de média-varidncia é denominado de fronteira de eficiéncia,
fornecendo o melhor frade-off entre rendimento esperado e risco. Portanto, a fronteira de eficiéncia é
obtida a partir da resolug¢do do problema de otimizagdo para diferentes valores de ,, ¢, ou A.

A figura seguinte representa a fronteira de eficiéncia para um portfélio constituido por 3 ativos, de
vetor média pt = [0.1 0.15 0.12] ", desvio padrdo [0.2 0.25 0.18] " e correlagdes dadas por p; » = 0.3,
p13=04¢epy3=0.73.

Fronteira de eficiéncia
0.15 . , , . , ; . . .

0.145 1

0.14 | 1

0.135 1

013 1

Rendimento esperado

0.125 1

0.115 ; ” ; ; : ; - : :
015 0416 047 018 019 02 021 022 023 024 025

Risco

Fig. 3.3 Fronteira de eficiéncia
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Note-se que apds calcular a fronteira de eficiéncia, a escolha do portfélio 6timo € feita com base
nos objetivos do investidor tendo em conta o seu nivel de aversdo ao risco. Além disso, para um
dado rendimento esperado, dentro do conjunto de portfélios possiveis, um investidor racional opta
pelo portfélio de minima variancia, ou seja, de menor risco. O portfélio situado mais a esquerda
da fronteira de eficiéncia representado pelo ponto vermelho da Figura 3.3, corresponde ao portfélio
com menor variéincia possivel, e consequentemente desvio padrdo. E denominado de portfdlio de
variincia minima global. Por outras palavras, este portfélio oferece o menor nivel de variancia, e
consequentemente de desvio padrdo, para um dado nivel de rendimento esperado.

O portfélio de varidncia minima global pode ser calculado a partir da resolucdo do seguinte
problema de otimizacao:

minilxnizar x Zx

(3.8)
sujeitoa  x'1=1

17z-11°
global reside em ndo ser necessdrio estimar o vetor média, ja que os erros de estimacio do vetor média

A solugdo deste problema é dada por x = A vantagem do modelo de varidncia minima
revelam um maior impacto no resultado dos pesos do portfélio 6timo, Chopra e Ziemba [2].

Observe-se que o critério de média-variancia se baseia apenas na estimacao do vetor média e
da matriz de covariancias, ignorando a possibilidade de erros de estimacao. Portanto a decisdo do
portfélio a manter consiste em dois passos: a estimagdo dos pardmetros e a otimizagdo. Existem varias
evidéncias de que o portfdlio 6timo calculado a partir desta estratégia se revela instavel na presenca
de erros de estimagdo, DeMiguel, Garlappi e Uppal [4], DeMiguel e Nogales [5], e ainda que os erros
de estimacdo do vetor média tém maior consequéncia no resultado comparativamente com erros de
estimacao na matriz de covaridncias, Chopra e Ziemba [2]. O impacto dos erros de estimag@o no
portfélio 6timo vai ser aprofundado no capitulo 4.

3.3 Comparacao de paradigmas

Um assunto de interesse serd o de medir até que ponto as decisdes obtidas pela maximizacdo da
utilidade esperada poderao ser aproximadas pelo critério de média-variancia. Varios autores afirmaram
que ao escolher corretamente um portfélio eficiente de média-variancia obtem-se precisamente uma
utilidade esperada 6tima, ou seja, mdxima. Revela-se interessante debrucar-se sobre esta questao,
uma vez que é mais facil determinar o conjunto de portfélios eficientes de média-varidncia do que
encontrar o portfélio que maximiza a utilidade esperada, devido & complexidade dos cdlculos e a
dificuldade em expressar as preferéncias do investidor numa funcio.

Considerando que os pardmetros do problema sdao conhecidos, existem dois casos em que o
critério da maximizag¢do da utilidade esperada é equivalente ao critério da média-varidncia: quando
o investidor expressa as suas preferéncias através de uma fun¢do de utilidade quadritica, ou por
um fung¢do de utilidade exponencial negativa e adicionalmente os rendimentos dos ativos seguem
uma distribui¢do normal. Considerando fun¢des de utilidade poténcia ou logaritmicas ndo existe
uma equivaléncia direta entre a maximizac¢do da utilidade esperada e o critério de média-variancia.
Argumentar que todos os investidores tém uma funcéo de utilidade poténcia ou logaritimica € forcado,
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sendo muito mais intuitivo estabelecer um trade-off entre rendimento e risco. No entanto, uma funcio
de utilidade incorpora os niveis de aversdo ao risco, enquanto o critério de média-varidncia apenas
apresenta um conjunto de portfélios aceitdveis, nio especificando a partida o portfélio 6timo. Por
outro lado, a defini¢cdo de conjunto de portfélios admissiveis (fronteira de eficiéncia) ndo se apresenta
como uma tarefa trivial, porque os parametros que governam a distribuicdo dos rendimentos sao
desconhecidos e os erros de estimacgdo tém enormes consequéncias na defini¢do do referido conjunto.

Dada uma decisdo racional implicando a maximizag¢do da utilidade esperada do investidor, onde
sdo desconhecidas as distribuicdes de probabilidades associadas, uma condig@o necessaria e suficiente
para o uso do critério de média-variancia na pratica reside na escolha cuidadosa de um portfélio
pertencente a fronteira de efici€ncia do critério de média-variancia, Markowitz [16]. Deste modo,
maximiza-se aproximadamente a utilidade esperada para uma ampla variedade de fungdes de utilidade
concavas, que correspondem a investidores avessos ao risco.

Partindo do desenvolvimento em série de Taylor para a fun¢@o de utilidade é possivel recorrer
a dois métodos distintos para aproximar a utilidade esperada E [U(r,)| por uma fungdo f(u,, Gl%),
dependendo apenas da média e da variancia do portfélio. A primeira baseia-se no desenvolvimento
em série de Taylor em torno da origem:

oo U(l) 0)/
U(rp) = ;) i(! )" =U(0) +U’(0)rp—|—0.5U”(0)rf,+ e (3.9)

Considerando a esperan¢a matemadtica, de ambos os lados da equagdo, tem-se:

E[U(rp)] 2 U(0)+U'(0)up +0.5U" (0) (1, + o). (3.10)

A segunda baseia-se no desenvolvimento em série de Taylor em torno do rendimento médio:

oo

O () (r— 1)
() = SR )01 ) 4050 ) 1y P i)

Considerando novamente a esperanga matematica de ambos os lados da equacio, tem-se:

E[U(rp)] 2 U(up) +0.5U" (1) 0;. (3.12)

O critério da média-variancia € fundamentado pela utilizacdo de uma func¢ao de utilidade quadrética,
ou seja, U (p,) = 0 parai = 3,4, ..., e ainda E(r, — p,) = 0 e E[U(u,)] = U(u,). Note-se que,
recorrendo 2s outras funcdes de utilidade enunciadas anteriormente, U(?) (up) #0,parai=1,2,3,...,
e assim, os célculos acima realizados ndo se aplicam a estes casos. A esperanga matemética da fungao
de utilidade em (3.10) e (3.12) s6 depende da média e da varidncia do portfdlio, o que caracteriza o
critério de média-variancia. Assim, recorrendo a uma funcao de utilidade quadrética o critério de
média-varidncia € uma boa aproximagdo & maximizagdo da utilidade esperada, independentemente da
distribuicdo dos rendimentos.

Frankfurter e Lamoureux [8] estudaram a relevancia da distribui¢c@o considerada para os rendi-
mentos dos ativos na construcdo de portfélios 6timos. Estabeleceram a comparacio entre o uso da
distribui¢ao Normal e da distribuicéo estdvel de Pareto-Levy. A distribui¢do estavel de Pareto-Levy
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¢ relativamente dificil de implementar, e tendo em conta que nunca supera significativamente o uso
da distribui¢cdo Normal, ndo tem utilidade para um investidor. Desse modo, supde-se a normalidade
dos rendimentos dos ativos. Karllberg e Ziemba [10] utilizaram a distribui¢do Normal para descrever
aproximadamente a distribui¢io dos rendimentos dos ativos. E entdo legitimo questionar se as fungdes
apresentadas na sec¢io 3.1.2 apresentam algum incoveniente ao serem conjugadas com a distribui¢@o
normal.

Repare-se que para responder a esta questdo, € necessdrio ter em conta que, teoricamente, o
dominio da func¢do densidade de probabilidade Normal é |—oo, +oo[. Porém, em contexto financeiro,
nao faz sentido considerar que o rendimento de um ativo varie entre —oo € +oo. Ora, a funcio de
utilidade quadritica ndo se revela incoerente relativamente ao seu dominio, contudo, ultrapassando
um certo nivel de riqueza apresenta utilidade marginal negativa, ndo sendo capaz de representar as
preferéncias do investidor. J4 as funcdes de utilidade poténcia e logaritmica apenas estdo definidas
quando w > 0 e w > 0, respetivamente, ou seja, ndo sdo integraveis no dominio considerado para a
distribuicdo Normal. A funcéo de utilidade exponencial ndo revela qualquer incoveniente quando
conjugada com a distribui¢do Normal, sendo a tnica que apresenta uma medida de aversao ao risco
absoluta constante, facilitando a abordagem a utilidade esperada.

Utilizando coeficientes de aversdo ao risco similares obtém-se pesos de portfélios quase indis-
tinguiveis qualquer que seja a fun¢do de utilidade escolhida, Kallberg e Ziemba [10]. Posto isto,
é possivel expressar as preferéncias do investidor a partir de uma fungdo exponencial sem perdas
significativas, desde que especificando corretamente o parametro da mesma. Adicionalmente, caso a
distribui¢do dos rendimentos dos ativos seja bem aproximada pela distribuicio Normal, maximizar
a utilidade esperada é equivalente ao modelo da média-variancia, ja que resultam em portfélios
proximos.

A questdo seguinte reside em como calcular E [U (r,)], quando utilizamos uma fungao de utilidade
exponencial, U(w) = —e~ %", para expressar as preferéncias do investidor. Pode-se reescrever a fungéo
de forma equivalente, dependendo do rendimento do portfdlio, tal que:

U(W) — e — _efawo(lJrrp) — @0 p—awory (3.13)

Efetuando A = awy, tem-se U (r,) = —e~*e~*"». Maximizar U(r,) é equivalente a maximizar
—e * j4 que A é um nimero fixo. Supondo, como referido anteriormente, que o rendimento do
portfélio segue uma distribui¢ado Normal da forma N(u,, 0,), tem-se o seguinte resultado:

Proposicao: Suponhamos que o investidor expressa as suas preferéncias através de uma funcio
exponencial negativa, tal que: U(r,) = —e~*. Considere-se ainda, que os rendimentos seguem uma
distribui¢ao Normal, de média 1, e desvio padrdo o), ou seja, r, ~ N(li,,0,). Entdo, a funcdo de

22 2
_efluerTGp.

utilidade esperada é dada por E [U(r,)] =

Demonstracdo: Comece-se por definir a esperanga matemdtica da fungdo U (r,), tal que:

1 oo _(’p*llp)z
E [—e*’“v} - / e M o . (3.14)
V2mo, J—eo P
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. (3 pon Ip— ~
Considere-se a varidvel aleatéria z = ”6—“”, entdo
P

1 T 2
E {—e’lz} = —/ —e M 74z, 3.15
e ). (3.15)
Como —Az— % = —1(z+A)>+ 32, a expressdo anterior ¢ equivalente a
1 22 [T e
El-d|=-—=c% [ e a (3.16
Varm —eo )

Realizando a mudanca de varidvel s = (z+ A1), tem-se

Az 1 22 o0 Szd 3 )
E [—e } =— ez e 2ds. 3.17
V2r )

r2
Recorrendo ao resultado f:‘f e 7ds=+/2m, obtém-se

E [—e’“} S (3.18)

Voltando a varidvel aleatéria inicial, resulta a funcdo de utilidade esperada:

E [—ef’“ﬂ} =FE {—e*l(wﬁ“ﬁ)} = —e*l“ﬁ%c’rg. (3.19)
[ |

Posto isto, maximizar a utilidade esperada dada uma fun¢do exponencial consiste em maximizar

A2 2 . . .. A2 .. - N

A, — %0, que € equivalente a maximizar [, — 5 0,,. Este problema de otimizagdo corresponde a
formulagdo de aversao de aversdo ao risco do critério de média-variincia, apresentada na sec¢do 3.2.
Assim, considerando que os rendimentos dos ativos seguem uma distribui¢ao Normal com uma
func¢ao de utilidade exponencial, entdo maximizar a utilidade esperada € equivalente ao critério de

média-variancia.






Capitulo 4

Critério da média-variiancia: otimizacao
robusta

Os portfélios de média-varidncia sdo construidos a partir do vetor média e da matriz de covariancias
dos rendimentos dos ativos de uma amostra. Contudo, o investidor desconhece a média, as variancias
e covaridncias associadas aos rendimentos dos ativos em causa. Assim, para aplicar os modelos
tradicionais de selec@o de portfdlios é necessdrio recorrer a estimacao destes pardmetros, que resulta
em erros de estimacdo. Assim sendo, € natural questionar até que ponto estes erros de estimacao
tém efeitos nos portfélios 6timos resultantes. Existem varias medidas propostas para a andlise destes
efeitos, apesar de ndo haver um consenso de qual a mais apropriada. Serdo apresentadas técnicas para
contornar a sensibilidade do problema, como a estimacio e otimizagdo robustas.

4.1 Sensibilidade a erros de estimacao

O estudo de DeMiguel e Nogales [5] revelou que os pesos do portfélio de média-varidncia tomam
valores extremos que flutuam substancialmente ao longo do tempo e tendem a ser bastante diferentes
dos valores do portfélio de média-variancia assumindo o conhecimento dos verdadeiros pardmetros da
distribui¢do dos rendimentos. E ainda, estes portfélios instdveis t€ém um mau desempenho em termos
da sua média e varidncia out-of-sample. Esta instabilidade deve-se aos erros de estimacdo. Concluiram
que os pesos do portfélio de média-varidncia revelam maior instabilidade relativamente aos pesos
do portfélio de minima-variincia. Este facto confirma a hipétese de Merton [17], de que o erro para
estimar a média dos retornos dos ativos é muito maior do que o erro que provém da estimagdo da matriz
de covariancias. Observe-se que Merton [17] provou que o erro de estimac¢do da matriz de covariancias
pode ser reduzido aumentando a frequéncia da amostra dos dados relativos aos rendimentos, por
exemplo, usando dados didrios ao invés de mensais. Assim, os investidores comecaram a focar-se no
portfélio de minima-variancia, que se baseia apenas na estimagdo da matriz de covariancias, tendo
um melhor desempenho out-of-sample relativamente ao portfélio de média-variancia. Contudo, estes
portfélios também se revelam sensiveis a erros de estimagao.

Como referido na sec¢do 3.3, Kallberg e Ziemba [10] examinaram a especificagdo incorreta em
problemas de sele¢@o de portfélios com distribuicdo Normal de rendimentos, discutindo trés areas de
especificacdo incorreta: a fungdo de utilidade do investidor, o vetor média e a matriz de covariancias da

17
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distribui¢do dos rendimentos. Concluiram que fungdes de utilidade com niveis similares de coeficiente
de aversdo ao risco absoluto resultam em portfélios 6timos similares, independentemente da fungdo de
utilidade escolhida. Ou seja, a ideia fundamental na escolha de portfélios reside no nivel de aversao
ao risco do investidor. Porém este estudo revelou que, erros no vetor média sdo cerca de 10 vezes mais
importantes relativamente a erros nas variancias e covariincias consideradas em conjunto. Contudo, é
importante distinguir entre erros nas variancias e covariancias.

Chopra e Ziemba [2] avaliaram o impacto de erros de estimacio na média, varidncia e covariancias.
Mostraram que o impacto relativo dos erros nas médias, variancias e covariancias depende também da
tolerancia ao risco por parte do investidor. Para uma tolerancia ao risco de 50 obtiveram os seguintes
resultados: os erros nas médias sdo cerca de 11 vezes mais importantes do que nas variancias, os
erros nas variancias sdo cerca de 2 vezes mais importantes do que nas covariancias. Para niveis mais
elevados de tolerdncia ao risco, os erros nas médias sdo ainda mais importantes relativamente aos erros
nas varidncias e covariancias, visto que este tipo de investidor dd4 maior importancia ao rendimento
esperado, que depende por sua vez da média estimada. Para niveis mais baixos de tolerancia ao risco o
impacto relativo dos erros nas média, variancias e covariancias é mais proximo. Ou seja, a importancia
diminui 2 medida que a tolerancia ao risco diminui. Relativamente ao problema de média-variancia
isto significa o investidor deve focar-se em obter melhores estimagdes das médias e de seguida boas
estimacdes das varidncias. As covariancias sdo as menos importantes em termos da sua influéncia no
portfdlio 6timo resultante.

No processo de decisdo usa-se o conceito de fun¢do de utilidade, enquanto que, quando se
pretende comparar diferentes regras de decisdo recorre-se ao conceito de fungdo de perda. Como sdo
desconhecidos os valores dos pardmetros média, varidncias e covariancias, substitui-se estes valores
por estimativas, tais que:

Qi = i+ &
. ’ (4.1)
Oij = Ojj + Vij,
onde & e V;; representam os termos de erro que resultam da estimagdo, que se supde com média
nula e varidncia finita. Ou seja, os pardmetros sdo medidas com erro, e se para a média ndo existe
nenhuma restri¢do a ser aditivo para 6;; deve ter-se mais cuidado. Define-se entdo uma fungio de

perda associada a uma decisio,

L: (D) — R§

(@.d) — L.d), 2

onde ® € Q, com Q o espaco de estados, d € D, com D o espago das decisdes. Como L(®,d) assume
valores ndo negativos entdo a média do erro de decisdo € ndo negativa. Na seccdo seguinte serd
apresentado um exemplo desta funcdo de perda, o Cash Equivalent Loss.

4.2 Medicao dos efeitos dos erros de estimacao

A medida proposta por Kallberg e Ziemba [10], Chopra e Ziemba [2] é o Cash Equivalent Loss (CEL).
Pretende-se avaliar o qudo proximo um portfélio é de outro, comparando o cash equivalent (CE) para
cada um dos portfélios. O CE de um portfélio com risco € uma quantidade certa de dinheiro que
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fornece a mesma utilidade que o portfélio com risco, ou seja, o equivalente certo do rendimento médio
do portfélio. Num portfélio sem risco, o CE € igual ao retorno certo. Note-se que dado a tolerancia
ao risco de um investidor, o portfélio 6timo de média-variancia contém o maior valor de CE do que
qualquer portfdlio contendo os mesmos ativos. O cash equivalente loss (CEL), ou percentagem de
perda equivalente de dinheiro que surge ao deter um portfélio arbitrario x em vez do portfélio 6timo o
é dado por:

CE,—CE;

EL=—% —* 4,
C CE (4.3)

onde CE, e CE, correspondem ao equivalente em dinheiro (CE) do portfélio o e x, respetivamente.
Assim, esta fun¢do € utilizada como fung¢do de perda associada a uma escolha x ao invés da escolha
6tima o. De acordo com Chopra e Ziemba [2], o CEL € a medida mais apropriada pois tem em conta
a tolerancia ao risco do investidor e a incerteza dos rendimentos, sendo independente das unidades em
que a utilidade estd expressa.

Ao longo do tempo, foram apresentadas outras medidas de eficiéncia relativamente as aproxi-
macdes de média-varidncia para a maximizacdo da utilidade esperada. Pulley sugeriu a seguinte
medida de eficiéncia relativa:

Ip= w, 4.4
E(U)
onde E*(U) corresponde ao valor da utilidade esperada a partir do portfélio 6timo de média-variéncia
e E(U) o valor da utilidade esperada a partir da maximizagao da utilidade esperada. Note-se que /,,
ndo ¢ invariante para transformacdes lineares das funcdes de utilidade.

Kroll, Levy e Markowitz [13] sugeriram uma alteracdo a esta medida de forma a colmatar este
problema, subtraindo o valor da utilidade esperada de um portf6lio naive, Exy(U ), em ambas as partes
da fracdo:

E*(U)—En(U)

E(U) —En(U) )

Ixkim =

Note-se que Iy € invariante para transformacdes lineares das funcdes de utilidade, contudo ndo
¢ invariante ao valor de Ey(U). O portfdlio correspondente a Ey (U ) serve também como ponto de
referéncia para medir os ganhos de utilidade que resultam do uso de um critério de selecdo. Quando
se utiliza um portfélio quase eficiente os ganhos de utilidade calculados sdo pequenos. Porém, no caso
de se utilizar um portfélio ineficiente obtém-se um melhor ponto de referéncia para medir os ganhos
de utilidade resultantes de uma escolha informada contra uma escolha naive. Assim € aconselhado
recorrer a um portfélio ineficiente para este calculo. Caso se recorra ao portfélio naive com pesos
equivalentes, tem-se Ey(U) = E [U (¥, ir;)].

Pulley sugeriu ainda que se utilizassem certainty equivalents para efetuar comparacgdes entre as

utilidades dos portfélios, do seguinte modo:

CE[E*(U)]

= cEEw)

(4.6)

onde CE(-) corresponde ao certainty equivalent de um portfélio.
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Reid e Tew [19] compararam as medidas apresentadas com a utilizacdo de vdrias fungdes de
utilidade, concluindo que Ix;y < CEI em todos os casos e que com um valor pequeno de Ex(U ), Ixry
tende para CEI. Recorrendo a um valor apropriado de Ex (U), Ixy revela-se uma boa medida relativa
de eficiéncia, demonstrando-se ser desnecessario recorrer a certainty equivalents. Estas conclusdes
reforcam a ideia de que o critério de média-varidncia se revela empiricamente eficiente para a selecdo
de portfélios.

4.3 Estimacao robusta

A Estatistica Robusta consiste na utilizacdo de estimadores mais eficientes, e a reducdo da sua varia-
bilidade permite obter solugdes mais estdveis. DeMiguel e Nogales [5] apresentaram uma nova
abordagem, construindo os portfélios recorrendo a estimadores robustos, que podem ser calculados
resolvendo um dnico programa ndo linear. Este estudo revelou que esta abordagem apresenta uma
classe de portfélios com melhores propriedades de estabilidade relativamente aos portfélios tradi-
cionais de minima variincia, menos sensiveis a alteracdes na distribuicdo dos rendimentos dos ativos,
preservando um bom desempenho out-of-sample.

Inicialmente foi proposta uma aproximagdo com duas fases, que consiste em calcular um estimador
robusto para os inputs, € de seguida calcular o portfélio 6timo resolvendo o problema tradicional
de média-variancia, substituindo a média e a matriz de covariancia da amostra pelos homdlogos
robustos. DeMiguel e Nogales [5] apresentaram uma abordagem alternativa, que passa por resolver
um programa nio-linear onde a otimizacao de porfélios e a estimacio robusta € realizada apenas numa
fase. Para tal, recorreram aos M- e S-estimadores.

4.3.1 M- e S-estimadores

Considerando um dado portfélio x, r o seu vetor rendimento e 7 o tamanho da amostra, tem-se que
0 M-estimador do risco do portfélio (s) e o M-estimador do rendimento do portfélio (m), sdo dados
respetivamente por:

m—argmin £ Y L(x"r,—m), 4.7)

m

1 T
§= ?EL(xTr[ —m), (4.8)

onde L representa a funcio de perda (simétrica e convexa) contendo um tinico minimo em zero. Note-
se que a média e a variincia sio casos particulares dos M-estimadores, que sdo obtidas considerando
L(r) =0.5r2, e ainda a mediana e o desvio médio absoluto (MAD) sdo obtidos considerando L(r) = |r|.
Existem outras func¢des de perda que podem ser usadas. Oberserve que para valores altos de |r],
as funcdes de perda estdo abaixo da fungdo quadrética, tornando os M-estimadores mais robustos
relativamente aos desvios da normalidade das distribui¢des empiricas.

Define-se assim, o0 M-portfélio de modo a minimizar o M-estimador do risco do portfélio, visto
que os portfélios de risco minimo apresentam melhor desempenho out-of-sample, para isso basta
resolver o problema de otimizagdo seguinte:
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min)igl’}lizar LYl L(x"r —m) 49)
sujeito a x'1=1

Note-se que para um x fixo, o minimo da funcao objetivo do dltimo problema relativamente a
m ¢é igual ao M-estimador de risco s para o rendimento do portfélio x. Incluindo o vetor dos pesos
do portfélio x como uma varidvel do problema de otimizagdo, consegue-se calcular o portfélio que
minimiza o M-estimador de risco.

Para as experiéncias numéricas do estudo realizado por DeMiguel e Nogales [5], foi utilizada

0.572, Ir| <c
c(Jr]—0.5¢), |r|>c¢
corresponde a quantidade de dados que se desviam do modelo de referéncia que um estimador pode

a funcdo de perda de Huber, , onde c representa o ponto de rotura, que

aceitar continuando a dar informagdes significativas.

Relativamente aos S-estimadores, a sua vantagem reside em que sio invaridveis relativamente ao
produto escalar. Os S-estimadores do rendimento e do risco de um portfélio sd@o definidos como os
valores m e s que correspondem a resolucdo do seguinte problema de otimizagao:

minimizar s
s . (4.10)
sujeitoa £ Y1 L(*) =K
onde L corresponde a funcdo de perda, e K € o valor esperado desta fung@o de perda avaliada a partir
de uma varidvel aleatéria normal standard z, ou seja, K = E(L(z)).

Nesta formulacao exige-se que a funcao de perda L satisfaca duas condi¢des: deve ser simétrica
com um unico minimo em zero, e deve existir um ¢ > 0 tal que L seja estritamente crescente em
[0,c] e constante em [c,oo|. Estas condigdes sdo necessdrias de modo a que a fungé@o de perda para os
S-estimadores seja limitada superiormente.

Define-se o S-portfélio que minimiza o S-estimador de risco, resolvendo o seguinte problema de

otimizagao:
minimizar s
Xx,m,s
. Ty
sujeitoa & YT L(% ) =K 4.11)
x'1=1

Note-se que os S-estimadores permitem flexibilidade para a escolha do ponto de rotura. Para
as experiéncias numéricas do estudo realizado por DeMiguel e Nogales [5], foi utilizada a funcdo
de perda de Tukey, a seguir descrita, e ajustada a constante ¢ para calibrar o ponto de rotura dos
S-portfdlios.

2

L(r) = G- 2(7/0)2)3)7 rl<c

% lr| > ¢

Esta funcdo € limitada superiormente, e ainda, permite controlar o ponto de rotura escolhendo o
valor de c. Os S-estimadores permitem um ponto de rotura até 50%.

DeMiguel e Nogales [5] analisaram a estabilidade dos M- e S-portfdlios a partir de dados empiricos
e simulados. A partir dos dados empiricos verificaram que o M-portfélio € o mais estavel, seguido
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do S-portfélio e por dltimo o portfélio de minima-varidncia. Verificaram ainda que a introducao
de restricdo de vendas a descoberto melhorou substancialmente a estabilidade dos portfélios, em
particular, os M-porfélio e S-portfélio. A partir dos dados simulados observou-se que os portfélios
de média-variancia (tradicional e robusto) sdo consideravelmente mais instdveis comparativamente
com os de minima-variincia, mesmo quando os dados seguem uma distribuicio Normal. O portfélio
de minima-varidncia calculado é um estimador eficiente quando a distribuicdo dos rendimentos é
Normal, porém revela-se ineficiente quando uma pequena por¢do da amostra se desvia da normalidade.
O M-portfélio revelou menor sensibilidade aos desvios da normalidade relativamente aos modelos
tradicionais, mas ligeiramente maior sensibilidade comparativamente ao S-portfélio. Concluindo assim
que o uso de técnicas de estimagao robustas apresenta menor sensibilidade a desvios da distribuicéo
dos rendimentos dos ativos da normalidade comparativamente aos portfélios tradicionais. E ainda, os
modelos de média-varidncia e média-variancia robusto de 2 etapas sdo superados significativamente
pelos modelos que ignoram as estimativas do rendimento esperado.

4.4 Otimizacao robusta

Os problemas de otimizacdo financeira envolvem valores de pardmetros que sdo desconhecidos. Sendo
o seu valor desconhecido é necessdrio proceder a sua estimacao. Portanto, a questdo central reside
em: € possivel estimar os pardmetros de forma a maximizar o desempenho out-of-sample do portfélio
resultante?

Apesar do forte suporte tedrico do critério de média-varidncia, os portfélios 6timos resultantes
sd0 na maioria dos casos pouco diversificados uma vez que a proporcdo de investimento em muitos
ativos nio € significativa, e revelam-se extremamente sensiveis a altera¢des nos inputs (DeMiguel
e Nogales [5]). O problema de otimizagdo cldssico ndo se revela robusto a alteragdes nos inputs
(Fabozzi et al [6]), pois assume-se que os pardmetros sdo conhecidos. Na prética, a estimacgdo
destes parametros resulta em erros de estimacao, sendo importante considerar a incerteza resultante
destes erros. Portanto, os portfélios resultantes dependem do qudo boa se revela a estimacao dos
parametros. Existem vdrias formas de contornar este problema, nomeadamente a Estatistica Robusta e
a Otimizacdo Robusta. A Otimizacdo Robusta procura solucdes que alcancem bons valores da fungéo
objetivo para a realizagdo de pardmetros incertos contidos num conjunto de incerteza. Esta estrutura
permite lidar com problemas de otimizagdo com parametros incertos, de forma a obter uma solugao
menos sensivel a variacdes dos inputs pertencentes a um dado conjunto de incerteza. Os conjuntos
de incerteza possuem os valores possiveis dos pardmetros incertos, € o tamanho deste conjunto é
determinado pelo nivel de robustez desejado. Os modelos de otimizagdo robusta sdo tteis nalgumas
situagdes especificas, como por exemplo: alguns dos parametros do problema sdo estimados e contém
risco de estimacao, hd restricdes com pardmetros incertos que devem ser satisfeitas independentemente
do valor desses pardmetros, a fung@o objetivo ou as solugdes 6timas s@o particularmente sensiveis a
perturbacdes, a pessoa que toma a decisao nio pode aceitar riscos de baixa probabilidade mas de alta
magnitude, entre outros. Ao invés das aproximagdes tradicionais a Otimiza¢do Robusta de portfélios
incorpora a no¢do de que os inputs foram estimados com erros. Assim, neste caso 0s inputs sao
subtituidos por conjuntos de incerteza, como por exemplo, intervalos de confianga a volta do valor
estimado.
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Existem vdrios tipos de robustez que podem ser considerados. A robustez de restri¢ao refere-se
a situacdes onde a incerteza estd presente nas restricdes do problema em causa, onde se procuram
solucdes que permanegam vidveis para todos os valores possiveis dos pardmetros incertos. A robustez
objetiva pode ser vista como um caso especial da robustez de restri¢do, referindo-se a solugdes que
vao permanecer proximas da solug@o 6tima para todos os valores possiveis dos parametros incertos
do problema. Como ¢ dificil obter estas solucdes, especialmente com conjuntos de incerteza de
relativamente grandes dimensdes, uma alternativa passa por encontrar solu¢des de forma a otimizar o
comportamento no pior cenario. O comportamento no pior cendrio corresponde ao valor da funcéo
objetivo para a pior realizagao possivel do pardmetro incerto relativo a uma solugéo especifica. Os
modelos de robustez de restricdo e objetiva focam-se numa medida absoluta de desempenho no pior
cendrio, o que ndo ¢é consistente com a tolerancia ao risco de muitos investidores. Assim, surge outra
abordagem onde se pretende medir o pior cendrio mas de forma relativa, ou seja, relativa a melhor
solucdo possivel para cada cendrio.

4.4.1 Conjuntos de incerteza

Considere-se a formulacdo de aversdo ao risco do problema de média-varidncia apresentada na
seccdo 3.2. Como referido anteriormente, uma das limitagdes deste modelo reside na necessidade
da estimacdo do vetor do rendimento esperado e da matriz de covariancias dos ativos, o que leva
a um risco de estimagdo que deve ser tido em conta no processo de selecdo do portfélio 6timo. E
entdo necessario uma formulacio de otimizac¢do que incorpore robustez e procure uma soluciao que
seja relativamente insensivel a imprecisdes nos inputs. Tendo em conta que a incerteza reside nos
coeficientes da funcdo objetivo procuramos um portfélio de robustez objetiva.

E possivel especificar a informacdo dos rendimentos esperados e da matriz de covaridncias na
forma de intervalo, ou seja, supor que o vetor do rendimento esperado dos ativos [ € a respetiva matriz
de coviaridncias X pertencem ao seguinte conjunto de incerteza intervalar:

U={(u2):u"™ <p<p™ ™ <L <5 %0} (4.12)

onde ™/ e X/ representam os limites inferiores para o vetor i e para a matriz X, respetivamente, de
forma analoga, u*“? e £*“P representam os limites superiores. Note-se que X > 0 indica que a matriz ¥
€ simétrica e semidefinida positiva, de forma a garantir que X seja uma matriz de covaridncias valida.
Estes intervalos podem ser gerados de vdrias formas, sendo prudente usar altos e baixos histéricos dos
parametros, obtendo o intervalo dos seus valores. De forma a simplificar a escrita, define-se ainda o
conjunto x = {x x'1= 1}.

Portanto, procura-se o portfélio que maximiza a fun¢éo objetivo no pior cendrio das realiza¢des
dos parametros U e X para o seu conjunto de incerteza U. Recorrendo ao modelo de robustez objetiva,
o problema de otimizacao robusta toma a forma:

maximizar {minimizar ,uTx — AxTZx} . 4.13)
xex (u,x)eU
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A solugio deste problema é um ponto sela da fungio f(x,i,X) = u'x— Ax"Zx. Além disso,
como U € limitado, usando resultados cldssicos de andlise convexa € possivel demonstrar que o
problema anterior € equivalente ao seu dual (Cornuejols e Tiitiincii [3]):

minimizar {maximizar —u'x+ AxTEx} . 4.14)
xex (n,x)eu

Note-se que este problema € de dois niveis tornando a sua resolugdo mais dificil. Contudo, em
alguns casos € possivel reduzir os niveis de otimizacio a um tnico nivel, convertendo o problema de
otimizacao robusto num problema de otimizagao linear, quadrético, convexo ou nio linear, dependendo
do conjunto de incerteza e da funcdo objetivo considerada.

Uma forma simples de incorporar a incerteza causada pelos erros de estimagao consiste incorporar
anocdo de que os rendimentos esperados foram estimados com erro, contudo as estimativas [l nio
estdo muito longe do valor real dos rendimentos esperados (. Ou seja, pode dizer-se que o erro
de estimagdo é menor do que um nimero pequeno §; > 0, recorrendo a um conjunto de incerteza

intervalar para os retornos esperados, tal que:

Ug(ﬁ):{u|u,—ﬁ,|§5,, l:1,,n} (4.15)

Portanto, o conjunto de incerteza Us (1) contém todos os vetores i tal que cada componente L
estéd contido no intervalo [fl; — &;, ; + &;], podendo ser escolhidos de forma a representarem intervalos
de confianga a volta de cada valor [I;. O problema € resolvido de forma a que mesmo que (L tome o
pior valor possivel pertencente ao conjunto de incerteza, a alocagdo permanece 6tima. Note-se que
esta abordagem inclui a nogdo de aversdo aos erros de estimagdo a partir do intervalo [{; — &;, l; + &].
Quando maior for este intervalo, significa que os rendimentos esperados foram estimados com maior
erro. Ou seja, o tamanho deste intervalo, e no geral do conjunto de incerteza, controla a aversio a
incerteza causada pelos erros de estimacao.

Outro conjunto de incerteza frequentemente usado para os rendimentos esperados dos ativos € o
elipsoidal, definido por:

Us(@) = {p: -0z (n- ) < 8%} (4.16)

onde X, corresponde a matriz de covaridncias dos erros de estimacdo para o vetor dos rendimentos
esperados 1. Um método de estimacdo desta matriz consiste na estimativa da matriz de covariancias a
dividir pelo nimero de observacdes. Como os conjuntos de incerteza (4.15) e (4.16) apenas consideram
a incerteza para U, pode reescrever-se o problema robusto max-min da seguinte forma:

maximizar {minimizar { ,LLTx} — leZx} 4.17)
xex neUs (1)

4.4.2 Reformulacio do problema

E possivel obter uma reformulacio do problema (4.17) a partir do conjunto de incerteza intervalar
(4.15), incluindo o coeficiente de aversdo aos erros de estimacéo 6 (Fabozzi et al [6]), da seguinte

forma:
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maximizar 0 'x—&" x| —Ax"Zx
x (4.18)
sujeito a x'"1=1

onde |x| denota os valores absolutos do vetor x. E possivel reformular o problema de modo a retirar os
valores absolutos de x da fun¢do objetivo, introduzindo uma nova varidvel y, da seguinte forma:

maximizar A'x—38"Ty—Ax"2x
Yy
sujeito a x'1=1 (4.19)

Y; invl’[i Z —Xi, i= 17'“7”

Note-se que este problema de otimizacio tem a mesma complexidade computacional que a versao
nao robusta do problema de média-variancia, sendo um problema de programacio quadrética. No
caso de existirem restri¢des de vendas a descoberto, |x| = x, e a func@o objetivo do problema (4.18)
resume-se a [i ' x — & 'x — Ax' Xx, onde o pardmetro incerto é substituido pelo pior resultado.

A partir do conjunto de incerteza elipsoidal (4.16) a reformulacao robusta do problema (4.17)
(Fabozzi et al [7], Kim et all [11]), € a seguinte:

maximizar ['x—Ax'Zx—8y/x . (4.20)
xex
Estes conjuntos de incerteza permitem reescrever o problema max-min num problema envolvendo
apenas maximizagdo, facilitando o seu tratamento. Contudo, estas estratégias consistem numa
otimiza¢do no pior cendrio, sendo abordagens mais conservadoras, o que ndo vai de encontro as
preferéncias de alguns investidores.

Alternativas menos conservadoras

Como referido anteriormente, as abordagens precedentes focam-se numa medida absoluta de desem-
penho no pior cendrio, o que ndo é consistente com a tolerancia ao risco de muitos investidores. Deste
modo, € possivel reformular o problema de forma a medir o pior cendrio mas de forma relativa, ou
seja, relativa a melhor solucao possivel para cada cendrio. Para tal, considere-se o problema inicial
minxigliizar f(x,u,X). Supondo (u,X) € U fixo, denotando a fungdo do valor 6timo do problema

anterior por z*(i,X) e o respetivo conjunto de solugdes por x*(i,X), que correponde as solugdes do
problema argminygc, f(x,1,X). E possivel relacionar as duas solugdes anteriores através da igualdade
Z(WE) = f (" (1, 2), 1, ).

Para motivar a nocao de robustez relativa define-se uma medida de arrependimento associada a
uma decisdo ap0s a incerteza ser resolvida, Cornuejols e Tiitiincii [3]. Seja x a escolha para o vetor de
pesos e (i,X) a realizacdo dos pardmetros incertos. Define-se o arrependimento associado a escolha
de x em vez de um elemento de x*(u,X) pela seguinte fungio:

a(x,u,X) = flx,u, ) —2"(n,Z) = flx, 0, ) — f(x" (w0, Z), 1, Z). 4.21)
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Note-se que esta funcio é sempre nao negativa e pode ser vista como uma medida de beneficio da
retrospetiva. De seguida, para um dado x pertencente ao conjunto admissivel procede-se a defini¢do
de func¢do de arrependimento maximo, dada por:

A(x) := maximizar a(x, i, X) = maximizar f(x,u,X) — f(x"(u,2),u,x). (4.22)
(wX)eu (u.X)eU

Assim, uma solugdo robusta relativa do problema inicial corresponde ao vetor x que minimiza a
funcdo de arrependimento méximo, ou seja, o problema a resolver é dado por:

minimizar A(x) = minimizar maximizar a(x, 1, X). (4.23)
XEX xex (n,x)evu

Repare-se que as formulacdes robustas relativas podem tornar-se de resoluco significativamente
mais complexas relativamente as formulagdes anteriores. De facto, como z*(u,X) corresponde a
fun¢do do valor 6timo que j4 envolve a otimiza¢do de um problema em si, entdo o problema (4.23) é
um problema de otimizagado de trés niveis em oposi¢do aos problemas de dois niveis apresentados
anteriormente. Para além disso, é invulgar a fungdo do valor 6timo z*(u,X) estar disponivel na forma
analitica e geralmente ndo € suave tornando-se dificil de analisar.

Tendo em conta estas dificuldades, o dltimo problema (4.23) pode ser reformulado, estabelecendo
previamente um nivel miximo de arrependimento a ser tolerado, por exemplo um valor R fixo,
impondo este valor nas restricdes. Assim sendo, procura-se encontrar um x que satisfaca a seguinte
restri¢do:

a(x, 1, X) <R, Viwr) el <«
& fl,u,2)—z5(u,2) <R, V(u,2)elU < (4.24)
g f(xaﬂvz)_f(X*(%Z)y.U?E)§R7 \V/(H,,Z)EU

Outra abordagem aos modelos de robustez relativa passa por medir o arrependimento relativamente
a proximidade da solucdo escolhida ao conjunto das solu¢des 6timas (Cornuejols e Tiitiincii [3]),
ao invés de a(x, i,X) que mede o arrependimento em termos dos valores 6timos objetivos. Nesta
abordagem define-se a fung@o distancia para um dado x e (u,X) tal que:

d(xnu?Z) = infx*»Ex*([.LL) ||x _X*H . (4.25)

Andlogamente a abordagem anterior, define-se a fungao de distancia maxima:

D(x) := maximizar d(x, t,X) = maximizar infe — x| 4.26
(x) maximizar (x, 1,%) maximizar infree (uz) X —x"| (4.26)

Nesta versdo de robustez relativa, obtem-se um problema de otimizac¢do onde se procura x tal que:

minimizar D(x) = minimizar maximizar d(x, i,X). (4.27)
xex xex (n.xX)eu

Note-se que quando o conjunto das solucdes é singular estamos perante o caso trivial, onde nao
hé otimizagdo envolvida. Este modelo € 1til para problemas de multiperiodo, onde as revisdes de
decisdes entre periodos podem tornar-se caras, como por exemplo problemas de rebalanceamento de
portfélio com custos de transagdo. Contudo, estas abordagens sdo mais complexas de implementar
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relativamente as reformulacdes propostas na seccio 4.4.2, uma vez que siao problemas de dois niveis
de otimizacao.






Capitulo 5
Analise empirica

Para realizar uma andlise empirica retiraram-se os dados correspondentes aos precos de fecho ajustados
de 27 ativos do indice Dow Jones Industrial Average e do préprio indice a partir da base de dados
Yahoo Finance. Consideraram-se os rendimentos logaritmicos mensais correspondentes aos precos
de fecho ajustados, no periodo de 1 de janeiro de 2000 até 1 de marco de 2023, constituindo 279
observacdes para cada ativo. Foram excluidos os ativos Salesforce, Inc. (CRM), Dow Inc. (DOW) e
Visa Inc. (V) do mesmo indice, uma vez que nao dispdem dados para todo o periodo considerado.

Primeiramente pretende-se demonstrar que o critério de média-variancia se revela uma boa aproxi-
macao a maximizacao da utilidade média, considerando fun¢des de utilidade poténcia e logaritmica.
Calcula-se o vetor média e matriz de covariancia para 10 ativos da amostra considerada. A partir
destes valores geram-se simulacdes de forma a avaliar as distribui¢cdes dos rendimentos dos port-
félios considerando ambos os métodos. De forma a avaliar a sensibilidade a variacdes nos inputs
simulam-se amostras de rendimentos, aplicando o critério de média-variincia de forma a comparar a
média e variancia com os valores correspondentes a amostra empirica. Por fim, pretende-se avaliar
o desempenho out-of-sample de vérios métodos: otimizacao robusta com conjunto de incerteza
elipsoidal, critério de média-variincia, minima-variancia e abordagem naive de igual propor¢do em
todos os ativos, escolhendo-se os portfélios com e sem restricdo de vendas a descoberto. Estimam-se
0s parametros com base numa amostra in-sample, de 1 de janeiro de 2000 até 31 de dezembro
de 2009, perfazendo 120 observagdes. Recorre-se a uma simulagdo de forma a comparar o valor
médio da riqueza para cada método. As experiéncias foram repetidas para diferentes valores de
tolerdncia ao risco, t = 10,25,50,75, que correspondem aos valores A = 0.1,0.04,0.02,0.0132 e
Y=0.2,0.08,0.04,0.027, respetivamente.

5.1 Utilidade esperada vs média-variancia

Foram escolhidos 10 dos 27 ativos. Com base na amostra desses 10 ativos, foi calculado um vetor de
médias e uma matriz de covaridncias com base na amostra total, que se assumem como os verdadeiros
valores dos parametros. A Tabela 5.1 apresenta a média e variancia dos portfélios calculados e a

Tabela 5.2 apresenta os resultados para as propor¢des dos ativos.
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Tabela 5.1 Média e variancia dos rendimentos dos portfélios considerando vdrios critérios de selecao

e tolerancia

aoriscot =25

Crtiério ‘ Poténcia MV ‘ Logaritmica MV
Média | 0.0162 0.0162 | 0.0160  0.0160
Varifncia | 0.0084  0.0084 |  0.0081  0.0081

Tabela 5.2 Proporg¢do dos ativos nos portfélios considerando vérios critérios de selecdo e tolerancia ao

riscot = 25

Ativo | Média

Variancia ‘ Poténcia

MV ‘ Logaritmica

MV

AAPL | 0.0188
AMGN | 0.0057
AXP | 0.0058
BA | 0.0072
CAT | 0.0111
CSCO | 0.0009
CVX | 0.0080
DIS | 0.0046
GS | 0.0059
HD | 0.0076

0.0143
0.0052
0.0074
0.0096
0.0084
0.0096
0.0046
0.0059
0.0084
0.0052

0.6600
0.0000
0.0000
0.0000
0.3399
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000
0.0000

0.6602 |
0.0000 |
0.0000 |
0.0000 |
0.3392 |
0.0000 |
0.0006 |
0.0000 |
0.0000 |
0.0000 |

0.6294
0.0000
0.0000
0.0000
0.3704
0.0000
0.0002
0.0000
0.0000
0.0000

0.6399
0.0000
0.0000
0.0000
0.3340
0.0000
0.0261
0.0000
0.0000
0.0000

Os resultados sdo muito semelhantes para os diferentes valores de toleréncia ao risco considerados,

e portanto apenas sdo apresentados os resultados para uma tolerancia ao risco t = 25. Pode observar-se

a partir da Tabela 5.2 que as proporcdes recorrendo a uma fungado de utilidade poténcia e logaritmica

sd0 muito préximas das proporcdes para o critério de média-variancia correspondente.

Assumindo uma distribuicdo normal multivariada, foram simuladas 1000 amostras dos rendimen-

tos, aplicados aos dois métodos, maximizagdo da utilidade esperada e critério de média-variancia.

Como sdo decisdes para um unico periodo, foi gerado um vetor de rendimentos aleatdrio, e com

base nos portfélios anteriormente calculados, calcula-se o rendimento do portfélio. Desta forma

aproximam-se as funcdes de distribui¢do dos rendimentos dos portfélios associados aos dois métodos.

As Figuras 5.1 e 5.2 mostram que as distribui¢do dos rendimentos dos portfélios associados aos

dois métodos ndo diferem. Assim o critério de média-variancia revela-se uma boa aproximacao a

maximizacdo da utilidade média.
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Fig. 5.1 Comparagdo das distribui¢des cumulativas do rendimento dos portfélios entre a maximizagio
da utilidade média com funcdo poténcia e o critério de média-varidncia
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Fig. 5.2 Comparacao das distribui¢des cumulativas do rendimento dos portfélios entre a maximizacao
da utilidade média com funcdo logaritmica e o critério de média-variancia

5.2 Sensibilidade a variacoes nos inputs

Utilizando os 10 ativos da secc¢do anterior, calcula-se o vetor das médias (1) e a matriz de covariancias
() e assumem-se como os valores verdadeiros. Calcula-se a fronteira de eficiéncia, e escolhe-se um
portfélio, x, com um , = x'ue GI% = x' Zx associados. Com base no vector das médias e matriz de
covaridncias guardados (verdadeiros), simulam-se 250 amostras de rendimentos, aplica-se o critério
da média variancia, calculando x;, ; = x;' it € 07 = x;' £x;, que serdio comparados como 0s i, € O
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Fig. 5.3 Sensibilidade a variacdes nos inputs

A linha azul tragada na Figura 5.3 corresponde a fronteira de eficiéncia. Escolhe-se um portfdlio,
representado pelo ponto a vermelho, e através das amostras simuladas sao representadas as médias e
os desvios-padrao associados aos portfolios gerados, que correspondem aos pontos verdes. Como
pode verificar-se pela Figura 5.3, os pontos verdes podem afastar-se bastante da fronteira de eficiéncia,
o que revela grande sensibilidade do problema a variagdes nos inputs.

5.3 Otimizacao robusta

De forma a realizar uma anélise a vdrios critérios de sele¢@o consideram-se os 27 ativos no periodo de
1 de janeiro de 2000 até 31 de dezembro de 2009 para a amostra de dados in-sample, e 1 de janeiro de
2010 até 1 de marco de 2023 para a amostra de dados out-of-sample, com rebalanceamente mensal.
Para realizar comparagdes out-of-sample sdo estimados os parametros usando as 120 observacdes
in-sample. Com base nestes parametros aplicam-se varios métodos, recorrendo a otimizacao robusta
com conjunto de incerteza elipsoidal (OR), ao critério de média-variancia (MV), minima-variancia
(MinV) e a abordagem naive de igual propor¢do em todos os ativos (1/N), escolhendo-se os portfélios
com e sem restricdo de vendas a descoberto. O indice servira de referéncia para todos os portfélios.
Implementa-se uma janela flutuante, onde o rendimento do portfdlio e a riqueza acumulada sdo
calculados usando os rendimentos da observacio seguinte. Se o procedimento for efetuado com todos
os ativos do indice € natural que com um processo de otimiza¢do o desempenho seja melhor. O mais
correto é usar uma sub-amostra dos 27 ativos, no entanto, a escolha dos ativos vai afetar o desempenho.
Podendo obter-se um caso em que o desempenho seja muito melhor e outro caso em que seja muito
pior. As comparagdes poderdo ser efetuadas com base numa simulagdo. Dos 27 ativos escolhem-se
aleatoriamente 10 e calcula-se a evolucdo da riqueza. Este procedimento ¢ efectuado repetidamente,
perfazendo 500 itera¢des. Por fim compara-se o valor médio da evolugdo da riqueza para cada método,
considerando um investimento inicial de 100 unidades monetérias. Serdo apresentados os resultados

para uma tolerancia ao risco t = 4 que corresponde a A = 0.25. O valor de § na otimizagfo robusta é
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determinado de forma indireta assumindo um grau de confianca de 95% e invertendo a probabilidade
de um qui-quadrado.
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Fig. 5.4 Comparacdo entre o indice e os critérios sem restricao de vendas a descoberto
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Fig. 5.5 Comparagdo entre o indice e os critérios com restricdo de vendas a descoberto

Nesta experiéncia verifica-se através das Figuras 5.4 e 5.5 que os quatro critérios apresentados
apresentam um melhor desempenho em termos médios relativamente ao indice independentemente de
serem permitidas ou nio vendas a descoberto. Pode ainda observar-se que a otimizagdo robusta e o
critério de minima-variancia se revelam mais estdveis comparativamente a média-variancia.

O critério naive (1/N) apresenta melhores resultados relativamente aos restantes critérios, inde-
pendentemente de se considerar ou ndo vendas a descoberto. Isto deve-se ao facto do valor do indice
apresentar um trend crescente muito acentuado, assim, devido ao caracter bull market, usando técnicas
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de otimizacdo poder4 obter-se ainda melhores resultados, sendo que a otimizagdo robusta ndo terd
tanta importancia como seria o caso de grandes flutuacdes no mercado.



Capitulo 6

Conclusao

O estudo de critérios de decisdo em contexto de investimento financeiro revela-se de grande interesse,
de forma a tomar decisdes o mais racionais possiveis.

Considerando uma funcéo de utilidade quadratica ou uma func¢io exponencial negativa e adicional-
mente retornos normais, existe uma equivaléncia entre a maximizacao da utilidade esperada e o critério
de média variancia. A partir dos resultados obtidos na andlise empirica, conclui-se que o critério de
média-variincia constitui uma boa aproximacao a maximizac¢ao da utilidade média quando se recorre
a fungdes de utilidade poténcia ou logaritmica, uma vez que as distribui¢des dos rendimentos dos
portfélios ndo diferem. No entanto, o problema de média variancia apresenta grande sensibilidade a
erros de estimacdo, principalmente no vetor média, causando instabilidade nas propor¢des resultantes
para cada ativo. Assim, é importante estudar outras abordagens que sejam menos sensiveis a alteragoes
nos inputs.

A otimizacdo robusta com conjunto de incerteza elipsoidal e a formulagdo de minima variancia
revelam-se mais estaveis comparativamente ao critério de média-variancia. Pela andlise empirica
pode observar-se que o critério naive apresenta melhores resultados out-of-sample relativamente aos
restantes modelos implementados independentemente de se considerar ou ndo vendas a descoberto.
Este comportamento deve-se a uma tendéncia crescente do indice.

S6 houve tempo para um nimero de experiéncias limitado, com escolhas relativas aos parametros
de risco, e apresentando apenas uma formulagdo robusta para o conjunto de incerteza assumindo uma
elipse. Devido a restricdes de tempo, este estudo pretende ser o inicio de uma investigacdo mais apro-
fundada nesta drea. Assim, o trabalho realizado nesta dissertacao pode ser melhorado, por exemplo,
analisando a estabilidade e o desempenho out-of-sample das abordagens menos conservadoras da

otimizac¢ao robusta.
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