O papel da modelacao matematica no
desenvolvimento de uma farmacologia
inteligente

Susana Teresa Noronha Moreira Antunes Gomes






ok i

{8 /it DEPARTAMENTO DF MATEMATICA

}%; ; h FACULDADE DE CIENCIAS E TECNOLOGIA
Wty UNIVERSIDADE DE COIMBRA

O papel da modelacao matematica no
desenvolvimento de uma farmacologia
inteligente

Susana Teresa Noronha Moreira Antunes Gomes

Dissertacao para a obtencdao do Grau de Mestre em Matematica

Area de Especializacdo em Anélise Aplicada e Matematica Computacional

Jari

Presidente: Professor José Augusto Mendes Ferreira
Orientador: Professora Maria Paula Martins Serra de Oliveira

Vogal: Professora Ercilia Cristina da Costa e Sousa

Data: Junho de 2012






Resumo

No ambito das ciéncias da satde, a libertacao controlada de farmacos
¢ uma area em que a investigagdo tem sido muito activa, sobretudo ao
longo da ultima década. O desenho de matrizes poliméricas de modo
a criar perfis adequados a cada paciente, garantindo a manutencdo da
concentracdo de farmaco num nivel terapéutico por longos periodos de
tempo, ¢ uma das preocupacoes centrais dos cientistas de materiais. A
modelagdo matematica dos fendomenos associados a libertacdo constitui
um auxiliar precioso da investigagao experimental, na medida em que for-
nece linhas de ac¢ao a seguir na pesquisa laboratorial de modo a satisfazer
as exigéncias do clinico.

O trabalho desenvolvido nesta dissertacao situa-se exactamente neste
contexto. Sdo estudadas equacgoes de derivadas parciais que modelam
a libertacdo de farmacos a partir de diferentes plataformas e diferentes
condicbes experimentais. E dada particular atencdo a libertacdo trans-
dérmica de farmacos, incluindo a utilizacdo de mecanismos de aceleragao
da difusao, e a libertacdo para 6rgaos alvo. No primeiro caso, o feno-
meno é modelado com equagdes de difusdo ou difusdo-conveccgao lineares;
no segundo caso sao utilizadas equagoes de difusdo-conveccao-reaccao em
que a reaccdo ¢ uma funcdo nao linear. Esta funcao pode representar o
crescimento de células patolégicas, a reacgao das células patoldgicas ao
medicamento ou a reac¢ao do sistema imunitario.

No caso em que as equacOes diferenciais sao lineares, a teoria das
transformadas de Laplace e técnicas de integracao sequencial permitem-
nos calcular constantes temporais (o time lag e o tempo efectivo), sem
resolver as equagodes diferenciais. Ao estabelecer formulas fechadas para
estas constantes, obtemos estimativas para o tempo necesséario para atin-
gir o estado de equilibrio e podemos caracterizar as plataformas de liber-
tagdo de forma a obter perfis de concentracao ou de fluxo predefinidos.
Quando as equacoes diferenciais sdo quase lineares, como no caso da liber-
tacdo para um 6rgao alvo, estudamos a existéncia de solugao na forma de
onda viajante e calculamos constantes temporais quando isso é possivel.

Palavras Chave: difusdo, mecanismos de aceleragdo, constantes temporais, ondas

viajantes

Abstract

During the last decade there has been an active investigation in con-
trolled drug delivery in the field of medical sciences. The main concern of
material scientists is the production of polymeric matrices that guarantee
release profiles tailored to the specific needs of each patient, maintaining
the drug’s concentration in a therapeutic level for long time periods.



Mathematical modeling of drug release associated phenomena is an es-
sential help to such experimental investigation, as it provides valuable
information about the characteristics of polymeric devices that release
drug with profiles predefined by clinicians.

The work presented in this dissertation is exactly in this context. We
study partial differential equations that model drug release from different
platforms and in different experimental conditions. We give particular
attention to two particular routes of delivery: transdermal drug delivery,
including mechanisms that enhance the diffusion of drug, and delivery to
a target organ. In the first case, the phenomena are modeled by linear
diffusion or diffusion-convection equations or systems. In the latter, we
use diffusion-convection-reaction equations, where the reaction is a non-
linear function. This function represents the growth of some pathological
cells and/or the response of the population of cells to a treatment or an
immunitary reaction.

In the case of linear models we study techniques, based on Laplace
Transforms and sequential integration, to derive some time constants -
time lag and effective time - and we establish closed formulas for these
constants without solving the differential equations. The closed formulas
lead to estimations of the waiting time to reach the steady state and
represent valuable guidelines to define the characteristics of polymeric
platforms with a predefined release behavior. When the mathematical
models involve quasi linear equations, as in the case of drug delivery to a
target organ, we study the existence of traveling wave solutions and we
derive closed formulas for time constants whenever possible.

Keywords: diffusion, acceleration methods, time constants, travelling waves
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Capitulo 1

Introducao

A libertacio controlada de farmacos é um tema que tem merecido a atencdo de
investigadores de diferentes dominios nas tultimas décadas. As &reas envolvidas na
investigacao basica sao naturalmente as das ciéncias da saide, assistindo-se no en-
tanto ao progressivo recurso a uma abordagem matemaética do tema. A libertagio
controlada de farmacos ocorre quando se combina um farmaco com um suporte fi-
sico de modo que a sua libertagdo para um meio exterior (a epiderme, a corrente
sanguinea, um determinado 6rgao alvo) ocorra de tal modo que a sua concentragao
permaneca num nivel terapéutico durante um grande periodo de tempo.

Existem varias vias para a libertacdo de farmacos, e esta pode ser feita de uma
forma invasiva ou ndo invasiva. Quando a libertacdo é feita de uma forma nao
invasiva, os métodos mais usuais sdao a libertacdo por via oral, por via transdér-
mica, através das mucosas, e por inalagao. Este tipo de libertacdo é designado por
Transdermal Drug Delivery' (TDD). Noutros casos, pode haver um "alvo" para a
libertacao, como por exemplo em situacoes em que é utilizada a quimioterapia, ou
quando o farmaco € libertado directamente num certo 6rgao através de um implante
que pode, ou nao, ser biodegradavel. Na maior parte das vezes, existe uma reacgao
entre o farmaco e o sistema vivo, que se traduz, do ponto de vista matematico, na
introducao de um "termo reactivo" na equacdo que modela o problema. Neste caso,
o processo de libertacdo designa-se por Targeted Drug Delivery? (TDD*).

No ambito da TDD, os fenémenos dominantes sdo a difusao e a conveccdo, dando
a sua modelagao origem a equacoes de derivadas parciais lineares, eventualmente
com coeficientes ndo constantes. No ambito da TDD*, a difusdao e a conveccgdo
do farmaco sdo fendémenos presentes mas surge agora um terceiro fenémeno que é
a absorc¢ao pelo 6rgao alvo. Este dltimo fenémeno é em geral bem representado

por fungoes ndo lineares. Os modelos matematicos que se adaptam ao estudo da

!Uma traducio adequada, mas ainda ndo vulgarizada na literatura cientifica em lingua portu-

guesa, seria Libertagdo Transdérmica de Farmacos
2Libertagao controlada de farmacos para um 6rgao alvo



Capitulo 1 Introducdo

Targeted Drug Delivery sao representados por equagoes de derivadas parciais de
difusdo-convecgao-reaccao. Assim, o estudo da Transdermal Drug Delivery permite
que se efectuem manipulagoes analiticas interessantes, como por exemplo o calculo de
constantes temporais como o time lag e o tempo efectivo, que fornecem informagoes
para o calculo do tempo necessario para que o farmaco atinja o estado de equilibrio.
No estudo da Targeted Drug Delivery, faremos referéncia a existéncia de solucgbes
na forma de travelling waves (ou ondas viajantes) e calcularemos uma constante

temporal quando tal for possivel.

O objectivo do capitulo 2 deste trabalho sera estudar a libertacao controlada de
farmacos pela via transdérmica, ou seja, através da pele. Neste caso, a libertacao é
feita através dos chamados "Transdermal Drug Delivery Systems" (TDDS). Estes
sistemas de libertacao apresentam-se usualmente sob a forma de pensos que tém, por
exemplo, um reservatorio com algum tipo de farmaco que é libertado do penso para

a pele através de uma membrana.

A pele é constituida por varias camadas, das quais nos interessa em particular a
epiderme. Esta, por sua vez, é constituida por duas camadas principais: o stratum
corneum, a primeira barreira que o farmaco enfrenta, e a mais dificil de passar e
a pele viavel, onde queremos que o farmaco chegue, pois é 14 que estdo os vasos
sanguineos que devem receber o medicamento. O stratum corneum é uma barreira
bastante dificil de ultrapassar, na medida em que constitui a proteccdo do orga-
nismo contra todas as agressoes exteriores e, portanto, por vezes torna-se necessario
o uso de mecanismos de aceleracdo da libertagdo do farmaco, tal como o uso de
calor ([11],[22], [24]) ou de campos eléctricos ([21], [24]) e de microagulhas ([12]),
entre outros. Pretendemos modelar matematicamente a libertacdo de um farmaco
através da pele quando a libertacdo é passiva, isto é, quando nao ha intervencdo de
estimulos exteriores, e também no caso da existéncia de estimulos exteriores como
fontes de calor e campos eléctricos. No caso da utilizacao de fontes de calor, estas
tém influéncia no coeficiente de difusdo; no caso da aplicacdo de corrente eléctrica,
esta induz uma certa velocidade de convecc¢ao que "acelera" a circulacao do farmaco

para a membrana e posteriormente para a pele.

Cada um dos modelos estudados pode ser perspectivado como um modelo aco-
plado ou nao acoplado. Nos modelos nao acoplados, considera-se apenas a evolucao
da concentracao de farmaco na membrana por onde ele passa, 0 que 0s torna mo-

delos mais simples. Estes modelos sdo importantes para estudar as caracteristicas
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Figura 1.1: Fisiologia da pele humana

dos materiais e estdo na base do desenvolvimento de modelos em que se considera
a penetracdo do farmaco no sistema vivo. Nos modelos acoplados, sdo consideradas
duas ou mais fun¢oes que descrevem a concentracao de farmaco no stratum corneum
e na pele vidvel, onde queremos que o farmaco penetre, ou no penso e na pele, (no
caso de duas fungoes) ou no penso, no stratum corneum e na pele viavel (no caso de
trés fungoes). Isto conduz-nos a sistemas de equagoes de derivadas parciais em que as
equagbes estao ligadas por condicOes de interface. Em ambos 0s casos, 0s processos
de libertacao distinguem-se pela forma como o farmaco penetra na membrana para
ser posteriormente libertado. Essa forma pode ser simples e o processo de libertagao
ser dado apenas por difusao (o que o torna um processo muito lento, devido & bar-
reira exercida pelo stratum corneum), ou entdo pode existir algum mecanismo que

induza a convecgao, como ja referimos anteriormente.

Ca

meio
exterior

L1

Figura 1.2: Modelo: meio exterior, membrana e sistema vivo

No capitulo 3, estudamos problemas de libertacdo controlada de farmacos para
um 6rgao alvo. O objectivo é que a aplicagdo do farmaco seja localizada, isto é, em

vez de o farmaco ser aplicado de forma a chegar & corrente sanguinea e posterior-
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mente ao 6rgao alvo, este é aplicado directamente num érgao, ou conjunto de 6rgaos
(fig.1.3). Este tipo de libertagao de farmacos é usado para o tratamento de doencas

cardiovasculares, da diabetes e em oncologia.

= Epidermis

Subcutaneous a3 d Subcutaneous

Fat Tissue B B Fat Tissue

Figura 1.3: Implante subcutaneo

No ambito do estudo da libertagdo de farmacos para um 6rgao alvo, ha dois
problemas centrais e sequenciais: a cinética do farmaco in vitro e a sua cinética in
vivo no 6rgao alvo, apds a aplicagao do farmaco. No modelo de libertagao do farmaco
in vitro, as variaveis que nos interessa estudar sdo a concentracao de farmaco a ser
aplicado, e também a concentracdao de farmaco absorvido. Dependendo da forma
como o farmaco é absorvido, surgem diferentes tipos de equacoes de derivadas parciais
de difusdo-reaccdo. No modelo de libertagdo de farmaco n vivo ha que considerar
a resposta do organismo a patologia. Faremos um estudo da existéncia de travelling
waves (ondas viajantes) nos problemas considerados e estabeleceremos uma formula
fechada para o calculo de uma constante temporal.

Finalmente, apresentamos no capitulo 4 algumas conclusoes e descreveremos pos-
siveis desenvolvimentos futuros no &mbito da libertacdo controlada de farmacos, em
particular de uma area muito recente que se designa por Farmacos Inteligentes - area

cuja designagao em lingua inglesa é Smart Drug Delivery.



Capitulo 2

Problemas lineares e aplicacoes a
libertacao transdérmica de
farmacos

Pretendemos, neste capitulo, modelar a libertagdo de um farmaco através de uma
membrana polimérica (habitualmente designada por penso) para a pele. Esta mem-
brana pode ter, ou nao, fairmaco no instante inicial. Vamos considerar, em primeiro
lugar, os casos em que existe apenas difusdo passiva do penso para a pele, sem que

sejam utilizados mecanismos de aceleragao.

No caso em que estudamos apenas o que se passa na membrana, podemos deter-
minar qual a massa ou o fluxo de foArmaco que penetra na pele. Esta quantidade sera
uma, condicdo de fronteira para um modelo acoplado que represente o transporte na
derme. Como afirmamos, as modelacbes matematicas da TDD sao em geral repre-
sentadas por EDP’s lineares cuja solucdao pode ser estabelecida através de técnicas
classicas ([7], [25]) e que ndo abordaremos neste trabalho. De facto, do ponto de
vista da libertacao controlada de fArmacos é relevante o conhecimento do fluxo ou
da concentracdo de equilibrio e o tempo que o farmaco demora a atingir esse equi-
librio. Estes dados sao determinantes para o cientista de materiais que produz as
plataformas de libertacdo, pois permitem-lhe manipula-las de modo a obter os perfis

de libertacao do farmaco estabelecidos pelos médicos.

Conhecer o instante em que a libertacao de farmaco chega a um estado de equi-
librio é fundamental, pois 86 nessa fase estamos a administrar uma dose terapéutica
de farmaco. Existem algumas constantes temporais que se utilizam para estimar
este instante, tais como o time lag (|4], [9], |26]) ou o tempo efectivo (|3]), que serdo

introduzidos nas seccoes seguintes.

Na sec¢do 2.1 introduzimos o significado dessas constantes temporais que per-
mitem estimar o instante da chegada ao equilibrio. Dedicamos a nossa atencao ao

calculo dessas constantes no ambito dos processos mais relevantes da TDD.
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2.1. Constantes temporais

Uma constante temporal é uma constante que caracteriza o tempo de resposta de
um sistema ao qual foi dado um certo impulso (ou input). No caso da libertacao
de farmacos, o impulso é a colocacdo do penso na pele, e a resposta esperada serd
a chegada ao estado de equilibrio. Vamos definir duas constantes: o time lag e o
tempo efectivo.

Para isso, vamos considerar, a titulo de exemplo, o seguinte problema de difusao
simples:

dc 9?c

— =D— 0 L t>0 2.1
Fr 52 <x <L, > (2.1)

com condic¢oOes iniciais e de fronteira

c(z,0) =0, O<z<lL (2.2)
c(0,t) = co, t>0 (2.3)
o(Lt)=0, t>0 (2.4)

onde ¢ é a concentracdo de farmaco, D é o coeficiente de difusdao do farmaco e L
é a espessura da membrana. Este é o caso mais simples da libertagio de farmacos e
¢ 0 que vamos usar para introduzir as constantes temporais. Observamos que a con-
digdo (2.2) significa que inicialmente ndo ha farmaco na membrana; a condi¢ao (2.3)
significa que ela é alimentada ao longo do tempo por uma concentracao constante co,

e a condigao (2.4) descreve que o farmaco é instantaneamente absorvido em = = L.

2.1.1. Time lag: conceito e interpretacao estatistica.

O time lag € uma constante temporal que permite estimar o tempo de espera até
ser atingido o estado de equilfbrio da libertagdo de um farmaco que penetra numa
membrana. Define-se como a interseccdo com o eixo temporal da assimptota do
grafico da funcdo M (t) que representa a massa que saiu pela extremidade x = L
da membrana que separa o penso do exterior até ao instante ¢ (figura 2.1). Esta
constante temporal calcula-se utilizando um método introduzido por Frisch ([4], [9]).

O método baseia-se na utilizacao sequencial de trés processos de integracao como

descrevemos no que se segue:

1. Integragdo de x a L da EDP (2.1), obtendo-se:

=| D 2.
8ty, dy/ agy,d (2.5)

T
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e, portanto,
L
Oc oc oc
—(y,t)dy = D—(L,t) — D—(«,t
[ Gty = DI = D (w.)

Sendo J o fluxo de farmaco em x = L, isto é, J(t) = —Dg—;(L,t), temos

L

Oc Oc

2. Integracao de (2.6) na variavel  no intervalo [0, L], o que d& lugar a

[ [ St = [ (=0~ 03 w0)) e =~ + et
(2.7)

pois J é constante em ordem a x.

3. Integragdo na variavel ¢ em [0,¢], o que conduz a

t L L de t t
/0/0 / aT(y,T)dyda:dT:/O —LJ(T)dT+/O Dcydr (2.8)

Note-se, agora, que c é continua, por isso podemos trocar a ordem de integracao.
Além disso, sabemos que a massa de farmaco que penetra no sistema vivo em
x = L & dada por M(t) = fg J(t)dt, pois J(t) € o fluxo em = = L, como ja foi

afirmado. Logo, temos:
L L
/ / c(y,t)dydx = —LM (t) + Dcot (2.9)
0 T

Daqui, obtém-se uma expressao para M (t), a massa libertada em x = L:

M(t) = % (Dcot - /0 ! /m " t)dydm) | (2.10)

A ideia subjacente ao célculo do time lag é a linearizacao de M (t), ou seja, a
substituicdo pela sua assimptota. Calculemos entdo a expressao da assimptota de

M (t), M*(t), com M*(t) = mt + b. Calculemos, primeiro, o seu declive:

IERT M(t)_ . DCOt 1 L L

Note-se que o integral que surge em (2.10) é definido, e é, portanto, finito. Assim,

a parcela que contém o termo integral, no segundo membro de (2.11), tende para 0

quando ¢t — oo, resultando portanto
m=—. (2.12)
Calculemos agora a ordenada na origem:

1 L pL
b= lim M(t) —mt = tli}m 7 (Dcot - / / c(y, t)dydx — Dcot) . (2.13)
o0 0 T

t—o0

7
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Como quando t — 0o se tem c(x,t) = cgs(x), em que cg(x) representa o estado

estacionario da concentracao, vem

L (L
po do L ss (y)dydz (2.14)
L
considerando que c¢(z,t) converge uniformemente para cgs(z).
Y
Figura 2.1: Interpretagdo grafica do time lag
Podemos, assim, escrever a equacdo da assimptota:
L (L
Dey Jo' Ji css(y)dyda

M(t) = — |t — =z 2.15
() == ( o , (215)

e finalmente, atendendo & definicdo introduzida no inicio da seccio, tem-se

; _ fOL fo Css(y)dydx (2 16)
lag DCO .

Existe ainda uma outra interpretacdo para o time lag ([18]) que se vai revelar
interessante no ponto de vista estatistico. Para a compreendermos, consideremos a
constante Mj, uma medida normalizada da distancia entre J(t) e Jss onde Jgs € 0
fluxo no estado de equilibrio (ou seja, Jgs = limy_o0 J(2)):
t

/ S e — TVt = - Tim [ (Jas — J(r))dr =
0

JSS t—o00 0

1
JS S

1.
M, = - tliglo(Jsst — M(t)).
(2.17)
Recorrendo a argumentos geométricos elementares, pode provar-se (|18]) que
M; = tlag-

De facto, quando ¢ — oo, a curva M(t) coincide com a sua assimptota, y =

Jss(t — tiag). Assim, se deslocarmos "infinitamente" o triangulo sombreado mais

8



2.1 Constantes temporais

MIt) 2
¥=Jzst y=)ss(t-tiag)

Figura 2.2: Demonstragao geométrica da igualdade M7 = t,4

escuro ao longo da assimptota, obtemos um tridngulo congruente a ele e portanto

. 1 1
lim T(ths —M(t)) = J—(ths — Jos(t —tiag)) =t — t + tigg = tiag- (2.18)
SS

Temos, portanto, que

1
tlag = T

SS

/ (e — J (1)t (2.19)
0

o que prova que M; = t;,4. A partir de (2.19) podemos ainda interpretar ¢4 do

ponto de vista estatistico. Para isso, integrando (2.19) por partes, temos

1 o 1 s
tog = 510 = TONF + 5 [ 700t

Ss

Cormportamento da fungéo J_-J()

Figura 2.3: Comportamento da funcao Jss — J(t)

Sabemos que J(0) = 0 e, observando a forma usual do gréfico do fluxo (ver figura
2.3), podemos conjecturar que, para t suficientemente grande, Jss — J(t) é propor-

cional a e, para uma certa constante positiva ), isto é, tem um comportamento
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exponencial, como justificaremos na sec¢do seguinte. Portanto, como quando ¢t — oo,

J(t) — Jss de uma forma exponencial, e o primeiro membro do lado direito desta

oo [0 20 o

—=dt =1
/O\ JSS ’

podemos concluir que ?;,4, € 0 momento de ordem 1 de uma distribuicao de probabi-

igualdade é nulo. Logo,

Notando que

lidade com densidade

d(t) = : (2.21)

o7 T T

06— —

05— —

04 B

T,

03 —

02~ =

01 —

Figura 2.4: Densidade de probabilidade que corresponde & distribuig¢ao referida

Ambas as figuras 2.3 e 2.4 foram obtidas fazendo uma discretizagdo do problema
diferencial (2.1)-(2.4) com o método das diferencas finitas implicito. Foram usadas
as condigoes D = 0.00001cm?/s e cg = 0.01g/cm?. Tentdmos, também, comparar
a densidade de probabilidade da figura 2.4 com densidades de distribuigoes de pro-
babilidade conhecidas, considerando estas distribui¢bes com média igual ao time lag
e variancia igual a %t?a > tendo em conta as conclusoes de [18], mas nao obtivemos
nenhum resultado satisfatério.

Em contexto experimental, e conhecendo o coeficiente de difusdo do penetrante,
o conceito de time lag é usado para estimar o tempo que medeia entre o instante
que o penetrante entra em contacto com a membrana e o instante em que chega &
sua extremidade x = L. Conhecendo o time lag, o seu valor pode ser utilizado, em

laboratorio, para o calculo do coeficiente de difusdo ([4]).

10
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2.1.2. Tempo efectivo: conceito e interpretagao estatistica.

O conceito de tempo efectivo, t.rf, introduzido pela primeira vez em [3], permite
calcular o tempo de espera até ser atingido o estado de equilibrio na libertagao
do farmaco. Este estado é obtido quando a concentracao de farmaco libertada é
constante ao longo do tempo e, portanto, também quando é constante o fluxo na
extremidade z = L da membrana. Para o obter, suponhamos que 0 é a funcao que
estamos a considerar (representa a concentragdo, ou o fluxo...) e que 45 representa
essa funcao no estado de equilibrio, sendo, portanto, constante em ordem ao tempo.

E possivel que 0y — 0(t) mude de sinal, ou seja, que a funcdo @ oscile & volta
do seu valor de equilibrio, fs5. Para um estudo deste caso, ver [3]. Vamos, aqui,
considerar que t € [0, 4+00) e que 0ss — 6(t) ndo muda de sinal. A fungao

—0(t)

fo ss — 0(t))dt

¢ uma fungao de densidade de probabilidade (& positiva, pois 0ss — 6(t) ndo muda

w(t) =

de sinal, e o seu integral, admitindo que 0ss — 6(¢) seja integravel, é igual & uni-
dade). Nestas condicoes, ters é definido como sendo a média da variavel aleatéria

real associada & densidade de probabilidade w. Assim,

fo 0(t))dt
et = fo 6(t))dt

E possivel provar ([3], [20], [24]) que se pode calcular o tempo efectivo sem calcular

— (2.22)
explicitamente a varidvel @ em anélise. Utilizando a teoria das transformadas de
Laplace, provaremos, no que se segue, este resultado. Observamos que é neste aspecto
que reside o interesse deste conceito, pois é possivel obter uma férmula fechada para
tefy, dependente dos parametros do modelo, o que permite adaptar a libertagao de
farmaco a perfis pré-definidos.

Seja ®(t fo ss — 0(7))dr e ®(p) a sua transformada de Laplace. Note-se que

limy o0 <I>(t) é o denominador em (2.22). Pelo Teorema do Valor Final, tem-se

lim ®(t) = lim p®(p) (2.23)

t—00 p—0

/ e Pt / ss — 0(7))drdt = / te PO, dt — / e Pt / 7)drdt.
0

Calculemos cada um dos integrais separadamente:

> 13 085 > t 059 t | O 059 > t 955
/ te Pl dt = — tpe Prdt = ——— te? ‘0 + = pe Pt = —.
0 p

2.94
0 p »? Jo P (2.24)
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Para o célculo do segundo integral, notemos que uma das propriedades da trans-

formada de Laplace é a seguinte:

df ~
V() = ) - 100).
Como
d t
- /0 0(r)dr = 0(),
vem .
¢ N 0
p/ O(r)dr = 6(p) —1—/ 0(r)dr,
0 0
donde -
t 0
/ O(r)dr = —. (2.25)
0 p
Daqui, vem que o denominador em (2.22) é
. 2 . Hss é\ T 955 n
Jin p® (p) = lim p <pQ - p> = lim (p - 9) - (2.26)

. Lo . t
Podemos repetir o mesmo raciocinio para o numerador, definindo ©(t) = [ 7(0ss—

0(t))dr, obtendo-se

~ Oss  1d0
Op) = =2 +-— 2.27
pois N
o d [ > d(e Pt(t o
—=— e Pro(t)dt :/ (e())dt:/ —te P (t)dt
dp  dp Jo 0 dp 0
Daqui, o numerador em (2.22) é
LA , Os 1d0\ . [0y df
FRPOw) = mp <p . pdp> N (p . dp> e
De (2.22), (2.26) e (2.28), conclui-se entdao que
limy o (% + 42)
tor = — . (2.29)
lim,, o ( o= 0)

Esta expressdo, embora ainda ndo esteja na sua forma mais simples, permite-nos

concluir que nos casos em que, para p pequeno, 0 possa ser expresso na forma
n ‘953 2
O(p) = " + B+ Cp+ O(p?), (2.30)

se tem

tefr = — (2.31)

)

@l Q

desde que B # 0.

12



2.1 Constantes temporais

O tempo efectivo pode também ser interpretado do ponto de vista estatistico.
Como estamos a falar do tempo médio de espera até que a libertagdo atinja o estado
de equilibrio, podemos conjecturar, baseando-nos no significado fisico do fenémeno,
que, no caso em que consideramos 0(t) = J(t), este tempo de espera segue uma lei
exponencial. Do ponto de vista mateméatico, observando a forma habitual do gréfico
de J(t) em x = L em problemas de difusdo, o padrao exponencial parece adequado.
Como tery é 0 tempo médio de espera, serd a média da sua distribuicao. Assim, a

funcdo densidade w serd da forma
d*(t) = ae™ (2.32)

para a e b constantes a determinar. Como d* é uma func¢ao densidade, o seu integral

de 0 a +o0o tem de ser igual a 1, pelo que a = b. Como t.rs € a sua média, temos

1

7.7 Pois

que a =0b=

+oo
/ tae”"dt = t.sy.
0

azul)

wit) (2
densidate ta expnencial de médiat_ (2 verde)

Figura 2.5: Comparagao da fungao densidade do tempo efectivo com uma densidade

exponencial

A figura 2.5 foi obtida usando a mesma discretizagdo mencionada para o time lag.
Nela podemos ver que, a partir de um certo instante, as duas distribuicoes coincidem.
Podemos agora utilizar o facto do tempo efectivo representar o momento de ordem
1 de uma distribuicio exponencial para estimar o fluxo. Assim, para k € R, tem-se

P(T < kteys) =1 —e7* onde P denota a probabilidade associada a densidade w.

13



Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Interpretando esta probabilidade como

Je(ktesy) (2.33)

P(T < Ktegg) = —

onde J.(t) é o fluxo estimado no instante ¢, vem
Je(kters) = Jos(1 —e7F).

Isto permite-nos obter estimativas da funcdo considerada no instante ¢ (tabela

2.1).

t Je(t)
tepr | 63.21 % Jas
Uors | 8647 % Jos
ters | 95.02 % Jas
Atops | 98.17% Jss
Btess | 99.33 % Jas

Tabela 2.1: Valores estimados do fluxo em vérios instantes temporais

Podemos, por observacao desta tabela, concluir que a partir do instante ¢ =

4terp o fluxo libertado representa aproximadamente 98 por cento do seu estado

estacionario(|17]).

2.2. Difusao simples

Podemos agora calcular as constantes temporais introduzidas anteriormente para o

caso da difusdo simples.

Time Lag
Para calcular o time lag, calculemos cgs(z). No estado de equilibrio, verifica-se
0?cys _o
0x?
Daqui, podemos concluir que
Jcss .
oxr

com c¢; uma constante a determinar e, integrando novamente e usando as condigoes

de fronteira, temos

Cos () = %’ (L—z). (2.34)

Substituindo css em (2.16) vem finalmente
wlL? iz

tiag = 0 =
9 D¢y 6D

14



2.2 Difusdo simples

Observamos que, como era de esperar, o fime lag aumenta com a espessura da
membrana e é uma funcao decrescente do coeficiente de difusido, D.

Tempo efectivo

Calculemos agora o tempo efectivo, usando o fluxo. Aplicando a transformada de
Laplace a equacgao com derivadas parciais, obtemos uma equacao diferencial ordinaria

de resolugao simples:

g o 0%
9 D%@PC(JTP) @(ﬂcap)a

pois ¢(z,0) = 0. Esta EDO tem solucdo da forma
c(z,p) = cle\/%m + 026_\/%27 (2.35)

com c¢1 € ¢g constantes a determinar.

Como ¢(0,t) = ¢p, vem

c(0,p) = / e Plegdt = =
0

donde

Cl+02:cfo<:>01:*—62. (2.36)
p p

Por outro lado, como ¢(L,t) = 0, temos ¢(L,p) = 0, donde
cle\/%L + cze_\/gL =0« (CO — 02> e\/%L + cze_\/%L =0
p

e, portanto,

Coe\/%L . coe\/%L
pe\/%L _ e VBL 2psinh (, / %L)

cy = (2.37)

Assim,

2¢q sinh (1 / %L) — Coe\/%l’ Cco (e\/%L — e_\/%L — e\/%L) —C(]ef\/gl’

Cl =

2psinh (\/ %L) 9psinh (\/%L) 9psinh ( %L) '
Logo, substituindo (2.38) e (2.37) em (2.35), temos

—Cpe \/g £3; COEV%L D _6_\/%(L_$) _|,_ e\/%(L_x)

(l‘p + e D:E:C()

2psinh \/>L 2p sinh <\/§> 2p sinh ( %L)

R B stinh( 5(L— x))
wn =5 sinh (\/%L)

15
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Derivando ¢ em ordem a x, podemos obter J = —D%. Denotando J(p) = J(L,p)

(pois interessa-nos o fluxo em x = L), temos

67855 o gcﬁcosh< %(L—m))
(")1‘( ) \/;p sinh <\/%L) '

Donde, em x = L,
D

7 p €o
J(p)=— D (2.40)
PV D sinn (\/51)
pois cosh(0) = 1.
Note-se que, a partir desta formula, se pode calcular o fluxo no estado estacio-

nario, Jss através do teorema do valor final. Sendo J(t) = J(L,1):

DC() \/ %L DCO

. .= . D |p Co .
lim J(¢t) = limpJ(p) =limp—/ =———— = lim = .
1500 ( ) p—>0p (p) p—>0pp Dsinh ( /%L> p—0 L Sinh ( /%L> L
Assim, Jg = DLCO. E de referir que este fluxo também pode ser calculado deri-

vando a expressao de css(z) calculada anteriormente.

~

Desenvolvendo o seno hiperbélico no denominador de J(p) na sua série de Taylor

nas vizinhancas de p = 0, obtemos

~ D |p co
J(p):; 5 5 p3L3 p5L5
Vvoltys srtyo st
de onde se conclui que
~ DCO 1
T(p) = (2.41)
pL 1y 2LL pLY

Efectuando a divisdo, obtemos

~ Dey oL p 5( 1 1 2
J(p) oL i + Dco i ] + O(p?)

o que conduz a

_coL3 1 1
f oD \EPE T 7L?
off iy " 60D

Na figura 2.6, retirada de [24], estao representados resultados laboratoriais relati-
vos & penetragdo de um formaco! através de uma membrana: o fluxo J(t) e a massa
total libertada M (t). Os dados experimentais estdo assinalados com um circulo e
os dados resultantes da simulacdo numeérica com um traco continuo. Observamos

que o instante 4¢.7; representa de modo preciso a chegada ao estado estaciondrio.

!Benzocaina

16



2.3 Equacdes acopladas: membrana/tecido vivo

De facto, no mesmo artigo, podemos ver que, para este caso, se tem t.yy = 10min,

Atepp = 40min e J(4tepr) = 1.0397—42 Como Jgs = 1.0608—4L— tem-se

cmZmin” cm2min’

98%.Jss = 1.04138 e portanto

T (4teps) — 98%Jss|

O (107?) (2.42)
JSS
Jdty] =1.022; Ndty] = 1.0397; .'I:,=:_[,||’-:'IR Ly =0.98= I = 10396
g ST i)
[
10} 1
20 . 0.5
Z & 0.6 E
> a0 04 £
20 0.2
{ 1 “u“ i |:|,
) I \20 i&t &0 &0 100 120
| (ST At

Trme {mm}

Figura 2.6: Resultados laboratoriais relativos a penetragdo de Benzocaina através de

uma membrana de acetato de etileno-vinil.

2.3. Equagoes acopladas: membrana/tecido vivo

No caso em que consideramos os modelos acoplados, estamos a modelar, para além
do que se passa na membrana, o comportamento do farmaco na pele, tanto na sua
camada mais exterior, o stratum corneum, como na camada seguinte, a pele vidvel.

Vamos considerar duas fungoes: a funcdo c; que exprime a concentracao de far-
maco no penso e a funcao co que exprime a concentracao do farmaco no stratum
corneum. As duas concentracoes podem ser definidas pela solucao de um sistema
de equacgoes com derivadas parciais, equagoes estas que representam o fendémeno de

difusdao do farmaco,

361 8201
— =D1—= -1 t 2.4
5 152 1<zx<0, t>0 (2.43)
€
862 8262
— = Do—— 2.44
5 25,2 O<zx<ly, t>0 (2.44)

17



Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

sendo [; e lo a espessura da membrana e do stratum corneum, respectivamente.

Consideramos a seguinte condicao inicial
c1(z,0) =c10, —l1 <2 <0 (2.45)
que representa a quantidade de farmaco no penso no instante t =0, e
c2(2,0) =0,0< x <l (2.46)

que representa a ndo existéncia de farmaco na pele, no instante t = 0. As condicoes

de fronteira sdo definidas por

‘(;;1(—11,0 =0,t>0, (2.47)

que significa que o penso estd "isolado" em x = —I;, ou seja, ndo entra nem sai
farmaco do penso por esta extremidade depois do instante t = 0, e em = = [y

supomos que o farmaco é instantaneamente absorvido, ou seja,
ca(l2,t) = 0. (2.48)

Para completar o problema, sdo ainda consideradas condicoes de ligacao em x = 0
que representam a continuidade do fluxo e a particdo da concentragdo entre o penso

e o stratum corneum, isto é

601 862
D1—(0,t) = D,—=(0,t t 2.4
o (0,2) 2 50 (0,2), t>0, (2.49)
e
c1(0,t) = kea(0,t), ¢t >0. (2.50)

Aplicando a transformada de Laplace as equacgoes com derivadas parciais, ob-
temos o seguinte sistema, sendo ¢ e ¢ as transformadas de Laplace de ¢1 e ¢o,
respectivamente:

~ 9%a
pci = Di1—— +cip
Ox2 ’

0y

Co = Do——-.
be2 29,2

Estas equacoes diferenciais ordinarias tém soluctes conhecidas:

P _ /P
E(z,p) = %Omlev Di® | gge VDI (2.51)

[P, _ [,
éa(x,p) = bieV P27 bge VP2 (2.52)

18



2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

com aq, as, by e by constantes a determinar. Usando as condicoes de fronteira e a

condicdo inicial, podemos concluir que

5ap) \/D>2 cosh (\/Ilg) cosh (\/Z(ll + CC))
\/Ecosh \/7l1) cosh (\/7l2) + k sinh (\/71 ) sinh (\/7l2)
(2.53)
e
o s () s e 1)
P\ J B cosh (/) cosh (Bt ) + ksinh (/0 ) sinh (/%02
(2.54)
e portanto
c2.55(T) = tlg)()aoc(m t) = hn%cQ(:E p) =0.
Analisemos agora se é possivel escrever ¢a(x,p) na forma
é(x,p) = B+ Cp+O(p?). (2.55)

Expandindo os senos e os cossenos hiperbédlicos na sua série de Taylor, e tendo em
conta que tanto no numerador como no denominador s6 nos interessam os termos

até ao grau 1, obtemos

i 0100 (57 5)
2 2 °
%+p( B VD B khb >

C/a(va) = -

2v/D1 D2 D1vV/Dy 2 vV D1Ds

Efectuando a divisdo, podemos concluir que

€(a; p>: 610 x—lg l ll l’—lg lil)’ _ lll% _kl%lz
24 VDD, \VD,* T \/ Do 31D, 3D, 2Dy D,

e, portanto, fazendo t.yy = —C/B e & = I3, tem-se

B, B Kb

‘i1 =30, T2, T Dy (2:56)

A partir da equagao (2.56) podemos determinar a espessura da membrana, 1 e
o coeficiente de difusdo do farmaco, D1 de modo a que a concentracdo estaciondria
seja atingida ao fim de um certo perfodo de tempo. Notamos que a manipulagao do
material da matriz polimérica permite fazer variar o coeficiente de difusao D;.

Fixados os parametros que caracterizam o tecido vivo, o tempo efectivo é uma
funcdo crescente em [y e decrescente em D, como seria de esperar e é visivel na
figura 2.7. Além disso, é facil ver que o tempo efectivo é decrescente em Do, 0 que
também vai de encontro ao esperado, visto que estamos a considerar a concentragao

na pele.
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Figura 2.7: Tempo efectivo, com k = 0.8g/cm?, Dy = 1073em? /s, Iy = 10pum
2.4. Mecanismos de aceleracao na difusao de um farmaco

Em situacdes clinicas em que se pretende acelerar os mecanismos de difusao podem
ser utilizados mecanismos de aceleragdo como a criacdo de campos eléctricos ou
aplicacao local de fontes térmicas (|22],]24]), que facilitam a passagem pelo stratum
corneum. Nesta seccao vamos analisar aqueles dois mecanismos e a sua influéncia na

chegada ao estado estaciondrio.

2.4.1. Tontoforese

No caso em que é criado um campo eléctrico (técnica designada por iontoforese), a
libertacdo do farmaco nao se d4 apenas por difusdo; existe um transporte de farmaco
provocado pela corrente eléctrica. Este fenémeno expressa-se através de um termo
de conveccao na equacgdo com derivadas parciais que rege o processo de libertacao:

Oc D82c Z/D@

5% Por ™ T on (2.57)

onde v é um pardmetro que expressa algumas propriedades eléctricas do farmaco e

envolve constantes fisicas e quimicas e que se define por

zFE
RT’

vV =

em que z é o namero de carga do farmaco ionizado, F' é a constante de Faraday, F é
o campo eléctrico, R é a constante dos gases perfeitos e T' ¢ a temperatura (que aqui

consideramos constante). Podem também ser considerados os efeitos de convecgao
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2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

no transporte do farmaco no fluido intersticial ([21]), o que também se traduz pela
adigdo de mais um termo & EDP (2.57),

g _ e wDoe o
ot Ox2 L Oz oz’

Esta equagao transforma-se numa equagao do tipo (2.57), considerando

TV T

pois, ficamos com

Oc 0%c D oc
o P T T o

Podemos calcular o tempo efectivo e o time lag para a libertacado de farmacos com
iontoforese. Conduzindo, neste caso, a utilizagao de (2.29) a célculos muito longos,
optamos pelo estudo do time lag. Para isso, apliquemos a transformada de Laplace

4 EDP (2.57):
0*¢  vD de
c=plt 2o
pe 0x2 L Oz

Esta é uma equagao diferencial ordinéria, com solucdo da forma

I./2 IJ2
e(w,p) = e2L <016V 12T 4 cyeV m*ﬁl’) , (2.59)

(2.58)

com c; e ¢y constantes a determinar. Usando as condicoes de fronteira, obtemos

. L2
Ve o sinh <\/4L2 + %(L — ac))

c(z,p) = e2L — (2.60)
D 2 p
sinh <\/ izt DL)
de onde podemos concluir que
. . R ve Co sinh (% — %)
css(x) = tlggo c(x,t) = ;E\I%]pc(x,p) = e2L sinh (2) (2.61)

Além disso, derivando em ordem a z e calculando em x = L, podemos obter

2

. . D AN b

T(p) = e5 =" w2 (2.62)
D . 2
sinh ( iz T gL)
e, usando o teorema do valor final,
~ Dcy v
=1 = — . 2.

oo = lnpJ(p) = =7 — = (2.63)

Usando o método de Frisch, obtemos para M(t) a expressdo

1 D L t L L
M(t) = - (Dcot+L/0 /0 c(x,S)dsd:r—/O / C(yﬁt)dydx)
21
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Figura 2.8: Fluxo no estado estacionario em funcao de D e de v

Para calcular a assimptota, M*(t) = mt + b, calculamos

.. M@®) .. 1 (Dct wvD [F [t 1 bt
m_tliglot_tliglol,< " +Lt/0 /Oc(a;,s)dsdx—t/o /x c(y, t)dydx

pois fOL sz c(y, t)dydx < oo e portanto a parcela correspondente a este integral tende

para 0 quando t — oo. Além disso, podemos separar o outro integral:

t*
lim — / / c(z,s)dsdx = lim — (/ / c(z, s dsda:—l—/ / c(x,s dsdx) )
t—oo t t—oo t t*

onde t* é o instante em que é atingido o estado de equilibrio, ou seja, o instante em
que, para t > t* se passa a verificar ¢(z,t) = cgs(x).
Mais uma vez, fOL fg* c(x, s)dsdr < oo, logo, quando dividida por ¢, fazendo

t — 00, esta parcela tende para 0. Além disso, como quando t > t* ¢(z,t) = css(),

lim — / / c(x, s)dsdx = hm / / css(x)dsdr =
t—00 t ¥ t*

— %) L
= hm / Css( )dx—/ css(z)dx,
t—o0 t 0 0

pois limy_,o % = 0. Logo,

temos:

D D [t
m = % + ]}7 css(x)dx. (2.64)
0

Além disso,

b= lim M(t) —mt =

t—o00
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2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

1
= lim [ <Dcot—|— / / c(z, s)dsdx —/ / c(y,t dydm) —
t—oo | L
Decy vD
- <L + ﬁ CSS(CC)CZJ,‘> t:| =

:—//css )dydx + 2tll>nolo<// :csdsdac—t/ css(x )dw)

_/ / css(y)dydx + chm// c(x, s) — css(x)) dsdx

Assim,

Dcg
M) = ( + %z fo Css(@ ) Lfo f Css(y)dyda+

+F limy oo fo fo c(x,s) — css(x)) dsd,
desde que o limite exista. Nesse caso, ter-se-4

Lfo f css(y dyda:hm/ / c(x,s) — css(x)) dsdx
tlag

. (265)
DCO + fO Css

Calculando cada integral separadamente, temos

/OL css(z)dr = Leg < A 1)

e -1 v

L L 2
L7y
/(; /x Css (y)dydx = 9 2(

Ty (V2e” — 2ve” + 2¢” — 2).
v=lew —

(2.66)

(2.67)

O terceiro integral nao pode ser calculado directamente. Usando o teorema do
valor final, temos que

L2 tlm / / c(x,s) — css(x)) dsdax = l;}l)i_r)]%pﬁ (/OL /Ot (c(z,s) — css(:c))dsdx> :

onde L é o operador transformada de Laplace

Tratando o integral como um produto de convolugao, obtém-se

vD
hm/ / c(x, s) — css(x)) dsdx = /
L2 t )> L2 0

_— 1
;1_1({(1)]?( &z, 8) — Cos()) de
ou ainda
vD L . Css()
=1z ), Il}l_r}r(l) (c(:c,p) -, >dw. (2.68)
Substituindo, (2.60) e (2.61) em

(2.68), ainda temos
i [v2 L P([ —
vD (F 1| w s1nh< iz ol x)) vz €o sinh (% %)
(2.68) = 3 hrr[lJ — | e2L ¢y —e2L il (2) dx.
— =
o p=0p Sinh< /4L2 + DL> sinh (5
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Calculando o limite, obtemos uma indeterminacao do tipo %. Para usar a regra de

L’Hoépital, obtemos as derivadas do numerador e denominador da frac¢ao a calcular

o limite:
d y sinh <1/4VLQQ—|-%(L—ZE)>
o e2Lcy =
P sinh (ML)
y L sinh (M&:) — x cosh (M(l} - a:)) sinh <\/4”L22 + gL)

2D/ 25 + B sinh (\/4'/;24-1%[/)

Além disso, a derivada do denominador é 1, pois consideramos que o denominador é

apenas p. Assim, calculando o limite quando p — 0, obtemos

vD lim /OL /Ot (c(z,s) — css(x)) dsdx =

L2 t—00

vD [F Legezt ((L — ) cosh (¥ — ¥%) — Lsinh (4 — £%) coth (%))

_ dzx.
2 J, Dysinh (%) !
Portanto,
vD ] L t
3 tliglo/o /0 (c(z,s) — css(x)) dsdx =
LC()

- m (=4 —2v — 3% + (44 2v — v*) cosh(v) + (2v — v*) sinh(v)) .

Substituindo, agora, em (2.65), vem ([24])

2

L
tiag = D2 (I/COth (%) - 2) . (2.69)

Figura 2.9: Time lag
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2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

Como seria de esperar, o time lag é uma funcao decrescente de D e de v. Além
disso, efectuando os calculos, é possivel ver que quando v — 0, o time lag se aproxima
de 6%, que é o time lag para o caso em que apenas existe difusao passiva, como seria
de esperar.

Seguindo a referéncia [1], e utilizando argumentos heuristicos, o tempo de resposta
tr pode ser estimado a partir de tr = 2.Tt;,y. Na figura 2.10, extraida de [24],
representamos os instantes temporais t44 € teyr. Notamos que no caso dos dados
da figura, t.ry = 1.44h e tjqq = 2.11h. Teriamos entao que o tempo de resposta,
t}%, fornecido pelo tempo efectivo seria t}% = 4t.r5 = 5.76h e o tempo de resposta

fornecido pelo time lag seria t% = 2.7Tt144 = 5.70h. Viria entao

J(th) = 73.1582ug/cm?h (2.70)
Atendendo a que Jgs = 73.1004pg/cm?h, tem-se 98%.Jss = 73.1004pg/cm?h, o que
corresponde a um erro relativo da ordem de 1073. Utilizamos os valores experimen-
tais relativos a t}% pois nao conhecemos J (t%). Atendendo, no entanto, & proximidade

entre t}% e t%% concluimos que t% constitui, no caso da experiéncia referida, uma apro-

ximagao para o tempo de resposta com idéntica ordem de precisao.

I[44] =71.5745; J[dLg] =73.1502; I, = T4.5922; Tppp=0.98x I, = 73.1004
{ngfem’h)

400 70,

60,

A

1, ]

200

WA

0

.
=
[UREETS TS

t t 4 te__k 2.7t i
t (horas)

Figura 2.10: Libertagao de amitriptilina HCI com iontoforese através da pele humana.

2.4.2. Difusao sob acgao de uma fonte térmica

Na pratica, o coeficiente de difusao de um farmaco ndo é constante. Ele pode de-

pender, por exemplo, da posi¢ao (através da dependéncia da temperatura, ou das
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

caracteristicas da membrana ou da pele) ou da propria concentragao de farmaco.
Nesta secgdo, vamos deduzir expressoes para o time lag no caso em que o coeficiente
de difusdao depende da concentracao de farmaco e também da sua posicao, seguindo
0 exposto em [9].

Difusao com coeficiente de difusao variavel

Como ja foi dito, nesta seccdo estudaremos o caso em que existe uma fonte de
calor no penso, que faz com que o coeficiente de difusdo dependa da posicao, através
da sua dependéncia da temperatura:

dc 0

Oc
at_aw<D(x) ), O<ax<L, t>0. (2.71)

Ox
Faremos também referéncia ao caso em que o coeficiente de difusdo depende da

prépria concentracao do farmaco, que corresponde a equacao quase linear

Jdc 0 dc

Para tal, consideramos um problema abstracto, escrito na forma,

Oc
5 = Dal(®(,1)) (2.73)

onde ®(z,t) é uma fun¢ao suficientemente regular que pode, ou nao, ser linear, e D,

um operador diferencial linear, com a condi¢ao inicial
c(x,0) = a(x) (2.74)

e condig¢bes de fronteira que detalharemos nas paginas seguintes.

Notamos que considerando

r Jdc
) = D(u)— 2.
(2,1) /O (1) o du (2.75)
e
62
p, =2 2.
0z? (2.76)

se obtém o problema (2.71). Se considerarmos o mesmo operador D, e

(@)
(1) = /O D(u)du (2.77)

obtém-se o problema (2.72).
Sejam também cgs e Py 08 estados estacionarios de ¢ e @, respectivamente.
Supomos que D, (Pss) = 0 e que Dy4 satisfaz as mesmas condi¢oes de fronteira que

.
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2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

Vamos usar a definicao de time lag interpretada como a constante M apresentada

em (2.17),
Joo(J® = J2)(t)at

tag = — 7 (2.78)

onde J* e J2 sdo o fluxo e o fluxo no estado estacionario referentes ao operador D,
aplicados & funcao .
Consideremos agora u(z,t) = ®(z,t) — Pgs(z). Da equagao diferencial e das

condicoes em P, tem-se que

oc
Fri D, (u(z,t)), (2.79)

com a mesma condicao inicial e as seguintes condi¢oes de fronteira:
u(0,t) = u(L,t) = 0. (2.80)

Notamos que se existir uma funcdo G, suficientemente regular, que verifique

L oc L oc
/0 DI(G(x,y))g(y,t)dy :/0 —6(x —y)a(y,t)dy, (2.81)

entao podemos reescrever u da seguinte forma:

de

L
) = = [ Gla) G, (2.82)

Seja entdao G(x,y) essa funcao, denominada funcao de Green do operador D,.

Informalmente, podemos dizer que G verifica
Dy(G(x,y)) = —6(x —y) (2.83)

onde ¢ é a distribuicao Delta de Dirac, definida por

00 sex =0

0 se x # 0.

o(x) =

e supomos que GG também verifica
G(0,y) =G(L,y) =0.

Nas péaginas seguintes, trataremos de modo mais rigoroso a funcao G.
Agora, como J® — J& = J® — J®ss = J®=%ss = Ju gubstituindo em (2.78),

podemos calcular o time lag para qualquer x (temos estado a calcular para = = L).

o) 00 L o
tiag(z) P = — /O JUdt = /O /0 JG(x,y)a—jdydt, (2.84)
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

pois J s6 actua em z. Trocando a ordem de integracao, e usando a condicao inicial,

vem

L
tlag(x) _ fO JG(x7y>(;;9iy) - a(y))dy (285)

Coeficiente de difusao dependente de =

No caso em que existe uma fonte térmica, o coeficiente de difusdo passa a de-
pender da temperatura. Supondo que a temperatura da membrana s6 depende de
x, passamos a ter um coeficiente da forma D(T'(z)) = D(z).

Com o raciocinio exposto, podemos deduzir a féormula do time lag para coefici-

entes de difusdao dependentes de .

Consideremos
doc 0 Oc
== 2 | D(x)= 2.
ot ox ( () 8x> (2.86)
com a condicao inicial
c(x,0) = a(x) (2.87)
e as condicoes de fronteira
c(0,t) =co, c¢(L,t)=0. (2.88)
Definindo
O(z,1) /xD( 194 (2.89)
T, t) = u) —du .
’ 0 3u
temos a seguinte equacao de derivadas parciais
de %9
ot 0x?
com
L Jc
O(0,t) =0 e P(L,t)= D(u)—du. (2.90)
0 3u
Esta equagao ¢ da mesma forma de (2.73) com D, = %.

Notamos que o fluxo para este caso é g—f. Calculemos a funcao de Green. Co-

megamos com uma abordagem formal e construtiva, e em seguida provamos que a
fungdo construida verifica (2.83) no sentido das distribuicoes.

Como %27?(:10, y) = 0, para x # y, a fungdo G ¢é linear nestes pontos. Além disso,

G(0,y) = G(L,y) = 0. Assim

Ax se <y
G(z,y) = (2.91)
Bx—L) se x>y

onde A e B dependem de y.
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2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

Sejam agora F e D tais que F < y < D. Tem-se que

D 82G D
— dr = — oz —y)d 2.92
[ G eds = [ s —y)aa. (2.92)
de onde podemos concluir que
oG oG b
B—-—A=—D,y)— —(F,y) =— —y)=-1 2.
5o (D) = 5By == [ sy (2.99)

Por outro lado, a fungdo G deve ser continua em x = y. Assim, tem de se verificar
que

Ay=B(y— L) (2.94)

Considerando (2.93) e (2.94), obtém-se, finalmente,

Gey) = "D by )+ B Wy (2.95)
onde
1 se x>0
H(z) = % se =0 (2.96)
0 se z<0

Podemos verificar que a funcao de Green obtida verifica realmente, do ponto de
vista da teoria das distribuigoes, a equacdo (2.83). Seja ¢ € C3° uma funcao teste.

Queremos provar que

+oo aQG +o0
|G wweis == [ - g)ela)ds (2.97)
isto &, que
+o0 82G
| e e = () (2.98)
Comecemos por observar que
+oo 62G 400 32g0

Substituindo G pela expressdo (2.95) vem entdo que

oo 82G too L — Y L—x 62
/ ws@dx = / (a; H(y—z)+ yTH(m - y)) a—ﬁdx (2.100)

s oo L x
L—y [V 8% y [T &%y
_ Yy L—0)2% . 2.101
- /_Ooxax2d:v+L/y (L—)° b (2.101)

Integrando por partes, vem ainda que
CL—y([op, . " Y9y y ([o¢ foe e 9p
@iy = E22 (2] [ Fac) el ([Fe-oe] "+ [ ).
(2.102)
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Como ¢ tem suporte compacto, vem

08 VP08 y Op, Y0, Y
(2.102) = 83:( )*f@( )ftp(y)+ch(y)fy%(y)Jrf%(y)fZg@(y) (2.103)
donde resulta, finalmente,
+o0 82G
/_Oo W@dm = —¢(y) (2.104)

como queriamos demonstrar.
Finalmente, resolvendo a equacao

0P,

0z2 =0

com as condicoes de fronteira (2.90) obtemos

/ D(u —du (2.105)

Substituindo (2.95) e (2.105) em (2.85), obtemos

L

0d, 0 |L—=x
tag (1) 5.7 = 52 [

B et — i+ 5 [ nteats) - atwan]

(2.106)
Derivando e associando alguns termos, obtemos
Jo 9(ess(y) —aly)dy [ (casly) — aly))dy
tiag(z) = [ 0 La% — T (2.107)
oz oz
Agora, derivando @, podemos concluir que
8(I)ss
/ D(u —du (2.108)
pelo que se tem
b () — J0 Yexs®) — Ay LJ, (eusly) — aly))dy (2100)
ag L B L B : :
In D(u)g—udu In D(u)%du
Além disso, em x = L, temos
SS 70 d
trag = Jy' @(easlz) = elz,0)) L (2.110)

T D( )28 du

Podemos agora calcular o time lag para um caso especifico. Consideremos entao
que a libertagdo se faz através de um penso que é aquecido, e cuja temperatura
depende linearmente de z, T'(z) = ax + b. Considerando que a temperatura em

r=0&éTseemx =L ¢&T; temos

T(z) = “—S2+T,. (2.111)



2.4 Mecanismos de aceleracdo na difusdo de um farmaco

Consideremos ainda que o coeficiente de difusdo depende da temperatura (e,

portanto, de x) da seguinte forma:
B ()
D(z) = Dye Fo \T() (2.112)

onde Tj é a temperatura do corpo humano, Dy é o coeficiente de difusdo a tempera-
tura Ty, R é a constante dos gases perfeitos e F; é a energia necessaria para que haja
difusdo. Além disso, consideramos que c verifica as condi¢oes iniciais e de fronteira

apresentadas na descricdo deste problema, com a seguinte particularidade:

Es (Tg
co = e Fi (1) (2.113)

onde E; é a energia total gasta no processo de difusdo e ¢, é a concentracdo na
extremidade x = 0 da membrana, quando a temperatura é Tj.

Podemos calcular a concentracao no estado estacionério, cgs ([22],[24]):

Co /1’ 1
— dy + co. (2.114)
fOL D%x) dz Jo D(y)

Substituindo (2.114) em (2.110), temos (ver [24])

css(x) =

%};dﬁA
-0
tag = ——n (2.115)
12R3Dy(T; — Ts)?
onde
E
—e®i: RT, (E2 — 5RT,E, + 2R*T2)
A= +(Bi(FE) - Bi(#)) Ba (B - 6RT.E, + 6R2T?) (2.116)

E,

=d
+e R0 RT; (2 (T? — 3TT; + 3T2) R? + Eq (T; — 6Ts) R+ E3)
e Bi(z) =— [T ?dt.

166 B854

166 6683 -

166 6662 -

186,681 [~ T B
) ~—_
196,695 - —~— -

166,685 - T 4

166 6858 \

166 6857

| L 1 1 I |
312 313 314 315 316 317 318 319 320
T, (em graus Kelvin)

Figura 2.11: Time lag em funcao de T
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Capitulo 2 Problemas lineares e aplicacGes a libertacdo transdérmica de farmacos

Fixando todos os parametros, podemos observar o comportamento de ¢;,, em
funcao de Ts. Na figura 2.11 é possivel observar que o time lag é decrescente com Ty
e que a relagao entre ;.4 € Ts € aproximadamente linear para T'> 312K ~ 39°C.

Coeficiente de difusdao dependente de c¢(x,t)

Um raciocinio analogo pode ser efectuado para o caso em que o coeficiente de di-
fusao depende da prépria concentracao do farmaco. Este é também um caso comum.

Consideremos, entao, o seguinte problema

oc 0 dc
—=—|(D(c)=— 2.117
ot~ oz ( (c) Om) (2.117)
com a condicao inicial
c(z,0) = a(x) (2.118)
e as condicoes de fronteira
c(0,t) = co, ¢(L,t)=0. (2.119)

Seja
c(z,t)
(1) = / D(u)du
0

Assim, a equacao diferencial (2.117) pode ser escrita como

dc  0°®
_— == 2.12
ot 0x? (2.120)
Além disso,
co
®(0,t) = / D(u)du e ®(L,t)=0. (2.121)
0

~ 2 3 2 2 M
Esta equacdo é também da mesma forma de (2.73) com D, = %. Além disso,
a funcdo de Green e o fluxo sdo 0os mesmos do caso anterior. Assim, resolvendo a

equacao
oL
Ox?

com as condicbes de fronteira, obtemos

B,(z) = UOO D(u)du] (1 . %) , (2.122)

=0

0Pys o
L2585 — _ D(u)d 2.123
e L (2,129
que podemos substituir em (2.107), obtendo

o (@) — o V(Cssty) — alo)dy L [ (cusly) — )iy
ag foco D(u)du foco D(u)du .

Além disso, em x = L, tem-se

_ Jy wless(@) = e(,0))da
Jo' D(u)du

(2.124)

tlag
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Capitulo 3

Problemas nao lineares e
libertacao de farmacos para um
orgao alvo

Neste capitulo pretendemos estudar a libertacao de um farmaco para um 6rgao alvo.
Este tipo de libertacdo pode ser usado na aplicacdo de insulina a um diabético
(havendo um implante pancreatico que liberta insulina a uma taxa pré determinada),
ou na aplicacdo de hormonas e em quimioterapia (sendo esta feita para o érgao
afectado, e ndo através da corrente sanguinea). A libertagdo para um o6rgao alvo é
modelada por equagoes de difusdo-convecgao-reacgdo, em que a reaccao representa,
dependendo dos casos, o crescimento do ntimero de células patolégicas, a reacgdo
destas células com o medicamento, ou ainda a reac¢do do sistema imunitario a estas
células, e é usualmente representada por uma funcao nao linear.

Ao contrario do que ocorre na libertagdo transdérmica, o processo, neste caso, é
invasivo pois o farmaco deve ser libertado in loco. O fenémeno de absorcao do far-
maco deve também ser considerado e, em geral, também é representado por fungoes
nao lineares da concentracao.

Para evitar complicacoes na realizacdo de testes clinicos, deve saber-se qual o
comportamento do farmaco e das células patoldgicas. Para isso, podem simular-se
in vitro as condigoes que o farmaco a aplicar encontrard quando estiver em contacto
com estas células. Este caso serd estudado na seccao 3.1.

Depois de conhecido o comportamento do farmaco in wvitro, pode passar-se a
modelagdo do problema principal: o comportamento do farmaco in wvivo, ou seja,

quando ja foi aplicado no érgao alvo. Fazemos o estudo deste caso na seccao 3.2

3.1. Estudo in vitro

Pretendemos estudar o comportamento de um farmaco quando aplicado directa-

mente num 6rgao. Naturalmente, devem fazer-se estudos in wvitro, criando condigoes
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Capitulo 3 Problemas nao lineares e libertacdo de farmacos para um 6rgao alvo

semelhantes as que o farmaco vai encontrar no 6rgao a que se destina. Assim, consi-
deremos que a concentragao de farmaco é c¢(x,t) e que este é absorvido por um certo

tipo de células. A quantidade de farmaco absorvido sera representada por n(x,t).

Figura 3.1: Modelo in vitro de um dispositivo de libertagao de farmacos para o pan-

creas através da sua aspersao (http://www.comsol.com/community/exchange/122/)

A variacdo da concentracao de farmaco ao longo do tempo serd influenciada
pela difusdo do farmaco, pelo seu transporte pelo fluido intersticial e também pela
quantidade de farmaco que é absorvido. Assim, a equagdo diferencial que rege o

fenomeno sera ([6])

2
Oc Dac Cac_@

— =D—— —ve— 0 L t>0. 3.1
o Cox2 Yor ot <E<L e (3.1)

a qual juntaremos uma equacgao que define a cinética de n.

As condigoes de fronteira de c¢ e iniciais de ¢ e de n serao definidas por

¢(0,t) = co, t>0, (3.2)
e(L,t) =0, t >0, (3.3)
c(x,0) =0, 0<xz<L, (3.4)
n(z,0) =0, 0<z<L. (3.5)

As condicOes iniciais significam que no instante inicial nao existe farmaco no meio
e, portanto, também nao existe farmaco absorvido.
Surgem, na literatura, diferentes funcdes para representar a concentracao de far-

maco n, dependendo da cinética da absorgao do farmaco (|6],[16]):
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3.1 Estudo in vitro

1. n(z,t) = ac(z,t), se n for proporcional a ¢, o que é pouco realista, pois a
capacidade de absorcao da célula ndo depende unicamente da concentracao de

farmaco, existindo limitacoes a essa absorcao;

2. %—’Z = B (ng — n(x,t)), se assumirmos que existe uma concentra¢do méaxima, ng,
de farmaco que pode ser absorvida pelas células, e que a velocidade de absorcao

depende também da quantidade de farmaco que ja foi absorvida;

2 . . . . -
3. 90 — | (Joc > —n |, que é mais realista, pois trata a velocidade de absorcao
ot cgt-c ’ ’
como uma funcdo que depende da concentracao de farmaco, e da quantidade
de farmaco ja absorvida. Notemos que ng representa a concentracdo maxima

de farmaco que o 6rgdo alvo pode absorver, e ¢y é a concentracdo de farmaco

aplicada inicialmente.

Notemos ainda que a equagao definida em 3 pode ser vista como uma modificagao
de 2, sendo a sua capacidade méxima ng uma caracteristica fisiologica que depende
também da concentracao do farmaco, sendo crescente com ele.

Nesta secgao, vamos considerar o modelo constituido pela equacao (3.1) e pela

on noc?

com as condicoes iniciais e de fronteira (3.2)-(3.5).

equacao

— [
T T

o
o
T

concentragdo absorvida, n

06

04

02

concentragéo de farmaco, ©

Figura 3.2: Curva que representa r(c,n) = % =0
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A figura 3.2 representa o estado estacionario da fungao n(z,t), dado por 8” =0.

Observamos que se n > entdo n decresce em t e para n < a fungdo n é

2+27 2+27

crescente em t.

3.1.1. Ondas viajantes

Analisamos de seguida a existéncia de ondas viajantes ([5], [14]) para o sistema

(3.1),(3.2),(3.5),(3.6). Dividindo a equacgdo (3.6) por ng, obtemos

2
o) (&) a) 3

2
Fazendo um raciocinio andlogo para a equagao (3.1), obtemos

12a) _p?(5)  2(a) woli) 39

co Ot co Ox? co Oz 2 ot

Efectuando a adimensionalizagao definida por

c n cov cgvzt
g = — = — = —X T =
CO7 ”7 n07 y D ) D b
o sistema (3.7),(3.8) assume a forma

90 _ %0 _ 00 modn
or  — 0y? dy co OT (3 9)
O _ kD ( o ’ ’
or C(2]U2 1402 U

Estamos agora em condi¢oes de procurar uma solucao em forma de onda viajante.

Para isso, suponhamos que esta solugdo existe e é da forma

(3.10)
n(y,7) = g9ly—vr)=g()
Substituindo (3.10) em (3.9), obtem-se
—vfi(&) = [ -+t (©) (3.11)

/ _ kD (_f%©
—vg(©) = 5 (£ - g(&)) .
Integrando agora a primeira equacao do sistema (3.11), obtemos, finalmente,

f/ — l/f I/TLO
o kD f?
g = T vn? (W o g) :

que é um sistema de equagoes diferenciais ordinarias.

(3.12)
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3.1 Estudo in vitro
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Figura 3.3: Curvas de fase do sistema (3.12), considerando v = 1.1, ng = 0.5, ¢g = 1

e kD/(v?c3) = 1.

Com este sistema, podemos calcular as curvas de fase! (ver figura 3.3), e obter os
estados estacionarios do sistema, podendo estabelecer conclusdes sobre a existéncia
de ondas viajantes como solucao.

Este sistema tem vérios pontos criticos ou estados estacionéarios. Um deles ¢ A =
(0,0), devendo os outros ser determinados numericamente em fun¢ao dos parametros,

resolvendo a equagao

2uny

2—owf?+ <1 ) f—2v=0. (3.13)

€o

Para cada v > 0, (3.13) tem uma solugdo positiva. Representemo-la por (fo, go),

e que
_ e
1+ f2

Analisemos a estabilidade de (0,0). A matriz das derivadas das funcoes que definem

9o (3.14)

o sistema & a seguinte:

_f _ __rno
A= fov < (3.15)
2kD f kD

w2 (1+£2)?2 v
No ponto (f,g) = (0,0), os valores proprios desta matriz sdo

kD
)\1:—V<O [§] )\2:72>0
vueg

!Todos os retratos de fase foram obtidos usando o software Phase® desenvolvido no ambito da

cadeira de Programagao Avangada por Jason Bolito.
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Capitulo 3 Problemas nao lineares e libertacdo de farmacos para um 6rgao alvo

pelo que este estado estacionario € um ponto sela.

A estabilidade dos outros pontos criticos deve ser analisada numericamente, em
funcdo dos pardmetros. Deve notar-se que apenas nos interessam os pontos criticos
situados no primeiro quadrante. O ponto critico representado na figura 3.3, obtido
com os parametros v = 1.1, ng = 0.5, ¢co = 1 e kD/(v?c) = 1, ¢ B = (fo,90) =
(2.57157,0.868645) e é instavel (ambos os valores proprios sdo positivos). Assim,
podemos concluir que existe uma solucao na forma de onda viajante, que liga os
pontos criticos mencionados. A observacao da figura 3.3 sugere a existéncia dessa
trajectoria a ligar o ponto B ao ponto sela A = (0,0). Como B ¢é instavel, corresponde
a & — —oo, que por sua vez corresponde a ¢ — +o0o. Por outro lado, o ponto

A = (0,0) corresponde a £ — +o0, € portanto a t — —oo.

0.25 —

02—

0.009

0.01 o

Figura 3.4: n(x,t) com ¢y = 1g/em? ng = 0.5g/ecm? e D = 0.0001cm?/s.

Consideremos (3.3) e (3.4) para o problema (3.1),(3.2),(3.5),(3.6). Na figura 3.4
podemos observar o comportamento da func¢ao n(x,t) para este problema. Pode
também observar-se a dependéncia de & = = — vt. Esta figura foi obtida usando
uma, discretizagao do problema diferencial, usando o método das diferencas finitas

implicito nas derivadas e o método de Euler explicito na parte nao linear.
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3.1 Estudo in vitro

3.1.2. Time lag

Em certas situacoes, como por exemplo a libertacdo de farmacos em tecidos cerebrais,
alguns autores poem em causa a existéncia da velocidade de convec¢ao v ([16]).
Assim, também é de interesse considerar o caso em que nao existe esta velocidade
de conveccao. Temos entao o sistema dado pelas equacoes (3.6) e

2
d-piz (3.16)
Efectuando o mesmo raciocinio que no caso anterior, podemos concluir que este
sistema s6 tem um ponto critico, (0,0) e que este ¢ instavel. Nao existem, por-
tanto, solugbes na forma de onda viajante. Analisaremos no entanto este modelo e

calcularemos o seu time lag.

Comnsideremos entao a equagao (3.16), que também pode ser escrita na seguinte

forma:
oc d?c
= = Dzs5—r(c,n
gi gz —rien) (3.17)
S = rlc,n)

onde vamos considerar r a reac¢do que representa a absorcao pelos tecidos.
Segundo [19], podemos calcular o time lag com o método de Frisch.

Integrando (3.17) entre x e L, temos

L r9c  on Oc

Integrando de novo em z, entre 0 e L e usando as condi¢bes de fronteira, vem

//(gt at)flydw——w()mco_

Admitindo que ¢ e n sdo C', podemos agora, no integral duplo, trocar a ordem

de integragao e integrar por partes, obtendo

/ / <8t Y, ?Z(%ﬂ) dydx = /OL /Oy <gj(y’t) _ aa;l(y’t)> dxdy

de onde se conclui

L Jc  On
— = = =—-L + Dcy. 1
/0 T ( . t) dx J(t) Co (3.18)

Integrando agora em ordem a t, e usando as condigoes iniciais, obtem-se:
L L
/ xe(x, t)dx — / an(z,t)de = —LM(t) + Dcot, (3.19)

0 0

de onde podemos calcular uma expressdo para a massa de farmaco absorvida
1 L
M(t) = T <Dcot — / x(e(x,t) — n(x,t))dm)
0
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Capitulo 3 Problemas nao lineares e libertacdo de farmacos para um 6rgao alvo

e a sua assimptota:

M®(t) = % <Dcot — /OL r(css(T) — nss(:v))d:n) (3.20)

onde cgs € ngs 880 0s estados estacionérios da concentracdao de farmaco, ¢, e de
farmaco absorvido, n.

Daqui, podemos concluir que o ttme lag é dado por

L
tlag = fo x(%s(xl))c—onss(l’))dx. (3.21)

Usando a equagao (3.16) e as condigbes de fronteira, obtemos

Cos () = %O(L —2). (3.22)

Além disso, usando a equagao (3.6), obtemos

2 2
noCse(T) no(L — z)
o) = = ) 3.23
ss(2) &+ c2(x) L?+(L—x)? (3:23)
Substituindo (3.22) e (3.23) em (3.21), e calculando o integral, obtemos
L?  L?ng(m — 2 — 2log(2))
tiag = —= — . .24
9" 6D 4Deq (3.24)

Figura 3.5: Time lag em funcao de ng e de ¢

Observamos que no caso de ng = 0 a constante temporal obtida coincide obvi-
amente com a constante do problema de difusdo pura. Notamos ainda que quanto
maior for a capacidade de absorgao do 6rgao alvo, mais rédpida serd a chegada ao
equilfbrio.

Da mesma forma, podemos calcular o time lag para os outros dois modelos refe-

ridos no inicio da seccao.
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3.2 Estudo in vivo

1. No caso em que n(z,t) = ac(z,t), temos que ngs(x) = acss(x), pelo que

L*(1—«)
tlag = 6D . (325)
2. No caso em que % = B(no — n(z,t)), nss = ng e, portanto,
L2 no L2
tigg = —= — — ——. 3.26
99" 6D ¢y 2D (3:26)

3.2. Estudo in vivo

Consideremos agora o caso em que o farmaco é aplicado directamente num 6érgao
afectado por uma patologia. Seja u a densidade de células patoldgicas e considere-
mos que estas crescem segundo um modelo logistico, com velocidade r e em que a
densidade celular patolégica é no maximo K. Consideremos ainda que o farmaco
reage com essas células, diminuindo a sua proliferacdo, o que conduz & seguinte
equacao:

(3.27)

ou d%u (1 B u) k1ko Egu
K

—=D-— +ru —
ot Ox? ko + kiu
O tltimo termo reactivo em (3.27) deve-se a interaccao entre as células patologicas
e as células de farmaco: uma quantidade E de farmaco reage com as u células

patologicas, formando um complexo farmaco-célula patolégica com R elementos:
E4+u—y R (3.28)

em que ki representa a velocidade da reaccao.
Seguidamente, este complexo separa-se em FE células de farmaco e P células
residuais:

R — ko E+P (3.29)

em que ko representa a velocidade desta reaccao.

E possivel provar ([2]) que

d
—(E =
dT( +R)=0

pelo que podemos definir £y como sendo a constante tal que £+ R = Ej.

Ondas Viajantes

Procuremos uma solugdo em forma de onda viajante. Consideremos que se veri-
fica

u(z,t) = U(x — vt) = U(E).
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Substituindo na equacio, obtemos

(3.30)

—oU' = DU" +rU (1 - U> Frka Eol

K) ket kU

e definindo V(§) = U’(€), obtemos um sistema de equagoes diferenciais de primeira

ordem:

v =V

o U k1ko EqU
Vo= 5<_UV—?”U(1—?)+ klgﬁkloU)

(3.31)

Vamos considerar dois casos: o caso em que r > k1 Ey e o caso em que 7 < ki Ejy.
Analisemos em primeiro lugar o caso em que r > ki1 Ey. Os pontos estacionérios do

sistema (3.31 sdo dados por U' =0, V' =0, sao (U,V) = (0,0) e

rE(k — )+ fr2(8 — k)2 + AT e — by )
2rky

(U, V) = o). 332

pois r — k1 Ey < 0. Existe ainda outro ponto estaciondrio, mas em que U assume
um valor negativo, o que ndo é relevante para o problema. Analisemos agora a
estabilidade destes dois pontos.

Se considerarmos f(U, V)=V e g(U,V) =} (—UV —rU(1-¥)+ 1212125105) e

derivarmos ambas as fungoes em ordem a U e a V', obtemos

of  9f 0 1
99 09 1 (_p 4 20U 4 kikeBo(kotkiU)—kika BoUY v
ou v D K (k2+k1U)? D

No ponto (0,0), esta matriz tem valores proprios

v g v yr—kiEy
N _D D; D (3.34)

Como r > k1 Ey, ambos os valores proprios sdo reais negativos ou complexos com
parte real negativa. Isto significa que o estado estacionario A = (0,0) ¢é estével.
A estabilidade do outro estado estacionario, devido & quantidade de pardmetros
envolvida, s6 pode ser calculada numericamente.

Na figura 3.6, podemos ver o comportamento das funcoes U e V para os pa-
rametros referidos. Nela, estao representados os estados de equilibrio A = (0,0),
B = (8.11606,0), que é um ponto sela, pois os valores proprios da matriz A tém si-
nais contrarios, e C' = (—0.616062, 0), que nao tem significado para o nosso problema
por corresponder a um valor de U negativo. S3o visiveis nesta figura trajectorias a
ligar o ponto B ao ponto A, o que justifica a conclusdo de que existe uma soluc¢ao na

forma de onda viajante para este problema, a ligar os pontos referidos. Isto significa
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3.2 Estudo in vivo
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(3.36)
(3.37)

tinguem, e

27 EO

10

0.8, ko

2

6gicas nao se ex
O sistema, para além do estado

OéklEo.

)2 — 4rk1k2 (k‘lEO — 1")
K N R D)
(klEo — T‘) <0

27‘]61
’l“k‘lk‘z
4
K
4K k1ko
(Kkl + k2)2
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2
k1> -
os dois estados estacionarios mencionados serdo complexos e existird apenas um es-

):l:\/T‘2(%—k‘1

K

ko
K
ko

r < kiEy

(

T2

(rK(k:l -
(U7 V) =

Notamos que se

10e D =1.
Analisemos agora o caso em que r < kiFjp.

que quando £ — —oo, ou seja, quando ¢t — 400, a fungdo U tende a ficar constante,

Ora, como (Kky — k2)2 > 0, tem-se 2Kk1ky < KQkf + k:%, pelo que 4Kk1ky <

tado estacionario real, (U, V) = (0,0). Portanto, neste caso a patologia ira extinguir-
(Kky + k2)2 e verifica-se que a < 1. Podemos observar a existéncia de um unico

Figura 3.6: Plano de fase para r > k1 Eg com v =3, r = 2, kg
e o seu valor é igual a 8.11606, ou seja, as células patol

K

estacionario (0,0) tera mais dois pontos criticos:
se. Como r é positivo, isto é ainda equivalente a

tendem a manter-se naquele valor.
ponto critico na figura 3.7.
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Concluimos que se r < aki Ey a patologia extingue-se. Falta-nos considerar o caso

em que akiFEy < r < ki1Ey. Neste caso, o binémio discriminante é positivo e inferior

(

2

arios

Assim, se rk; — % < 0, os dois estados estacion

rhy
L

dulo) a rk; —

em mo

mencionados dao valores de U negativos (e, portanto, irrelevantes para o problema)

e a patologia também se extingue.

No caso em que rk; — % > 0, existem dois estados estacionarios com valores

positivos para U. Neste caso, deve analisar-se numericamente a estabilidade destes

pontos criticos em fun¢ao dos parametros. Apresentamos apenas o seguinte exemplo:

......... .
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Figura 3.8: Plano de fase para aki1Fy < r < k1Eg com v = 3, r

ks

2, K=10e D = 1.

2) EO:
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3.2 Estudo in vivo

Os estados estacionérios para este caso sao A = (0,0), que é um ponto sela,
ja que os valores proprios da matriz A tém sinais contrérios, B = (0.94495,0) e
C' = (7.05505,0), que s@o ambos estaveis: a matriz A tem valores proprios complexos
com parte real negativa. Existem, portanto, solu¢bes na forma de onda viajante, a
ligar o ponto B ao ponto A e também o ponto C' ao ponto A. Como B e C sdo
estados estacionarios estaveis e A € instével (& um ponto sela), o ponto A corresponde
a f — —oo e portanto a t — +00. Assim, podemos concluir que para este caso, a

patologia também se extingue.

A anélise a que procedemos permite-nos concluir que quando r > k1 Ey a patolo-
gia nao se extingue, existindo uma solucao na forma de onda viajante crescente ao
longo do tempo. Por outro lado, se r < ak1Fp, a patologia extingue-se, e portanto
o tratamento é eficaz. Se ak1Eg < r < k1Ey, a eficicia do tratamento depende dos

outros parametros do modelo, devendo ser analisada em cada caso.

dependéncia G imento
| d | resc
Cura o H da doenca

: parametros }

ak4Ey ksEg

Figura 3.9: Evolucdo da doenca em funcdo dos pardmetros
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Capitulo 4

Conclusoes

A libertacdo controlada de farmacos tem vindo a ser objecto de intensa investigacao
de caracter interdisciplinar ao longo da dltima década. Neste contexto, a modelagao
matematica representa um auxiliar precioso. Por um lado, permite simular de modo
simples e econémico experiéncias laboratoriais longas e de elevado custo, como por
exemplo a influéncia da iontoforese ou do aquecimento na libertagdo transdérmica.
Por outro permite simular situagées que ndo sao passiveis de estudo laboratorial,

como é o caso da libertacao para um 6rgao alvo.

Neste trabalho, modeldmos dois tipos de libertacdo controlada de farmacos: a

via transdérmica e a libertacdo para um o6rgao alvo.

No caso da libertacao transdérmica, cujo comportamento é descrito por uma
equagao ou um sistema linear, estuddmos varias técnicas para calcular constantes
temporais que nos permitem aproximar o tempo de espera até ser atingido o estado
de equilibrio. Observamos que o céalculo dessas constantes temporais foi efectuado
sem a necessidade de resolucdo das equacoes diferenciais. A obtencdo de féormulas
fechadas para estas constantes, dependendo dos pardmetros do problema, fornece um

instrumento de controlo no perfil da concentracao ou do fluxo de farmaco libertado.

Poderiam também ter sido estudados outros tipos de problemas que ocorrem
no ambito da libertacdo transdérmica, e portanto nao invasiva, como o uso de
microagulhas([12]), ou a influéncia da descamagao da pele na libertagao ([23|), mas
estes problemas levar-nos-iam apenas a pequenas alteracdes nos modelos desenvolvi-

dos no capitulo 2.

Assim, optamos por dedicar a nossa atencdo a libertacao de farmacos para um
orgao alvo. Este tipo de fendémeno, envolvendo a absorcao de farmaco por células
doentes, a resposta do sistema imunolégico ou o efeito do tratamento, é modelado por
equagoes de derivadas parciais quase-lineares. Neste caso, calculamos uma constante
temporal quando tal era possivel, e fizemos um estudo da existéncia de solucées sob

a forma de ondas viajantes. Estabelecemos conclustes sobre os estados estacionérios
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das células patolégicas, que neste caso podem nao ser tinicos, dependendo da cinética
ser dominada pela proliferacao das células patologicas ou pela sua eliminacdo com
tratamento.

Mais recentemente, houve a necessidade de desenvolver sistemas inteligentes de
libertagao de farmacos, que se designa por Smart Drug Delivery. Estes seriam meca-
nismos aplicados num 6rgao e que detectariam quando esse 6rgao necessita que seja
aplicado o farmaco. No caso, por exemplo, da diabetes, estes seriam mecanismos
que detectatriam uma baixa nos niveis de agicar do doente, e libertariam insulina,
evitando o constante controlo desses niveis, e aplicacdo da insulina por parte do

doente.
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