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Resumo

O objetivo da presente tese é realizar uma anélise estatistica sobre os
processos auto-regressivos de ordem 1.

Apo6s uma breve introducao teoérica, comegamos por estudar o pro-
cesso Xy quando t € Ny e com condigdo inicial Xg = 0. Depois de
provarmos que tal processo é de segunda ordem, analisamos a sua esta-
cionaridade. Em seguida, determinamos o estimador da maxima verosi-
milhanca para os parametros do modelo supondo que o rufdo associado
é normal, centrado e de variancia 2, concluindo-se também que o esti-
mador obtido para ¢ coincide com o estimador dos minimos quadrados.

Posteriormente, estudamos o processo quando t € Z. Comecamos por
analisar a estacionaridade fraca, forte e a ergodicidade do processo. Fi-
nalmente determinamos o estimador da maxima verosimilhanca para os
respetivos parametros.

Em seguida, estudamos as propriedades assintdticas e a consisténcia
dos estimadores de ¢, obtidos para os dois processos.

Finalmente, determinamos a lei assintética do estimador de ¢ no caso
em que o0 processo é explosivo, isto é quando | ¢ |> 1 e Xg = 0 e
ilustramos os resultados obtidos usando dados simulados e o teste de
ajustamento do 2.

Palavras Chave: Processo auto-regressivo, Estimador da méaxima verosimilhanca,

Comportamento assintético do estimador

Abstract

The aim of this thesis is to perform a statistical analysis on the first-
order autoregressive processes.

After a brief introduction, we begin by studying the process X; when
t € Ny and with initial condition Xy = 0. Once you prove that this
process is of second-order, we analyse its stationarity. Next, we deter-
mine the maximum likelihood estimator for the parameters of the model
assuming that the associated noise is distributed normally with mean 0
and variance o2, concluding that the estimator obtained for ¢ coincides
with the estimator of the least squares.

After, we study the case when t € Z. We begin by analysing the
weak and strong stationary and ergodicity of the process. Finally we de-
termine the maximum likelihood estimator for the respective parameters.



Then we study the asymptotic properties of estimators and consis-
tency of ¢, obtained for the two processes.

Finally, we determine the asymptotic law of the estimator of ¢ in the
case where the process is explosive, i.e., when | ¢ |> 1 and Xy = 0 and
illustrate the results obtained using simulated data and adjustment test
of x2.

Keywords: First-order autoregressive processes, Maximum likelihood estimator,

Asymptotic behaviour of the estimator
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo da presente tese é realizar uma anéalise estatistica sobre os processos-
auto-regressivos de ordem 1, AR(1). Em particular, serdo obtidos os estimadores de
maxima verosimilhanca dos pardmetros do modelo e estudada, num caso a precisar,

a correspondente lei assintética.

Na primeira seccao do segundo capitulo, apés uma breve introducao teorica, co-
mecamos por estudar o processo X = (X;) seguindo um modelo AR(1) quando
t € Ny e com condigdo inicial Xy = 0. Depois de provarmos que o processo X é
de segunda ordem, analisamos a sua estacionaridade. Em seguida, deduzimos a lei
do vetor (Xy,---,Xp), T € N, de forma a encontrar a funcdo de verosimilhanca
do processo. Encontrada a funcdo de verosimilhanca associada a uma realizacdo da
amostra arbitrariamente fixa, (z1,---,2r), determinamos o estimador da méxima
verosimilhanca para o par de pardmetros do modelo em estudo, (@,02), supondo
que o ruido € é tal que Vt € N,e; ~ N (0,0), 0 > 0. Finalmente concluimos que o

estimador obtido para ¢ coincide com o estimador dos minimos quadrados.

Na segunda secgao do segundo capitulo, estudamos o processo X = (X;) seguindo
um modelo AR(1) quando t € Z. Comegamos por estudar a sua estacionaridade no
sentido fraco considerando trés casos distintos, nomeadamente | ¢ |< 1, | ¢ [> 1
e o = +1. Em seguida, analisamos a estacionaridade forte e a ergodicidade do
processo. Finalmente, deduzimos a lei do vetor (X1, -+, Xp), T € N, de forma a
encontrar a func¢ao de verosimilhanga do processo quando | ¢ |< 1, também sob a
hip6tese de normalidade de €¢, o que permitira determinar o estimador da maxima

verosimilhanga para os parametros do modelo.

No terceiro capitulo, comegamos por provar que, quando | ¢ |< 1, os estimadores

da méxima verosimilhanca dos parametros ¢ e o associados aos processos em estudo



Capitulo 1 Introducdo

na primeira secgao e na segunda seccao do segundo capitulo sao assintéticamente
equivalentes ( quando T' — +00) em probabilidade. Finalmente, provamos que tais

estimadores sdo consistentes em probabilidade.

No quarto capitulo, determinamos a lei assintdtica do estimador de ¢ no caso
em que o processo AR(1) é explosivo, isto ¢, quando | ¢ |> 1 e Xy = 0. Limitamos
o estudo a este caso por se revelar diferente dos casos habitualmente encontrados
em que a lei limite é frequentemente gaussiana. Provamos, desse modo, que a dis-
tribuicao limite do estimador devidamente normalizado é a distribui¢ao de Cauchy
standard. Finalmente, ilustramos os resultados obtidos usando dados simulados e o

teste de ajustamento do x2.



Capitulo 2

Estimacao de processos
auto-regressivos de ordem 1

Seja T um conjunto de indices.

Um processo estocastico real X = (X;,t € 7) admite uma representagio auto-
regressiva de ordem 1, denotada AR(1), se existem ¢ € R\ {0} e uma familia
de varidveis aleatorias reais, ¢ = (g4,t € T), centradas, ndo correlacionadas e de

variancia o2(0? > 0), tais que

Xy = X1 + ey (1)

Se introduzirmos o operador de atraso L associado a X, tal que LX; = X;_1, e
designarmos o polinémio auto-regressivo por ®(L) = 1—pL, a rela¢do de recorréncia

presente na definicdo anterior escreve-se na forma

(I)(L)Xt = &¢.

2.1. Modelo com espaco de tempos 7 = N; e condigao inicial
Xo=0

Nesta se¢do iremos estudar o processo AR(1) definido anteriormente quando 7 =

Np e com a condicao inicial Xy = 0.

Assim consideremos

Xe=pXe1+¢e, teN
Xo=0 .

(A)

Comecgaremos por provar que o processo X é de segunda ordem e em seguida

estudaremos a sua estacionaridade.

Apo6s uma breve introducdo teorica sobre o Método da méaxima verosimilhanca,

iremos deduzir a lei do vetor (Xi,---,X7),T € N, de forma a encontrar a funcao
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

de verosimilhanca do processo. Encontrada a funcdo de verosimilhanca associada a
uma realiza¢ao da amostra arbitrariamente fixa, (z1,--- ,z7), determinaremos o es-
timador da maxima verosimilhanca para o par (¢, 0?) do modelo em estudo supondo
que Vt € N,g; ~ N(0,0),0 > 0. Posteriormente veremos que o estimador obtido

para ¢ coincide com o estimador dos minimos quadrados.

2.1.1. Analise da estacionaridade
Dados € = (g¢,t € N), ¢ e fixando Xy = 0, é possivel obter todos os valores do

processo X. De facto, tem-se

X1=¢1
Xo = X1 +6e9 = pe1 + &9

X3 = Xy +e3 = p2e + peg + €3

Xi=¢"lar+ o e+t gy
t—1
= ngjst_j, vVt e N.
§=0

Provemos que o processo (X, t € Ny) apresentado é de segunda ordem. Temos

t—1 t—1
EXP)=E(> ¢ > ¢
=0 k=0
t—1 ‘
= ZSO%E (6?7]) )
=0

pois E(ei—jer—k) # 0 se e s6 se j = k.

Assim,




2.1 Modelo com espaco de tempos 7 = Ny e condicao inicial Xg =0

Como E(X?) < +00,Vt € Ny, concluimos que o processo X = (X;,t € Ng) é de

segunda ordem, qualquer que seja € R\ {0}.

Como E(X?) depende de t, podemos concluir de imediato que o processo nio é

estacionario no sentido fraco ou forte.

Sendo X de segunda ordem, determinemos em seguida, os seus momentos de 1%

e 2% ordem.
t—1
Z@]& j
j=0
t—1
=D ¢'E(er
=0
=0, Vte Ny,
e

Cov(Xy, Xs) = BE(X4 X) — E(Xy) E(Xs)
S~
=0 =0
t—1 - S—
=FE Z Sojgtfj Z (Pkgs—k
j=0 k=0
t—1 s—1
= Z ‘7+kE et,jss_k) .
7=0 k=0
Consideremos t > s.
o, t—j=s5—k o, j=t—s+k
E(gt_]gs k) =
0, senao 0, senao
Entao
s—1
COU(Xt,X):ZQOt S-‘rk-‘rkE( )
k=0

Se t < s obtemos, de modo anéalogo,
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t—1
Cov(Xy, Xo) = > @/ HE (] )
=0

t—1
_ 5=t _2 27
=¢ 0 E L2
7=0

Assim Vi, s € Ng,

(102 min(¢,s)

_ 1-
Cov(Xy, X,) = ¢l ¥lo? 1—¢?

,se | pl#1

Cov(Xy, Xs) = '~ min(t, s)0%, se | ¢ |= 1.

Em particular, reencontramos

1_¢2t
2

1
e | o |#
V(Xe) =

to?, |el=1

Note-se que Cov(Xy, X5) nao depende apenas da diferenca dos indices, t — s, o

que vem ao encontro da nao estacionaridade em sentido fraco de X qualquer que

seja ¢ € R\ {0}.

Notemos que, quando ¢ tende para +oco e | ¢ |< 1, V(X;) e Cov(X¢, Xy1p) con-

. o2 0.290\h
vergem, respetivamente, para 5 € 3-
1—¢ 1—¢
De facto,
1— 2t 2
lim V(X)) = lim — " ¢?=—_
t—+o00 t—+oo 1 — @2 1-— @2
e
2lhl
. gy
t—13+moo Cov( Xy, Xeyn) = et

Em contrapartida, quando | ¢ |> 1, a variancia cresce exponencialmente. Este

facto leva a designar tais processos por explosivos.



2.1 Modelo com espaco de tempos 7 = Ny e condicao inicial Xg =0

2.1.2. Estimacgao dos parametros do modelo

Estimadores da maxima verosimilhanga

Iniciamos este pardgrafo com uma breve revisao sobre o Método da méaxima

verosimilhanca.

Consideremos uma amostra (X1, -+, X7) de dimensao T, T' € N, associada a um

processo estocastico X estacionario e absolutamente continuo.

Supomos que a lei do vector (X1,---, X7) depende de um parametro 6,
6 € © C R*, e admite densidade f(Xl’...,XT)(-,H)l. Seja (z1,--- ,zy) uma realizagdo

arbitrariamente fixa da amostra.

A fungao de verosimilhanga associada a realizac¢do (x1,-- - , ) ¢ a fungao definida

sobre © por

L((x1,---,27);0) = f(Xl,---,XT) ((z1,-- ,27);0).

Um estimador 65 = 07.(X1,--- , X7) de 0 diz-se estimador da mdzima verosimi-
lhanga (e.m.v.) de 6 se
L(z,0%(z)) = sup L(z,0), Vo= (21, -+ ,27) € RT.
0O
Mediante certas condigoes de regularidade da fungao de verosimilhanca, podemos
utilizar uma metodologia que simplifica bastante a obtencao de um seu maximizante.

Tal metodologia é geral e pode resumir-se do seguinte modo:

Seja © um aberto de R* e suponha-se que para todo o z € RT, L(z,.) ¢ uma
funcao definida em © duas vezes derivavel. Nestas condigdes, um estimador da

méxima verosimilhanca para 6 = (61, - ,0y) € solugdo do sistema

Vie{1,2, ,k},ZgL(x,G) =0. (1.1)

Suponha-se ainda que
Vo € ©,Vx € RT, L(z,0) = Li(z,0)14(x)

onde A é um subconjunto de R” independente de © e L; uma funcio estritamente po-
sitiva. Como a funcgao logaritmo é estritamente crescente, um estimador de méxima

verosimilhanca é entao solugdo do novo sistema

Vie{l,2,--- ,k},f;zlong(:z:,H):O (1.2)

!Limitamo-nos a este caso por ser o que interessa no contexto em estudo.

7



Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

com x arbitrariamente fixo em A.

Observe-se finalmente que uma solugdo de (1.1) (resp. (1.2)) ndo é necessa-
riamente um maximizante de L(zx,.)(resp. Li(z,.)). Ha assim necessidade de, em
qualquer dos casos, analisar as condicbes usuais de 22 ordem associadas ao estudo

de extremos de funcoes.

Passemos entdao & determinagdo do e.m.v. do parametro (¢,02) do modelo em
estudo supondo que V¢ € N, &; segue a lei Normal centrada de variancia o2, N(0,0),

o> 0.

Torna-se entao necessario deduzir a lei do vector (Xi,---, X7), T € N, de modo

a encontrar a funcdo de verosimilhanca do processo.
t—1
Vamos comegar por mostrar que X; = > ©Fe,_1 segue uma lei Normal, Vt €

k=0
{1,---, T}

Seja ®x, a funcao caracteristica de X;. Temos

t—1
R @ == @ _ = (I)
VuER Ox()=Oy () = [T B, ,)(®)
k=0
pois €1, -+ , & sao independentes.
Entao,
Ll t—1 . o2p2k2
2x,(0) = T @0, () = T v (iha0) exp (-5
k=0 k=0

2 2
u
pois se U ~ N(m, o), entdao @y (u) = exp (imu) exp <— >, ueR.
Obtemos entdo

w2
exp (—20275) , se |pl=1

2 t—1
u
o = () -

k=0 U2 1— 2t
2 ¥
exp<—2a 1_802>7 se |p|#1

Como a funcao caracteristica determina a lei, concluimos que, Vt € N,

X,yvN(O,a\/{f), se |pl=1

2t

Xe~N|0,0 5|, se|el|#L




2.1 Modelo com espaco de tempos 7 = Ny e condicao inicial Xg =0

Para determinar a lei do vector (Xy,---, X7) vamos atender a que

(X1,---,Xp)=H(ey, -+ ,er) com H : RT' — RT tal que

X =¢ e1=X4
Xo =X +e2=ype1+¢e2 - g9 = Xo — X1
| X7 =¢Xr_1+er er = X — X711
pelo que
H N, ,a7) = (w1, 2 — @21, -+, 27 — 9T1_1) .

O Jacobiano da transformagao inversa é

1 —¢ 0 0
0 1 —o 0
— aHil(xlr'":xT)] — —
J = det | 1 rm= =1
—¥
0 O 1

Pelo Teorema da Mudanga de Varidvel para vectores aleatérios reais com densi-

dade vem

foxi xmy @ @) = fiey o epy (H a1, y2p)) | J ]

= f(&l,m,aT) (x17x2 — L1, TT — QDIBT—l) .

Como €1, -+ ,er sao varidveis aleatérias reais independentes e identicamente
distribuidas (v.a.r.i.i.d) e admitem densidades fi, fo, -, fr, respetivamente, entao

(e1,--+ ,e7) é um vector aleatério sobre R absolutamente continuo de densidade

T
ferery@n, -+ xr) = [ ] filw)
=1

I
.Eq

1 1
exp <—x2> , pois &~ N(0,0)
o
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Entao

foxi xpy (@1, T7)

_20’

1

5 (:c% + (2o —@z1)? + -+ (z7 — gole)Q)}

éex {_1 (332+i(x'— €T )2>}
ol (v2m)T P Top2 (M prs 1T Pl ’

Assim, a func¢ao de verosimilhanca do processo associada a realizacdo da amostra

r=(x1, - ,x7) €

1

L((x1,--- ,x7),0) = Wexp

{

onde 0 = (¢, 0?).

1

2 (o + Stai = g’ |

Como a funcao de verosimilhanca, L, que estamos a considerar coincide com L1,

é estritamente positiva e possui derivadas de 22 ordem entao um possivel e.m.v. do

par (p,0?) é solucio de

Olog L (:1:, (¢, 02))

=0
O
(1.3)
Odlog L (m, (¢, 02)) _0
Oo? a
com
1 T
log L = —7 log (2m) — < log (%) — 252 a4+ Y (wi — pio1)
o =2
Ora

dlog L (z, (p,0%)) 2 T T ,
, Z
dlog L (93, (¢’02)) T N Ty + Z; (w5 — pxi1)
o2 202 204
Assim, o sistema (1.3) é equivalente a
T T T
> (wizio1 — i) =0 @ xi g — > i1 =0
i=2 i=2 i=2
-
T T
of + 3 (2 — ¢i1) a4+ Y (xi — prio1)
{202 204 T




2.1 Modelo com espaco de tempos 7 = Ny e condicao inicial Xg =0

T
> TiTi1
)
= Ti—1
1=2
, Z
xi+ > (zi — pziz1)
0_2 _ =2
T
Analisemos as condicoes de 22 ordem.
> @
9?log L (z, (p,0%)) =2 1
3¢2 - o2
2, — 2
PlogL (z,(p,0?) T * o eri)
d(0?)? - 204 a6
0%log L (m, (o, 02)) 0%log L (x, (o, 02)) 1 X 9
Dpdo? - 0020 = ot i T o)

Substituindo os valores de ¢ e de o2 pelos provenientes das condicdes de 1% ordem,

respetivamente ¢ e 2, obtemos

0p? o2
d*log L (z, (¢,62)) T T5* T
d(02)? 264 65 0 264
T
0? logL(ac, ((;3,&2) B 92 logL(x (4,0,02)) _ i ;2‘””"*1 i 9
8@80'2 - 80'28@ - 6'4 i=2 Titi1 T 9 i=2 1:7;,1
> T
i=2
Entdo a matriz relativa as condi¢des de 2¢ ordem é
&?log L (z,(p,0%)) 9*log L (z, (,0?)) i 22,
52 Dpdo? _ = " 0
0%log L (w, (¢, 02)) 0%log L (a:, (¢, 02)) 52 T
2 2\2 _
99 W gy L0 o

que é definida negativa, pois os seus valores préprios sdo negativos.

11



Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Assim, concluimos que

T
XiXi
~ =2
X
i=2
e R 2
Xi+ > (Xi—orXi1)
~9 1=2
ar

é um estimador da méaxima verosimilhanca para (@, 0?).

Como Xy = 0, os estimadores obtidos podem também escrever-se na forma

T
XX
) i=1
X
i=1
I 2
> (Xi —orXio1)
0_2 _ =1
T T

Note-se que o estimador obtido para ¢ coincide com o estimador obtido pelo
Meétodo dos minimos quadrados. De facto, de acordo com este método, queremos

determinar ¢, ¢ € R, que minimize a fungao:

T
Qlp) = Z( —px; 1)’ =i + Z —pwi )’

Temos
T
2Q(p)
—_9 L . i
r ; (@i — pxi-1) Ti1
Assim, D)
C; —0<:>Z —pxi—1)xi—1 =0
<= Z:ci:vi_l — @Zx?_l =0
i=2 i=2
T
> T
= o= 117217
> 513@2—1
i=2

12



2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

Basta entao provar que ¢ é um minimizante de Q(y). Ora,
Q(P) =
=2 g z; >0
0¢? i=2 o

portanto ¢ é um minimizante de Q(p) e, como tal, concluimos que o estimador dos

minimos quadrados (e.m.q.) de ¢ é

~

T
> XX
YT = =

I 2
2 X
=2

2.2. Modelo com o espaco de tempos 7 =7

Nesta se¢ao iremos estudar o processo X seguindo um modelo AR(1) apresentado

em (1) quando 7 = Z.

Assim consideremos

Xe=0Xi_1+¢€, tel. (B)

Comecaremos por estudar a sua estacionaridade considerando trés casos distintos,

nomeadamente | ¢ [< 1, ¢ |[>1e ¢ ==+l

Posteriormente, iremos deduzir a lei do vetor (Xi,---,X7),T € N, de forma a
encontrar a funcdo de verosimilhanga do processo quando | ¢ |< 1, supondo que
VteZ, e~ N(0,0),0>0.

Encontrada a funcao de verosimilhanca associada a uma realizagdo da amostra ar-
bitrariamente fixa, (z1,--- ,2z7), determinaremos o estimador da méaxima verosimi-

lhanca para o par (¢, c?) do modelo.

2.2.1. Estacionaridade fraca

Dados e = (g,t € Z) e ¢, é possivel escrever o processo estocastico X na seguinte

forma

13



Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Xy =pXp 1 +e

=p(pXio+ei1)+e

=i te 1+ F e F O X

n
=Y e+ " X1,V (2.2.1)
1=0

Consideremos | ¢ |< 1.

Comecemos por supor que existe uma solugao estacionaria e verifica (2.2.1).

n . +oo |
Vejamos que Y p'e;; tende (em Lgy) para ©'er—i, quando n — 4oo.
i=0 i=0

+oo )
Z P'etg
i=n+1
+o0 '
> 1é | el

i=n+1

+00 ' 1/
= > ¢ [E(F)]

1=n+1

+o0 ‘
=0 Y |¢|

1=n+1

n —+o00
i i
E Y Et—; — g Y Et—i
=0 i=0

IN

que tende para zero, quando n — +00, por ser o resto de ordem n + 1 de uma série

+oo )
convergente (pois > | ¢ ' € uma série geomeétrica de razao |p| < 1).
i=0

A parcela "1 X; ,, 1 tende (em L?) para zero, quando n — 4o0. De facto,

1/2
" Xina|| = [E (SDnHthnfl)Q}

— o " [BE(X2, )] — 0

n—-+00

uma vez que sendo X estaciondrio, se tem V¢ € Z, E(X?) = constante < +oo e

lp] < 1.

Assim, um processo estacionario solugao do modelo (B) é necessariamente da

forma
400
Xt = E '€
i=0

Inversamente mostremos agora que se X admite esta representacao média moéovel

infinita (M A(0)), entdo X é estaciondrio.
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

E claro que X é de 2% ordem.

Determinemos F(X;),t € Z.

n . +oo |
Como ) ¢'e;; tende (em Lgo) para Y ¢'e,_; entdo,
i=0 i=0
n —+00 2
: i i | ] =
nEIJPOOE z% P Et—i z% P Et—i =0.
1= 1=

Mas, da desigualdade de Cauchy-Schwartz,

n 4 o0 ]
E (Z per— — Z <P16t—z‘>
i=0 i=0

o\ 71/2

< |E

n “+00

i i
E Y Et—i — g P ELt—i
1=0 i=0

entao
n +oo
li ey i — ‘e i || = 0.
n;glmE<Zwstl > gle z) 0
i=0 i=0
Asggim,

n —+00 n +00
. i i | . i | — i
HEIEOOE <Z; Vet z; ® 8tz> 0< nEI}FQOOE (2; % €t1> E (2; % 5,51) .
= = = i=

Mas,
n
nEIJPoo ¥ B (Et_l) =0

i=0
e entao

+oo A

E (Z gp’s“> =0
i=0

isto é, E(X;) = 0,Vt.

Provemos agora que Cov(X¢, Xt4p) depende apenas de h.

Como o processo X é centrado, Cov(Xy, Xiyp) = E(Xe Xiqn).
n .

Seja Sn,t = Z (,OZEt_i.

=0
Ora

|E (Sn,tSmt+n — XeXign)| = |E [Snt (Smg+n — Xign) + Xegn (Sne — X))

< |E [Snit (Smy+n = Xean)|| + B [Xegn (Snp — Xe)]|

'Desigualdade de Cauchy-Schwartz: Tem-se |< z,y >|<|| z |||| ¥ ||, Vx,y € H onde H é um

espago vetorial normado com produto interno representado por < x,y >.
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Entao, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,
571/2 571/2
|E (SntSm,t+n — XiXeyn)| < [E (Sn.t) ] [E (Smt+h = Xitn) }

1/2

+ [E (XtJrh)Q} {E (St — Xt)ﬂ

Como ja foi provado,

L? L?
St njm Xi e Smt+n mjoo Xitn,
ou seja
B (S — x2]" E(S 2]
(B (S = X" o 0 B (Sman = X 2 0

e B (Sn7t)2 < +0o pois X; € de ordem, entio

ngl}-loo ’E (Sn,tSm,t+h - XtXt+h)| =0.
m—+0o0

Assim,

lim F (S’mtSm,Hh — XtXt+h) =0« lim F (Sn,tSm,t+h) =F (XtXt+h)

n—-+o0o n—-+o0o
m—+00 m—-+00
ou seja,

n m
lim E ZZ@iEt—i@jﬁﬁh—j = E (X Xqn) -

n—-4o00 . -
m—+00 1=0 j=0
Ora,
n m n m
lim F E E e iddepn_ | = lim g g HIE (e1—iripni) -
P ‘ : P Et—iP Et+h—j oo 4 : ® ( t—ift+h ])
m—+o00 i=0 j=0 m—s+oo =0 j=0

Consideremos h > 0.

2 . . 2 . .
o, —t=h-—j o j=1+h
E (et—i€tph—j) = = :
0, senao 0, senao
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

Entao
n m n—nh

lim ZZ HIE (e1_igpan_i) = lim Z itithp 2

st 2 2 ® ( t—iCt+h J) oo 4 ¥ ( t—z)

m—s—+oo =0 j=0 =

— 020" 1im ZQOQ%Fh

n—+oo
1— 2(n—nh), 2
— o2 lim — 2 ¥
n—-+oo 1 _ 902
B o2oh
=1
Concluimos que
2 h
Ty
FE (XX = )
(XeXian) = 17— =
Se h < 0, obtemos de modo analogo
0-27 *Z:h*] 0'27 1 =1 —h
E(st—i€t4n—j) = =
0, se nao 0, se ndo
e entao
i i+ ) ) 2 h 9 2—h
ngffoo Z Z O E (e1—i€t4h—j) = 0@ mLHEOO Z ©
m—s—oo =0 7=0 7=0
1 — p2(mth) 2
=o%p™" lim 14 L4
m——+oo 1— (pQ
o2t
= 1 — 802 .
Concluimos que
2 _—h
agmy
E (XX = )
(XeXin) = 1= 2
Assim, Vi, h € Z
o2l
"}/(h) = COU(Xt, Xt+h) = E(XtXt+h) — T @2.

Vejamos que a solucdo estacionéria obtida corresponde a uma representagao ca-
noéuica, isto é, tal que o ruido branco interveniente, €, é ortogonal ao passado do

X 1
processo X, Hi> |".

1HX é o menor subespaco fechado de L? gerado por X,, 7 < t, e pelas constantes Assim, Ht é

constituido pelos limites, no sentido em L2, das combinacdes lineares afins Z A X, +b, 1 <t, com
i=1

A1, Az, -+, Ak e b reais. Dizemos que ﬂf( é o subespago linear gerado pelo passado do processo

no instante t.
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Ora,
+oo

Xt = Z ©lep i € HS
i—0

de onde deduzimos que H;* C HE,Vt € Z.

Mas ¢; é ortogonal a H5 ;. Entdo &; ¢ ortogonal a HX ;.

Observemos que sempre que temos uma representacao canoédnica de X, ¢ é a

inovacdo no instante ¢. De facto, a esperanca linear?, Er, de X; dado o seu passado

2

€

Ey (Xt/ﬂf(_l) = By (pXi1 + &/ HY )

=pXi1

pois ; é ortogonal a H3 ;.
Assim gy = Xy — Xy 1 = Xy — Ep (Xt/ﬁtx_l) é a inovagao de X no instante ¢.

Concluimos que se | ¢ |< 1 0 modelo admite uma solugdo estacionéria dada por

+o00
X = Z P'Et.
i=0

Além disso a representacao Xy = ¢ X1 + € é candnica.

Estudemos agora o caso em que | ¢ |> 1.

Suponhamos que ha uma solucao estacionaria.

1 1
Podemos escrever X; | = —X; — —¢&, isto &, para todo o t € Z temos
2 2
1 1
Xy = *Xt+1 — —&t41

¥

1/1 1 1

=— (Xt+2 - €t+2> — —€t41
2N 2 2
1 1 1

= 5 Xi42 — —5E4+2 — —E41
12 ¥ ¥

n
1 1
= - E —Et4i T 7Xt+n
im ¥ P

2A esperanca linear é uma esperanca condicional particular, pelo que goza do mesmo tipo de

propriedades. Para um estudo mais detalhado ver Gouriéroux, Monfort (1989), Vol. 2, (Annexe).
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

n +o 1
Vejamos que — ) —e&¢4; converge em L? para — > —Etti-
i=1¥ i=1 P

+oo 1

Z E‘Et-l—i
1=n-+1

—+00

1
<> o | llewil

i=n-+1

H "1 =1
- Z —Et4i T Z —Ct+i
i ¢ i

“+oo

5

i=n+1

400 1
:gz

S et

1
que converge para zero, quando n — +00, pois | — |< 1.
¥

1
A parcela — Xi i, tende (em L?) para zero, quando n — +oo. De facto,
¥

1 1 ,11/2
I el = [E(wm) ] 0

n—-+0oo

1
uma vez que, sendo X estacionario, E(X?) = constante < +oo e | — |< 1.

Obtemos entao uma tnica solucao estacionaria dada por

—+00

1
X =— Z E&ﬂw

i=1
Analisemos se esta representacao é canonica, isto é, se o ruido branco interveni-

ente &; ¢ ortogonal ao passado H;x ;. Ora

COU(&t, Xt—l) = E(étXt_l)

1 1
= Et| ==& — —5&t+1 —
¥ '

=——0".
®

Como Cov(es, Xy_1) # 0,&; ndo & ortogonal a HiX | pelo que a representacio

X = pX;_1 + ¢ nao é canénica.

Vejamos que o processo X admite no entanto uma representagao canonica AR(1)

com um processo de inovagao diferente de €.
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Comecemos por determinar a densidade espetral de €, f..!

Como ¢ & um ruido branco de variancia o2, temos

o?, h=0
v(h) = :
0, h#0
Entao
+00
Y 1) [=7(0) = 0% < +o0
h=—00
pelo que f.(w) existe e é dada por
1 +o00 02
_ = iwh _ 7 _
felw) = o h_z_:oov(h)e 5w € [=m [

De X; — pX;_1 = ¢; deduzimos que a densidade espetral de X verifica 2

fx(W) |1 —pe PP= fo(w), we [—m, 7] (2.2.2)

e consequentemente o? 1

) = T e 2

Consideremos o processo 1 definido por

1
ne = Xy — ;thl, t e’

!Teorema. Se a funcio de autocovariancia de um processo estacionario é absolutamente soméavel,

isto é, se
“+o00o

S [y(h) < +o0

h=—o00
o processo admite densidade espetral sendo uma versao dada por
1 =

Jw) =5 32 e,

=—00

+oo

2Seja A(L)X; = Y;, tal que A(L) = > a;L*. Se (ai,i € Z) & uma sucessio real absolutamente
+oo -
somavel (i.e. > | a; |< +00) e existe fy, entdo a densidade espetral de X existe e é dada por
i=—00

fx (W) | A(e™) |>= fv(w),w € [-m,7[. (Gongalves, E., N., Mendes-Lopes, 2008, p.63)
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

A sua densidade espetral é

T w2
B 072\ 1 goe ]
21 | 1 — e |2
0,2 1 ‘ 1 76&0 ‘2
_27T‘<P|2 |l_eiw |2
a2 1
= %W,W € [—77',7['[
o2
Entao n é um ruido branco de varidncia W, tendo em conta a caraterizacdo
¥

de ruido branco através da densidade espetral.

O processo X admite, assim, as duas seguintes representagdes auto-regressivas
de ordem 1

Xt — §0th1 = &t, V({ft) = 0‘2
0_2

1
Xe——Xo1=n, V(im)= .
P ) = TP

1
Esta segunda representagao é canénica pois | — |< 1.
2

Concluimos, entao, que se |¢| > 1 o modelo admite uma soluc¢do estaciondria

dada por
+00 1
Xt =— Z — Et+i-
i=0 7
S : « 1, -
Além disso se considerarmos ¢* = —, |p*| < 1, obtemos uma representacao
¥

candnica dada por

X — " X1 =y,

onde n = (m,t € Z) se interpreta como inovagao do processo X.

Analisemos finalmente os casos em que ¢ =1 ou ¢ = —1.

Suponhamos que ha uma solucao X estacionaria. Podemos sempre escrever

X¢ — QOnXt—n =&t ye—1+---+ (,Onilcft,(n,l). (2.2.3)
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Vejamos quando vale a varidncia de cada um dos membros desta igualdade.

V(X —¢"Xip) = V(Xy) + V(Xi—n) — 2¢"cov(Xy, Xi—n)
=2V (X}) — 2¢" cov(X¢, Xi—n)
<2V(Xy) + 2|cov(Xy, Xi—n)|, pois | ¢" |=1

< 4V(Xy)

pois, pela desigualdade de Schwartz, |Cov(X,Y)|* < V(X)V(Y).
Assim X; — 0" X;_,, ¢ majorado, em L2, por 47(0).

Do lado direito de (2.2.3), temos
1% (Et + e+ + wnflet,(n,l)) =V(e) +V(pgt—1) +---+V (go”*lat,(n,l)) ,

pois Cov(es,e) =0, Vit #s.

Assim

Viet+vea+ - +¢" e ) =V(e) + 0V (e—1) +- - + 2Dy (et—(n-1))

= no’2, pois p = £1

que tende para +o0o quando n — 400.

Encontramos pois uma contradi¢do pelo que, quando ¢ = +1, ndo ha solugado

estacionadria.

Pelo exposto limitamo-nos a considerar, no que se segue, apenas o caso em que
lp] < 1, pois para ¢ = £1 o processo nao admite solugdo estacionaria e o caso em
que |p| > 1 pode ser sempre reduzido a este, bastando para isso considerar ¢* = —

e um ruido adequado 7 que é o processo inovacao de X.

2.2.2. Estacionaridade forte e Ergocidade
O estudo que apresentamos nos capitulos seguintes esté bastante dependente das
propriedades de estacionaridade forte e de ergocidade do processo em estudo.

Supomos que (g4, t € Z) é uma sucessao de v.a.ii.d.. O caso particular em que
vamos desenvolver a estimagao do modelo (B) esta nestas condigoes pois suporemos

que € um ruido branco Gaussiano.

22



2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

+oo
Vamos entao provar que X; = Y ’e,_; € a tnica solugao fortemente estacioné-
i=0
ria e ergodica de (B).

Relativamente & estacionaridade forte comecamos por provar, usando o critério

+oo
de Cauchy, que a série > ¢'e;_; é q.c. convergente.
i=0
Ora
. i 1/i g.c. . 1/i
lim Y ey = lim gr—i "
Jim (Lo e ) Jim e lee |
*ln|at,'|
q.c. . . (3
=|lp| lim et
i——+00
. 1 -
Provemos que lim —In | g4—; |= 0, q.c.. O facto de ¢; ser uma sucessao de
i——+00 1

variaveis aleatorias, identicamente distribuidas implica

1 1
P({,lim —In|e;|= O}) —P({,Iim —In|eg|= 0}) =1,
1—+00 1 i—400 1

pois, In | &; | ndo depende de i.

Concluimos assim que

)1/i

lim (| [leil) =l ac.

1—+00

Como || < 1, o critério de Cauchy para séries numéricas de termos positivos
+oo
permite entdo afirmar que X; = > p'e;_;,t € Z, € q.c. convergente, definindo assim
i=0
um processo fortemente estacionario uma vez que, nestas condigoes, é fungao men-

suravel de e, e4_1,--- e € é um processo fortemente estacionario. '
+oo |
Para provar a ergodicidade de X; = > 'e;—; vamos ter em conta dois casos im-
i=0

portantes de processos ergddicos, concretamente as sucessoes de varidveis aleatorias,

1A estacionaridade forte de uma sério temporal (X¢,t € Z) implica a estacionaridade forte da
série temporal (Z;,t € Z) com

Zt:f( 7Xt717Xz,Xt+17"')7

para toda a funcio mensuréavel f definida em R” e com valores em R (Azencott, Dacunha-Castelle,

1984, p.30).
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

independentes e identicamente distribuidas e as fun¢des mensuriveis de processos er-
godicos. Com efeito, qualquer sucessao (Y, t € Z) de v.a.i.i.d. constitui um processo
ergodico (Azencott, Dacunha-Castelle, 1984, p.32); além disso, se (Y;,t € Z) ¢ um

processo ergodico, o mesmo acontece ao processo (Z;,t € Z), tal que
Zt — f ( o aYVt72a}/t717YVt7Xt+laYt+27 ce ')7

com f uma funcdo mensuravel definida sobre R” (Rosenblatt, 1978, p.33).

Ora, € = (e4,t € Z) & um processo ergodico porque é uma sucessao de v.a.i.i.d.

e, tendo-se
+oo

Xt q.:c. Z@iEt_i, vt € Za
=0

conclui-se que X é uma funcao mensurdvel do processo ergodico e, pelo que X é

também um processo ergddico.

Para este tipo de modelo é vilido o seguinte teorema, designado por Teorema
Ergédico, ao qual recorreremos algumas vezes no capitulo 3, relativo & anélise esta-

tistica do modelo AR(1).

Teorema Ergodico: Seja X = (X;,t € Z) uma série temporal fortemente estacio-

naria e ergodica. Consideremos a seguinte funcao de translacio 7 de RZ em RZ,
T[(x4,t €2) = (y,t €Z), com y; = Tyt1.

Se g ¢ uma funcao de R% em R, Px-integravel, tem-se

Jim 2 [ +gor(@) ++gorT@] " [ g(o)Px(dn).

RZ

Suponhamos que g é da forma

Ve = (zn)nez € RZ,  g(z) = f(z1, -, x1),

com f de R* em R tal que E [f (X1, -+, X})] existe.
O teorema ergddico permite escrever

1

lim — [f (X, -, Xe) + f(Xo, o, X)) + -+ fF (X, -+, X))
T—>+ooT

XS B (X, XR)].
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

2.2.3. Estimacgao dos parametros do modelo

Estimadores da maxima verosimilhanga

Consideremos a amostra (X1, -+, Xp) de dimensao 7,7 € N, associada ao
processo estocéstico X verificando o modelo (B) sujeito as seguintes condi¢oes

lo|<lee ~N(0,0).

Para determinar o e.m.v. do parametro (go7 02) torna-se necessario deduzir a lei
de Xy, t € Z, de modo a encontrar a funcao de verosimilhanca do processo. Como a
funcfo caracteristica determina a lei, comecaremos por determinar a funcio carac-
teristica de X;. Uma vez que S,; converge em média quadrética quando n — 400
(o que implica que também converge em lei), é possivel determinar a fungdo carac-
terfstica de X; através da fungao caracteristica de S, ;.

n .
Consideremos, entao, Sp+ = Y ¢'et—;. Vamos agora determinar a sua funco

i=0
caracteristica, ®g,, ,.

Yu € R, Pg (u) =P w) = || P, (u
) =0 0 =T ¥

pOIS €4y, « -+, &¢ sd0 independentes.

Entao,

" : i . o222
®s,,(u) = [ [ @< (¢'u) = ] exp (ig?u0) exp (‘2>

=0 Jj=0

), pois | ¢ |< 1.

Daqui concluimos que

ek, lim b, = (5 ) = ar(a)

2
ComY~N<0, g )
1— 2
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Como S, ; converge em média quadratica quando n — 400 (o que implica que
também converge em lei) para X; e usando o teorema de Paul Lévy! podemos concluir

que

X, ~N|o,

L=y
Para obter a lei do vector (Xi,---,X7p),T € N, comecemos por provar que
Vje {17 7T}7
FXj\X1'~~,Xj_1($) = FXj\Xj_l = FEj (z — an]’*i)v PX]'71 —4q.C.

Seja xz € R. Ora,

Py xix;,(@)=PX; <z|[Xi=m1, , Xjo1 =2j-1), Px,,. x;_1) — ¢-C
=P(pXjoi+e<z|Xi=21,,Xj1 =xj1)
=P(prja+e;<z|Xi=xz1,-- , Xjo1 =xj-1)
=P(e; <x—pxj_1), pois €; é independente de Xy, -+, X;_1
=Fe;(z—pxj1)

Concluimos entdo que Fx,x,... x,_,(®) = Fx;x;_, ().

Tendo em conta que a densidade de (X1, -+, X7), T € Z, &

foxi e xoy (@, zr) = fx (1) xo x (T2) - Fxpixy e xo (7)

e que

fxi (1) = Vi-et {—1(1 - wz)xf}

Fxalxs (22) B fryxima (T2) = fo, (w2 — 1) = o\}ﬂ exp {—2;2(502 - <PIC1)2}

!Teorema de Paul Lévy: Uma condi¢io necessaria e suficiente para que uma sucessio de v.a.r.

(Xn)nez tenda em lei para uma v.a.r. X é que Vu € R, lirf Dx, (u) = Px(u).
n——+0oo
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

1 1 ,
Ixri X1, Xp o (@7) = fo; (7 — p2101) = o exp {202 (x7 — px7_1) }

obtemos

V1= 1 2y,.2 1 1 2
f(Xl,-u,XT)(xl;"' ,2TT) = WGXP{_MO — )y TeXp —ﬁ(ah — px1)

1 1 ( )2
XPY —=—— - -
o 27re p 902 IT — PIT-1

1— 2 1
-z (0 o)

A funcéo de verosimilhanca do modelo associada a uma realizacdo da amostra

x = (x1, -+ ,2x7) é entdo

L((z1,---,27),0) = @exp {—2;2 ((1 — )zt + Zé(xi — @xi_1)2> }

O.T(\/%)T
onde 0 = (¢, 0?).

Usando os mesmos argumentos que no modelo anterior, um possivel e.m.v. do

par (p,02) é solucio de

Odlog L (:c, (¢, 02))

Oy =0

(2.1)
Olog L (:c, (¢, 02))
0o

com

T
1 oy T T 2 1 2,2 2
log L = ilog(l—ﬁﬂ )—Elog(Qw)—Elog(U )_T‘_g [(1—80 )z1 + E (zi — pxi-1)

T T
= 5 log(1 =) — 5 log (27T) — 5 log(0%)-

T
1
T 552 ot + xf — 80331+§ 7 + ¢° E 1—2<PE ﬂﬁz‘wz‘—l]
=2

1 T T 1 — d
:Elog(l—@2)_§log(27r)—§10g(02)—72 24224+ (14 ¢ ;x?—QgOina:il]

20

Para simplificar a notacdo, sejam
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Ora
OlogL(z,(p.0%) ¢ P 9P
Do 1—¢p2 o2 o2
dlog L (z, (¢, 0?%)) T R+(1+e HP —2<pP1
do? 202 204

Assim, o sistema (2.1) é equivalente a

T N P(; + (14 @) Py — 2Py

L -0
202 204

Entdo a solu¢do (¢, 52) do sistema verifica

—6%p+ (1 - ¢*) (PL—pP)) =0 (2.2)

o B+ (14 @) Py — 2P
7= T

(2.3)

Ora a equagao (2.2) é equivalente a

P+ (1+ 3Py —20P .
LT AR 200y oy py gy =0

T
) ) ) 5P, ¢Py @3Py  202P
o P — Py — 2P+ 3Py — 20 — =
L= @@+ ¢t = 5 T T T 0
T-1 T—-2 T+1 P
~3 ~2 ~ 0
o P3P, 2P _ P, P =0. (2.4
v Lo =T “0< T 0+T>+ ! (2.4)

Analisemos a localizacao das raizes da equagao (2.4).

Se ¢ = —1, o polinémio presente na equagao (2.4) é igual a

T-1 _T-2 T+1_ P,

— F — P, Po+—+P
0~ 1= + T 0+T+ 1
P P P,

:270 1_|_ 0
1(2 + 2P, +P)
=7 Py 1 0
1 T-1 - T
T(Zl’ +Zx —1—22%:17@ 1+£B1+:ET>

=2 =2 =2

H\H

T
(Zm?—}—z:z 1—1—22951331 1)
=2 =2

'ﬂ\'—‘

(3:@4—:61 1) > 0.

-
II
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2.2 Modelo com o espaco de tempos 7 =7Z

Se ¢ =1, o polinémio presente na equagao (2.4) é igual a

Py P, Py P,

Pp--2_p+ot _p-0_ P
R e T S
—2Py + 2P, — P,

- T

| (T T-1 T

=7 <Zx?+2x?—2zxﬂi1+ﬁ+x%>
T T

(Zw?—i—Zx? 1—221’% 1)

1 T
= *Z — X 1 <0.
=2

Se ¢ = 0, o polinémio presente na equagao (2.4) é igual a P;.

'ﬂ\'—‘

’ﬂ

Concluimos que a equacao (2.4) é positiva se $p = —1, é negativa se p = 1 e
igual a P se ¢ = 0; assim se P, = 0 entdao 0 é uma raiz, se P; > 0 existe pelo menos
uma raiz entre 0 e 1 e, finalmente, se P; < 0 existe pelo menos uma raiz entre -1 e
0. Assim um estimador para ¢ obtido pelo m.m.v. serd em modulo inferior a 1 pelo

que é compativel com as condigoes de estacionaridade do modelo.

Observa-se que, segundo Anderson, 1971, p. 355, uma boa aproximacao de uma

P, 1
solucdo de (2.4) é ¢ = Pl <1 - T)
0

Quando 7" — 400 a equagao (2.4) ¢é assintoticamente equivalente em probabili-

dade a

@3Py— P Pl — pPy+ P =0
2P P

Analisemos as raizes da equacao (2.5).

Facilmente se verifica que ¢ = +1 s@o raizes. Deste modo a equagao (2.5) é

equivalente a

. . . P
e+ (-1 (@—P> =0
0
Concluimos entao que as raizes da equagdo sao
Py
p=+1 D —.

1
Assim, desprezando os termos de ordem T (em probabilidade) obtém-se como
Py

estimador de ¢, ¢ = %
0
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Capitulo 2 Estimacdo de processos auto-regressivos de ordem 1

Vejamos agora a equacdo (2.3). Substituindo pelos valores de P(;, Py e Py,

obtemos
Tl T
a1+ 27 + (1 + ¢?) > 2 —2p > Titi1
~2 =2 =2
UT = T

T—1 T—1
3ok Y e+ QY 2 - 20> wiwiy
i=2 i=2 i=2
T

T

T-1 T-1 T

2, 2 2 | 22 2 _ o 2 2 529

951“‘»”%"‘2%‘*‘@ gxi_zngixi—l_@xl"i_@xl
1= 1= 1=

T

T-1 T-1 T
a? —@lat ok + > a?+¢r Y al 4+ P%at - 20 Y wiwig
1=2 =2 1=2
T

T
1 X . 1—¢?)z?
T Z (27 — 2¢wi 1w+ ¢707_1) + (T)l
i=2
O estudo anterior permite concluir que
T
> XiXia
pr ===
> X2,
1L (-
o =7 > (Xi—prXio1) + 7
\ =2

é um novo estimador para o par (p,0?) assintticamente equivalente, em proba-

bilidade, ao e.m.v. do par (¢, 0?) associado ao modelo (B).

Note-se que este equivalente assintético do e.m.v. de (@,02) coincide com o

(1—¢7) X7

T

2

obtido para o modelo (A) a menos da parcela presente em G7.
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Capitulo 3

Comportamento Assintético dos
estimadores

3.1. Equivaléncia assintotica dos momentos empiricos de se-
gunda ordem para os dois processos

Com o objetivo de estudar o comportamento assintético dos e.m.v. dos parime-
tros ¢ e o2 associados ao modelo (1) quando 7 = Ny (obtido em (C)) ou 7 = Z
(obtido em (D)), comegamos por provar que, quando | ¢ |< 1, tais estimadores, sdo
assintéticamente equivalentes. Como tais estimadores sao fun¢io dos momentos em-
piricos de 2% ordem, nomeadamente da autocorrelagdo empirica, iremos estabelecer

a equivaléncia assintotica destes momentos nesses modelos (Anderson, 1970, p.188).

Designemos por X; os valores do processo correspondentes ao modelo (B) (¢t € Z)
e X/ tais valores para o modelo (A) (t € Ng) quando Xo=0¢e | ¢ |< 1.
T T )
Vejamos que > X7 — Y (X;)? dividido por T%,Va > 0, converge em probabili-
t=1

t=1
dade para zero.

Entao

t—1

X/ = Zcpsat_s (3.1)

s=0

“+oo
Xt = ZSOSEt,s (3.2)
s=0

De (3.1) e (3.2) vem

+00 t—1

X — Xik = E 908€th - E 4)0557&73
s=0 s=0
“+o00

= Z ‘pSEt—s

s=t
+00
= ¢' Z SOk5—k
k=0
_ it
=@ X().
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Capitulo 3 Comportamento Assintético dos estimadores

T T

Comecemos por estudar > X2 — 3 (X7)?. Temos
=1 =1
T T T
DXP =D (X)) =) (X = X)X+ X))
t=1 t=1 t=1

I
M~

o' Xo (2X] + ¢'Xo)

&
Il
—

T T
23 ' Xo X+ X3 ¢ (3.3)
t=1 t=1

Estudemos a primeira parcela de (3.3).

2 T

T
D¢ XoX] Y ¢ Xo X
=1 k=1

E

T
> ' XX} E
t=1

E ((Xo)* X/ X5) ¢t

I
1M
1= I

Il
M=

E(Xo)* B(X; X;) o',
A

“
Il
—
B
Il
—

pois Xo = f(e0,6-1,6-9,---)eteke{l,--- T}
Analisemos A.

9 1— @Qt
Como E [(Xf) } = 02172, vem
-

Y ok
[B(XFX)| < VEIXD)/E[(X7)?] = 02\/11 _iz \/11 _iz :

Entao, retomando a primeira parcela de (3.3)

T 2 7 o7 1 2
ZsothXt*] <D e 1_¢2> o1 — /1 — o2




3.1 Equivaléncia assintética dos momentos empiricos de segunda ordem para

os dois processos

T 2
Ou seja, B [Z @thXZ] é limitado por uma quantidade independente de T'. Entao
t=1

T
> o Xo X T 2
E# Si EZSOtXOXf :1\/ ot 2 ©? I
" ™\ = TN (1= 92’ (1= | @ |)* Totoc
pois a > 0.

Assim concluimos que

T
1 ¢ L
— Xo X}
Taztzls" X D70 Va0

T
1 t * I
= ﬁ t_g 1 "2 X()Xt Tjw 0, Ya >0

1
pois se UnL—>U = UnLU, quando n — +o0.

Analisemos a segunda parcela de (3.3)

T T
E (Xg > g02t> =E[X3]> ¢”
t=1 t=1
o 1 " —p

Entao T
ey
t=1 .
Ta ij 0, poisa>0.

Concluimos que

T—+o00

T

1 1

FaXe Y@ S 0, Va>0
t=1

1
:>—X§Z<p2t il 0, Va>0.

T—+o00

Entao
T T

DX (X))

t=1 t=1

P
— 0, VYa>0
T—+o00

1

T
. P P P

pois se U,—U,Y,—Y = U, £ Y,—U + Y, quando n — +oo.
T T

Analisemos agora > X;1X; — > X 1 X7 (3.4).
=1 t=1
Temos
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Capitulo 3 Comportamento Assintético dos estimadores

T T T T
Z Xt—lXt - Z X;LlX: = Z Xt—l (SOXt—l + Et) - Z lel (SDijkfl + gt)
= t=1 t=1 t=1

T
—@[zxﬂ S
t=1

Comecemos por analisar a segunda parcela de (3.5) do ponto de vista da con-

T
+) (X1 = X7 ) e (3.5)
t=1

vergéncia em média quadrética.

Z 0" Xoey Z © 1X05k]

T
B (X = X7)
t=1

pois X; — X = ¢/ X

Entao

T
Z Z PH2E [X2ee]

t=1 k=1

T
Z¢2t 2 2E XO}
t=1

T

T 2
E|> (X1 -X7)e ]
t=1

pois Xo = f(e0,6-1,6-9,---)eteke{l,--- T}

Assim
T 2 -2 2 2T
4 T
E X1 — X7 =gt
;( -1 “)Et] T2 1
1
< 47.
=7 A -7
Ora,
T 2
tzl (‘th_1 - Xt*fl) €t 1 1
= < 4 : )
E Ta < TQO(U (1 — @2)2 T_>—+>oo 0, poisa>0

Concluimos entao que

T
%Z(Xt_l_xttl)at %0, Ya>0
t=1

T—+o00

T
1 *
=~ Ta ; (X1 — X7) & _>—+>OO 0, Va>0.

Finalmente, a primeira parcela de (3.5) verifica

ZXt Z )7 = X7+ (X7)° + X§ - (X5)?

t=1

T T
D (Xi)? = > (X
t=1 t=1

Ora, para qualquer o > 0
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3.1 Equivaléncia assintética dos momentos empiricos de segunda ordem para

os dois processos

— pela igualdade (3.3), sabemos que % {i X? — i:(Xt*)2 il 0,

— os ultimos 4 termos convergem também em probabilidade para zero.

Podemos entao concluir que

T T
2 *
E Xt 1~ E Xt 1 ] T_)—+>OO O Vo > 0.
t=1 t=1
Entao

T

T—+o0

T T
}:&4&—§:quﬂ L0, Va>0
t=1 t=1

pois se Uni>U, YnLY =U,+* Yni>U +Y, quando n — 4o0.

Por fim, provemos que o e.m.v. associado ao modelo (A) e o e.m.v. associado

ao modelo (B) so assintoticamente equivalentes, em probabilidade.

Usando defini¢oes evidentes para Ur, Vr, U e V5, consideremos

T
Xi 1 X
@T:t;l t—1 t:ﬁ
sxz,

t=1

o estimador associado ao modelo (B) e

T
;1 XXy

R Ut
br=7——— = 77;
(X2 T
=1
o estimador associado ao modelo (A).
Entao
T T
X X Xf
¢ — P = ;tltt;ltlt_UT Ur
PIRG G oL

t=1
 UpVi - VpUs

ViV

B UTV; —UpVp +UpVp — Uj*wVT

N VrVy

_ Ur (V) = V) + (Ur—U;) Vr
VrVir

UT 1 .

B 1 1 ’
Rl VNl
T T
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Capitulo 3 Comportamento Assintético dos estimadores

Note-se que

1 N P
Vo > 0, ﬁ (VT - VT) Tjoo 0
e
Yo >0, — (Up—Us) 5 0
@ ’ T~ T T T—+o0 '
Em particular, para e = 1 temos
L —ve) B o
T T T T—+o0
e
Lwor—un 5 0
T T T T—+o0 '
Além disso

T
UT 1 q.c.,P
— = — Xi Xi_ N B (X X—
T T; Xia T2 B (XGXe)

2

o .
1%, tendo em conta o Teorema ergddico.

De facto, o processo (X;X;_1,t € Z) é fortemente estacionério e ergodico pois

com E (X X;—1) =

+o00 +o00

Vt, XtXt—l = Z Z (pi—i_jé't_i&t_l_j (q.c.)
1=0 j=0

= f(5t7€t—17”'>

ou seja, Xy X;_1 €, para todo o t € Z, uma funcao mensuravel do processo ergddico
(Et, te Z)

Do mesmo modo,

1 1 < P o
V=) X2, :
T T; oo 1 — 2

Como

1, P
AR

podemos afirmar que

T 2

1 _ 1 % 2 l q.c.,P o
TV ;(X“) =gV tor(l) =5 9 02
onde or(1) é tal que lim or(1) =0.
T—+o00
Assim
. Ur Uj*« Ur (Vi«k — VT) + (UT — Uj*«) Vi
1 P)|——-—=|= lim (P =0.
Am (P) <VT V;) A (P) VrVi ’



3.1 Equivaléncia assintética dos momentos empiricos de segunda ordem para

os dois processos
Podemos entao concluir que

~ % P 0
T — N
¥ T T—400 ’

isto é, as propriedades assintéticas em probabilidade do estimador ¢ sdo as mesmas

quer para o processo X; quer para o X

De facto, a convergéncia anterior permite escrever, por exemplo

lim (P)@r ( SfT) = 0.
T

T—o00

Assim se
lim (P)gr = ¢ < 400
T—0o0
necessariamente
lim (P)2L =1, isto &, 2L =1+ op(1).
YT

T—o0 SOT
A mesma conclusdo poderia tirar-se se assumissemos a convergéncia para ¢ de

P
(64.)%, supondo que @r i 7. Temos
T—+o0

Analisemos agora a diferenca 67

T ~
1 . X 1—¢2)X?2
> (XP - 200X 1 Xy + QTXE ) + ((;T)l

T
* 1 * -~ * * Ak *
)2 = Z [(Xt )2 — 200Xy 1 Xy + (@T)Q(thl)ﬂ .

Entao
1 [« 2 &
o7 — (67)° = T (X7 - (x| - T > lerXia X — g8 X;  X]]
t=1 t=1
T
1 . . ] (1-¢7)X7
+ 5> [RXE L - () (XY + e (3.6)
t=1
Ora
T
1 P (1—-p2)X2  p
=) (X7 - (X])? 0 R 0.
th:;( t ( t))T—>—+>oo ¢ T T—>—+>oo
Analisemos a segunda parcela de (3.6)
T T
1 . R
Z erXe1 X — o Xi lXt = Z X1 X — (1 +0(1)) X} 1Xt]
t=1

T
= ¢r= ZXt X = X7 X7) |+ er?
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Capitulo 3 Comportamento Assintético dos estimadores

Como
. P
v T—+o0 $T
1 [& P
T ; (X1 X = Xi 1 X7) T—+00 0
T
1 P 02@
— X* X N
TZ_: I Yoo 1 — 2
e
_or(1)
1 =0
7500 T ’
concluimos que
T
1 . ke yx ] P
T ; [SOTthlXt - SOTXt—lXt] _)—+>Oo 0.

Para a terceira parcela de (3.6), temos

T T
Z (GX2, — (G2 (X)) = e ST (X2, — (1+ op(1)2(X)?)
T

T
t=1
T T
o 1 * N OT(l) *
= @%FT Z (XtQ—l —( t—1)2) + ‘PQT T Z( t—1)27
t=1 t=1
pelo que concluimos, de forma analoga,
T
1 X ok . P
T z [‘P%th—l — (&1)%( t—l)Q] T_>—+>OO 0.
=1

Entao a equagao (3.6) converge em probabilidade para zero quando

T — 400 e portanto

Provamos, entao, que as propriedades assintéticas em probabilidade dos estima-

dores o7 e 07 sdo iguais.

3.2. Consisténcia dos estimadores

Nesta seccao iremos estudar a consisténcia dos estimadores da maxima verosi-
milhanca para os modelos (A) e (B). Como na sec¢do anterior provamos que tais
estimadores sdo assintéticamente equivalentes, torna-se mais conveniente trabalhar

com 0 processo estacionéario, isto é, quando T = Z.
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3.2 Consisténcia dos estimadores

Como vimos, os e.m.v. associados ao modelo (B) sao

T
> XX

N =

YT = —r

2
Xt—l
1

~~
Il

(X; — prXi 1) .
Lo =1 (1—¢3)X?
T = T + T

O estimador ¢r pode ser escrito na forma

M=

T
(X1 +e) Xia

YT = T )
> Xiy
t=1
T T
S XP X Xiae
=1 =1
YXE, XX,
=1 t=1
T
> Xi1e
i=1
= —+ T
X2
t=1
Entao
T
> Xiier
. _t=1
TP = p )
> Xi
i=1
T
Vejamos o comportamento em probabilidade de — " X;_1&; quando
t=1
T — +oc.

Ora, (Xt_1&¢,t € Z) é um processo ergodico pois

“+oo
Vt, Xiie= Z p'ei_igt, q.c.
=0
= f (5t78t—15 o )

ou seja, Xy_16¢ €, para todo t € Z, uma fung¢ao mensuravel do processo ergddico
(e’ft,t S Z)

Assim, tendo em conta o Teorema ergodico,

T
1 q.c.,P
T ; X164 T_>—>+OO E (X&) .
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Capitulo 3 Comportamento Assintético dos estimadores

Ora,

E (Xt—lgt) =F (Xt—l) E (Et) =0

pois X;—1 = f(e4—1,€1—92, ) e portanto independente de &;.
Assim

T
1 P

— E X — 0.
T - t—1€t T oteo

1 T
Quanto a T > X2 | j4 foi provado na secgdo anterior que
t=1

L SRR
— Lo T o2

Concluimos entao que

— 0
(PT gOT —+00

:>80TT—+> 2

e portanto ¢ é consistente em probabilidade.

Por fim, provemos que &% também é um estimador consistente em probabilidade.

Temos

(X¢ — prXi-1)? .
1 i (1— SO%)X%
T T

M=

o~
Il

(o}
NN
I

(1— ) X7
ot

Nl =

T
Z (X7 — 200X 1 X + 97 X7 1) +
=1

~ P ..
Tendo em conta que o — ¢ e usando, sempre que necessirio, o teorema
T—+o00

ergbdico, vem
1— ~2 X2
( er)Xi P

T T—~+o00 0

p 2@2 2

T
1

207 = X1 Xy —

@TT; t—1 tT_H_OOl_(pQO’

T
Z R a
— T—>+ool—<,02'

T 2

1 P o
_ X2 -
T; oo 1— 2

podemos entao concluir que

oor 52 o o2 ) o202 :02_¢202
T i 1— 2 1—p2 1—¢2 1— 2
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3.2 Consisténcia dos estimadores

e portanto 6% é consistente em probabilidade.
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Capitulo 4

Le1 limite do estimador do
parametro do processo AR(1)
explosivo

4.1. Estudo da lei limite

Recordemos o modelo (A) que foi estudado no capitulo 1.

Xe=pXi 1+, teN
Xo=0

(4.1)

com ¢ € R\ {0} e uma sucessao de variaveis aleatorias € = (g4, t € Z) centradas, nao

correlacionadas e de variancia o2 (o > 0).

Neste capitulo vamos dedicar-nos ao estudo da distribuicdo assintética do esti-

mador de ¢ no caso em que | ¢ |[>1e Xg=0."1

Limitamos o estudo a este caso por se revelar diferente dos casos habitualmente
encontrados em que a lei limite é frequentemente gaussiana.
Em particular, se | ¢ |< 1 a distribuicio limite de v/T (¢ — @) é normal com

média 0 e varidncia 1 — ¢2. (Anderson, 1959, p.686)

Finalmente, iremos ilustrar os resultados obtidos usando dados simulados e o
teste de ajustamento do 2. Provaremos, desse modo, que a distribuicio limite do

estimador devidamente normalizado é a distribuicao de Cauchy standard.

Como vimos o estimador dos minimos quadrados e da maxima verosimilhanca
para ¢ é
T
> XiXi
~ 1=2
brT= 7 (4.2).
2
> X
i=2

'Em Hwang (2007) pode ser encontrada uma generalizacio deste estudo com & = (g¢,t € Z)

seguindo um modelo condicionalmente heteroscedéastico.
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Capitulo 4 Lei limite do estimador do parametro do processo AR(1) explosivo

Usando o teorema seguinte obtém-se a lei limite do estimador ¢ conveniente-
mente normalizado.

Teorema: Seja X = (X;,t € N) o processo estocéstico real definido por (4.1)
com | ¢ |>1ee=(e,teZ)uma sucessao de varidveis aleatorias tal que
e~ N (0,02) . Seja o o estimador dos minimos quadrados e da méxima verosi-
milhanca para o parametro ¢. A distribui¢do limite de (p* — 1)_1 ol (pr — ) ¢ a
distribuicao de Cauchy standard.!

Prova:

Como ja foi provado, na seccao (3.2), a diferenca entre o e.m.v. e o valor de ¢ ¢é

dado por
T
> Xic1gi
pr—p=""——  (43)
> X7
i=1

Recorde-se que, como foi provado no capitulo 2, o processo X pode escrever-se

na seguinte forma
t—1

Xy = Z@j&fj, Vvt € N.
=0

Vem que
t—1
X = Z et
j=0
¢
=2 ¢
i=1
t
= ¢ Z '
i=1
t

com Yy = Y ol
i=1

'Uma lei de probabilidade @Q sobre (R, B) é de Cauchy de parametro (o, \), o € R, A > 0, se é

absolutamente continua de densidade

1 A

Se a v.a.r. X segue a lei de Cauchy de parametro (a, \) escrevemos X ~ C (o, A). A lei diz-se de

Cauchy standard se « =0 e A = 1. (Gongalves, E., N. Mendes-Lopes, 2003, p. 304)
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4.1 Estudo da lei limite

Prova-se que

.C.
v, % v
t——+o00
e consequentemente,
.C.
otx, 5y
t——+o00
+o0 .
comY = Y ¢ .
i=1
+oo .
Basta ver que a série > ¢ 'e; é q.c. convergente. De facto, pelo critério de
i=1

Cauchy

. i Vige 1 . =~ logleo]
lim <|<P\ ‘e \) L lim ed " qe., P

i——+00 ’ ) | i——+00

pois como g; é uma sucessao de varidveis aleatoérias identicamente distribuidas

1 1
P(lim ,log|5i|:a>:P< lim ,10g]50:a>.

i——400 1 i—+00 1

1
P <{lim —log | eo |= 0}) =1
1—+00 1

Concluimos assim que

Ora

' » 1/i
lim <\g0] | i ]) =— q.. .
1—+00 ‘ ® |
Como ﬁ < 1, o critério de Cauchy para séries numéricas de termos positivos
P
+oo .
permite entao afirmar que ) ¢~ 'g; é q.c. convergente.
i=1

Analisemos a ordem de convergéncia de Y; para Y.!

+o0 t

Vi—Y= > ¢ lai=D o
i=1 i=1
+o0

= Z (p_igi

i=t+1

=0p (‘ ¥ |7t)7

!Diz-se que f é da ordem de g na vizinhanca de z¢, e escrevemos f = O(g), se

0 < lim m < +o00.
a=a0 g(x)

(Gongalves, E., N. Mendes-Lopes, 2000, p. 187)
Esta definicao alarga-se as convergéncias estocasticas sendo a ordem de convergéncia considerada

no sentido de convergéncia usada.
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Capitulo 4 Lei limite do estimador do parametro do processo AR(1) explosivo

de facto,

—+00
2190 &i —+00
i=t+ —i
0< =< 3 lel ™|
¥ i=t+1
+00 '
=Y el 7lew|
j=1
< +o00, q.c., P

Analisemos agora o comportamento assintotico do denominador de (4.3) consi-

derando

T T
2T Z X2, =27 Z 2Dy
t=1 t=1

T
) Z P20 (Y Y 4 V)

t=1
T T
=Y T2y 9§ A2y vy
t=1 t=1
T
322 (v
t=1
T-1 T
— @—2]‘—2}/2 +92 Z S02(15—'11)—2 (}/t—]_ . Y) Y+
7=0 t=1

SOZ(t_T)_2 (}/tfl _ Y)2 ) (4.4)

4
M~

-
Il

1

Analisemos a 3% parcela de (4.4).

Ora
t—1 +o0
Yia—Y =Y 9= ¢
j=1 J=1
+oo
=— Z v e,
j=t
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4.1 Estudo da lei limite

entao

uma vez que

Assim o 32 termo do 22 membro da igualdade (4.4) é tal que

T

E SDQ(t—T)—Z (}/tfl _ Y)2 —_ O (T | © |—2T) )
t=1

De facto,
I 2
Z (p2(t—T)—2 (Y;tfl _ Y)
0< lim !
T 300 T g |27
T -2
— lim ¢—2T—2lz 2:O0p (L2 17%)
T—+o00 T~ | @ | 72T
o T _
T e/ (Ll
T—+oo T P (p_%
2
< lim =—TM
T—+o00
= M < +oo,
Op (o)
. . p \| ¥ 1. .
pois lim ————— < +00, logo a sucessao ¢ limitada a partir de uma certa
T—+co ||
ordem.
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Consideremos agora o 22 termo do 2¢ membro de (4.4). Ora

T 400
(Zso =072 (v — )) =V D P e
t=1 j=t

T +oo

—Vv Z Z S02(15—T)—290_j€

t=1 j=t

T +oo
— E : 4(t—T)— 490—2‘70_2
t=1 j=t

—+00
4(t— T)—4§ :@_Qj
j=t
—2t

—4T— ¥
2,=4T 4Z¢4t

t=1 1-—
02

||
I M’ﬂ

—4T4 T o
:‘71_ —22‘9

—4T—-4 2 2T+2

_2¥ P’ — ¢
1—p=2 1— 2
_ oAT=2 _ ;=272
(1=¢2)(1-¢?)
Como
2 —AT—2 —2T—2 2
. o ¥ — ¥ . g —27—2 -2
1 -1 _
N T R N [ = L
0 22 termo do 22 membro é tal que
2YZ¢ D2V = Y) =2Y0p (| [727) =20, (| ¢ |7*7) .
Assim retomando a expressao em (4.4) vem
2T < 2 o ol—p?T 2T 27
- ZXt—IZY v 1_790_2+2Y0p(|¢|_ )+ 0 (T [ [7*)
t=1
1 @2()072,1—' B _
_ 2 27 27
—Y@2_1—¢2_1+2Y0p(|g0\ )+OP(T‘SD| )
1
=Y? -0 Y. (45
02— 1 P (| e ) (4.5)
De facto,
. YZp—2T Op (| el 2T) Op (T | ‘_QT)
li 5 — +2Y —— T —T
T—+oo | (2 = 1) | ¢ | K2 K
y? Op (| ¢ 7*) Op (T | ol 1)
- -T L9y -7 Y -7
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4.1 Estudo da lei limite

em probabilidade.

Relativamente ao numerador de (4.3) tem-se

T T
oY X = o TS Y e
t=1

t=1

T
=0 ") (Vi Y +Y) e
t=1

T T
:go_TYZgo(t_l)Et-l-sD TZ Yo —Y
t=1 t=1
T
:YZd‘ lev+ o TZ (Yio1 —Y)e. (4.6)
t=1

Analisemos o 22 termo do 2¢ membro de (4.6).
Como

+o0
E(Via-Y[leD<E(D lel7lellel
j=t

+00
=N |elPIE(e DE(e)+ 9| E()

j=t+1
“+oo

<o®> el
j=t

s lel™

=0 —
-t

podemos concluir que

Yier =Y e [=Op (7).

Entao
T
e Y (Y = Y)e L
li =1 < lim — —t
T oo T o| T —TiTmT;OP(W’ )
. I
< lim — t—
SR ST
e portanto
T
e Y (Vi =Y)e =0, (T|¢|™")
t=1
Assim

e Ty Xiaa =YY T+ 0, (Tl ™T). (4.7)
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Passemos agora ao estudo da lei limite de (@2 — 1)71 ol (o1 — @) .

Ora

T
e T Xyqe
R =1
o' (Pr— ) = —%
@72TZX152—1
t=1
T
Y3 o T e+ 0, (Tl |™T)
== i usando (4.5) e (4.7)
Vgt 0 e )
L
~T-1, B
e 0,(T || 7)
o 1 1 1
Y—+ =0 -T Y2 (@) -T
S0l Y 40,6 1)
T
Z(pthflgt
=1 1
= T+ or(y)
Y 3 1 +OP(T)
pois
Op(T|§0|_T) O( ’ ‘T)
T|p|™
_ P
Y2+ 0y (|0 |77 B
l Y2 1 T T—4o00
T -1 Op(lel™)
2™ T2 e |T
e
1 -T
?Op (| o | )
I — 0
- T—+o0
T
entdo podemos escrever
T .
Yo ler—jn

J=1

o (pr— ) = N <1>+0p<;>

+oo )
RPNV

> oo er_jy1+O0p (@ |7T)
j<T/2 1

_— <1>+%(T>. )

Yo ¢l + 0, (| ¥ |_T) +0p T

p? —1 i<T/2

Op(lel=T)
Finalmente, multiplicando (4.8) por (¢? — 1)_1, tem-se

| %JP%T—J‘H +0p (I ™)

2 -1 7/
" =1) ¢ (pr—¢) = = - +o ()
(P"=1) et (r =) D A
1<
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4.1 Estudo da lei limite

Assim a lei limite de (p* — 1)71 o (pr — ) é a lei do quociente de variaveis

> e ler—jn
J<T/2
> Tl

i<T/2

que sdo independentes entre si. Além disso, ambas as varidveis sdo normais centradas

e com a mesma variancia, logo a lei limite é de Cauchy standard.
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Capitulo 4 Lei limite do estimador do parametro do processo AR(1) explosivo

4.2. Exemplo de simulacao

O teste de ajustamento do x? destina-se a ensaiar a hipotese de adequacio da lei

de uma populacao a uma determinada lei de probabilidade.

Suponhamos que dispomos de uma amostra, (Xi,---,X,), de uma variavel ale-
atoria real X de lei ) desconhecida. Pretendemos testar se tal lei coincide com uma

dada lei Q. Neste modelo estatistico queremos testar

Ho:Q =Qg contra Hi:Q # Qo.

Para testar estas hipdteses vamos utilizar a estatistica
r 2
(Ni — np;)
T, = -
sugerida pelo teorema de Karl Pearson', cuja lei, sob Ho, é a lei do x2_;.

Para tal, consideremos uma particdo do suporte de () em r classes

]ao, al] 7]a17 a2] y e 7]ar—17ar] )

Em seguida, calculam-se as duas quantidades que serdo comparadas na estatistica

do teste:
— frequéncias esperadas, np;, sabendo que
pi = Q (Jai-1,ai]) = Fq(a;) — Fo(ai-1)
— frequéncias observadas, IV;, isto é, a frequéncia de X na classe Ja;—1, a;] .

Assim a decisdo sera tomada & custa do teste de regido critica, C, definida pela

condicao
'

(N; — np;)°
C=<(x1,-,x :T:§7>c,
{(1 Wi i=1 "pi
com c tal que

P (C|Ho) = a.

Vamos, entao, usar o teste de adequagao do qui-quadrado ao nivel de significincia

de a = 0.05, para ilustrar o resultado estabelecido no teorema anterior.

!Teorema de Pearson - Seja (Ny, - - - , Nj) um vector aleatério sobre R* seguindo a lei multinomial
de parametro (n,p1,--- ,pr). Entdo a v.a.r. . )
(Ni — np;)
Vien =
=2 np;

j=1
converge em lei, quando n — +oo, para a lei do x7_;. (Gongalves, E., N., Mendes-Lopes, 2003,

p-256)
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4.2 Exemplo de simulacao

Consideremos um processo AR(1) explosivo dado por

Xe=pXi1+¢e, teN
Xo=0

com | ¢ |> 1 e uma sucessdao de varidveis aleatorias e = (g4, ¢t € Z) tal que & ~
N(0,1).
Designando por Y a v.a.r. que representa (@2 — 1)_1 o7 (p1 — ), queremos

ensaiar a hipotese

Ho:Y ~C(0,1).

Usando o Software EViews 7, com base numa amostra de 100 valores de ¢,
geraram-se 100 valores para Y considerando-se ¢ = 2 e T' com ordem de grandeza
razoavel (T = 50). !

Em seguindo, foi usado o Software SPSS, para fazer a analise estatistica descritiva

de Y bem como o seu histograma.

Statistics

Y

Valid 100
M

Missing 0
Mean 1,00833337
Median 08333350
Std. Deviation 8434324702
Skewness 3.474
Std. Error of Skewness 241
Kurtosis 19,368
Std. Error of Kurtosis AT8
Minimum -17.583330
Maximum 54.833330

1
Figura 4.1: Analise estatistica descritiva da v.a.r. Y = 5250 (o1 —2)

Pela analise da Figura 4.1 podemos desde ja concluir que a v.a.r. Y nao segue
uma distribui¢do normal, uma vez que esta € leptocurtica. A distribui¢do de Cauchy
nao possui momentos, no entanto a sua mediana é igual ao pardmetro de escala «,

que como podemos ver se aproxima de 0.

10 programa usado esta no Anexo A.
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Capitulo 4 Lei limite do estimador do parametro do processo AR(1) explosivo

Histogram

50 Mean = 1,008333

Std. Dev, = B,434325
S N=100

40+

30

Frequency

20

11 [ |

0 T T T T
-20,000000 000000 20,000000 40,000000 &0,000000
Y

Figura 4.2: Histograma da v.a.r. Y
Apos a andlise do histograma foram consideradas as seguintes classes :
|—00, —=5],]-5,0],]0,5],]5, +o0].

Em seguido, usamos o SPSS para obter os valores das frequéncias esperadas e

das frequéncias observadas, que estdo reunidos na seguinte tabela.

Classes |—o00,—5] ]-5,0] ]0,5] 15,+00[
Frequéncias Esperadas (np;) 6 44 44 6
Frequéncias Observadas (N;) 10 40 41 9

Tabela 4.1: Frequéncias esperadas e frequéncias observadas

Sendo a amostra observada tal que, para todo i € {1,2,3,4}, np; > 5, a utilizacao
do teste do qui-quadrado é legitima.
Da tabela do qui-quadrado obtém-se que kg o5 = 7.8. Assim a decisao serd tomada &

custa do teste de regido critica, C, definida pela condicao

(N} —6)? N (Ny — 44)? N (N3 — 44)? N (Ny —6)?
6 44 44 6

Para a amostra observada o valor da estatistica de teste é 4.735, pelo que ndo pertence

> 7.8.

a regido critica; somos entao levados aceitar a Hp, concluindo-se que Y ~ C(0,1).

O teste do qui-quadrado foi também feito usando o SPSS, obtendo-se o quadro

seguinte
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4.2 Exemplo de simulacao

Test Statistics

freq
Chi-Square 4 7352
df 3
Asymp. Sig. 192

a. 0 cells (0,0%)have
expectedfrequencies less
than 5. The minimum
expected cellfrequencyis
6,0.

Figura 4.3: Teste de adequacgao do qui-quadrado usando o SPSS

Através da andlise da Figura 4.3 concluimos que de facto a estatistica de teste

coincide com a obtida anteriormente, 4.735, pelo que somos levados aceitar a hip6tese

Ho.
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Apéndice A

Programa usado no Capitulo 4

scalar nrep=100
vector(100) result

for !4 =1 to nrep

smpl @first Qlast
series e = @Qrnorm
smpl @first Qfirst
series x—=e

smpl @first+1 Qlast
series x=2*x(-1)+e
smpl @first Qfirst
series aux=0(

series aux1=0

smpl @first+1 Qlast
series aux=x*x(-1)
series aux1=x(-1)*x(-1)
scalar b =@sum(aux)
scalar h=@Qsum (aux1)
scalar w=b/h

scalar f = 1/3 % (2°0) % (w — 2)
result(1i)=f

next
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