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Resumo

As élgebras celulares estao presentes em varias dreas da Matematica e
da Fisica e surgem, sobretudo, sob a forma de algebras de diagramas. As
algebras de Brauer, as g-algebras de Schur, as algebras de Ariki-Koike, as
algebras de Temperley-Lieb e as algebras de Birman-Wenzl sdo exemplos
importantes desta classe de 4lgebras.

A nogao de algebra celular foi introduzida por Graham e Lehrer, em
1996. Estas algebras foram, entao, definidas & custa de uma base finita
com certas propriedades combinatoérias, particularmente tteis para o seu
estudo. Mais tarde, em 1998, Konig e Xi apresentaram uma outra defi-
nicao, mais conceptual, de algebra celular, a qual nos permite trabalhar
nestas algebras independentemente da base considerada.

Uma das caracteristicas importantes das algebras celulares é a sua
estrutura celular. Esta estrutura permite a classificagdo completa dos
seus modulos simples.

Nesta dissertagao, conjugando as definigoes de Graham e Lehrer e de
Konig e Xi, expomos algumas das propriedades principais das algebras
celulares, classificamos os seus moédulos simples e apresentamos alguns
exemplos importantes destas algebras, nomeadamente, as algebras de
Brauer.

Palavras Chave: élgebras celulares, dlgebras de Brauer, modulos simples

Abstract

Cellular algebras arise in many fields of Mathematics and Physics,
often in the form of diagram algebras. The Brauer algebra, the ¢-Schur
algebra, the Ariki-Koike algebra, the Temperley-Lieb algebra and the
Birman-Wenzl algebra are examples of this type of algebras.

The concept of cellular algebra was introduced by Graham and Lehrer,
in 1996. These algebras were defined by the existence of a basis with
certain combinatorial properties, which are highly suitable for studying
the algebras in question. Later, in 1998, Konig and Xi presented a more
conceptual definition of cellular algebra which allows us to work in these
algebras regardless of a basis choice.

One of the most important features of cellular algebras is their cellular
structure. This structure leads to a complete classification of the simple
modules of a cellular algebra.

In this dissertation we introduce some of the main properties of cel-
lular algebras, classify their simple modules and present some important



examples of these algebras, namely the Brauer algebra. This is done
combining the definitions of Graham and Lehrer and of Konig and Xi.

Keywords: cellular algebras, Brauer algebra, simple modules
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Introducao

“It seems to me now that mathematics is capable of an artistic excellence
as great as that of any music, perhaps greater; not because the pleasure
it gives (although very pure) is comparable (...) to that of music, but
because it gives in absolute perfection that combination, characteristic of
great art, of godlike freedom, with the sense of inevitable destiny; because,

in fact, it constructs an ideal world where everything is perfect but true.”

- Bertrand Russell

As algebras celulares estao presentes em varias areas da Matemética e da Fisica
e surgem, sobretudo, sob a forma de algebras de diagramas.

O conceito de algebra celular foi originalmente introduzido por Graham e Lehrer,
em 1996, em |GL]. Neste artigo, as algebras celulares sao definidas a custa da exis-
téncia de uma base satisfazendo determinadas condigoes. Esta defini¢ao foi motivada
pelas propriedades da base de Kazhdan-Lusztig das algebras de Hecke (|[KL|, [Wil]).
Em [GL|, Graham e Lehrer mostram como construir as representagoes irredutiveis
de uma algebra celular arbitraria sobre um corpo. Como tal, ao estudar uma algebra
sobre um corpo, é importante saber se ela possui uma estrutura celular. Em caso
afirmativo, a estrutura celular da algebra conduz & construcao e classificagao das
suas representacoes irredutiveis, o que é um passo consideravel no estudo da &algebra
em questao.

Em [KX1|, [KX2] e [KX3], Konig e Xi desenvolvem a teoria introduzida por
Graham e Lehrer. No artigo [KX1], apresentam uma definigao alternativa de algebra
celular, que se distingue da original por nao depender da escolha de uma base.
Em [KX2| é descrito um processo iterativo, o qual permite construir novas algebras
celulares, designadas por inflagoes iteradas, & custa de algebras celulares previamente

existentes.



Nos ultimos anos, a teoria das algebras celulares tem-se revelado muito con-
veniente para estudar vérias classes de algebras, provenientes nio s6 da Algebra,
mas também da Topologia, da Teoria dos Nos e da Fisica Estatistica. As algebras de
Brauer, as g-algebras de Schur, as dlgebras de Ariki-Koike, as dlgebras de Temperley-
Lieb e as algebras de Birman-Wenzl sao alguns exemplos de algebras que apresentam

uma estrutura celular.

Esta dissertacao tem por objectivo expor algumas das propriedades principais das
algebras celulares, classificar os seus médulos simples e apresentar alguns exemplos
importantes destas dlgebras, nomeadamente, as algebras de Brauer. Os resultados
principais que apresentamos podem ser encontrados em |[KX1]|, [KX2]|, [KX3] e |GL].

O Capitulo 1 inicia-se com a defini¢ao original de Graham e Lehrer de &lgebra ce-
lular e com alguns resultados imediatos sobre esta classe de algebras. Seguidamente,
é apresentada a definicao de algebra celular dada por Konig e Xi e é provada a equi-
valéncia entre as duas abordagens. Terminamos com alguns resultados adicionais
sobre algebras celulares.

O Capitulo 2 é dedicado a nogao de inflagao iterada de algebras celulares, definida
em [KX2|. Apresentamos, em primeiro lugar, a defini¢do de inflagao de uma algebra
celular ao longo de um modulo e, seguidamente, a de inflagdo de uma algebra celular
ao longo de uma &lgebra celular. No final do capitulo é provado que toda a algebra
celular sobre um anel comutativo R é isomorfa a uma inflagao iterada de coépias de
R.

No Capitulo 3, é estudada uma classe particular de algebras, as algebras de
Brauer, e é demonstrado que estas algebras sao celulares, recorrendo & construgao
de inflagao iterada introduzida no capitulo anterior.

Por fim, no Capitulo 4, definimos moédulos celulares sobre uma algebra celular,
e estudamos as suas principais propriedades. Terminamos o capitulo mostrando que
é possivel classificar as representacoes irredutiveis de uma algebra celular sobre um

corpo & custa dos seus moddulos celulares.

Ao longo deste trabalho, R denota um anel comutativo com identidade (1 # 0),
A uma R-algebra associativa que pode nao ter identidade e K representa um corpo
arbitrario. Caso nada seja dito em contrério, os médulos considerados sdo modulos

a esquerda e os ideais sdo ideais bilaterais. Vamos convencionar que N = {1,2,...}.



Capitulo 1

Conceltos fundamentais

Neste capitulo introduzimos duas defini¢bes equivalentes de algebra celular e prova-

mos alguns resultados béasicos acerca destas algebras.

1.1. Definicao de algebra celular

Nesta secgao apresentamos a definicao de algebra celular dada por Graham e Lehrer

e alguns exemplos e propriedades simples destas algebras.

Definicao 1.1 ([GL]). Uma R-algebra A diz-se uma algebra celular com dados

celulares (A, M, C, i) se as seguintes condigoes forem satisfeitas:

1. (A, <) é um conjunto finito parcialmente ordenado e, para cada A € A, M(\)
¢ um conjunto finito nao vazio tal que C : [T oy M(\) x M(A) — A ¢ uma
aplicacao injectiva. Dados A € A e s,t € M(A), a imagem de (s,t) por C é
denotada por C3; e {C2; : A € A, s,t € M(A)} constitui uma R-base de A

(base celular).

2. i é uma anti-involugdo R-linear de A, tal que i(CS)"t) = C’,f):s, para A € A e

s, t € M(A).
3. Dadosa€ A, A€ Aes,t € M()\) tem-se

aCS):t = Z ra (U, S)Cﬁ\’t +7r, (1.1)
ueM(N)

onde os coeficientes r4(u,s) € R nao dependem de ¢, e com ' combinagao

R-linear de elementos da base com indice superior estritamente inferior a .
Os casos que se seguem sao exemplos muito simples de algebras celulares.

Exemplo 1.1. Para n € N, a R-dlgebra M,(R) ¢é celular, com dados celulares
(A, M,C,i), onde A = {x}, M(x) = {1,...,n}, i(A) = AT, para A € M,(R), e,

3



Capitulo 1 Conceitos fundamentais

para s,t € M()), a matriz C5, € definida por

1 sei=sej=t,

(Con);; =

9.
J
0  caso contrdrio.

De facto, as condigoes 1 e 2 da Definicao 1.1 sao trivialmente satisfeitas. Dada uma
matriz A = [a; ;] € My(R) e s,t € {1,...,n}, vem que ACT, = Y 0_; ay,sCy 4, logo
a condi¢ao 3 também se verifica.

Como caso particular, tem-se que R € uma R-dlgebra celular.

Exemplo 1.2. Dado n € N, considere-se a R-dlgebra A = R[x]/(z"'). E facil
provar que A é uma dlgebra celular, com dados celulares (A, M,C,1), onde: A =
{0,...,n}, com a ordenacao habitual; M(X\) = {*}, para A € A; C;\’* = 2"+

(™), para X € A; i = ida.

Seja A uma R-algebra celular com dados celulares (A, M, C,i). Aplicando i a
expressao (1.1) obtém-se
Clii(a) = > ralu,s)CP, +i(r'). (1.2)
ueM(N)
Consideremos agora A € A e r,q,s,t € M(\) arbitrarios. De (1.1) vem que
CrgCar =D rep (u,8)C0, +7,
ueM(XN)
onde r’ ¢ uma combinacao linear de elementos da base celular com indice superior
estritamente inferior a A. Por outro lado, de (1.2), tem-se que
CRqCl = CRqi(Ch) = D T (u, @Oy +i(r"),
ueM(N)
onde " (e, por conseguinte, i(r”)) é uma combinagao linear de elementos da base
celular com indice superior estritamente inferior a A. Daqui obtemos ' = i(r"),
Tcﬁ,q(u, s) =0 para u # r, TC?,S(U’Q) =0parau#te rcﬁ,q(r, s) = e, (t,q). Como

rCTAq(r, s) nao depende de t e on (t,q) nao depende de r, vem que
CP O =TgsCh + 1. (1.3)

Dado A’ C A, defina-se J(A') = R{C}; : A € \',s,t € M(\)}, R-submodulo de

A. Tem-se que
i(J(N) = R{i(C2,) - A e N s,t € M(A)} = J(A). (1.4)
Dada uma ordem parcial (A, <) e ® C A, dizemos que ® é um ideal de A se

VopedVAeN AN<op=>)A€D).



1.1 Definicido de algebra celular

Lema 1.1. Seja A uma R-dlgebra celular com dados celulares (A, M,C,i) e ® um

ideal de A. Entao J(®) é um ideal de A.

Demonstragao. Repare-se que J(®) é R-submodulo de A, logo é um subgrupo aditivo
de A. Consideremos a € A e Cg‘,t, A€ @, s,t € M()N), arbitrarios. De (1.1)
vem que an‘,t € J(®) e de (1.2) conclui-se que Cﬁ‘,ta € J(®). Atendendo a que
{C2 X e N,s,;t € M(\)} gera J(®) como R-médulo, conclui-se que J(®) ¢ um
ideal de A. O

Dado A € A, considere-se <) = { € A : p < A}, ideal de A. Denotemos
J(®<y), ideal de A, por J(< A). Definamos de forma analoga o ideal J(< ).

Proposigao 1.2. As sequintes propriedades sao vdlidas:
1. Se A for uma R-dlgebra celular entio AP € celular.
2. A soma directa de um nidmero finito de dlgebras celulares € celular.

3. Seja K um corpo algebricamente fechado. Toda a K-dlgebra semi-simples de

dimensao finita tem uma estrutura celular.
4. O produto tensorial de um numero finito de dlgebras celulares € celular.

5. Se A for uma R-dlgebra celular com dados celulares (A, M, C,1) e se &1 C Pqy
forem dois ideais de A, entao Q(P2 — 1) = J(P2)/J(P1) € uma R-dlgebra

celular.

6. Seja A uma R-dlgebra celular e seja 0 : R — R’ um homomorfismo de anéis
que preserva a identidade. Entdo, a extensio de escalares A = R'@pr A é uma

R’ -dlgebra celular.

Demonstragao. 1. Se A for uma R-algebra celular com dados celulares (A, M, C, 1),
entdo AP ¢ uma algebra celular com dados celulares (A, M, D, i), onde Dﬁ:t = C’,f:s,
A€ A, s,t € M(N). As condigoes 1 e 2 da Defini¢ao 1.1 sdo trivialmente satisfeitas.
Denotando por x a multiplicagdo em A, vem que, paraa € A, A € A e s, t € M(N),
axD}y=Cla= > 1ya)(u,)Ch+1 = D 1w (u, ) Dy, + 1,
ueM(N) ueM(N)
onde os coeficiente 7;(4) (u,s) ndao dependem de t e com 7’ combinagao linear de
elementos da base {D;\t A€ Ajs,t € M(N)} com indice superior estritamente

inferior a A.



Capitulo 1 Conceitos fundamentais

2. Basta provar que a soma directa de duas algebras celulares é celular. Sejam
A1 e As R-algebras celulares com dados celulares (Aj, My, C\i1) e (Ag, My, D, is),
respectivamente. E simples verificar que A; @ Ay é uma R-algebra celular com dados
celulares (A1 +Ag, N, E, i1 +12), onde: A1+ Ag é o coproduto de A; e Ag na categoria
dos conjuntos parcialmente ordenados; para cada A € A; + A2, N(A) = M;()) se
A€ Ay e N(N\) = My(\) caso contrario; dados A € Aj + Ay e s,t € N(A), Eét = Cét
se €A e Eét = D;\J caso contrario.

3. Pelo Teorema de Wedderburn, toda a K-algebra semi-simples de dimensao
finita, com K corpo algebricamente fechado, é isomorfa & soma directa de um ntimero
finito de algebras M, (K). Do Exemplo 1.1 e da alinea anterior decorre o pretendido.

4. Também neste caso basta demonstrar que o produto tensorial de duas algebras
celulares é celular. Consideremos A e As, R-algebras celulares com dados celulares
(A1, M1,CLiy) e (Mg, Mo, D, ia), respectivamente. Mostremos que a R-algebra A; ®p
As (ver, por exemplo, [Cohn, §5.5, Theorem 5.1]) é celular com dados celulares (A X
Ao, N, E i1 ®pRis), onde: Aj X Ay é o produto de A e Ag na categoria dos conjuntos

parcialmente ordenados; para cada (A1, A2) € Ay x Ao, N(A1, Aa) = M1(A1) x Ma(N2);

ALL,A A
dados (A1,A2) € Ay X Ag e (s1,82), (t1,t2) € N(A1, A2), E((S11,522)),(t1,t2) = Csll,tl QR
D;\;t2. Verifica-se facilmente que as condigoes 1 e 2 da Definicao 1.1 sao satisfeitas.

Por outro lado, dados a; € A7 e as € Ay, tem-se
A1, A A
(a1 ©p az) E((811,822))»(t17t2) - (a105117t1> ®r (aQDs;’t2>

=| X rQsci, ) en | Y r@es)Dy, "
w1 €My (A1) ’LLQEMQ()\Q)

AA
- > ri (uy, s1)rl? (UQ’S2)E((U11,UQ2)),(tLt2) o
(u1,u2)EN(A1,)2)

onde r’ ¢ uma combinacao linear de elementos da base celular de A; com indice
. . . . 7% . ~ .

superior estritamente inferior a Ay e r/ é uma combinacéo linear de elementos da

base celular de A com indice superior estritamente inferior a Ag. O elemento r”” é

dado por

Z rgll)(ul,sl)C;\llm @rr" | + |7 ®@r Z T((lz)(uz,SQ)Dz;b
ur €M1 (A1) u2EMa(A2)

/ "
+(rr®rr"),
ou seja, é uma combinacao linear dos elementos de

{E(Al’h) t (M, A2) € Ay x Ag, (81, 82), (t1,t2) € N(A1, \2)},

(51,52),(t1,t2) °

6



1.1 Definicido de algebra celular

com indice superior estritamente inferior a (A1, A\2) no conjunto parcialmente orde-
nado A1 x As. Daqui conclui-se que a condi¢do 3 da Defini¢ao 1.1 é satisfeita.

5. Como ®; C Py tem-se J(P1) C J(P2) e podemos considerar o R-modulo
J(®2)/J(®1). Uma vez que ®; e P sdo ideais de A, o Lema 1.1 permite-nos concluir
que J(P2) é um anel e que J(P1) é um ideal de J(P3). Isto mostra que J(P2)/J(P1)
é uma R-algebra. Considere-se agora o conjunto ®s — ®; munido com a relagao de

ordem parcial herdada de A. Repare-se que
B={D}, : A€ &y — ®1,5,t € M(\)},
onde Dﬁ:t = C'g:t + J(®1), constitui uma R-base de J(®2)/J(P1). Seja
i’ J(P2)/J(®1) — J(P2)/J(P1)

a funcao definida por i'(a + J(®1)) = i(a) + J(®1). Esta funcio esta bem definida
pois i ¢ aditiva e, por (1.4), i(J(®1)) = J(®1) e i(J(P2)) = J(P2). E simples verificar
que ¢ ¢ uma anti-involugdo R-linear em J(®3)/J(®1), satisfazendo #'(D2,) = D},
para A € &y — g e s,t € M(A). Dados a + J(®1) € J(P2)/J (1), A € Dy — Py e
s,t € M(\), vem que

(a+ J(<I>1))D§7t = Z ro(u, S)Dit + 7,
u€M(X)

onde 7’ € uma combinacao linear dos elementos de B com indice superior estritamente
inferior a A\. Daqui decorre que J(®2)/J(P1) ¢ uma &algebra celular com dados
celulares (®g — @1, N, D,i’), onde N(X) = M(X), A € P2 — 1. Pelo que vimos, a
R-algebra J(®2)/J(P1) depende apenas de $3 — ®; sob o ponto de vista estrutural,
logo podemos denotar esta algebra por Q(®s — P1).

6. O anel R’ ¢ um R-mo6dulo para a acgao * definida por rxs’ = 6(r)s’,r € R, s’ €
R’. Considere-se a extensao de escalares A = R’ @ A. Por um lado A? ¢ um R'-
modulo. Por outro lado, como R’ e A sio R-algebras, A’ ¢ uma R-algebra (|[Cohn,
§5.5, Theorem 5.1]). E muito simples verificar que s'(bybs) = (s'by)by = by(s'bs),
s' € R', by,by € AY. Logo A? ¢, de facto, uma R’-algebra. Suponhamos que A tem
dados celulares (A, M,C,7). Prova-se facilmente que o conjunto {1 ®p C'g"t t A€
A,s,t € M()\)} é uma R'-base de A?. Além disso, idr @i é uma anti-involugao R'-
linear de A? que verifica (idg ®pi) (1 ®r C2;) = 1®r C},. Demonstra-se facilmente
que A% ¢ uma R’ algebra celular com dados celulares (A, M, D, idp @gi), onde Dg"t =

1®r C’ét, A€, s,t € M(\). As condigoes 1 e 2 da Defini¢ao 1.1 s@o claramente

7



Capitulo 1 Conceitos fundamentais

satisfeitas. Por outro lado, para A € A, s,t € M(\), s € Rl ea € A, vem

(s ®g a) Di\,t =5 ®@p (ant) =5 ®p Z rq(u, s)C’i"t +7
u€M(X)

= Z (ra(u, s) * s/) (l QR C,it) + s’ (1 R 7'/) )

u€M(N)
onde r’ ¢ uma combinacao linear de elementos da base celular de A com indice

superior estritamente inferior a A. Daqui conclui-se que a condi¢gdo 3 da Defini¢ao

1.1 também se verifica. O

1.2. Uma nova definicao de algebra celular

Em [KX1], Konig e Xi apresentaram uma outra defini¢do mais conceptual de algebra
celular. Seguidamente introduzimos esta definicdo e mostramos a sua equivaléncia a
definicdo dada por Graham e Lehrer.

Comecemos por definir ideal celular.

Definigao 1.2. Seja A uma R-algebra, J um ideal e um R-submoédulo de A e ¢ uma
anti-involu¢ao R-linear em A. Diz-se que J é um ideal celular de A relativamente

a1t se:

2. existir um ideal esquerdo de A, A, finitamente gerado e livre sobre R, com

ACJ;

3. existir um isomorfismo R-linear de (A, A)-bimédulos o : J — A ®@pi(A) que

torne o seguinte diagrama comutativo:

J—2 S A®gi(A)

zJ lg?i%@Ry’—)i(y) ®pi(z)

J—2 S A®gi(A)

Seja A um anel, ¢ um anti-homomorfismo de anéis e A um ideal esquerdo de
A. E facil demonstrar que i(A) é um ideal direito de A. Se, além disso, A for um
R-modulo e i for R-linear, vem que A ®p i(A) é simultaneamente um R-modulo e

um (A, A)-bimédulo, pelo que a condigao 3 da Defini¢ao 1.2 faz sentido.

8



1.2 Uma nova definicdo de algebra celular

Lema 1.3. Seja A uma R-dlgebra, i uma anti-involucdo R-linear em A e J um
ideal celular de A relativamente a i. Entdo J é uma R-dlgebra celular com dados
celulares ({*}, M, C,i|1) e aCsy = >0 ralu, s)Cy 4, quaisquer que sejam a € A e
s,t € M(x).

Demonstracao. Por J ser um ideal celular de A relativamente a i existe um ideal
esquerdo de A, A, finitamente gerado e livre sobre R, com A C J. Seja {01,...,0m}
uma R-base de A. Como existe um isomorfismo R-linear de (A, A)-bimodulos
a:J — A®gi(A), J & um R-submédulo livre de A com R-base {C}; : s,t =
1,...,m},onde Ci, = a~! (0 ®p i(6;)). Paras,t =1,...,m,vemque a (i (CF,)) =
¢ (6s @R i(0)) = o (Cf,), portanto i(Cs,) = Cf,. Por outro lado, dado a € A, vem

que
a (aCyy) = (ads) @R i(8;) = <Z ra(u,s)5u> ®Rri(d) =« <Z rq(u, s) ;zt) ,
u=1 u=1
logo aCy,; = o ralu, s)Ch ¢ d

Considere-se agora (A, <), conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que p € A
é um elemento minimal de A se VA € A (A < p = A = p). Prova-se facilmente que

todo o conjunto finito parcialmente ordenado tem algum elemento minimal.

Lema 1.4. Seja A uma R-dlgebra celular com dados celulares (A, M,C,i). Seja
w € N um elemento minimal de A. Entao J(< p) = J({u}) € um ideal celular de A

relativamente a 1.

Demonstrag¢ao. Por (1.4) e pelo Lema 1.1 conclui-se que J(< pu) = J({p}) é um
ideal de A invariante por i. Fixemos arbitrariamente f € M (u) e consideremos
A = R{Céff s € M(p)} € J({u}), R-submodulo de A finitamente gerado e
livre. De (1.1) vem que A é uma ideal esquerdo de A. Consequentemente, i(A),
R-submodulo livre e ideal direito de A, tem por R-base o conjunto {C% s 1S E
M(p)}. Sejaa: J{p}) — A®pgi(A) o homomorfismo de R-modulos definido por
a(CYy) = Cgf ®R C}it. A aplicagao « é, alias, um isomorfismo de R-moédulos pois

transforma uma R-base numa R-base. Por outro lado,

« (aC’f:’t) =« Z 7o (U, S)C,;\t = Z ra(u, s) (Cfif ®R C?,t)

ueM (p) ueM(p)

= (aC’é}) ®R C}it = aa (C4)
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para a € A e s,t € M(u) quaisquer. Prova-se, de forma anéloga, que a(Cﬁta) =
a(C4)a, a € Aes,t € M(p). Como tal, @ & um homomorfismo de (A, A)-bimédulos.
Finalmente, tem-se (a0i)(CY;) = Céff®RC“78 = (po)(CL,), onde ¢ : A®Ri(A) —
A®pi(A) é o tnico homomorfismo de R-moédulos que verifica p(z®y) = i(y)@ri(z),

x € Ay € i(A). Isto prova o pretendido. O

Seja A uma R-algebra arbitraria e ¢ uma anti-involu¢do R-linear em A. Supo-
nhamos que J; e Ja, J1 C Jo, sdo R-submoédulos de A que satisfazem i(J;) = J;,
i = 1,2. Suponhamos ainda Jo é subanel de A e que Ji é ideal de Jo. Daqui vem
que Jo/J1 é uma R-algebra. Considere-se a aplicagao i’ : Jo/J; — Jo/J; definida
por i'(a+ J1) =i(a)+ J1, a € Jo. Como i é aditiva e J; e Jo sdo invariantes por i, a
aplicacdo 7’ esta bem definida. E simples verificar que se trata de uma anti-involucao
R-linear em Jo/.J;. Designamos ¢’ por anti-involugdo R-linear em induzida por i em

Ja) 1.

Definigao 1.3. Seja A uma R-algebra e i uma anti-involugdo R-linear em A. Dize-

mos que A é uma algebra celular relativamente a i se:
1. existir uma decomposicao de A como soma directa de R-submodulos,
A=Ji® -aJ),

comi(J,)=J, #0, k=1,...,n;

2. definindo J; = @2:1 J}., se obtiver uma cadeia de ideais de A (cadeia celular)

O=JyCc i C---CJdp1CJp=A;

3. paral=1,...,n, o quociente J;/J;_1 for um ideal celular de A/J;_; relativa-

mente & anti-involugao R-linear induzida por i em A/J;_1.

Lema 1.5. Seja A uma R-dlgebra celular relativamente a i (sequndo a Defini¢ao 1.3),
com cadeia celular 0 = JoC J1 C--- C Jp1 CJp=A. Se 0 <11 <ly <n, entao
Ji,/Ji, € uma R-dlgebra celular relativamente & anti-involugao R-linear induzida por

i no quociente (Defini¢ao 1.3).

Demonstrag¢ao. Suponhamos que temos A = J| & --- @ J),, como soma directa de
R-submodulos, e consideremos Jy = @, Ji. Ora J,/J;, e |41 ® - @ J], sdo

R-modulos isomorfos. Desta correspondéncia vem

le/Jll = ((Jlll—i-l D Jll)/‘]ll) ©---D ((Jllg & Jll)/Jll)7

10



1.2 Uma nova definicdo de algebra celular

como soma directa de R-submodulos. Seja ¢’ a anti-involugao R-linear induzida por

iem J,/Jp,. E simples ver que, para l=1; +1,...,1s,
(1 & )/ ) = (T & )/ T,

Para k=1,...,lo — 1, o R-mo6dulo

1+k
Tr= P ((J®I)/I) = Jusk/ I
I=l1+1
¢ claramente um ideal de Jj,/J;,. Falta ver que, para k = 1,...,ls — I, j;ﬁ/j;ﬁ_l ~

Jiy+k/J1,+k—1 (isomorfismo de R-algebras) é um ideal celular de (JZQ/Jll)/jk_l ~
Ji,/Ji,+k—1 (isomorfismo de R-algebras) para a anti-involu¢ao R-linear induzida por
i’ no quociente. Ora Jj,y/J;, +k—1 ¢ um ideal celular de A/J), 1x—1 para a anti-
involugao R-linear induzida por i em A/Jj,1x—1, k = 1,...,la — ;. Daqui vem
que Jy, 1x/Ji,+k—1 € um ideal celular de Jy,/Ji, +x—1 para a anti-involugdo R-linear

induzida por i em Jy, /Jj, +k—1, k = 1,...,la—11, de onde se conclui o pretendido. [

Proposicao 1.6. As Defini¢des 1.1 e 1.8 sao equivalentes, no sentido em que toda
a R-dlgebra celular relativamente a Definicdo 1.1 possui uma estrutura de R-dlgebra

celular sequndo a Definicao 1.8 e vice-versa.

Demonstragao. Seja A uma R-algebra celular com dados celulares (A, M, C,i) (se-
gundo |GL]). Suponhamos que A = {A1,...,\,} onde A; é um elemento minimal
de A e, para l > 1, \; é um elemento minimal no conjunto parcialmente orde-
nado A — {A\i,..., \—1}. Temos que A = J{\}) @ -+ @ J{An}), como soma
directa de R-submodulos. Além disso, por (1.4), i(J({\})) = J({\;}). O R-mddulo
J=® J{w)) = T, N)), [ =1,...,n, & claramente um ideal de A,
pois {A1,..., A} € um ideal de A (ver Lema 1.1). Falta ver que J;/J;—1 é um ideal
celular de A/J;_; relativamente & anti-involu¢ao R-linear induzida por i no quoci-
ente, para [ = 1,...,n. Fixemos [ € {1,...,n}. Tomando ®; = {A1,...,\_1} ¢
®y = A na alinea 5 da Proposigao 1.2, vem que Q({)\;,...,\,}) = A/J;_1 é uma
R-algebra celular com dados celulares ({\;,...,A\n}, N, D,i’), onde N(\) = M())
para A € {\;,..., \n}, D;\’t = C’Qt +Ji_1, A€ A, s,t € N(N), e é a anti-involugao
R-linear induzida por i em A/J;_;. E simples ver que Ji/Ji—1 é o R-submodulo
de A/J;—1 gerado por {Di"t :s,t € N(A\)}. Como A; é um elemento minimal em
{Al,---, An}, vem, pelo Lema 1.4, que J;/J;_1 é um ideal celular de A/J;_1 relativa-

mente a 7',

11
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Reciprocamente, suponhamos que A é uma R-dlgebra celular relativamente a ¢
(segundo a Defini¢ao 1.3). Entao A= J{ @ --- @ J,,, comi(J) = J,, k=1,...,n.
Além disso, definindo J; = @221 J},, obtém-se a cadeia de ideais de A

0O=JyCc /L C---CJp1CJy=A,

e, paral =1,...,n, o quociente J;/J;_1 é um ideal celular de A/J;_1, relativamente
a anti-involugdo R-linear induzida por i em A/J;_1. Procedamos por indugao em n.

Sen =1, vem que A = J1, onde J; é um ideal celular de A relativamente a 1.
Entao, pelo Lema 1.3, A é uma algebra celular com dados celulares ({x}, M, C,1)
(Definicao 1.1).

Suponhamos agora que toda R-algebra celular relativamente & anti-involucao R-
linear ¢ (Defini¢ao 1.3), com cadeia celular de comprimento n, é uma algebra celular
com dados celulares (A, M,C,i) (Definicao 1.1), onde |[A| = n. Seja A uma R-
algebra celular relativamente ¢, segundo a definigdo de [KX1], com cadeia celular
0=JCchC---CJ,CJIpr1=A. Tomando I = n+1ely =1 no Lema 1.5,
concluimos que A/J; é uma algebra celular relativamente a anti-involu¢do R-linear
', induzida por ¢ no quociente. Alids, sabemos que a cadeia celular obtida tem
comprimento n. Entdo, pela hipotese de indugao, concluimos que A/.J; é uma algebra
celular com dados celulares (A, Ny, D,i’) (Definicao 1.1), onde |A| = n. Seja ¢ :
Jy® - @ J), . — A/J1 o isomorfismo de R-mo6dulos definido por (a) = a + Ji,
a€Jy® - ®J,,,. Definamos C3; =~ 1(D3,), A € A, s,t € Ni(A). Como A/J; é
um R-médulo livre com R-base {D2, : A € A, s,t € N1(\)}, vem que Jj&---@J),; ¢
um R-moédulo livre com R-base {C3; : A € A, s, € Ni(A)}. Por outro lado, J{ = J;
¢ um ideal celular de A relativamente a i, logo, pelo Lema 1.3, J; é uma R-algebra
celular relativamente a i|7,. Tomemos u ¢ A. Sem perda de generalidade, podemos
denotar os dados celulares de Ji por ({u}, Na2,C,i|s). Consideremos o conjunto
AU {u}. Adicionemos a ordem parcial de A as relagoes p < A, para todo o A € A.
Desta forma, A U {u} torna-se um conjunto parcialmente ordenado. Vejamos que A
é uma algebra celular, com dados celulares (A U {u}, M, C,i), onde M (\) = Ny(\)
se A € A e M(u) = No(u). Claramente, {C’Qt A€ AU{p},s,t € M(N)} constitui
uma R-base de A. Além disso, tem-se que i(CY;) = i|;,(CL,) = Cf, t,5s € M ().

Por outro lado, para A € A, s,t € M()\),
D(i(Coy)) = i(Chy) + 1 = i'(D3y) = Dy = (C,),

logo i(C2;) = C. Pelo Lema 1.3, sabemos que aC%, = >70_, r4(u, s)CY

u=1 u,t? para

12



1.2 Uma nova definicdo de algebra celular

s,t € M(p). Para A € A, s,t € M()\) vem

aCét +Ji=(a+ Jl)Dg"t = Z Tatg; (U, s)Dit + 7
ueN(X)

= Z T‘a+]1 (u, S)C,i\,t + /(/]71 (T/) + J17
u€N(X)

onde 7’ é uma combinagao linear de elementos da base celular de A/.J; com indice su-
perior estritamente inferior a A. Isto mostra que aC; = 2ueN() Tata (U $)Co i+,
onde 7 ¢ uma combinagdo linear de elementos da R-base {C2; : A € AU {u},s,t €
M(X)} que apresentam indice superior estritamente inferior a A no conjunto parci-

almente ordenado A U {u}. Fica assim provado o pretendido. O

Proposigao 1.7. Seja R um anel onde 1+ 1 € Ur, A uma R-dlgebra e i uma anti-
-involu¢ao R-linear em A. Se J for um ideal celular de A e se A/J for uma R-
dalgebra celular relativamente & anti-involug¢ao R-linear induzida por i em A/J entao

A é uma R-dlgebra celular relativamente a 1.

Demonstragdo. Suponhamos que A/J tem dados celulares (A, Ny, D,i'), onde 7’ é a
anti-involu¢ao R-linear induzida por i em A/J. Como Ni(A), A € A, é um conjunto
finito, podemos identificar N1(A) com {1,...,nx}. Para A € Ae s,t € {1,...,ny},
com s < t, definamos C’ét como sendo um elemento de A tal que C’Qt +J = D?}t.
Para A € Aes,t € {1,...,n)}, com s > ¢, definamos CS)‘J = z(Cf‘S) Nesta situacao
tem-se C3, + J = i(CP,) + J = i (C), + J) = i'(D},) = D},. Finalmente, para
AeANese{l,...,n}, defina-se C2, = 2_1(5;\75 + z(ég\s)), onde CA’SAS € A verifica
628+J = Dés. Repare-se que CS)‘75+J = 2*1(2D;\78) = DQS. Por outro lado, J é um
ideal celular de A, logo, pelo Lema 1.3, J é uma R-algebra celular relativamente a i| ;.
Tomemos p &€ A. Sem perda de generalidade podemos supor que os dados celulares
de J sao ({u}, N1,C,i|s). Consideremos o conjunto A U {u}. Adicionemos a ordem
parcial de A as relagoes p < A, para todo o A € A. Desta forma, A U {u} torna-se
um conjunto parcialmente ordenado. Vejamos que A é uma &lgebra celular, com
dados celulares (AU {u}, M,C,i), onde M(X\) = Ni(\) se A € A e M(pu) = Na(p).
E simples verificar que {Cg‘,t A€ AU {u},s,t € M(\)} é uma R-base de A. Ja
sabemos que i(C%,) = Cf,, s,t € M(u). Por outro lado, dados A € A e s,t € M()),
tem-se, por defini¢do, que i(Cg‘,t) = Cés. E simples verificar que aCét, a € A,
A€ Au{u},s,t € M(N), é uma combinagao linear dos elementos da base celular

com a configuracao pretendida. O
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Proposicao 1.8. Seja A uma R-dlgebra com identidade e i uma anti-involucdo R-
linear de A. Suponhamos que A é um ideal celular de A relativamente a i. Entao

A= M,(R) (isomorfismo de R-dlgebras), para certo n € N.

Demonstrac¢ao. Pelo Lema 1.3, A é uma R-algebra celular com dados celulares
({+}, M, C,i). Como M (%) é um conjunto finito, podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que M (%) = {1,...,n}. Suponhamos que 1 = quzl 7r,qCr.q € a decompo-
sigdo da identidade de A como combinagdo R-linear dos elementos da base celular.

Por (1.3), vem que C; Cs;, = 7y sCry, 7,q,8,t = 1,...,n. Dados s,t € {1,...,n},

7,q
tem-se
n n
* * ~ * * C*
st T lcs,t - E : rﬁanq st T E (TT qTq,s ) Tt 2 : 2 :TT q""q, Tu :
r,q=1 r,g=1 r=1 \q=1
. P n ~ ~ _ _ . x *

Daqui concluimos que Zq:1 Trqlq,s = Ors, 7,8 = 1,...,n. Partindo de Cs,t = Cg.1,

2 n ~ ~
obtém-se Y " | Ty Trg = 0tqg, ¢, t=1,...,n.

Considerem-se as matrizes R = [F's 4], R = [I's ] € My (R). Pelo que acabamos de
ver estas matrizes sao inversas uma da outra. Para s,t =1,...,n, definamos E,; =
Yow_1 Tu,sCh ;e consideremos o endomorfismo de R-modulos ¢ : A — A, definido

por (C:;) = Esp. Seja B = (Cfy,...,Chy,...,Ci s, O

nn) Denotemos por

M (3; B) a matriz de v relativamente a base ordenada B. E simples verificar que
M (y; B) = diag(R, . .., R), logo M (¢; B) & invertivel e M (1; B)~! = diag(ﬁ, ey E)
Como tal, 1 ¢ um isomorfismo de R-moédulos, logo os elementos Es;, s,t =1,...,n,
formam uma R-base de A.

Consideremos a R-algebra M, (R) munida com a estrutura celular introduzida

no Exemplo 1.1. Denotemos os seus dados celulares por ({*}, N, D, j), onde N () =

{1,...,n}. Verifica-se facilmente que Dj = 0q,sDyy. Seja ¢ 0 A — M,(R)
o isomorfismo de R-moédulos definido por ¢( S,t) = D3y, s,t =1,...,n. Repare-se
que

n n n n
~ * ~ * ~ ~ “ *
Eans,t = E :"”u,rcu,q E rv,scut = E E Tu,rrv,srq,vcu,t
v=1

u:l UZI Uil
n n
= ( ?q,v":v,s> (Z Tu, rC ) = 5q, Ert
v=1 u=1
Daqui decorre que ¢ é um isomorfismo de R-algebras. O
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Capitulo 2

Inflacoes

No capitulo anterior foram analisadas varias formas de construir novas élgebras ce-
lulares a custa de algebras celulares preexistentes. Neste capitulo, focamo-nos num
processo iterativo especifico que permite produzir novas élgebras celulares através de

um conjunto de algebras celulares e de R-moédulos livres previamente escolhidos.

Provaremos ainda que todas as algebras celulares podem ser obtidas através desta
construgao recursiva. Mais concretamente, demonstra-se que toda a R-algebra celu-

lar é uma inflagao iterada da R-algebra R.

2.1. Inflagoes de uma R-algebra ao longo de um R-médulo

Seja B’ uma R-algebra, V um R-moédulo e ¢ : V x V — B’ uma aplicacao R-
bilinear. Vamos definir uma nova R-algebra B a custa de B’, de V e de .
Considere-se o R-médulo B =V @ B’ @ V. Pretendemos munir B com uma
multiplicacao associativa. Para tal, considere-se qg VXB xVXxVxB xV—
B, a funcdo definida por ¢(vy, b, wi, v, by, we) = v @p b9 (w1, ve)bh, @R wa, onde
v1, w1, v, we € V e by, b € B'. Esta fungdo ¢ R-multilinear pois — ®p — @ — e
1 sdo aplicagoes R-multilineares. Pela propriedade universal do produto tensorial,
existe um dnico homomorfismo de R-modulos, ¢ : B ®g B — B, satisfazendo
po(—RrR— QR — R — Qr—Qr—) = <Z~> Como ¢ é um homomorfismo de R-

modulos, ¢ induz uma multiplicagao R-linear em B definida por
biba = ¢(b1 @R b2), (2.1)
para by, be € B. Em particular, dados vy, w1, ve, we € V e by,b] € B', vem que
(v1 @R by @r w1) (v2 @R by O wa) = v1 @ Vi (w1, v2)b @R wa.

Pela associatividade da multiplicagdo em B’ temos
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((v1 ®r Yy @ w1) (v2 ®R by @ w2)) (vs R by O w3)
= (v1 ®p by (w1, v2)by @R wa) (v3 @R b @ ws)

= v1 @R (Vi (wi, v2)by) 1(wa, v3)by @R w3

= v1 @p by (w1, v2) (Do (w2, v3)b3) @R w3

= (v1 Qr b} @r w1) (v2 @R by (w2, v3)by @R w3)

= (v1 ®r b @r w1) ((v2 ®R by @r w2) (vs @R b3 Qr w3)) .

Daqui vem que a multiplicagao definida em B ¢é associativa, logo B é uma R-algebra
para esta multiplicacao.

Seja agora i uma anti-involucdo R-linear em B’. Consideremos a funcéo j :
V x B' x V. — B, definida por j(v,b/,w) = w ®p i(b') @g v. Como j é uma

aplicagao R-trilinear, existe um tinico homomorfismo de R-mo6dulos j satisfazendo
Jw@rb @, w) =wegri(d) g v, (2.2)

para v,w € V e bt/ € B’. Verifica-se facilmente que j ¢ uma involugao de B.
Se, adicionalmente, a funcdo ¢ satisfizer i(¢¥ (v, w)) = YP(w,v), v,w € V, tem-se
J (11 @r b} @rw1) (v2 QR by @ w2)) = j(v2 Qr by @r w2) j (V1 ®r V) @pw1), de

onde se conclui que j é uma anti-involugao R-linear de B.

Proposigao 2.1. Seja B’ uma R-dlgebra celular com dados celulares (A, M, C, 1),
V um R-mddulo finitamente gerado e livre sobre R, com base {vi,...,v,}, e ¢ :
V x V. — B’ uma aplicagao R-linear verificando i(y(v,w)) = P(w,v), v,w € V.
Entao B=V ®@r B’ ®@rV é uma R-dlgebra celular com dados celulares (A, N, D, j),
onde N(A) = {1,...,n} x M(X), para X € A, D(>\517t1),(52,t2) = v, @R Cé,tz ®R Vs,
para A € A e (s1,t1),(s2,t2) € N(N), e j € a funcao definida a custa de i em (2.2).

Demonstra¢io. O R-modulo B =V ®g B’ @z V é uma R-algebra para a operagao
definida & custa de ¢ em (2.1). Como v verifica i(¢(v,w)) = P(w,v), v,w € V,
vem que a involu¢ao R-linear j é um anti-homomorfismo de anéis. Mostremos entao
que B é uma R-algebra celular com os dados celulares referidos no enunciado. O
conjunto {Dz\shtl),(sm) : XA € A (s1,t1),(s2,t2) € N(A)} é claramente uma R-base
de B. Além do mais,

: A ; A A A
J (D(Sl,tl)y(SQ,Q)) =J (7151 ®r Cf) 1, OR 052) = vs, ®R Cf, 4, ®R Vs, = D(527t2),(517t1)-
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Tomemos agora v@gb' @rw, comv,w € Vel € B'e X € A, (s1,t1), (s2,t2) € N(A).

Suponhamos que v =Y o, 7,(8)vs, ry(s) € R. Vem que

(U ®R b, ®r w) D(>\817t1)7(82,t2) =VQR b,@ZJ(w, vsl)clf);h ®R Usg

n
= (Z rv(s)vs> ®R Z rb’w(w,vsl)(u’tl)citz 1 | @5 vs,
s=1

u€M(N)

= Z T (8)Th 4 (w04, ) (Us tl)DZ\s,u),(sz,tg) + Z ro(s) (Vs ®R T R Vs,) ,
(s,u)eEN(N) s=1

onde 7’ é uma combinacao linear de elementos da base celular de B’ com indice
superior estritamente inferior a A. Daqui conclui-se que a condi¢ao 3 da Definigao

1.1 é satisfeita. O

Definicao 2.1. A R-algebra celular B obtida na proposicdo anterior chamamos

inflagao da algebra B’ ao longo do R-médulo V.

A defini¢ao que se segue formaliza o que entedemos ser um isomorfismo de R-

algebras celulares que preserve a sua estrutura celular.

Definigao 2.2. Sejam A; e Ay R-élgebras celulares com dados celulares (A1, M1, C, i)
e (Ag, My, D, iy), respectivamente. Consideremos ¢ : A; — Ag, isomorfismo de R-

algebras. Dizemos que ¢ é um isomorfismo candnico de algebras celulares se

existirem bijeccgoes f : Ay — Ag e gy : M1(\) — Ma(f(\)), para cada X € Aq,

tais que cp(C;\,t) = D;:(E‘s))’gk(t), para todo o A € A e s,t € My(\).

As R-algebras celulares A; e Ay dizem-se canonicamente isomorfas se existir

@ : A1 — Ao, isomorfismo canoénico de R-algebras celulares.

Seja ¢ : Ay — Ao um isomorfismo candnico entre as algebras celulares A;
e Ag, com dados celulares (A1, M;y,C,i1) e (Ag, My, D, i), respectivamente. Este
isomorfismo verifica @ 0 iy = iz 0 ¢, pois (p 0 i1)(Cey) = (i2 0 )(C;), A € A,
s, t € M(N).

O préximo lema esclarece como podemos construir ideais celulares utilizando
inflagoes de algebras ao longo de médulos. Recordemos que, pelo Exemplo 1.1, R
¢ uma R-algebra celular com dados celulares ({x}, M,C,idg), onde M(x) = {1} e
Ci;=1

Lema 2.2. Seja A uma R-dlgebra, i uma anti-involucdo R-linear em A e J um

ideal celular de A relativamente a i. Entdo J € uma R-dlgebra celular canonicamente
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isomorfa a uma inflacdo da R-dlgebra R ao longo de um R-mddulo livre e finitamente

gerado sobre R.

Demonstra¢dgo. Como J é um ideal celular de A relativamente a i, entao, pelo Lema

1.3, J & uma éalgebra celular com dados celulares ({*}, M, C,i|;), onde, sem perda de

generalidade, temos M (x) = {1,...,m}, para algum inteiro positivo m. Por (1.3),
vem que Cy Cy = 74Cry, r,q,8,t = 1,...,m. Seja V um R-mo6dulo livremente

gerado por {vy,...,vm} e ¢ : V xV — R a aplicagdo R-bilinear definida por
Y(vs,vy) = Tsy. Por um lado, i|; (Cy Ck,) = Tqsils(Chy) = Tq,sCf,. Por outro
lado, i|s (C;qC;:t) = C/Cy, = T54Ct,, logo Ty s = Tsyg, ¢,8 = 1,...,m. Daqui
decorre que idg (1 (v,w)) = ¥(w,v), v,w € V. Logo, pela Proposi¢ao 2.1, podemos
considerar a inflacao da R-algebra R ao longo do R-moédulo V, isto é, a R-algebra
celular V@ R®pr V com dados celulares ({x}, N, D, j), definidos & custa dos dados
celulares de R. Seja ¢ : J — V ®@r R®rV 0 homomorfismo de R-mddulos definido
por ¢(C5;) = vs@r1@pv = D?s,l),(t,l)v s,t =1,...,m. Como ¢ transforma uma R-
base numa R-base, ¢ ¢ um isomorfismo de R-modulos. Repare-se que ¢(Cy ,C3,) =

TqsP(Cry) = Tgs(vr ®@r 1 @R vt), 7,¢,5,t = 1,...,m. Por outro lado, tem-se

¢(C:,q)¢(0;,t) = (v ®r 1 @R vg)(vs ®r 1 ®R V1)

= Vr ®R 1¢(Uq> ’Us)l KRV = ¢(C:,q0:,t)>

logo ¢ é um isomorfismo de R-algebras. Como ¢ preserva os dados celulares, J e

V ®r R®pr V sao algebras celulares canonicamente isomorfas. O

2.2. Inflagoes de uma R-algebra ao longo de uma R-algebra

Suponhamos agora que B e C sdo R-algebras. Considere-se o R-modulo A = B@C.

O nosso primeiro objectivo é dotar A de uma estrutura de R-algebra, de tal
forma que B seja ideal de A e, consequentemente, que A/B e C sejam R-algebras
isomorfas. Munir A com uma multiplicacdo R-linear equivale a definir um homomor-
fismo de R-moddulos de A ®p A para A. Como A®Rpr A~ (BRrB)® (BerC)®
(C®rB) ® (C®gC) (isomorfismo de R-modulos), entdao, definir um homomor-
fismo de R-mo6dulos de A @i A para A é equivalente a definir oito homomorfismos
R-lineares: B®r B — B, BQQr B — C, BrC — B, Br C — C,
CrB—B,C®rB—C,C®rC — Be(C®rC — C. Queremos que as
fungoes BQr B — B e C ®r C — C correspondam, respectivamente, as multipli-

cagoes em B e em C. Por outro lado, para que B seja ideal de A, é necessério que os
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homomorfismos B®r B — C, Br C — C, C ®zr B — C sejam nulos. Como
tal, precisamos de definir trés homomorfismos de R-moédulos: « : C ®r C — B,
8:B®RrC — Be~vy:C®rB — B. Desta forma, a multiplicacdo em A sera

dada por
(b1 4 c1) (b2 + c2) = biba + B(b1 @R c2) + Y(c1 @R b2) + a(c1 ®r c2) + c1c2, (2.3)

para by, by € B e c¢1,co € C. Esta operagao é associativa se ((by + ¢1)(b2 + ¢2)) (b3 +
63) = (bl + Cl) ((bz + 62)(b3 + 63)), para bi,bo,b3 € B, ¢1,c2,c3 € C arbitrarios. Ou

seja, a associatividade é garantida se e s6 se

((biba + B(b1 ®R c2) + v(c1 @R b2) + ac1 @k c2)) + c1c2) (b + ¢3)

= (b1 + c1) ((b2bs + B(b2 ®R ¢3) + Y(c2 ®R b3) + a(ca @R ¢3)) + cac3)

& (biby + B(by @R c2) + v(c1 @R b2) + ac1 ®r c2)) b3

+ B ((bibs + B(b1 ®R c2) +Y(c1 @R b2) + ale1 ®R 2)) ®p c3) + 7 ((c1e2) @R bs)
+ a ((c1c2) ®R €3) + (c1c2) c3 = by (babz + B(b2 @R c3) + Y(c2 @R b3) + a(c2 ®R ¢3))
+ B(b1 ®r (c2¢3)) + 7 (c1 @R (b2bs + B(ba @R c3) +7(ca @R b3) + a2 @R c3)))
+ a(c; @R (cac3)) + c1 (cacs) < B (b1 ®r c2) bs + v (c1 @R b2) by + e (c1 @R ¢2) b3
+ B ((b1b2) ®r c3) + B (B (b1 @R c2) ®R c3) + B (v (€1 ®R b2) ® c3)

+ B (a(c1 ®r c2) @R e3) + 7 ((c1c2) @R b3) + a((crc2) ®p c3) = b1 (b2 @R c3)
+b17(c2 ®r b3) +bia(c2 ®r c3) + B (b1 @r (c2c3)) + v (c1 @R (b2bs3))

+7(c1 ®r B (b2 ®r c3)) + 7 (c1 ®r Y (c2 ®R b3)) + 7 (€1 ®R & (c2 ®R 3))

+ a(c1 ®r (c2c3)) -

Suponhamos que a multiplicagdo considerada é associativa.

Tomando b3 = 0 e ¢; = co = 0 na tltima igualdade obtida, concluimos que
Vb,b e BYceC ﬁ((b'b) ®Rc) =bB(bxgc), (2.4)

Daqui vem que 8 : B ®pr C — B é um homomorfismo de B-mdédulos a esquerda.
Analogamente, fazendo by = 0, ¢c; = ¢3 = 0, deduzimos que v: C ®gr B — B é

um homomorfismo de B-modulos & direita, ou, equivalentemente, que
Vb,b' € BYceC vy(cor (b)) =v(c®pb)b. (2.5)
Se fixarmos by = b3 = 0 e ¢; =0, vem que

Vbe BVe,d €C B(B(b®rc)@rc) =ba(c@rd)+B(bog (cd)). (2.6)
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Por outro lado, fazendo b1 = by =0 e ¢3 = 0, vem que
Vbe BVe,d € C alc@rd)b+v((cd) @rb) =v(c@rv( @rb)). (2.7)
Analogamente, se tomarmos b; = by = bg = 0, concluimos que

Ve, d,d" € C a((ed)@prd")+B(a(cord)@rd") = alc@r(dd"))+y(c@ra(d @r")).

(2.8)
Fixando by =0 e ¢y = ¢3 =0, vem que
Vbt € BVce C B(b@gc)b =by(cogrl). (2.9)
Finalmente, se fizermos by = b3 = 0 e ¢35 = 0, concluimos que
Vbe BVe,d € C B(v(c®@rb) @rc) =v(c@r B(bRg)). (2.10)

Reciprocamente, é claro que se as condigoes (2.4) a (2.10) forem satisfeitas, entao
a multiplicagao definida em (2.3) é associativa.

Se a algebra C tiver identidade entdo A tem identidade se e s6 se existir beB
tal que (/b\—i- b+c)=(b+ c)(/b\—i— 1) = b+ ¢, quaisquer que sejam b € B e c € C,
ou seja, se e sb se existir b € B satifazendo

YeeC B (B@m) +a(l®rc) =7(C®R3) tale®rl) =0, (2.11)

Vbe B bb+~(1@rb) =bb+B8(b®gl)=b.
Consideremos j; e j2, anti-involugoes R-lineares em B e em C| respectivamente.
Seja i: A — A a fungao definida por

i(b+c) = j1(b) + j2(c), (2.12)

para b € B, c € C. Ora i é claramente uma involu¢ao R-linear de A. Por outro lado,
7 € um anti-homomorfismo de anéis se e s6 se, para by, by € B, ¢1,co € C' arbitrarios,

tivermos que

i((bl + Cl) (bz + 62)) =1 (bz + CQ) 7 (bl + Cl)
 j1(B (b1 ®r c2)) + j1 (v (1 @R b2)) + 1 (a (1 @R ¢2))

= B (j1 (b2) ®r j2 (1)) + 7 (2 (c2) ®r j1 (b1)) + a (ja2 (c2) @R j2 (c1))

L Vel eCialcsrd) =aln(@)®ri (). (2.13)

Vbe BYceC ji(y(c®@rb)) =B (b) ®rj2(c)).
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Admitamos agora que B e C sdo R-algebras celulares relativamente a j; e a
J2, respectivamente. Suponhamos ainda que existem homomorfismos de R-mdédulos,
a: C®rC — B, 8 : BrC — Be~:(C®rB — B, verificando as
condigbes (2.4) a (2.10) e (2.13). Pelo que acabéamos de ver, A é uma R-algebra
para a multiplicacao definida em (2.3) e a fungao i, definida em (2.12), é uma anti-
involugdo R-linear de A. Vamos averiguar em que condigoes é que A é uma R-algebra

celular relativamente a ¢ com cadeia celular
O=Jchc---cJp1cJ,cB®pH,C---CB®H,, 1.CB®H,, =A,

onde 0 =JyC Jy C -+ C Jp1 CJ, = B é a cadeia celular de B e 0 = Hy C
H,C---C Hy_1 C Hy, = C ¢é a cadeia celular de C. Transpondo este problema
para a abordagem de [GL| e supondo que B e C sao algebras celulares com dados
celulares (A1, My, C, j1) e (Ag, Mo, D, ja), respectivamente, pretendemos verificar em
que condigdes é que A é uma R-algebra celular com dados celulares (I', N, E, i), onde:
o conjunto subjacente a (T, <) ¢ AjUAg; N(\) = M1 (), se A € Ay, e N(\) = Ma(N),
caso contrario; para A € I' e s,t € N()), Eg"t = C’\t, se A € A, e Eg‘t = D;:t, se
A € Ay (recordar a construcao da alinea 2 da Proposigao 1.2). Dados A, A2 € T,
estabelecemos que Ay < Agse A, Aa € Ay e Ay < Adgem Ay, se A, Ao € Ao e Ap < Ao
em Ao, ouse \; € Aj e Ay € Ay. As condicgoes 2 e 3 da Definicao 1.1 sdo trivialmente
satisfeitas. Analisemos agora a expressao (b + C)Eét, parabe B,ce C, A€l e
s,t € N(A). Se A € Ag, é simples confirmar que (b -+ c)E)‘t ¢ uma combinagao linear
dos elementos da base B = {E;\t A el,s,t € N(A)} que possui a configuragdo
da expressao (1.1). Por outro lado, se A € A; e se v’ for uma combinagao linear de

elementos de B com indice superior estritamente inferior a A, tem-se que

b+ C)Egt = Z Tpre(u, S)Eﬁ‘yt +7'

u€EN(N)
<~ bC/\t + Y (C ®R Cs t) = Z Tb+c(u7 S)CI/L\,t + T/
u€Mq(N)
o Z (u,8)Coy + 1"+ (c ®R C;\ﬂg) = Z roe(u, 8)Coy + 17,
u€Mi (A ) u€Mi ()

onde 7’ é uma combinagao linear de elementos de B com indice superior estritamente
inferior a A. Daqui conclui-se que a algebra A satisfaz a condi¢do 3 da Defini¢ao 1.1

para os dados celulares (I', N, E, i) se e 80 se

VAeAN Vs, t e Mi(A) VeeC ~ (c @R CS)‘J> = Z re(u, s)Cﬁ‘,t +r" (2.14)
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com r”’ combinagao linear de elementos de B com indice superior estritamente inferior

a A. Nestas condi¢oes, A é uma R-algebra celular com dados celulares (I', N, E, 7).

Definigao 2.3. A R-algebra celular que acabamos de construir chama-se inflagao

da algebra B ao longo da algebra C.

2.3. Inflagoes iteradas

E possivel aplicar indutivamente o processo anterior a um conjunto de R-algebras
C, By, ...,B1, onde cada B; é uma inflacado da R-algebra (celular) B;- ao longo de
um R-moédulo Vj, livre e finitamente gerado sobre R. Como resultado, obtém-se a
R-algebra celular

A= (Vi@r By @r VI)®(---B((Voo1 Or By @r Va1)®((Ve ®r By, @1 Vi) ®C))),

N~

By Bn-1 By

onde B @ (- @ (By—1® (B, ®C))) é uma inflagdo da algebra B; ao longo da algebra
Bi-1® (- ® (Bn1 @ (Bn @ (C))). Estamos, evidentemente, a supor que existem
aplicacoes satisfazendo as condigOes necessarias para efectuar as inflagoes referidas.
Se a R-algebra C' tiver identidade e se a condigao (2.11) for satisfeita em cada passo
da inflagdo da algebra B; ao longo da élgebra Bj_; @ (--- @ (Bn—1 @ (B, @ C))),

entdo a R-algebra celular A resultante tem identidade.

Definigao 2.4. A algebra A que resulta do procedimento acima referido diz-se uma

inflacdo iterada das algebras C, B/, ..., B;.

Teorema 2.3. Toda a R-dlgebra celular é canonicamente isomorfa a uma inflagdo

iterada de um nimero finito de coépias de R.

Demonstragao. Seja A uma algebra celular arbitraria com dados celulares (A, M, C, ).
Provemos que A é canonicamente isomorfa a uma inflagdo iterada de copias de R,
procedendo por indugdo em |A].

Se |A| = 1, o tnico elemento de A, digamos x*, é, evidentemente, um elemento
minimal em A. Portanto, pelo Lema 1.4, J({*}) = A é um ideal celular de A
relativamente a ¢ e, pelo Lema 2.2, A é uma &lgebra celular canonicamente isomorfa
uma inflagdo da R-algebra R ao longo de um R-moédulo Vi, livre e finitamente gerado
sobre R.

Suponhamos agora que toda a &lgebra celular com dados celulares (A, M, C,1),

onde |A| = n, n inteiro positivo arbitrariamente fixo, ¢ canonicamente isomorfa a
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uma inflacao iterada do tipo
(V@rRRVI) D (@D (Vo1 @R ROR V1) © (Vi ®r R @R Vi))).

Consideremos a R-algebra celular A, com dados celulares (A, M, C, i), onde |[A| =
n+ 1. Seja p um elemento minimal de A. Tem-se A = J({pu}) & J(A — {u}), como
soma directa de R-submodulos, e, pelo Lema 1.4, J({u}) é um ideal celular de A
relativamente a i. Entdo, novamente pelo Lema 2.2, existe um isomorfismo canénico
de algebras celulares ¢1 : J({u}) — B, onde B = V; ® R ®pr V1 é uma inflagao
da R-algebra R ao longo de um R-moédulo Vi, livre e finitamente gerado sobre R.
Repare-se que J({u}) ¢ uma algebra celular com dados celulares ({}, N1, D, | y(1u)),
onde Ni(u) = M(p) e DY, = CL,, para s,t € Ni(u). Por outro lado, pela alinea 5
da Proposic¢ao 1.2 e sua demonstragao, sabemos que A/J({u}) é uma algebra celular
com dados celulares (A — {u}, No, E,i’), onde: Ny(\) = M(N), para A € A — {u};
E} = C2 + J({u}), para X € A — {u} e s,t € Na(\); i’ é a anti-involugio R-linear
induzida por i no quociente. Entao, pela hipotese de indugao, existem R-modulos,
Va, ..., Vpt1, livres e finitamente gerados sobre R, para os quais A/J({u}) e a inflacao

iterada
C=Va@rRrVa)® (- ® (Vo ®r ROr Vp) & (Vo1 @r ROR Viy1)))

sao algebras celulares canonicamente isomorfas. Isto é, existe ¢o: A/J({u}) — C,
isomorfismo canoénico de R-algebras celulares. Seja 7w : J(A — {u}) — A/J({u})
a projeccao canodnica. A funcao 7w é um isomorfismo de R-moédulos. Consideremos

agora o isomorfismo de R-mo6dulos ¢ : A — B @ C, definido por

O(j+h) =¢1(5) + (p20m)(h),

para j € J({u}), h € J(A—{u}). Tomemos ainda as projecgoes canonicas vy : A —»
J{u}) eva: A— J(A—{p}). Seja & : C x C — B a funcao definida por

a(e,d) = (prom)((p2om) () (w2 om) (),

para ¢,c € C. E simples verificar que & é uma aplicacdo R-bilinear. Considerem-se
também as fungbes R-bilineares B :Bx(C — Be#¥:(CxB — B definidas,
respectivamente, por

B(b¢ C) = ¥1 (@Il(b)((p2 0 71-)_1(@))’

(e,0) = p1((p2 o m) ")y (b)),
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para b € B, c € C. Seja B® C' o R-mddulo munido com a multiplicacao R-linear
definida em (2.3) a custa de o, B e v, onde o (—®@r—) =&, fo(—®r—) =P e
vo(—®pr—)=47. Para j,j' € J({u}), h,h' € J(A — {u}) arbitrarios, tem-se que

®((j+h) (5 +1))

= o1 (45') + o1 (i1') + o1 (hi") + @1 (1 (hR')) + (p2 0 7) (v2 (R'))
=1 ()1 () + B (1 () ®r (p2om) (K)) +7 ((p2o7) (h) @r @1 (§))
+a((pzom) (h) @r (p20m) (K)) + w2 (v2 (1) + T({1})) -

Como vo(hh') + J({n}) = hh' + J({p}), vem que

pa(va(hh') + J({p})) = wa(hh' + J({u}))
= pa(h+ J({u}))p2(h + T({n}) = (w2 0 m)(h)(p2 o w)(R),

logo

®((j+h) (4 +1))

=01 (j) 1 () + B (e1 () @r (p2om) (B')) +7 ((p2 0 m) (h) @r @1 (§'))
+a((p2om) (h) @r (p207) (K)) + (p20m) (h) (p2 0 ) ()
:(I)(j+h)<1>(j/+h/).

Daqui vem que ® é um isomorfismo de anéis. Como a multiplicagdo em A é as-
sociativa entao a multiplicaggo em B @ C também o é, portanto B & C' é uma R-
algebra. Como J({u}) e B sao algebras celulares canonicamente isomorfas, podemos
supor, sem perda de generalidade, que B tem dados celulares ({u}, N1, F,j1). Da
mesma forma, podemos admitir que C' tem dados celulares (A — {u}, N2, G, j2). En-
tdo temos ®(CL,) = ¢1(CY,) = @i(DL,) = F¥, e, para A € A — {u}, ®(C,) =
©2(C + J({u})) = w2(E2,) = G2, Considere-se agora a involugao R-linear
i:BaC — B® C, dada por Q= j1 + jo. Como & preserva as bases celula-
res conclui-se que ® o4 = io ®, de onde decorre que i ¢ um anti-homomorfismo de
anéis. Para concluirmos que B @ C' é uma inflagao da algebra B ao longo da algebra

C falta mostrar que a condicao (2.14) se verifica. Mas, para c € C, s,t € Ny(u), vem

v (c®r FLy) = 1 ((p20m) 7~ (0)DL) = o1 ((p2om) ™ ()CLy)

= ¥1 Z T'(pa0om)=1(c) (ua S)Cg,t = Z T'(pa0om)=1(c) (U, S)Fllf,t'

wEM () u€EM (1)

Como @ transforma a base celular de A na base celular de B&C, vem que Ae BC

sao algebras celulares canonicamente isomorfas. O
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A algebra de Brauer

A &lgebra de Brauer foi introduzida por Richard Brauer, em 1937, e surge na Teoria
das Representagoes do grupo ortogonal e do grupo simplético. Mais concretamente,
esta algebra desempenha um papel semelhante & algebra do grupo simétrico quando,
na dualidade de Schur-Weyl, substituimos o grupo linear geral pelo grupo ortogonal
ou pelo grupo simplético.

Neste capitulo provaremos que a algebra de Brauer é celular. Para tal, vamo-nos
basear num resultado conhecido, isto é, vamos partir do pressuposto que a éalgebra
do grupo simétrico é celular.

Para tornar as construgoes feitas neste capitulo mais simples e sugestivas, vamos
estabelecer como multiplicagao no grupo simétrico a operacao dual da composigao de
bijeccoes. Ou seja, vamos utilizar a operacao * definida por o *x 7 =700, 0,7 € S,.
Repare-se que esta alteracao é irrelevante no contexto das algebras celulares, pois A

é uma algebra é celular se e s6 se A o for (ver alinea 1 da Proposigao 1.2).

3.1. Definigao

Uma forma intuitiva de visualizar uma permutacao o € S, consiste em desenhar
o diagrama que lhe corresponde, ou seja, em unir r vértices superiores a r vértices
inferiores de acordo com a acc¢ao da funcdo o nos inteiros 1,...,7, representados

pelos vértices. Assim, a permutagao (13)(245) € S5 é representada por

Desta forma, a multiplicagdo o * 7 das permutagoes 0,7 € S, obtém-se através da
concatenagao dos respectivos diagramas, posicionando ¢ acima de 7.
O mondide de Brauer, que definimos de seguida, é uma generalizagdo do grupo

simétrico.
Definigao 3.1. O mondide de Brauer de grau r, B,, é o conjunto das parti¢gdes do
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conjunto {1,...,2r} em subconjuntos com exactamente dois elementos. Dada uma
tal particdo d = {Qy,...,Q.} € B, (com Q; C{1,...,2r}, Q| =2e % NQ; =0,
para i # j) podemos representar d através de um diagrama composto por r vértices
superiores, numerados de 1 a r, por r vértices inferiores, numerados de r + 1 a 2r,
e por 7 arestas unindo os vértices que pertencem ao mesmo subconjunto £2;. A
multiplicacao d; * do de dois diagramas d;,ds € B, é dada pela sua concatenagao,
posicionando d; acima de do. Mais detalhadamente, o diagrama d; * dy obtém-se a

partir do seguinte procedimento:

1. Posicionamos d; acima de do, identificando os vértices inferiores de d; com os

vértices superiores de ds.

2. Do passo anterior obtemos um grafo d, com r vértices superiores, r vértices
intermédios e r vértices inferiores. Em d, numeramos os vértices superiores de

1 a r e os vértices inferiores de r + 1 a 2r.

3. Dados i,j € {1,...,2r}, i e j sao vértices adjacentes em dj *ds se e s6 se existe

um caminho entre 7 e j no grafo d.

E possivel provar que a multiplicacdo considerada é associativa. Verifica-se facil-
mente que a identidade em B, corresponde ao diagrama da permutagao idg,. Além
. (2r)!
disso, |By| = (2r —1)(2r —3)---1 = o
Por exemplo, dados dy,dy € Bs, representados por

N //\I//; T

o produto di * do em Bsy corresponde a

5 v

o
N S

— dl*dQZ

0\0\_)/0
Na concatenagao de d; com dg obtemos um grafo intermédio onde os vértices

inferiores de d; sao identificados com os vértices superiores de do. Vamos denotar por

c(dy, da) o nimero de ciclos deste grafo, que corresponde ao ntimero de componentes
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conexas do grafo que incluem apenas vértices inferiores de d; e vértices superiores
de dy. Considerando os diagramas do exemplo anterior, temos ¢(dy, ds) = 1.

A R-dlgebra de Brauer de grau r e parametro § € R, Br(r,d), ¢ muito semelhante
a R-algebra do monoide B,. Como modulo, Bgr(r,d) é o R-mo6dulo livremente gerado
pelo conjunto B,. Dados di,dy € B,, elementos da R-base de Bgr(r,d), definimos o
produto de d; e dy em Bg(r,d) por §¢Ud1d2) g, s dy. onde dy * do ¢ a multiplicacdo em
B, (concatenagao). A associatividade desta multiplicagao decorre essencialmente da
associatividade da multiplicacao em B,. O elemento idg, ¢é identidade da algebra

Bpg(r, ).

3.2. A estrutura celular da algebra de Brauer

E possivel provar que a algebra de Hecke do grupo simétrico é celular. Foi, alias,
esta algebra que motivou Graham e Lehrer a desenvolver o conceito de algebra ce-
lular. Deste facto decorre, em particular, que a algebra do grupo simétrico sobre
um dominio de integridade é celular. Antes de detalhar mais concretamente a estru-
tura celular desta algebra necessitamos de introduzir alguma notagao e resultados

adicionais. As nogoes que se seguem podem ser encontradas em [Ful, Part I|, por

exemplo.
Uma particao do inteiro r é uma sequéncia A = (A1,...,\;), Ap € No, satisfazendo
Al > >N e 22:1 A = r. Quando conveniente, identificamos as particoes que

diferem apenas no numero de zeros. Designemos por A o conjunto de todas as
partigoes distintas (isto é, ndo identificaveis) do inteiro r. Dados A, u € A, dizemos
que A< puse A\1 + -+ A < pup+ -+ pg, k> 1. Esta relagao define uma ordem
parcial em A chamada ordem de domindncia.

Dada uma particdo A € A, um A-diagrama de Young é uma coleccao finita de
caixas, dispostas em linhas justificadas & esquerda, de tal forma que a k-ésima linha
do diagrama tem Ay caixas. Por exemplo, o diagrama de Young associado & partigao

A=(2,2,1) é dado por

Por sua vez, um A-tableau é um A-diagrama de Young cujas caixas estdao pre-
enchidas com inteiros distintos de 1 a r. Um A-tableau diz-se standard se as suas
entradas forem crescentes por linhas e por colunas.

Dado r € N, é possivel definir uma correspondéncia bijectiva entre as permutacoes
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de S, e os pares de tableaux standard da mesma forma por meio de um algoritmo:
o algoritmo de Robinson-Schensted. Assim, é possivel associar a cada par (s,t) de
A-tableaux standard (onde A é uma particao de r) uma permutagao wﬁ"t € S

Se R for um dominio de integridade, a algebra RS, é celular para os dados
celulares (A, M, C,i), onde A é o conjunto das partigoes distintas de r e, para X € A,
M(X) é o conjunto dos A-tableaux standard. Dados A € A e s,t € M(\), definimos
C”\t = C”A , onde wst ¢ a permutacdo que corresponde ao par (s,t) através do
algoritmo de Robinson-Schensted e {C/, : w € S,} € a base de Kazhdan-Lusztig (ver
[KL] e [Wil]). Por fim, i ¢ o homomorfismo de R-médulos definido por

i: RS, — RS,
(3.1)
o€ 8. —i(o) =01

Pensando em termos de diagramas, a fun¢ao ¢ transforma o € S, na correspon-

dente reflexao horizontal, ou seja, para o = (13)(245) € S5 temos

e\ R

Vamos definir de forma analoga uma anti-involu¢ao R-linear em Bpr(r,d). Para
tal, considere-se a aplicacdo j : B, — By, que transforma o diagrama d € B,
em j(d), reflexdo horizontal de d (ou seja, para [ = 1,...,7, o vértice [ de j(d)
corresponde ao vértice r + [ de d, o vértice r + 1 de j( ) corresponde ao vértice [ de

d e, para ki, ko € {1,...,2r}, kiko & uma aresta em j(d) se e s6 se for uma aresta

em d).

Lema 3.1. A aplicacio j : B, — By, que acabdmos de definir, induz uma anti-

-involugao R-linear em Bg(r,§).

Demonstrag¢ao. Como B, ¢ uma R-base de Br(r,d) existe um tnico homomorfismo
de R-moédulos j : Br(r,d) — Bg(r,6) tal que j|g, = j. E evidente que j2 = j, logo
J também é uma involugdao. Tomemos agora d;,ds € B, arbitrarios. Repare-se que

c(dy,ds) = ¢(j(d2),7(dy)). Por outro lado, j(dy * dg) = j(d2) * j(dy). Entéo
j(didy) = (8794 dy % dy) = 6919 (dy  dy)

= 6°0(@)3d)5(do) % j(dy) = j(d2)j(d1) = 5(d2)j(dr).

Daqui decorre que j é um anti-homomorfismo de anéis e fica provado o pretendido.

O

28
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A cada diagrama d € B, podemos associar o valor ¢(d) que exprime o nimero de
arestas verticais do diagrama d, isto é, o ntimero de arestas de d que unem vértices
superiores a vértices inferiores. Para os diagramas d; e dz da pagina 26 temos t(d;) =
3 e t(de) = t(dy * d2) = 1. As arestas nao verticais de um diagrama subdividem-se
em arestas superiores e em arestas inferiores, caso emparelhem, respectivamente,

apenas vértices superiores ou apenas vértices inferiores.

Lema 3.2. Dados dy,ds € B, tem-se t(d; * d2) < min{t(dy),t(d2)}.

t(dl)

Demonstracao. Sabemos que o diagrama d; tem T_T

’r'—t(dg)
2

arestas superiores. Por outro

lado, o diagrama ds tem arestas inferiores. Logo, o diagrama dj % do tem,

—t(d . —t(d e -

pelo menos, TT“) arestas superiores e % arestas inferiores. Entao di * do
oo —t(d —t(d . . .

tem, no minimo, max {%(1), TT(Z’)} arestas superiores e igual nimero de arestas

inferiores. Daqui vem que o namero de arestas verticais de dq * do €, no maximo,

r — 2 max {# #} = min{t(dy), t(da)}. O

Seja J] o R-submodulo de Bg(r,d) gerado pelos diagramas de B, que possuem
exactamente [ arestas verticais. Note-se que 0 < [ < r tem que ser sempre um
inteiro com a mesma paridade de r. Verifica-se facilmente que j(J/) = J|, onde j
¢ a anti-involugdo R-linear de Bg(r,d) definida no Lema 3.1. Denotemos por B; o

conjunto
B ={d e B, :t(d) =1},

r!
N((r—1)/2)12(r=1/2
r!

1((r—1)/2)12(r=D/2
r=l

escolhas possiveis para as ‘5 arestas inferiores e [! escolhas para as arestas verticais.

R-base de J]. Para formar um diagrama pertencente a B; existem

formas de escolher as %l arestas superiores. Do mesmo modo, ha

Daqui conclui-se que |B;| = l!(((r—l)/(;)!;ﬁv—l)/?' E claro que Br(r,0) = J. & --- @
J]_o @ J], onde a é o resto da divisdo de r por 2.

Considerem-se agora os R-modulos J; = J, & --- & J/_, & J], livremente gerados
sobre R pelos diagramas d € B, satisfazendo t(d) < [. Dados d,d’ € B,, com
t(d) <1, vem que dd' = 6°44)dx d' e, pelo Lema 3.2, t(d*d') < I, logo dd’ € J;. De
forma anéloga, deduz-se que d'd € .J;. Desta observacao decorre que os R-modulos
J; séo ideais de Bg(r,J).

Dado um inteiro [, 0 <[ <r el =r (mod 2), denotemos por G; o conjunto dos

grafos constituidos por r vértices e por TT_Z arestas, onde cada vértice tem grau igual

ou inferior a 1.
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Vamos ver que um diagrama d € B; é totalmente caracterizado por dois grafos
e, f € G; e por uma permutagao o € 5;. O grafo e é constituido por r vértices e pelas

%l arestas superiores do diagrama d. De modo anélogo, o grafo f é composto por

r vértices e pelas %l arestas inferiores do diagrama d. Por fim, podemos numerar
de 1 a [, da esquerda para a direita, os vértices superiores de d que pertencem a
alguma aresta vertical e aplicar o mesmo procedimento aos vértices inferiores de d
pertencentes a alguma aresta vertical. Desta forma, as arestas verticais de d definem

uma permutacao o € Sj.

Por exemplo, o diagrama

o~ o

~_7 ~

é caracterizado pela permutacao o = (12543) € S5 e pelos grafos

Reciprocamente, é evidente que quaisquer dois elementos de G; e qualquer per-
mutacao de S; definem um diagrama de Brauer com [ arestas verticais. Dados dois
grafos e, f € G; e uma permutacao o € S;, denotamos por [o]. ¢ o diagrama d € B
cujas arestas superiores e inferiores sao caracterizadas, respectivamente, pelos grafos
e e f, e cujas arestas verticais sdo definidas & custa de o.

Consideremos os os diagramas dy = [0]¢,f € d2 = [T]f4, come, f,g € Gi e 0,7 €
S;. E simples verificar que dy * da = [0 * )¢ 4. Repare-se ainda que j(d1) = [0,

onde j é a anti-involugao R-linear de Br(r,d) definida no Lema 3.1.

Lema 3.3. Consideremos os diagramas dy = [0l f,d2 = [T]g.1 € By, ondee, f € Gy,

oc€S8y, $he€G, TES,, 0<i,la<rely =lp=r (mod 2). Entdo:
1. t(dy * d2) = t([ids,, |1, * [ids,,]g,q);
2. c(d1,dg) = C([idSzl]f,fv [idSZQ]g,Q);

5. sely =l et(di*dz) = l1, entdo dyxdy = [oxm*T]ep, com [idg, |1 p*[ids, Jgg =

[7]1,g-
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Demonstracao. 1. Pela observagao anterior sabemos que d; = dj * [idgll]ﬁf, dy =
lids,, lg,g%d2, j(d1)*d1 = [ids, ] e d2*j(d2) = [idg, ]g,¢- Entao, pelo Lema 3.2, vem
que t(di*da) = t(dix([ids, |7 r*[ids, ]g,g)*d2) < t([ids, |7 s*[ids,, ]g,). Poroutrolado
(também pelo Lema 3.2), temos t([ids, ],s *[ids, lg,g) = t(j(d1) * (d1 *d2) * j(d2)) <
t(dy * da).

2. Para provar que c(d1,d2) = c([idg, |17, [ids, ]g) basta reparar que o nimero
de ciclos formados durante a concatenacao de di com dy depende apenas das arestas
inferiores de dy e das arestas superiores de ds.

3. Sely =l e t(dy*d) = Iy entdo, pela alinea 1, tem-se ¢([ids, |7,r *[ids, ]g,g) =
l1. Logo [idSzl]f,f * [idSzl]gy = [r]f,4 para alguma permutacao m € Sj,. Agora, basta

reparar que di x dg = dy * ([ids, ]1,f * [ids, lg,g) * d2 = [0l £[7] 1.4[7]g.n- O

Lema 3.4. Seja R um dominio de integridade e seja | um inteiro arbitrdrio satis-
fazendo 0 <1 <r el =r (mod 2). Convencione-se que J,—2 € o R-mddulo nulo,
onde a € o resto da divisao de r por 2. Entao a R-dlgebra J;/J,_o € isomorfa a uma
inflagdo da R-dlgebra do grupo S; ao longo de um R-mddulo Vi, livre e finitamente

gerado sobre R, verificando rank V; = |G].

Demonstra¢io. Como R-modulo, J;/J;_9 & isomorfo a J, através da projeccao cano-
nica 7 : J| — J;/J;—2. Daqui vem que o conjunto l/g\l ={d+Ji_2:d € B, t(d) =1}
¢ uma R-base de J;/J;_o. Note-se que um elemento d + J;_o € El é univocamente
determinado pelo diagrama d. Seja V; o R-moédulo livremente gerado pelo conjunto
G). Considere-se o homomorfismo de R-moédulos ¢; @ J;/Ji—o — V; ®r RS; ®r V},
que a cada d+ J;_o € f)’\l faz corresponder o elemento e ®g 0 @ f, onde d = [o]¢ ;.
A aplicagao ¢; é um isomorfismo de R-mo6dulos, pois transforma uma R-base numa
R-base.

O proximo passo consiste em construir uma aplicagdo R-bilinear ¢ : V; x V; —
RS}, que nos vai permitir definir uma multiplicacdo em V; ® g RS; ®g V;. Para tal,
considerem-se e e f, dois grafos arbitrarios pertencentes Gj, e faga-se o produto
[ids,e,e * [ids,]f,f- Se t([idg,]ee * [ids]f,f) < [, definimos (e, f) = 0. Se, pelo
contrario, t([idg,ee * [ids,|f,¢f) = I, definimos ¥ (e, f) = sellidsleclidslsf) g onde
lids,lee * [ids,] . = [0]e,f. Estenda-se 1 a V; x V} por R-bilinearidade. Verifica-
se facilmente que i(¢(e, f)) = ¥(f,e), onde i é a anti-involucdo R-linear de RS,
definida em (3.1). Entao, pela Proposicao 2.1, Vi ® g RS, ®pr V; é uma R-algebra
para a multiplicagao definida em (2.1), que é celular relativamente & anti-involu¢ao

R-linear j; dada por jj(e ®gro ®r f) = f Qri(0) ®re.
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Provemos agora que ¢; é um isomorfismo de R-algebras. Consideremos d; +
Ji—2,ds + Ji_2 € By e admitamos que @y(dy + Ji_2) = e @p 0 SR f, pi(da + Jj_2) =
gRrT g h. Vem que

@1((dy + Ji—2)(da + J1—2)) = @i(89M9)dy 5 dy + Jp_s),

wi(dy + Ji—2)pi(da + Ji—2) =e®@r o x(f,g) *T QR h.

Suponhamos primeiramente que ¢(d; * d2) < [. Por um lado, vem que ¢;((d; +
Ji—2)(d2 + Ji—2)) = 0. Por outro lado, pela alinea 1 do Lema 3.3, tem-se t([idg,] s, s *
[ids,]g,g) = t(d1%d2) <, logo ¢(f,g) = 0epi(di+Ji—2)pi(d2+J;—2) = 0. Suponha-
mos agora que t(dj *dy) = [. Pela alinea 3 do Lema 3.3 vem que dy xdy = [0%T*T|¢ p,

onde [idg,],r * [ids,|g,g = [7]f¢, Para algum m € S;. Entao temos
Lpl((dl + Jl,Q)(dQ + JZ,Q)) = 5C(d1’d2)(e RRO*XT*xT QR h),

(pl(dl + Jlfg)gol(dg + JZ,Q) =eQ®Rr ((56([idsl]fvf’[idsl]g’g)(U X T % T)) QR h.

Pela alinea 2 do Lema 3.3 concluimos a igualdade das duas expressoes que acabamos

de obter. O

Dado um inteiro [ satisfazendo 0 < [ < r e [ = r (mod 2), considerem-se as
aplicacoes ¢y : Ji/Ji—o — ViQrRS|®@rVi e j] : VIQrRS;®rV) — VIQr RS ®R V],
definidas na demonstragao anterior. Como ¢; é um isomorfismo de R-algebras e
como Vi ®gr RS; ®r Vi é uma algebra celular relativamente a anti-involugao R-linear
jl’ , entao J;/Ji_o é uma R-algebra celular relativamente a anti-involugao R-linear
K = gofl o j; o E simples verificar que a funcao x;, que acabamos de construir,
coincide com a anti-involugdo R-linear induzida por j em J;/J;_o, onde j é a anti-

involugdo R-linear de Bg(r,d) definida no Lema 3.1.

Teorema 3.5. Seja R um dominio de integridade. Entao a R-dlgebra Br(r,d) €
isomorfa a uma inflagdo iterada das dlgebras RS, RSy_s,..., RSy, onde a € o resto

da divisao de r por 2. Mais concretamente, Br(r,0) € isomorfa a inflagao iterada
A=(Va®r RS, @R Va) ® (- ® (Vo2 ®r RS;—2 @R Vi—2) @ (V» @ RS, @R V1)),
onde 0s R-mddulos Vi, com 0 <1 <r el=r (mod 2), sio os definidos no Lema 3.4.

Demonstracao. Vamos definir a algebra A e construir um isomorfismo de R-algebras
® : Br(r,0) — A de forma recursiva. Dado um inteiro [ verificando 0 <[ <rel=r

(mod 2), as R-algebras El =V, ®gr RS; ®r V}, definidas no Lema 3.4, sdo celulares
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3.2 A estrutura celular da algebra de Brauer

por construgao e a aplicagao ¢ : J;/J;_o — By considerada é um isomorfismo de

R-algebras. Denotemos por @ os R-modulos
(Vier RS @, Vi) & (- © ((Vice ®r RS2 ®@p Vi—2) ® (V; ®Rr RS, @R V:)))

e por @, o isomorfismo de algebras ¢, : Bg(r,d)/Jr—2 — ET = (AZ',«. Convencionemos
que 6’T+2 é o R-moédulo nulo. Para [ < r — 2, definamos os homomorfismos de R-
modulos ®; : Br(r,d)/Ji—a — El &) 6’1+2 = 5’1 da seguinte forma: dado d + J;_o
com d € B, e t(d) > 1,

oi(d+ Ji—2) se t(d)=],
Qi(d+Ji2) =

(I)H_Q(d + Jl) se t(d) >4 2.

Paral=1rr—2,...,a, mostremos que:

1. o homomorfismo de R-médulos ®; transforma o elemento d+J;_o, d = [0]c ¢ €
B, t(d) > l,em e®ro Qr [ € §l o 61+2 = 61, logo, é um isomorfismo de

R-moédulos;

2. é possivel definir uma multiplicagdo em El @ ém = (71 que torna 61 numa
inflacao da &lgebra celular El ao longo da algebra celular 6’1+2 (em particular

C) ¢ celular);

3. ®; ¢ um homorfismo de anéis tomando para multiplicacao em @ a operagao

definida em 2;

4. se 6’1 for celular relativamente & anti-involcao R-linear ¢; e se j; for a anti-
involugdo R-linear induzida por j em Bgr(r,d)/Ji—2 (onde j é a anti-involugao

R-linear de Br(r,d) definida no Lema 3.1) entao ®; 0 j; = ¢; o ®;.

As quatro afirmacoes anteriores sao verdadeiras para [ = r. As trés primeiras de-
correm da definigdo do isomorfismo ¢, e da construgao da multiplicagdo em ET no
Lema 3.4. A observagdo que antecede o enunciado desta teorema permite concluir
que a quarta afirmacgéo também é verdadeira para [ = 7.

Provemos que a veracidade destas condigdes paral € {a+2,...,r —2,r} implica
a sua validade para [ — 2. Suponhamos entao que as afirmagoes 1,2,3 e 4 se verificam
paraum [ € {a +2,...,7 — 2,r} arbitrario.

Considere-se d+J;_4, com d = [0]c 5 € By, t(d) > [—2. Se t(d) = [—2 entao, pela
defini¢ao de ¢;_o no Lema 3.4, vem ®;_o(d+ J;_4) = p1_2(d+ Jj—4) = eRro QR f.
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Pelo contrario, se t(d) > [, entdo ®;_o(d + Jj—4) = ®i(d + Ji—2) = e ®p 0 @R f, por
hipétese.

Provemos agora que 2, 3 e 4 também se verificam para [ — 2. Para tal é necessario
definir trés homomorfismos de R-moédulos adequados: « : (71 QR él — El,g, 08 :
B y®rCi— By e v Ci®r Bi_g — By_o.

Comecemos por definir «, exibindo as imagens dos elementos de uma R-base de
6, Rr él. Considerem-se e ®gp 0 Qr f,g Qr TR h € él arbitrarios, com e, f € Gy,
0 € Skys §h € Gi,, T € Siy, L < k1,ka <7 ek; = ks =r (mod 2). Suponhamos
que [ole. ¢ * [T]gn = [7]i;. Entao

gellelerllor)i@pm @pj set([xliy) =1-2,
a((e®ro®Rr f)OrR(gORT®RN)) =

0 Se t([ﬂ]i’j) 75 [ — 2.
As aplicagoes 8 e v sao definidas de modo semelhante. Tomemos e ®r 0 Qr f €
Bi_2,g®r T ®p h € C), elementos da base. Suponhamos que [Ole.f * [Tlgn = [7]ij e

que [7]g.p * [0le,f = [V]k,m. Defina-se

50([U}e,fv[ﬂgyh)i QrT®RrJ se t([ﬂ']i ) =1- 2,
B(e®@ro®R[)@R(GORTRRN)) = ’
0 se t([ﬂ']i,j) < [ — 4,

slanlole)i@pm@pj se t([Vlkm) =1-2,
Y((g@rTORN)®R(e®RIRRS)) =
0 se t([v]gm) <1 —4.

Sabemos entao que B\l,g ® @ é uma algebra (nao necessariamente associativa) para
a operacao definida em (2.3), que vamos denotar por x. Consideremos dy + J;_4, d2 +
Ji—4 € Bg(r,0), com dy = [0]e f,do = [T]gn € By, t(d1),t(d2) > 1—2 e dy*xdy = [7]; ;.
Vamos ver que ®;_o((d1+ Jj—4)(do+ J1—4)) = Py_o(d1 + Jj—4) *P;_o(da+ J;—4). Para
tal vamos analisar quatro casos distintos: t(dy) = t(do) =1 —2; t(dy)) =1 —2 e
t(do) > 15 t(d1) >l et(de) =1—2;t(dy),t(d2) > L.
Se t(d1) = t(d2) = 1 — 2, entdao dy + Jj_4,do + Ji_g, (d1 + Ji_4)(da + Ji_4) €

Ji_2/Ji_4, portanto

Py—o((d1 + Ji—a)(d2 + Ji—4)) = @1—2((dr + Ji—4)(d + Ji—4))

= @—a(d1 + Ji—4)pr1—2(d2 + Ji—4),

onde o ultimo produto é realizado em El,g. Por outro lado,

i—2(dr + Ji—a)o1—2(de + Ji—4) = 1—2(d1 + Ji—4) *x p1_2(d2 + Ji_4)

= ®y_o(dy + Ji—4) * ®1_a(dy + Ji—4),
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de onde vem a igualdade pretendida.

Suponhamos agora que t(d;) =1 — 2 e t(d2) > [. Tem-se

Q;_o((dr + Ji—a)(d2 + Ji—4)) = ®1_2(dide + Ji—4)

= (I)l_g((;c(dl’dQ)dl *do + Jl_4).

Se t(dy * d2) <1 —4, vem que ®;_o((dy + Jj—4)(d2 + Ji—4)) = 0. Pelo contrario, se
t(dy xdg) =1 — 2, vem que

Dy o((dy + Ji—a)(d2 + J1—4)) = §eldida); QR T RRJ-
Por outro lado, temos
D o(dy + Ji—a) x Pra(da + Ji—a) = pr2(d1 + Ji—4) x Pi(d2 + J1-2)
=(e®ro®Rf)*(gOrT®RN) = P((e®r0 RR f) R (9 ®R T @R h)).

Pela forma com foi definida a aplicagao 8 conclui-se que ®;_o((d1+J;—4)(d2+J1—4)) =
D) o(d1 + Ji—4)Py_o(d2 + Jj—4) quando t(dy) =1 —2 e t(dy) > L.

A prova do caso em que t(dy) > [l e t(d2) = | — 2 é anéloga, com a funcao v a
desempenhar o papel de 8.

Finalmente, admitamos que t(dy),t(d2) > [. Por um lado, temos
O o((dy + Jima)(da + Ji—a)) = 6P By_y(dy % dy + Jia).
Por outro lado, vem que

Qy_o(dy + Ji—a) * Pr_o(do + Ji—a) = ®i(d1 + J1—2) *x y(d2 + Ji—2)
=a((e®ro®Rr f) ®r (9 ®R T @R h)) + $1(dy + Ji—2) o y(d2 + Ji—2)

=a((e®ro®Rr f) ®r (9 ®r T ®r h)) + ®1((d1 + Ji—2)(d2 + J1—2)),

onde ¢ é a multiplicacdo em 61. Suponhamos primeiramente que t(dy * do) <1 — 4.
Vem que

@1_2((d1 + Jl_4)(d2 -+ Jl_4)) =0

e que
(I)l_g(dl + Jl_4) * @l_g(dg + Jl_4) =0+ ‘I)l((;c(dl’dQ)dl *dg + Jl_g) =0.
Se t(dy * dg) =1 — 2, temos

o ((d + Ji—s)(do + Ji_g)) = 64®) i @ p 1w @5 j
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Capitulo 3 A algebra de Brauer

By_o(dy + Jj—a) * By_o(dy + Jj_a) = 62 @p 1 @5 j + 0.

Por fim, se t(dy * d3) > 1, tem-se

(I)l,g((dl + Jl,4)(d2 + Jl,4)) = 5C(d1’d2)i RRTRRJ

Oy o(dy + Jia) x ®p_o(da + Jj—g) = 0+ 84N @p 1 @p 4.

Acabamos de mostrar que a afirmagao 3 se verifica para [ — 2. Por ®; 5 ser uma
fungao sobrejectiva e por Bg(r,d) ser uma élgebra associativa conclui-se que 5172 é
uma R-algebra associativa.

Considerem-se agora as anti-involugoes R-lineares jl’ : El,g — El,g, U CAZ'l —
61. Entéo a funcdo ¢_g = j; + ¢; € uma involugdo R-linear em 61_2. Vejamos que
Q9019 =1-20P_9. Sejad+ Ji_4 € Cj_3, onde d = [0]c 5 € By, t(d) > 1 — 2.
Se t(d) =1 — 2, vem que

(@120 ji—2)(d+ Ji—g) = B12([0" s+ Ji—a) = pr2(ki—2(d + Ji_4))

= ki—2(pi—2(d + Ji—1)) = (u—2 0 ®1—2)(d + Jj—4).
Se t(d) > I, temos

(P12 0 ji—2)(d+ Ji—a) = Pr_a(fo™ fe + Ji—a)
=O)([07 " je + Jim2) = Pi(i(d + Ji—2)) = u(Py(d + Ji—2))

= u(Pr—2(d + Ji—4)) = (t1—2 0 ®1_2)(d + Jj—4).

Daqui conclui-se que ®;_5 0 j;_9 = 1j_9 0 ®;_5. Como j;_o é um anti-homomorfismo
de anéis entao (;_9 é uma anti-involugao R-linear de 61,2.

Falta apenas mostrar que a condicao (2.14) é satisfeita para demonstrar que Ci_s
é uma inflagdo da algebra celular El,g ao longo da algebra celular 51. Suponhamos
que RS;_5 tem dados celulares (A, M, C,i). Entao él_g é uma algebra celular com
dados celulares (A, N, D, k;_3), onde N(X) = Gj_a x M(\) e D€975)7(h7t) = g ®R
C2; ®r h, para XA € A e (g,s), (h,t) € N()) (ver Proposigio 2.1). Suponhamos que

C = dores o ThsiT: AE A, s,t € M()), e tomemos o elemento e g o ®p f € Ci,

o€ Sk, e,f€Gk k>1 k=r (mod2). Vem que

gl ((6 ®r 0 ®r f) Or DE\g,s),(h,t)> = > M (e®ro®r [)Qr(9®RT ®RN)).
TES[_Q
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3.2 A estrutura celular da algebra de Brauer

Agora existem duas situacoes possiveis. Se t([ids, | r*[ids, ,]g.9) = t([o]e,r*[T]g.n) <
[ — 4 (alinea 1 do Lema 3.3), entdo v ((e ®r 0 ®r f) ®r (¢ ®r 7 ®r h)) = 0, para
todo o T € S;_o.

Pelo contrario, se t([ids,]r.r * [ids, ,]g.9) = t([0le.f * [T]gn) = | — 2 entdo, como
t(fids,_Jgng) = 1—2, vem [ole.s # [Tlg = (7le.s * (s, o) * g = [7licg % [7lo =
[T % T|g n, para certos m € Sj_g e k € Gj_y. Neste caso, tem-se (ver alinea 2 do Lema

3.3)

Y(e®@ro @R f)Qr (g QR T Qg h)) = 6lerlTor)k @p v 7 @R b

— 56([idsk]f,fv[idsl,Q]Qﬂ)k; ®R % T ®R h’
qualquer que seja 7 € S;_5. Nesta segunda situagao, temos

’y((e@Ra@Rf) ®RD975) ht)) Z r)\s [ldsk]ff[ldsl 2lg.g) (k®R7T*T®Rh)
TES]_9

_ 66([id5k]fvf7[id51—2}9’9)k Qp T * Z T; T | ®r h
TES]_9

_ 5c([idsk]f,f’[id51—2]9’9)k QR T * Cs)\,t ®rh

— 60([id5’k]f7f7[idSl,2]g,9)k ®R Z ,r,ﬂ_(u’ S)qu\t + 'I"/ ®R h
u€M(X)

_ (50([id5k]f7f7[idsl72]gvg) Z Tﬂ—(u, S)k ®R ij\,t ®R h + k ®R T/ ®R h
u€M(X)

Z 50([idsk]f,f7[idSz_2}g,g)r7r(u7 S)D()\k,u),(h,t) + 50([idsk]f,f:[idSz—z]g,g)k QrT R h,
u€M(X)

onde 7’ é uma combinagao linear de elementos da base celular (A, M, C,i) de RS;_2

com indice superior estritamente inferior a A. Em ambos os casos concluimos que

v ((e ®Rr o QR [) ®R D()\g,s),(h,t)) = Z Tewrowrf (M, 1), (9, S))Dg\m,u),(h’t)—i_r”/)
(mu)eN(X)

onde os coeficientes reg o, (M, 1), (g, s)) ndo dependem de (h,t) e com " combi-
nagcao linear dos elementos da base celular de El,g com indice superior estritamente
inferior a A.

Assim, fica provado que as condigoes 1,2,3 e 4 sao satisfeitas para | — 2 se se
verificarem para [. Daqui decorre que 1, 2, 3 e 4 sdo afirmacoes validas para todo o
inteiro positivo [, menor ou igual a r e com a mesma paridade de r. Em particular,

estas condigbes sdo satisfeitas para a. Como tal, é possivel munir A com uma estru-

tura de inflagao iterada de algebras celulares e Br(r,d) ¢ uma éalgebra isomorfa a A
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Capitulo 3 A algebra de Brauer

por meio do isomorfismo ® = ®, que a cada diagrama d = [o]. ¢ faz corresponder
o elemento e ®g 0 ®r f. Além do mais, ® 0 j = 1, 0 P, onde ¢, é a anti-involucdo
R-linear da algebra celular A. Entdo Br(r,d) é uma algebra celular relativamente &

anti-involucao R-linear j definida no Lema 3.1. O
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Capitulo 4

Moédulos celulares e representacoes
irredutiveis

Este capitulo é dedicado ao estudo de uma classe particular de moédulos sobre uma
algebra celular: os médulos celulares. Vamos ver que, no caso em que A é uma algebra
celular sobre um corpo, se pode definir uma aplicagdo injectiva do conjunto das
classes de isomorfismo de A-mo6dulos simples no conjunto dos A-moédulos celulares.
Para tal, vamos conjugar a defini¢ao de algebra celular dada por Graham e Lehrer

com a definicao de Konig e Xi.

4.1. M6dulos celulares

Seja A uma R-algebra celular com dados celulares (A, M, C,7). Suponhamos que
|A| = n. Podemos ordenar os elementos de A da forma Aq,...,\,, onde A\; é um
elemento minimal de A e, para [ > 1, \; € um elemento minimal no conjunto par-
cialmente ordenado A — {A1,...,N_1}. Esta ordenagdo pode ndo ser tnica. Pela
demonstragao da primeira implicagao da Proposi¢ao 1.6, temos A = J{ & --- @ J],
com J| = J({N}), e A & uma algebra celular relativamente a ¢ com cadeia celular
0=JoCJyC-CJp1 CJy=A4,onde Jy =D, J;.

Fixemos arbitrariamente A € A. Temos A = \; para certo [ € {1,--- ,n}. Sa-
bemos que J;/J;—1 é um ideal celular da R-algebra A/J;_; relativamente & anti-
involugao R-linear ¢/, induzida por 7 no quociente. Assim, existe um ideal esquerdo
de A/J;_1, A, livre e finitamente gerado sobre R, com A C J;/J;_1, e um isomor-
fismo R-linear de (A/J;_1, A/ J;—1)-bimodulos, « : J;/J—1 — A®pi'(A), que torna

o seguinte diagrama comutativo:

Jl/Jl_l L A®p i/(A)

i’l lso rx@ryY — i'(y) ®r ' (z)

) Jon —25 Aggi(A)
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Capitulo 4 Maddulos celulares e representacdes irredutiveis

Como A é um A/J;_;-modulo, entdo A é um A-modulo para a acgdo definida
por

ad = (a+ Ji_1)0,

para a € A e 6 € A. Pela construgao efectuada na Proposigao 1.6 (ver primeira
implica¢ao da demonstragao), sabemos que existe {05 : s € M(\)}, R-base de A,
verificando al(C; + Ji—1) = 0s ®p i’ (0¢), s,t € M(X). Para t € M(X), vem que

(a8)) ©R 7(8) = (@ + Jim1)(0s @, 1'(8)) = (a+ Ji)a(Cy + Ji1) =

= a(aC’g\’t +Jio1) = Z Ta (U, s)a(C’fL"t +Ji-1)
u€M(X)

= Z ra(u, s) (0u ®r7(6:)) = Z ra(u, s)0u | @R ().
w€M(N) wEM(N)

Daqui decorre que

ads = Z Ta (U, $)0y. (4.1)

u€M(X)
Em particular, a estrutura do A-moédulo A nao depende da ordenacao Aq,..., A,
atribuida aos elementos de A; depende apenas de A e dos dados celulares de A.

Como tal, podemos denotar o A-médulo A por W(\).

Definigao 4.1. Considere-se A € A. O A-modulo W (), que acabamos de introduzir,

designa-se por A-moédulo celular associado a A.

Mantendo a notagao introduzida, considere-se A\ € M(A). De (1.3) conclui-se
que C’,f\,qCQt = ?%SC’;\,t + 7/, onde o coeficiente ;s depende apenas de g e s e com
r’ combinacao linear de elementos da base celular com indice superior estritamente
inferior a A\. Vamos denotar por ¢y : W(A) x W(A) — R a forma R-bilinear que

satisfaz

¢A(5S,5t) = ?/”\37t, S,t = 1, sy M.

Note-se que, de (4.1), se tem que
C 05 = Tys0r = ¢ (34, 05)0,. (4.2)

Antes de exibirmos algumas propriedades da aplicagao ¢) precisamos de provar um

resultado auxiliar.

Lema 4.1. Tomemos a € A, A € A e q,s € M(\). Seguindo a notagio de (1.1) e

de (1.3), temos que:
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4.1 Moébdulos celulares

1. rqs=Tsq;

2. ZuEM(A) ra(u, S)?‘Lu = ZUEM()\) Ti(a) (u7 Q)?U,S'

Demonstragao. 1. Tomemos r,t € M () arbitrarios. Vem que C';\,qC’S’\’t = ?qysc,i\’frr’,
onde 7’ é uma combinacao linear de elementos da base celular com indice superior
estritamente inferior a A. Por um lado, i(C;,C2;) = 74 sC7, +i(r'). Por outro lado,
por (1.3), tem-se i(Cp,C2,) = CP,C2, = T4 qCP, 47", com r” combinagao linear de
elementos da base celular com indice superior estritamente inferior a A. Daqui vem
que Tgs = Tsq-

2. Considerem-se r,t € M () arbitrarios. Por (1.1) e (1.3), vem que

Cﬁ:q <acs)\,t) = Cr/‘\,q Z Ta (U, S)Cz);,t +
ueM(N)

A A A ~ A /
= E o, S)C’T’qCM +Crr = E Ta(U, $)Tqu Cri+ 8,
ueM(N) ueM(X)
onde s’ ¢ uma combinacao linear de elementos da base celular com indice superior

estritamente inferior a A. Por outro lado, pelas expressoes (1.2) e (1.3), temos que

(C;\,qa) C?,t = Z ri(a) (u7 Q)C;\,u + TI/ C?,t
ueM(X)
= Z Ti(a) (U, Q)Cﬁ:ucg\,t + T//C?,t = Z Ti(a) (U, Q)?’LQS Cﬁ:t + 5”7
u€M(X) u€M(N)

com s’ combinagao linear de elementos da base celular com indice superior estrita-

mente inferior a A. Daqui decorre que 3~ ¢ prox) Ta(Ws $)Tqu = 2 yenr(n) Tita) (W O)Tu,s-

O
Proposigao 4.2. Considere-se A € A. Entdo:
1. a forma R-bilinear ¢y é simétrica;
2. dados x,y € W(N), a € A, temos ¢y(i(a)x,y) = or(x,ay);

3. dados z,y,z € W(N), temos que o (x ®@r 7' (y))z = ¢r(y,2)x (onde a € a

aplicagao introduzida na pagina 39).

Demonstracao. 1. Esta afirmacdo é uma consequéncia da alinea 1 do Lema 4.1.
2. Como ¢, é R-bilinear, basta mostrar que ¢, (i(a)ds,d:) = ¢xr(ds,ad;), onde
{6s : s € M(\)} ¢ a R-base de W () introduzida na péagina 40. Sabemos que
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Capitulo 4 Maddulos celulares e representacdes irredutiveis

i(a)ds = > uemn) Tia) (U, $)6u. Portanto
oa(i(a)ds, 6y) = Z Ti(a) (U, 8)PA(Ou; 1) = Z Tia) (U, 8)Tut-
ueM(N) ueM(N)

Analogamente, ad; = Z%M(A) ro(u, t)dy, logo &x(ds,ad;) = ZueM(/\) Tsula(u,t).
Pela alinea 2 do Lema 4.1, conclui-se que ¢ (i(a)ds, d¢) = ¢ (ds, ady).

3. Basta provar que a '(d; ®r i'(6:))0, = or(0t,6:)0s, s,t,7 € M(N). Ora
a0 @R ' (6:))8r = C216, = ¢a(6t,0r)ds, sendo a tdltima igualdade consequéncia
de (4.2). O

Dado y € W(\), seja

Ry = {éxr(z,y) : 2 € W(N)}.

E simples mostrar que R, é um ideal de R: basta reparar que f = ¢(—,y) ¢ uma

fungao R-linear e que R, = im f, sendo im f um R-submédulo de R.
Corolario 4.3. Considere-se A € A, y € W(\) e o ideal R, de R.

1. Para qualquer a € A, tem-se Ryy C Ry.

2. RyW(A) = J({A})y € Ay. Em particular, se Ry, = R, tem-se W () = Ay.

Demonstracio. 1. Tomemos 1 € R,y. Vem que r = ¢y (x, ay), para certo x € W ().
Pela alinea 2 da Proposicao 4.2, tem-se r = ¢y (i(a)z,y) € Ry.

2. E 6bvio que J({\})y C Ay. Falta provar que R,W(\) = J({\})y. Para tal,
seja ox(z,y)z € RyW(N), z,z € W(A). Segundo notagao da pagina 39, temos A = A,
para certo [. Pela alinea 3 da Proposigao 4.2, tem-se ¢y(7,y)z = a~ (2 @i’ (x))y =
jy, onde j pertence a J({A\}) e verifica j + J_1 = o~ (2 @ '(x)). Logo RyW () C
J({A})y. Seja agora jy € J({A\})y, com j € J({A}). Como j + J;—1 € J;/J;—1, vem
que j+ Ji_1 = o 1Y cq 25 Qr 1 (25)), para zs, zs € W(A). Entdo

Jy =+ Ji-1)y <ZZS®RZ xs)Z/

ses
=Y a7 (e or (@) y =Y dilws,y)2s.
ses s€S
Logo jy € R,W ().
Se R, = R, tem-se que W(X) = R,W(\) C Ay C W(A). O

Lema 4.4. Tomemos a € J({\}) e admitamos que X\ ? u. Se o' € J({u}) entao
aad € J(< p). Em particular, aW (\) = 0.
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Demonstragao. E suficiente mostrar que C,C%y € J(< p), r,q € M(X), s,t € M(p).

Por (1.1), tem-se Céch’t = j1 + j2, com j1 € J({u}) e jo € J(< p). Por outro
lado, de (1.2), vem que Cﬁ:qC’Zt € J(< A). Como A # u, temos que ter j; = 0,
portanto Cﬁ:qCﬁ , € J(< p). Tomemos agora s,t € M(p) arbitrarios. Considere-se
s, elemento da R-base escolhida para W (u). Pela alinea anterior, tem-se aC’ét ; €
J(< p). Logo, ads = 0 (relembrar a accao de A em W (u), apresentada em (4.1)).

Consequentemente, ax = 0 para z € W(u). O]

Ao longo do resto do capitulo vamos admitir que a algebra A tem identidade.

Proposigao 4.5. Consideremos A\, € A e suponhamos que 0 : W(X) — W (u) /W'
é um homomorfismo de A-mddulos, onde W' é um A-submddulo de W (u). Admita-

mos ainda que W (p)/W' é um R-mddulo livre e que ¢y # 0. Entao:
1. se R for um dominio de integridade e A ? u, a aplica¢do 6 € nula;

2. se X =, existem 19,119 € R, com ro # 0 e ro nao dependente de 0, tais que,

para todo o x € W (X), se tem rob(z) = ry gz + W'.

Demonstragao. 1. Suponhamos que A # p. Considerem-se j € J({A\}) e z € W ().
Temos 6(jz) = jO(x) = j(y+W’), para determinado y € W (u). Logo, pelo Lema 4.4,
0(jz) = jy+ W' =0+ W' = 0. Ou seja, 8(J({\})z) = 0, para todo o = € W()).
Pela alinea 2 do Corolario 4.3, temos que R, W (\) = J({\})z, qualquer que seja
x € W(n). Entdo R0(W (X)) = 0(RW (M) =0(J({A\})z) =0, 2 € W(u).

Por outro lado, como ¢y # 0, existe z € W(A) tal que R, # 0.

Suponhamos, por absurdo, que 6 # 0. Entao existe x € W () tal que 6(x) # 0,
ou seja, 0(x) = > _F_, rivg, com algum coeficiente nao nulo e com vy, .. ., v, elementos
de W (u)/W’ linearmente independentes sobre R. Como R, # 0 e R.0(W()\)) =0
entao, dado s € R, — {0}, tem-se sf(z) = 0. Assim, temos sry, =0, k=1,...,p, o
que é uma contradi¢ao. Portanto, 6 = 0.

2. Suponhamos que A = p = );, seguindo a notagado introduzida na péagina
39. Como ¢) # 0, existem y,z € W(A) tais que ¢)(y,z) = 19 # 0. Considere-
se € W()) arbitrario. Temos que a~'(z ®g #'(y)) = j + Ji_1, j € J;. Entdo
jz = a Yz®Rri'(y))z = ¢A(y, 2)x = rox, pela alinea 3 da Proposicao 4.2. Denotemos

0(z) por 2/ + W', para certo 2z’ € W(X). Vem
rof(z) = 0(jz) = j(z' + W') = j' + W

=a Nz @ri(y)s + W = ¢r(y, )z + W/,
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Capitulo 4 Maddulos celulares e representacdes irredutiveis

onde a ultima igualdade decorre da alinea 3 da Proposigao 4.2. ]

Corolario 4.6. Seja R um dominio de integridade. Considere-se A € A e supo-
nhamos que ¢y # 0. Entao os unicos endomorfismos do A-mddulo W () sao as
homotetias de razao v, r € R. Em particular, Enda(W (X)) e R sao R-mddulos

1somorfos.

Demonstracao. Pela alinea 2 da Proposicao 4.5 existe rg € R, rg # 0, tal que, para
cada § € Enda(W (X)), rof(z) = r1 92, r1,9 € R, qualquer que seja z € W(X). Seja
ds, s € M(X), elemento da R-base de W(A). Vem que 6(ds) = >_,cpr(n) 7u0u, Para
certos ry € R. Entao ry g0 = 190(0s) = ZueM(A) 0750, logo rory =119 € Tors =0
para u # s. Como R nao tem divisores de zero, vem que rY = 0 para u # s, logo
0(0s) = r505. Se t for outro elemento de M (\) sabemos entao que 0(8;) = rid;, com r}
verificando rorf = ry 9. Por R nao ter divisores de zero, deduz-se que r{ = rf. Daqui
decorre que existe 7y € R tal que 0(x) = rgz, qualquer que seja x € W(\). Mais
ainda: o elemento 19 € R é o unico que satisfaz 6(x) = ryx, pois, como R-modulo,
W () tem elementos sem torcao.

Consideremos entao a aplicagao v, que a cada § € End (W ()\)) faz corresponder

rg. A funcdo v é claramente injectiva e sobrejectiva. Verifica-se facilmente que v é

um isomorfismo de R-modulos. OJ

4.2. Moédulos projectivos e ideais de A

Considerem-se 1 e @5, ideais de A, tais que ®; C ®5. Recordemos a R-algebra
Q(Py — 1) = J(P2)/J(®Pq), definida na alinea 5 da Proposicao 1.2. Na verdade,
como J(P2) e J(P1) sdo A-modulos a esquerda e a direita e como a operagao em A
¢ associativa, entao Q(®y — ®1) é um (A, A)-bimoddulo.

Seja agora P um A-moédulo arbitrario. Vamos denotar por P(®y — ®1) o A-

modulo

QP2 — 1) ®a P.

Realcamos dois casos particulares: considerando os conjuntos ® e (3, ideais de A,
temos que P(®) = Q(®) ®4 P = J(P) ®4 P; se considerarmos A = ), na notagao
da péagina 39, e definirmos ®1 = {A1,..., \j—1}, P2 = {A1,..., N}, entdo P({\}) =
P(®y — @).

Lema 4.7. Seja & um ideal de A.
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4.2 Médulos projectivos e ideais de A

1. Se P for um A-mddulo projectivo, entao o homomorfismo de A-mddulos
9 2 P(®) — J(®)P, definido por 0(j ©ap) = jp, j € J(®), p € P, ¢

um isomorfismo.
2. Se e e A for um idempotente, entio J(®)Ae = J(P)e = J(P) N Ae.

Demonstracao. 1. A aplicacgo e : AR4 P — P, queacadaa®4p,a € A, peE P,
faz corresponder ap, é um isomorfismo de A-mdédulos, independentemente de P ser
um A-modulo projectivo. Por P ser projectivo, P é um A-mo6dulo plano (ver [Rot,
§3.3, Proposition 3.46]). Entao, sendo ¢ : J(®) — A a inclusao de J(P) em A,
o homomorfismo de A-médulos ¢ ®4 idp : P(®) — A ®4 P ¢é injectivo. Logo
€o(t®41dp) é uma aplicagao injectiva. Repare-se que (€0 (¢ ®41dp))(j ®4 p) = jp.
E simples mostrar que im(e o (1 ®4 idp)) = J(®)P. Daqui decorre que a fungio 9,
definida no enunciado, é um isomorfismo de A-modulos.

2. Por J(®) ser ideal direito de A e porque e? = e, vem que J(®)Ae = J(®)e C
J(®)NAe. Por outro lado, dado ae € J(®)NAe, a € A, tem-se ae = ae? € J(®)e. O

Lema 4.8. Seja P um A-mddulo projectivo. Dados ®1 C ®o, ideais de A,
0 — P(®1) 457 P(dy) "K' P(By — B1) — 0

é uma sequéncia exacta curta de A-mddulos, onde v : J(®1) — J(P2) € a inclusao
de J(®1) em J(P2) e m : J(P2) — J(P2)/J(P1) = Q(P2 — P1) € a projecgao

canonica.

Demonstragao. Repare-se que ¢ ¢ um homomorfismo injectivo de (A, A)-bimoédulos,
7 ¢ um homomorfismo sobrejectivo de (A, A)-bimddulos e im¢ = ker w. Como P é
um modulo projectivo entdao P é um A-modulo plano ([Rot, §3.3, Proposition 3.46]),

logo o functor — ® 4 P é exacto. Daqui vem que
0 — P(®y) "4 p(dy) "5 p(dy — d1) — 0
é uma sequéncia exacta curta de A-moédulos. O

Tomemos A € A e, retomando a notacao da pagina 39, suponhamos que A\ = A;,
para certo [. Sabemos /(W (A)) é um ideal direito de A/J;_1, onde 7' é a anti-
involugdo R-linear induzida por i em A/J;_;. E possivel tornar i'(W(\)) num A-

modulo a direita inflacionando a acgdo de A/J;—1 a A.
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Lema 4.9. Seja P um A-mddulo arbitrdrio e consideremos X € A. Denotemos por
P> 0 R-médulo i'(W (X)) ®4 P, onde i’ ¢ a anti-involugdo introduzida na pdgina 39.

Entao:
1. P({\}) ¢ um A-médulo isomorfo a W () @p P;

2. se ¢x # 0 e se R for um dominio de integridade, entao Homa(P({\}), W (X))

e Homg(P*, R) sio R-mddulos isomorfos.

Demonstragao. 1. Nanotagao da pagina 39, tem-se A = \;, paraalgum{ € {1,...,n}.
Consideremos &1 = {A1,... N1}, P2 = {A1,... N} Temos Q({\}) = Q(P1 —P2) =
Ji/Ji—1. Repare-se que podem existir mais formas de construir o (A, A)-bimédulo
Q(A), no entanto, estas construgoes originam sempre estruturas isomorfas. Reto-
mando a notagdo da pagina 39, existe um ideal esquerdo de A/J;_1, A, livre e fini-
tamente gerado sobre R, com A C J;/J;_1, e um isomorfismo de (A/J;—1, A/ J;—1)-
bimodulos « : J;/J;—1 — A®pi’(A). Inflacionando a acgao de A/J;_1 a A, obtemos
um isomorfismo de (A, A)-bimodulos, de Q(A\) para W () ®@pg ' (W(A)). Logo vem
que P(A) = Q\) @4 P =2 (W) @g #(W(N)) ®4 P = W(A\) ®g P, onde os
isomorfismos considerados sao isomorfismos de A-modulos.

2. Pela alinea anterior, Hom4(P({\}), W())) = Homx(W()\) ®@r P, W()\)),
onde o isomorfismo anterior é R-linear. Por [Rot, §2.2.1, Proposition 2.76|, vem que
Homa(W(\) ®r PY,W()\)) e Homg(P*, Enda(W()))) sio R-médulos isomorfos.
Finalmente, do Corolario 4.6, decorre que Homp(P?*, End s (W (\))) = Hompg(PY, R)

(isomorfismo de R-mo6dulos). O

4.3. Representacgoes irredutiveis de uma K-algebra celular

Ao longo desta secgdo vamos supor que A é uma élgebra celular sobre um corpo K,

com dados celulares (A, M, C,i). Esta notagao ser4 mantida até ao final da sec¢ao.

Defini¢ao 4.2. Dado A € A, define-serad A = {x € W(A) : ¢r(z,y) =0, Vy €
W)}

Proposicao 4.10. Dado )\ € A, tem-se que:
1. rad A € um A-submddulo de W(\);
2. se ¢ # 0, entao W(N)/rad A € um A-mddulo absolutamente simples;
3. se ¢\ # 0, entao rad X € igual a rad W (), o radical do A-médulo W (X).
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Demonstragio. 1. Repare-se que 0 € rad A\, logo rad A # (). Dados x,y € rad \ e
z € W(A) arbitrario, temos que ¢x(z — y,z) = éx(z,2) — da(y,2z) = 0, portanto
x —y € rad\. Tomemos agora a € A. Pela alinea 2 da Proposicao 4.2 vem que
oa(azx,y) = oa(x,i(a)y), qualquer que seja y € W(A), logo ax € rad A,

2. Se ¢y # 0, existem z,y € W(A) tais que ¢x(z,y) # 0. Daqui decorre que
xz+rad A # 0, logo W(A)/rad A # 0. Dado z +rad X € W(\)/rad A, z +rad X # 0,
arbitrario, temos que K, = {¢x(x,2) : © € W(N\)} # 0 (recordar que, pela alinea 1
da Proposicao 4.2, ¢, ¢ uma aplica¢do simétrica). Como K é um corpo e K, é um
ideal nao nulo de K, entdao K, = K. Pela alinea 2 do Corolério 4.3 conclui-se que
W(A) = Az. Entao W(\)/rad A = A(z+rad \). Como z+ W () é um elemento nao
nulo arbitrario de W (\)/rad A, isto prova que W(A)/rad A é um A-mo6dulo simples.

Falta mostrar que W (A)/rad A é absolutamente simples, isto ¢, que os Gnicos
endomorfismos do A-moédulo W(A)/rad A sdo as homotetias de razao k, k € K.
Tomemos # € Ends(W(A)/rad \) e consideremos 7 : W(A) — W(A)/rad A, a
projeccao canénica. Pela alinea 2 da Proposicao 4.5, existem 79,71 gor € K, 79 # 0,
tais que rof(z + radA) = 7 gor(x + rad A), qualquer que seja x € W(X). Daqui
decorre que 6 é uma homotetia de razao r, 17“1790”. Reciprocamente, é 6bvio que
toda a homotetia de razao k em W(A)/rad A, k € K, é um endomorfismo do A-
modulo W(A)/rad \.

Repare-se que o argumento invocado permite demonstrar que os elementos de
Hom 4 (W (X) /W1, W(\)/Wa) correspondem as fungoes 6y, definidas por 0y (z+W1) =
k(z+Ws), k € K, quaisquer que sejam Wy e Wa, A-submodulos de W () verificando
Wi C Wa.

3. Por defini¢ao, rad W (\) ¢ a intersecgao de todos os A-submodulos maximais de
W (). Provemos que rad W (\) = rad A, mostrando que rad A é o inico A-submoédulo
maximal de W(\). Por W(\)/rad A ser um A-mdédulo simples conclui-se que rad A
¢ um A-submodulo maximal de W (). Procedamos agora por absurdo e admitamos
que existe um A-submodulo maximal de W()) diferente de rad A\, digamos M. E
claro que nao podemos ter M C rad A. Entao existe m € M tal que m ¢ rad A.
Logo K,, # 0 (recordar que, pela alinea 1 da Proposi¢ao 4.2, ¢, é uma aplicac¢ao
simétrica). Como K, é¢ um ideal de K, temos que ter K,, = K. Pela alinea 2 do
Corolario 4.3 conclui-se que W(A) = Am. Mas W(A) = Am C M, o que contradiz o
facto de M ser um A-submoédulo maximal de W (). O

Definigao 4.3. Dado A € A satisfazendo ¢, # 0, designamos por Ly o A-mo6dulo
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absolutamente simples W (A)/rad A.

Teorema 4.11. Denotemos por Ay o conjunto {\ € A : ¢\ # 0}. Entdao
{Lyx : X € Ao} € um conjunto completo de representantes das classes de isomor-

fismo de A-mddulos simples.

Demonstracao. Dados A\, u € Ay, suponhamos que existe um isomorfismo de A-
modulos 6 : Ly — L,,. Consideremos as projec¢des canodnicas my : W(X) — Ly e
7yt W) — L. Como 6 # 0, entdo § oy # 0, logo, pela alinea 1 da Proposigao
4.5, vem que X > p. Tomando a composicao 67! o 7, obtemos, de forma analoga,
que u > A. Entdo A = p, portanto o conjunto {Ly : A € Ag} nao contém modulos
simples isomorfos.

Mostremos agora que em {L) : A € Ag} se encontram representantes de todas as
classes de isomorfismo de A-mddulos simples. Como A é uma algebra com dimensao
finita sobre K, A é um anel artiniano. Ent&o existe uma correspondéncia bijectiva
entre as classes de isomorfismo de A-mdédulos indecomponiveis principais e as classes
de isomorfismo de A-mo6dulos simples. Esta fungao associa & classe de isomorfismo do
A-modulo indecomponivel principal P a classe de isomorfismo do A-moédulo simples
P/rad P (consultar [Dor, §45, Corollary 45.8]). Para completar a demonstragao
deste teorema vamos tomar um A-moédulo indecomponivel principal arbitrario, P, e
provar que P/rad P é isomorfo a Ly, para certo A € Ag.

Seja ® o ideal de A gerado pelo conjunto S = {A € A : P({\}) # 0}, isto é, & é a
intersecgao de todos os ideais de A contendo S. Comecemos por ver que P = P(®)
(isomorfismo de A-moédulos). E claro que se ® = A entdo P(®) e P sio modulos
isomorfos. Suponhamos entdo que ® C A. Tomemos p1 elemento minimal em A — ®.
E simples provar que ® U {1} é um ideal de A. Aplicando o Lema 4.8 aos ideais ®

e ® U {1} obtemos uma sequéncia exacta curta de A-modulos
0 — P(®) "8 P(® U {i}) "5 P({i}) — 0.

Como 1 ¢ @, vem que P({p1}) = 0, logo im(t® 4idp) = ker(r®4idp) = P(PU{p1})
e P(®) e P(PU{pu1}) sdo A-modulos isomorfos. Se ® U {u1} = A, conclui-se que
P(®) = P. Caso contrario, tomamos po elemento minimal em A — (® U {u1}) e
repetimos o procedimento para os ideais ® U {u1} e ® U {p1, po}. Aplicando suces-
sivamente este raciocinio é possivel deduzir que P(®) e P sao A-modulos isomorfos.
Mais concretamente, obtém-se o isomorfismo de A-modulos 0 : P(®) — P definido

por 0(j ®4 p) = jp, com j € J(®) e p € P. Por outro lado, pelo isomorfismo de
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A-modulos definido na alinea 1 do Lema 4.7, conclui-se que P = J(®)P. Como P
é um A-moédulo indecomponivel principal, vem que P = Ae, para certo idempotente
primitivo e € A. Pela alinea 2 do Lema 4.7, temos que Ae = J(®)Ae = J(P) N Ae,
logo e € J(D).

Tomemos agora A\g elemento maximal em ®. Comecemos por ver que P({\o}) #
0. Suponhamos, por absurdo, que P({\p}) = 0. Como )y é um elemento maximal
em ¢ entdo ¢ — {\g} ainda é um ideal de A. Por outro lado, como P({\o}) = 0,
temos g & S, portanto ® — {A\o} é um ideal de A que contém S, o que contradiz a

definicao de ®. Logo P(\g) # 0.

Provemos agora que ¢, # 0. Admitamos que ¢, = 0 e tomemos A € ¢ arbitra-

rio. Por um lado, tem-se que C';\qC'Q‘% =2 ueM(n) T, (U §)C2% + 7/, onde ' ¢ uma
B ) T,q s

combinacao linear dos elementos da base celular com indice superior estritamente in-
ferior a \g. Por outro lado, de (1.2), vem que Cr):qug = ZueM()\) o (u, q)Cﬁ:u—i-r”,
com 7" combinacao linear de elementos da base celular com indice superior estrita-
mente inferior a A. Como A € ® e Ay é um elemento maximal de ®, vem que
TC&,Q(U’ s)=0,u€ M(\), se X # Ao. No caso em que A = )\ temos, por (1.3), que
C’ﬁ:gCﬁ‘ft) = ?q,sCﬁ:g = mo(éq,és)cﬁg = 0. Denotemos por {ds : s € M(\g)} a R-base
de W(\p) introduzida na pagina 40. Pelo que acabamos de ver e por (4.1), vem que
C,0s = 0, de onde se conclui que J(®)W (Xg) = 0. Pela alinea 1 do Lema 4.9 temos
P({\o}) = W(X\g) ®g P (isomorfismo de A-modulos), com P = i/ (W (\g)) ®4 P
(recordar que i’ é a anti-involugdo introduzida na pagina 39). Por P ser um A-
modulo indecomponivel principal, P20 e i/ (W (\g)) P sdo R-modulos isomorfos. Mas
i'(W(Xo))P = ' (W(N))e = i(e)W (o), onde o ultimo isomorfismo é um isomor-
fismo de R-moédulos por meio da aplicagao 4’|y (yw(x,))e- Como J(®) é invariante por
ieec J(®), vem que i(e) € J(®). Entdo i(e)lW (A\g) = 0 e, portanto, P = 0, de

onde decorre que P({\g}) = 0. Um absurdo. Acabamos assim de demonstrar que

¢)\0 ?é 0.

Pelos argumentos anteriores, conclui-se ainda que P # 0. Logo Homyg (P, K) #
0. Como ¢y, # 0, entdo, pela alinea 2 do Lema 4.9, temos que Homy (P, K) e
Hom4(P({Ao}), W(Ao)) sao K-espagos vectoriais isomorfos. De facto, pode provar-se

(ver [Rot, §2.2.1, Proposition 2.76]) que existe um isomorfismo de espagos vectoriais

x : Homg (P2, K) — Hom 4 (P({Xo}), W (X)),
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dado por x(¢) = v, onde

¥ P({Ao}) — W(ho)

y®rx— Y(y Qrx) = h(z)y.

Se 1) € Homg (P, K) for ndo nula, é simples verificar que ¢ é sobrejectiva. Apli-
cando o Lema 4.8 aos ideais ® — {\g} e @, obtemos um homomorfismo sobrejectivo
de A-modulos de P(®) para P({\o}). Como P(®) ¢ P sdao A-mobdulos isomorfos,
existe um homomorfismo sobrejectivo de A-modulos de P para P({\o}), digamos 9.
Considere-se a projecgio canénica 7 : W (Ag) — Ly,. Concluimos entdo que motpord
& um homomorfismo sobrejectivo de A-médulos. Logo P/ ker(rotod) = Ly,. Como
P é um A-moédulo indecomponivel principal entao rad P é o tinico A-submédulo ma-
ximal de P (|Dor, §45, Theorem 45.7, (i)]). Entdo temos rad P = ker(m o ¢ 0 99), de

onde decorre o pretendido. ]
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