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Resumo

Estimar a função densidade neutra face ao risco (FDNR) para o preço de um determinado ativo
subjacente permite-nos obter estimativas para esse preço no futuro. Obter esta estimativa é importante
para que os agentes de mercado tomem as suas decisões, conscientes do risco que correm. Black,
Scholes e Merton desenvolveram um modelo de atribuição de preços a opções, que foi usado para
obter o preço de opções, de estilo Europeu, num ambiente de neutralidade face ao risco . Esse modelo
considera que o ativo subjacente segue um movimento Browniano Geométrico em que a volatilidade
é considerada constante. Neste modelo a função densidade neutra face ao risco é uma densidade
lognormal. No entanto, nos mercados financeiros a volatilidade não é constante. Tendo em conta que
nem todos os pressupostos do modelo não se verificam, a densidade lognormal para o preço do ativo
subjacente, na maturidade das opções, também não se verificará. Posto isto, em vez de se considerar
apenas uma densidade lognormal para descrever o preço do ativo subjacente na matruridade, foi
necessário a utilização de outras abordagens para a estimação da FDNR. Vários autores apresentaram
diferentes modelos para o efeito, modelos estruturais e não estruturais. O estudo apresentado nesta
dissertação propõe estimar funções densidade neutras face ao risco recorrendo a preços de opções
call e put de estilo Europeu. Adicionalmente a isto, é feito um estudo sobre a probabilidade de
default das empresas. Para a estimação da função densidade neutra face ao risco consideramos, numa
fase inicial, dados teóricos gerados pelo modelo de Black-Scholes-Merton e pela mistura de três
distribuições lognormais. Posteriormente, serão considerados dados reais da empresa Microsoft e
do índice S&P500. Em relação ao estudo da probabilidade de default, serão apresentados alguns
exemplos de como pode variar a probabilidade consoante variem alguns parâmetros do modelo. O
modelo usado na ilustração é o modelo de Merton Distance to Default.
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Capítulo 1

Introdução

As instituições financeiras são organizações que têm como finalidade otimizar a alocação de
capitais financeiros. Quase todos lidamos com algum tipo de instituição financeira diariamente,
seja para pagar empréstimos, trocar moedas ou depositar dinheiro, pois estão envolvidas nessas
atividades. As instituições financeiras podem então ser divididas em vários tipos. As instituições
bancárias, das quais fazem parte os bancos comerciais que têm como principal atividade aceitar e
administrar depósitos e conceder empréstimos. Existem outras instituições financeiras que podem
incluir bancos de investimento, empresas de seguros e outos tipos de entidades financeiras que
administram investimentos.

Existe uma grande variedade de contratos comercializados pelas instituições financeiras. Depen-
dendo do perfil e interesses de cada participante no mercado, temos diferentes tipos de contratos.
A gestão dos riscos associados à atividade financeira permite que alguns tipos de contratos possam
responder a esta questão. Os derivados financeiros são acordos cujo valor depende de um ou mais
ativos subjacentes (ação, índice, matéria-prima, taxa de juro, taxa de câmbio, obrigação), o seu uso
pode signifcar maior rentabilidade mas também maior risco. Há diferentes tipos de derivados, como
exemplos temos os contratos de futuro, os contratos forward e os contratos de opções.

Todas as instituições financeiras que concedem crédito a empresas e a particulares sabem que há
um risco envolvido, esse risco tem a ver com a possibilidade de que no futuro a condição financeira
do cliente possa sofrer alterações. Existe uma grande diversidade de riscos que podem afetar o
preço de ativos e derivados financeiros, riscos esses que podem resultar de fatores internos como por
exemplo recursos humanos, ou podem resultar de fatores externos tais como riscos sociais, políticos
ou económicos. Dentro dos riscos financeiros temos o risco de crédito, o risco de mercado e o risco
de liquidez, neste trabalho um dos que abordamos é o risco de crédito. O risco de crédito é o risco de
perda, resultante do incumprimento do pagamento de um empréstimo. O risco de mercado abrange
todas as situações que possam provocar prejuízos aos investidores ou não proporcionem o retorno
esperado. O risco de liquidez é resultado da dificuldade que existe em se negociar um determinado
instrumento financeiro quando desejado e a preços tidos como razoáveis, isto pode impedir que o
investidor recupere o capital investido ou pelo menos parte dele.

Black and Scholes [4] e Merton [15] (Black-Scholes-Merton - BSM) desenvolveram um modelo de
atribuição de preços a opções de estilo Europeu. Primeiramente, Black and Scholes [4] consideraram
só ações que não pagam dividendos e, à posteriori, Merton [15] desenvolveu a fórmula para ações que
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2 Introdução

pagam dividendos. Um dos pressupostos deste modelo é a inexistência de arbitragem, ou seja, não há
oportunidade de se obter lucro, para além do lucro associado à taxa de juro isenta de risco, sem um
risco associado. O modelo de BSM admite que o ativo subjacente segue um movimento Browniano
Geométrico o que implica que o preço do ativo subjacente segue uma distribuição lognormal. A
volatilidade é considerada contante ao longo do tempo. Esta suposição de que a volatilidade é
constante não se verifica nos mercados, pois ela varia com o tempo e com o preço de exercício.
Consideremos um conjunto de preços de opções para um determinado ativo e num determinado
momento, se invertermos a fórmula de BSM e mantivermos apenas como variável a volatilidade,
verificamos que esta não é constante - volatilidade implícita [12].

A estimativa do preço de um determinado ativo financeiro para uma determinada data futura
pode ser relevante para a tomada de decisão dos agentes de mercado. Uma das possibilidades para
obter estimativas para os preços futuros de determinados ativos é obter estimativas para a sua função
densidade. Breeden and Litzenberger [6] apresentaram pela primeira vez uma relação entre a função
dos preços das opções e a função densidade relativa ao ativo subjacente. No modelo de Black and
Scholes [4] a função densidade neutra face ao risco (FDNR) é lognormal no entanto, como ja foi
referido anteriormente, nem todos os pressupostos deste modelo se verificam. Deste modo, vários
autores propuseram uma abordagem diferente para obter a estimativa da função densidade associada
ao ativo subjacente.

Em vez de considerar apenas uma densidade lognormal vários autores [2],[13],[14] consideraram
outras abordagens para obter esta função. Segundo Jondeau, Poon e Rockinger [13], os modelos
paramétricos propõem, para a função de densidade neutra ao risco, uma expressão direta, sem
necessidade de fazer referência a uma dinâmica de preços. Neste tipo de modelos estão incluídas
as misturas de distribuições lognormais. Os mesmos autores afirmam que descrever uma densidade
como mistura de outras densidades é uma forma bastante conveniente de melhorar o ajuste em muitos
problemas estatísticos. Bahra [2] foi um dos primeiros autores a descrever a função densidade neutra
face ao risco (FDNR) como mistura de densidades, aplicada no contexto da teoria de atribuição de
preços a opções.

Em termos financeiros, sempre que uma empresa não consegue cumprir os seus contratos pode
entrar em incumprimento (default). O default surge quando o devedor declara que não tem condições
financeiras para cumprir a sua promessa de pagamento. Este incumprimento pode ter diferentes níveis,
pode ser apenas nao conseguir pagar pontualmente ou pode implicar um processo de bancarrota para
a empresa. Em periodos de maior perturbação financeira pode ser também interessante estimar a
probabilidade de default por parte das empresas.

Vários autores desenvolveram métodos para estimar a probabilidade de default [3], neste trabalho
vamos analisar o modelo proposto por Merton [16]. Este recorre à fórmula de BSM e desenvolve um
modelo para obter a probabilidade de default considerando o capital próprio da empresa, os dados
históricos referentes aos preços das ações, bem como relativos à dívida emitida pela empresa. No
modelo desenvolvido por Merton, o capital próprio de uma empresa é visto como uma opção call
Europeia sobre o valor da empresa. No entanto este modelo de estimação da probabilidade de default
surge também com algumas limitações.

De forma a colmatar estas limitações desenvolveu-se o modelo de Merton Distance-to-default
(Merton-DD). Foi desenvolvido pela empresa KMV Corporation, fundada por Stephen Kealhofer,
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John McQuown e Oldrich Vasicek em 1989, posteriormente, em 2002, esta empresa foi adquirida pela
agência de notação financeira Moody’s [20]. Uma das grandes diferenças deste modelo em relação ao
modelo de Merton [16], é o facto de neste serem consideradas dívidas de curto e de longo prazo [9].
Como o incumprimento da empresa depende do valor dos seus ativos, este pode ocorrer sempre que
esse valor esteja abaixo de um determinado valor (default point) [5], ao contrário do que acontece em
[16] que só admite default na maturidade. Esta suposição de incumprimento apenas na maturidade
torna o modelo inicial pouco realista.

A estrutura deste trabalho é composta por seis capítulos. O primeiro capítulo é a introdução.
No segundo capítulo fazemos uma abordagem aos conceitos básicos em matemática financeira e
apresentamos as noções de ativos e derivados financeiros, opções e risco de crédito. No capítulo
três apresentamos uma revisão da literatura. No capítulo quatro apresentamos o modelo de Black-
Scholes-Merton, o modelo de Merton Distance to Default (Merton-DD) e o modelo da Mistura de
Densidades Lognormais. No capítulo cinco fazemos uma implementação numérica dos modelos
estudados recorrendo a dados simulados e a dados de mercado estimando a função densidade neutra
ao risco. Para finalizar, no capítulo seis, apresentamos as conclusões relativas aos resultados obtidos.





Capítulo 2

Conceitos básicos em matemática
financeira

Um sistema financeiro diz respeito a uma rede de instituições financeiras tais como seguradoras,
bolsas de valores e bancos de investimento que permitem a troca de fundos. Por meio de um sistema
financeiro, os devedores, credores e investidores trocam capital para financiar projetos.

Os sistemas financeiros têm-se revelado determinantes na vida das pessoas. De facto, a situação
financeira deste tipo de instituições tem um impacto global e afeta a vida diária de todas as pessoas.
Como exemplo temos a crise do subprime em 2008, que teve impactos significativos em todo o mundo.

As áreas da matemática e das finanças estão fortemente ligadas. A matemática financeira é a
aplicação de métodos matemáticos a problemas financeiros. Em particular, a teoria de atribuição de
preços a opções financeiras, que descrevemos mais à frente, é uma boa ilustração da interação entre
matemática e finanças. Os conceitos que apresentamos de seguida permitem contextualizar a teoria de
atribuição de preços a opções.

2.1 Ativos financeiros

Os ativos são o conjunto dos valores patrimoniais positivos, direitos ou bens, que uma empresa ou
um particular possui e que podem gerar rendimentos. Esses tais bens ou direitos que um particular ou
empresa possuem são considerados como riqueza e, tendo isso em conta, é-nos fácil encontrar difer-
entes formas de riqueza tais como, carros, casas, o próprio capital humano ou fundos de investimento.
O dinheiro, os depósitos, os títulos emitidos por empresas ou pelo estado e os contratos de derivados
financeiros são alguns exemplos de ativos financeiros.

Os depósitos são operações bancárias onde há entrega de fundos a um banco que fica com
propriedade dos mesmos durante um período de tempo pré-estabelecido. O banco tem obrigação de
devolver o montante depositado, de acordo com as condições definidas, assumindo assim a qualidade
de devedor perante quem realizou o depósito.

Os títulos são ativos financeiros emitidos por empresas (títulos privados) ou pelo estado (títulos
públicos) e são, basicamente, um empréstimo de um particular a estes. Os títulos podem ser, por
exemplo, fundos de investimento, ações ou obrigações.
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6 Conceitos básicos em matemática financeira

As ações são títulos financeiros que correspondem a uma fração do capital social de uma empresa
e que permitem aos seus titulares receber uma parte dos dividendos ou dos ganhos dessa empresa.
Quanto maior for o número de ações que um indivíduo possui maior é a sua participação acionária na
empresa.

As obrigações são títulos representativos da dívida emitidos por empresas ou estados soberanos,
que pagam um determinado cupão fixo ou variável. Consideramos obrigações de cupão zero aquelas
que não pagam juros periódicos (cupão - montante de juros pago periodicamente pelo emitente durante
a vida útil de um empréstimo obrigacionista).

Os fundos de investimento são aplicações financeiras, podem ser constituidas por ações e obri-
gações, que agrupam os interessem de vários investidores. O dinheiro aplicado num fundo fica a cargo
de um gestor que procura realizar aplicações lucrativas para o fundo.

2.2 Derivados financeiros

Derivados financeiros [12], [21] são instrumentos financeiros cujo valor deriva do valor de um
ativo que lhe está subjacente como por exemplo, ações, títulos, taxas de juros, índices de mercado.
Os derivados são muitas vezes utilizados por investidores com o objetivo de cobertura do risco
e são transacionados nos chamados mercados de derivados. Existem vários tipos de derivados,
nomeadamente os swaps, contratos forward, contratos de futuros e contratos de opções.

Os contratos swaps [12] são, basicamente, contratos entre duas partes que regulam a troca de
cash-flows em tempos futuros diferentes. Um dos tipos de swaps mais comum é o de taxa de juro.

Os contratos forward [12], [21] são acordos através dos quais uma parte (comprador) concorda em
comprar um determinado ativo financeiro numa determinada data futura e a um preço predeterminado,
enquanto que, a outra parte (vendedor), concorda em vender esse ativo subjacente na data acordada e
pelo preço predeterminado. Estes derivados são, normalmente, transacionados em mercados informais,
OTC (Over-the-Counter) ou ao balcão. Assim, os contratos forward, são livremente desenhados de
acordo com a vontade de ambas as partes, ou seja, a negociação de todos os parâmetros do contrato,
como o preço e a maturidade, fica a cargo das duas partes envolvidas. Esta liberdade de definir
parâmetros é vantajosa para as partes, pois o contrato será realizado à sua vontade e adaptado às suas
necessidades. Contudo, esta escassez de formalidade, eleva o tempo negocial, reduz a liquidez da
transação e aumenta o risco de default.

Os contratos de futuros [12], [21], tal como os forward, são contratos de compra e venda entre duas
partes. Permitem a compra ou venda de um determinado ativo financeiro, numa data futura específica e
a um preço predeterminado no momento de realização do contrato. Este tipo de contratos, ao contrário
do que acontece com os contratos forward, têm regras muito bem definidas que são conhecidas pelas
partes na altura da realização do contrato. Os contratos de futuros são transacionados nos mercados de
futuros, mercados organizados e especializados, e é aí que se estabelecem as características contratuais,
com exceção do preço que fica a cargo das partes contratantes. Outra característica destes contratos é
serem reversíveis, ou seja, se um investidor antever mudanças nos preços, que não sejam favoráveis
de acordo com a posição que assumiu inicialmente, então poderá assumir uma posição contrária num
contrato que tenha as mesmas características, assim a sua posição anterior será compensada. Ao
contrário do que acontece nos contratos forward, o facto dos contratos de futuros serem negociados em
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mercados formais aumenta a liquidez, reduz o risco de default e assegura melhores termos contratuais
para todos os agentes económicos.

Apresentamos por último os contratos de opções [12], [21], este tipo de contratos, ao contrário
dos anteriores, atribuem ao comprador o direito de opção, ou seja, o comprador tem o direito mas
não a obrigação de comprar ou vender um determinado ativo, a um preço previamente estabelecido e
numa determinada data futura. Estes contratos vão ser importantes no desenrolar do nosso estudo e,
por esse motivo, faremos em seguida uma abordagem mais pormenorizada.

Antes de avançarmos, vamos apresentar o conceito de arbitragem visto que uma das suposições
subjacentes ao modelo de atribuição de preços a opções que iremos estudar é, efetivamente, a ausência
de oportunidades de arbitragem.

Arbitragem significa, de uma forma geral, que são gerados lucros na maturidade sem a necessidade
de qualquer tipo de investimento inicial e sem risco de perdas. Ou seja, é uma estratégia de negociação
de auto-financiamento com valor final positivo partindo de um valor inicial nulo. As oportunidades de
arbitragem no mercado são normalmente de curta duração, pois as informações espalham-se muito
rapidamente e desta forma as oportunidades existentes ficam conhecidas. Na prática, nos mercados
eficientes, são observadas muito poucas oprtunidades de arbitragem.

Posto isto, requeremos o príncipio de não arbitragem, isto é, supomos um mercado onde estão
excluídas todas as hipóteses de haver oportunidades de arbitragem.

2.2.1 Contratos de opções

Os contratos de opções [12], [21] são acordos entre duas partes, um comprador (holder) e um
vendedor (writer), o comprador adquire o direito de comprar (opção call) ou de vender (opção put)
um ativo específico, numa determinada data futura e a um preço pré-estabelecido, denominado de
prémio. Neste tipo de contratos, o vendedor fica sujeito à vontade do comprador de exercer ou não a
opção, uma vez que não tem possibilidade de recusar a compra ou venda do ativo. Esta obrigação
do vendedor, é compensada com o pagamento do prémio por parte do comprador. Deste modo, estes
contratos são considerados assimétricos, isto porque o comprador só vai exercer a sua opção se lhe for
conveniente.

Se o comprador apenas puder exercer o seu direito na maturidade do contrato, a opção é chamada
opção europeia ou opção de estilo europeu, se por outro lado o direito puder ser exercido durante
o período que decorre entre o momento em que contrato foi feito até à maturidade do contrato é
denominada opção Americana ou opção de estilo americano. Consideramos que o comprador da
opção assume uma posição longa enquanto que o vendedor da opção assume uma posição curta.

O ativo que pode ser comprado ou vendido na maturidade é designado por ativo subjacente.
Definimos então St como o preço do ativo subjacente no momento t, T a data de vencimento ou
maturidade da opção e τ = T − t o prazo do contrato. Além disto, o preço pelo qual a opção pode ser
exercida é denotado por K e denominado de preço de exercício ou strike.

Consideremos uma opção de compra Europeia (European call option), nesta situação, o direito
do comprador será exercído caso o preço de exercício seja menor que o preço do ativo subjacente,
ST > K, pois ele só precisará de pagar K por um ativo que, no mercado à vista, vale mais. Caso
contrário, se o preço do ativo subjacente for menor que o preço de exercício, ST < K, será sensato da
parte do comprador da opção não a exercer, pois pode comprar o ativo no mercado à vista por um
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preço inferior ao preço de exercício do contrato. Se, em última hipótese, os dois preços forem iguais,
ST = K, o ganho será nulo. Em suma, se ST ≤ K, o titular da opção não a vai exercer e assim sendo,
em T , o valor da opção é zero. No caso em que ST > K, o proprietário da opção vai exercer o seu
direito e a opção, na maturidade T , vale ST −K [10]. Sendo assim, o valor do payoff do comprador
para uma call europeia é dado por

max(ST −K,0) = (ST −K)+ .

Considerando agora as opções de venda Europeias (European put option), o que sucede é o oposto do
que acontece nas opções de compra, pois, nas opções de venda, o proprietário da opção vai exercer o
seu direito quando o preço de exercício é superior ao preço do ativo subjacente, ST < K, pois neste
caso, o proprietário da opção recebe K por um ativo que no mercado à vista vale menos e obtém
um ganho de K − ST . Caso o preço do ativo subjacente na maturidade seja maior que o preço de
exercício, ST > K, a opção não será exercída, pois, se tal acontecesse, o investidor com a posição
longa só iria receber K por um ativo que valeria mais no mercado à vista. Novamente, se o preço do
ativo subjacente e o strike forem iguais, ST = K, o ganho é nulo. Sendo assim, se ST < K a opção é
exercida e tem um valor de K −ST e se ST ≥ K a opção expirará sem valor, pois não é exercida [10].
O payoff do comprador para uma opção put Europeia é dado por

max(K −ST ,0) = (K −ST )+ .

De seguida, apresentamos os gráficos para os payoffs das opções de compra (call) e venda (put)
de estilo Europeu, dados pelas Figuras 2.1 e 2.2, e alusivos às posições longa e curta respetivamente
sem considerar o prémio pago pela opção.

Fig. 2.1 Payoffs das opções call e put respetivamente, referentes à posição longa

Podemos, ainda, fazer a distinção entre o estado das opções. Uma opção que se torne inútil para
o investidor, ou seja, em que o resultado do seu exercício imediato levaria a perdas de rendimento
diz-se que está out-of-the-money. Contrariamente, uma que se fosse exercida de imediato obteria um
retorno positivo, diz-se que está in-the-money. Já aquelas opções em que acaba por ser indiferente o
seu exercício, opções em que o strike e a cotação do ativo subjacente estão muito próximos e por isso
o lucro é zero ou muito baixo (próximo de zero), diz-se que estão at-the-money.
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Fig. 2.2 Payoffs das opções call e put respetivamente, referentes à posição curta

As opções que estudámos até agora são as opções consideradas standard ou também designadas
de opções vanilla. Mas há outro tipo de opções, as opções exóticas cujo payoff é mais complexo.
Todas as opções que não são standard são exóticas. A grande diferença entre estes dois tipos de
opções, standard e exóticas, recai sobre a expressão da função de ganho, ou seja, se a expressão da
função de ganho for diferente de max(ST −K,0) nas opções call e diferente de max(K −ST ,0) nas
opções put, então, trata-se de opções exóticas. Mesmo tratando-se de opções mais complexas há
modelos simples para atribuição de preços a opções exóticas, são modelos que generalizam o modelo
de Black-Scholes [4]. Alguns exemplos destas opções são, as opções binárias, opções que se baseiam
na queda ou na subida do ativo num determinado período de tempo; opções de escolha, opções em que
o seu comprador pode escolher se, no final de um determinado período de tempo a opção é call ou put;
opções compostas, tratam-se de opções sobre opções; e opções dependentes da trajetória do ativo, ou
seja, opções em que para além de dependerem do valor de ST dependem também da trajetória de ST .

Paridade put-call

A paridade put-call [12] é um conceito importante na atribuição de preços a opções, pois relaciona
o preço de uma opção de compra Europeia e o preço de uma opção de venda Europeia, com a
mesma data de maturidade T e o mesmo preço de exercício K. Esta relação pode ser determinada
usando argumentos de arbitragem e se forem conhecidos a taxa de juro sem risco, r, e o preço do
ativo subjacente, St , permite-nos determinar o preço da opção call a partir do preço da opção put e
vice-versa. Sejam, então, C o preço de uma opção de compra e P o preço de uma opção de venda, a
fórmula da paridade put-call, que estabelece a relação entre os preços das duas opções, é dada por

C−P = St −Ke−rτ , (2.1)

onde Ke−rτ é o preço de exercício na data de vencimento descontado à taxa de juro isenta de risco.
Como dito anteriormente, a prova desta fórmula baseia-se no princípio de ausência de arbitragem.
Então, supondo que temos dois portfólios, A e B, sendo que A é constituído por uma opção call
juntamente com o valor do preço de exercício descontado à taxa de juro sem risco, Ke−rτ , e B é
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constituído por uma opção put mais uma unidade do ativo. Na maturidade, τ = 0, temos que o
portfólio A vale

A =C+Ke−rτ = max(ST −K,0)+K = max(ST ,K),

e o portfólio B vale

B = ST +P = ST +max(K −ST ,0) = max(ST ,K),

ou seja, ambos os portfólios têm o mesmo payoff associado e, portanto, devem ser iguais, caso
contrário, haveria oportunidade de arbitragem. Assim sendo, estando perante a condição de ausência
de oportunidades de arbitragem, verifica-se para qualquer τ a igualdade

C+Ke−rτ = St +P.

Se esta igualdade não se verificar, significa que estamos perante uma possibilidade de arbitragem.

2.3 Risco de Crédito

A palavra crédito vem do latim creditum e significa ter confiança, acreditar. O crédito é a prática
de emprestar dinheiro a um cliente e confiar que este pague, numa data futura, o valor inícial que lhe
foi entregue, acrescido do valor dos juros e comissões, podendo ser pago numa ou várias prestações.
Assim sendo, o risco de crédito está muito presente no dia a dia das pessoas, das empresas e das
entidades financeiras, pois representa o risco de perda, resultante do incumprimento do pagamento de
um empréstimo.

Vamos então apresentar dois tipos de risco de crédito [1] existentes: o risco de default e o risco de
downgrade.

O risco de default [1] é o risco do mutuário não cumprir as suas obrigações contratuais no que
diz respeito ao pagamento do montante emprestado e dos juros, num tempo pré-determinado. Este
risco pode ser total se não for reembolsado nenhum valor da dívida, ou pode ser parcial se parte da
dívida inicial for recuperada. O valor total da dívida corresponde ao valor emprestado mais o valor
dos juros. Como forma de estudar e avaliar este risco, os investidores recorrem a diferentes métodos,
nomeadamente o reconhecimento do nome e as classificações de crédito formais.

O reconhecimento do nome [1] está relacionado com a confiança na reputação e no bom nome
do mutuário, ou seja, quando se acredita que é muito pouco provável que este entre numa situação
de incumprimento do pagamento da dívida, devido à sua boa situação financeira. Mas, este recon-
hecimento de nome por si só não basta, é pouco sensato confiar apenas no bom nome do mutuário, é
preciso, através de outros métodos, aumentar este reconhecimento para reduzir o risco.

Uma classificação de crédito [1] é uma opinião formal, geralmente fornecida por empresas
especializadas, as agências de rating, sobre o risco de default que pode ser enfrentado no futuro ao
investir numa emissão de dívida. As agências de rating, conhecidas em Portugal como agências
de notação financeira, são empresas especializadas em análisar o risco de crédito. Após receberem
uma solicitação formal por parte de um ou vários clientes, estas agências avaliam o mutuário em
concordância com a capacidade que este tem de honrar os seus compromissos financeiros. Quando
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se procede à avaliação de uma entidade, são examinadas várias situações. Para além da situação
financeira, é também examinada a sua dependência com o exterior, as condições económicas do
mercado mundial, a politica que domina no país, entre outros. A importância das agências de rating
tem crescido no mundo atual já que funcionam como um auditor que concede maior fidedignidade às
contas das entidades. Com as suas classificações, as agências, reconhecem as entidades que são boas
e más pagadoras. Quem concede financiamentos pode ou não seguir as recomendações das agências,
ou seja, fica ao critério de cada uma mas, por norma, as recomendações são tidas em consideração.

As agências de rating usam letras, números e sinais aritméticos para atribuição das classificações,
cada uma delas tem um sistema de classificação próprio, mas, em todos os sistemas de classificação
”alto grau” significa que a probabilidade de pagarem as suas obrigações no futuro é alta.

Na Tabela 2.1, apresentamos as classificações possíveis para dívidas de longo prazo, ou seja,
dívidas com maturidade superior a um ano, e também uma pequena explicação sobre cada classificação.
A designação atribuída pela Moody’s às empresas ”boas pagadoras” é Aaa, enquanto que, na S&P e
na Fitch a designação é AAA. O grau mais alto seguinte é representado por Aa na Moody’s e por AA
na S&P e na Fitch. O terceiro grau de calssificação é designado nas 3 agências por A. O que acontece
nos três graus seguintes de classificação é idêntico, ou seja, a Moody´s classifica como Baa, Ba e B
enquanto que a S&P e a Fitch classificam como BBB, BB e B. Para além destes existem ainda, na
Moody’s, os graus Caa, Ca e C, os mais baixos desta agência que representam para a empresa uma
situação de alto risto de default. Nas agências S&P e Fitch as piores classificações ainda são dívididas
em duas classes, C e D. Dentro de cada uma das classes de classificação, as agências ainda fazem uma
avaliação mais pormenorizada recorrendo a sinais aritméticos de mais e menos no caso das agências
S&P e Fitch e aos algarismos 1, 2 e 3 no caso da Moody’s.

As entidades com classificação nas quatro categorias principais, são classificadas como ”invest-
ment grade”, ou seja, são considerados bons pagadores. As que se encontram abaixo das quatro
categorias principais são categorizadas com ”speculative grade” ou ”non-investment grade”. Tendo
isto em conta, podemos dizer que o mercado de títulos é dividido em dois setores, o setor ”investment
grade” e o setor ”non-investment grade”.

O risco de downgrade [1] é o risco de que uma organização de classificação estatística reconhecida
nacionalmente reduza uma classificação de crédito.

As classificações de crédito atribuidas por uma agência de rating a um mutuáro ou título podem
sofrer alterações. Caso haja uma melhoria na sua qualidade de crédito, essa melhoria será compen-
sada com uma melhor classificação por parte das agências, upgrade, se pelo contrário houver uma
deterioração, então será penalizado com a atribuição de uma classificação inferior, downgrade.

Há ainda uma probabilidade de ocorrerem eventos inesperados que afetem negativamente uma
empresa, organização, setor ou ação, causando perda para os investidores ou outras partes interessadas.
A vulnerabilidade de uma empresa em relação a eventos inesperados é o risco de evento. Os tais
eventos imprevistos podem incluir acidentes industriais ou naturais, mudanças regulatórias, aquisições
ou reestruturações corporativas ou mesmo uma fraude corporativa. As organizações podem optar por
fazer um seguro contra quaisquer riscos de eventos previstos ou imprevistos. O risco de evento pode
também ser conhecido como risco de salto pois pode estar associado a uma mudança no valor do
portfólio devido a grandes oscilações nos preços de mercado.
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Tabela 2.1 Notações de rating de longo prazo, vencimento a cima de 1 ano, das 3 principais agências

S & P MODDY’S FITCH EXPLICAÇÃO

AAA Aaa AAA O devedor é considerado ”default-free”;
A capacidade do devedor cumprir as suas
obrigações é extremamente elevada;
Prime;

AA+
AA
AA-

Aa1
Aa2
Aa3

AA+
AA
AA-

Capacidade elevada do devedor cumprir as suas
obrigações;
High grade;

A+
A
A-

A1
A2
A3

A+
A
A-

Capacidade forte do devedor cumprir as suas
obrigações;
upper medium grade;

BBB+
BBB
BBB-

Baa1
Baa2
Baa3

BBB+
BBB
BBB-

O devedor pode não ter capacidade de cumprir as
suas obrigações por alterações nas condições
económicas ou outras alterações que possam
acontecer;
Lower medium grade;

BB+
BB
BB-

Ba1
Ba2
Ba3

BB+
BB
BB-

Alterações nas condições económicas e financeiras
do devedor reduzem a sua capacidade de cumprir;
Speculative; Low grade;

B+
B
B-

B1
B2
B3

B+
B
B-

A capacidade do devedor cumprir as obrigações
encontra-se exposta a alterações económicas e
financeiras;
Highly speculative;

CCC+ CCC+ Risco substâncial;
CCC Caa CCC Em situação precária;

CC Ca CC Muito especulativo;
C C C Extremamente especulativo;
CI Títulos de renda sem pagamentos de juros;

DDD
DD Default

D D
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Revisão da literatura

A atribuição de preços a opções tem sido objeto de grande interesse por parte de académicos,
investigadores e agentes de mercado.

Black and Scholes (1973) [4] e Merton (1973) [15] contribuiram de forma relevante para que essa
atribuição de preços fosse realizada de forma sistemática e estruturada, desenvolvendo o modelo de
Black-Scholes-Merton (BSM). Estes autores consideram que o ativo subjacente segue um movimento
Browniano geométrico, o que implica que a distribuição relativa ao ativo subjacente é uma distribuição
lognormal. No processo descrito por BSM esta distribuição pode ser considerada como distribuição
neutra face ao risco.

Este modelo, desenvolvido por Black, Scholes e Merton, supõe que a volatilidade associada
ao preço do ativo é considerada constante. No entanto, esta suposição não se verifica na prática,
ou seja, as volatilidades implícitas relativas a opções com diferentes strikes não são iguais, variam
com o valor do ativo subjacente e com o tempo, por exemplo. Deste modo o pressuposto de que
a distribuição seguida pelo ativo subjacente é lognormal também não se deverá verificar. Por este
motivo, a investigação relativa a este tema tem sido intensa.

A primeira tentativa para estimar a função densidade neutra face ao risco (FDNR) a partir de
preços de opções europeias foi apresentada por Breeden e Litzenberger [6]. Estes autores demonstram
que é possivel obter a FDNR relativa ao preço do ativo subjacente, derivando duas vezes a função dos
preços das opções de compra e venda em ordem ao preço de exercício K.

Os modelos propostos na literatura para estimar as funções densidades neutras face ao risco
(FDNR) podem ser divididos essencialmente em dois grupos, modelos estruturais e modelos não
estruturais. Um modelo é estrutural se apresenta uma descrição para a dinâmica do preço do ativo
subjacente e eventualmente também para a volatilidade[11]. Um modelo é não estrutural se fornece
uma descrição para a densidade neutra ao risco sem descrever explicitamente a dinâmica do preço. Os
modelos não estruturais podem ainda ser divididos em três tipos de modelos: modelos paramétricos,
modelos semi-não-paramétricos e modelos não-paramétricos.

Os modelos paramétricos propõem, para a função densidade neutra ao risco, uma expressão
direta sem necessidade de fazer referência a uma dinâmica de preços [13]. Como exemplo de
modelos paramétricos temos a mistura de densidades lognormais, que envolve um número reduzido
de parâmetros. Descrever uma densidade como mistura de outras densidades é uma maneira bastante
conveniente de melhorar o ajuste em muitos problemas estatísticos. Bahra [2] foi um dos primeiros

13
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autores a descrever a DNR como mistura de distribuições. Para a atribuição de preços a opções, a
mistura de densidades lognormais procura melhorar o ajuste obtido pelo modelo de BSM.

Os modelos não-paramétricos por sua vez não apresentam uma fórmula explícita para a DNR e
caracterizam-se por ter um número de parâmetros muito superior aos modelos paramétricos [13], [18],
[17]. Estes modelos incluem os modelos de estimação com funções Kernel (núcleo) e funções spline.
De uma forma geral, estes métodos exigem uma grande quantidade de dados.

Os modelos semi-não-paramétricos podem ser mais eficazes do que os modelos não-paramétricos
quando o estudo é feito sobre pequenas amostras [13]. Envolvem um número de parâmetros superior
ao dos modelos paramétricos mas inferior ao dos não-paramétricos.

Em períodos de grande incerteza financeira a estimação da probabilidade de default pode ter uma
relevância maior tendo em conta as eventuais dificuldades financeiras sentidas pelas empresas. Deste
modo, vários autores procuraram estimar a probabilidade de default associada a um determinado ativo
subjacente referente, por exemplo a um empresa. Inicialmente, estes estudos basearam-se em dados
históricos relativos a ativos e passivos da empresa, no entando vários autores propuseram modelos
mais estruturados com o objetivo de estimar a probabilidade de default.

Merton (1974) [16] recorreu à atribuição de preços a opções financeiras para desenvolver um
modelo que permitisse estimar o risco de incumprimento (default) de uma empresa. Este modelo
envolve duas etapas no contexto de modelos de risco de crédito. A primeira é aplicar o modelo
de Black-Scholes-Merton para se estimar o valor do capital próprio de uma empresa e a segunda é
determinar a probabilidade de default. Para se conseguir determinar esta probabilidade é necessário
determinar entre outras variáveis, a volatilidade associada ao valor da empresa.

No modelo de Merton assume-se que uma empresa emite uma obrigação de cupão zero que expira
numa determinada maturidade. A empresa entrará em default se, na maturidade, o valor da dívida for
maior que o valor da empresa. Os dados de entrada do modelo de Merton são o valor atual do capital
próprio da empresa, a volatilidade associada, a dívida pendente e a maturidade da dívida.

No entanto, este modelo apresenta algumas limitações, uma das principais é o facto de se
considerar que o default só acontece na maturidade. Existem outros desafios tal como a obtenção do
valor da empresa e da respetiva volatilidade, variáveis difíceis de determiar pois não são observáveis
no mercado. Posteriormente ao desenvolvimento deste modelo vários autores apresentaram extensões
do mesmo com o intuito de colmatar as deficiências do modelo [19]. O modelo Moody’s KMV
Merton é uma dessas extenções, foi elaborado através de um aperfeiçoamento do modelo de Merton.
Originalmente foi desenvolvido pela empresa KMV Corporation, fundada por Stephen Kealhofer,
John McQuown e Oldrich Vasicek em 1989. Em 2002 a KMV Corporation foi adquirida pela agência
de notação financeira Moody’s.

Uma das grandes diferenças deste modelo em relação ao modelo de Merton (1974), é o facto de
neste serem consideradas dívidas de curto e de longo prazo, [9]. Como o incumprimento da empresa
depende do estado do valor da empresa, este pode ocorrer sempre que esse valor esteja abaixo de um
determinado valor (default point), [5], ao contrário do que acontece no Merton que só admite default
na maturidade. Esta suposição de incumprimento apenas na maturidade torna o modelo irrealista.
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Modelo de Black-Scholes-Merton

Este modelo fornece um contributo relevante para a teoria de atribuição de preços a opções. Black
and Scholes [4] assumiram uma série de pressupostos para a elaboração do modelo, os quais vamos
apresentar de seguida. Considera-se que o mercado de capitais é perfeito, dada a ausência de custos
de transação e impostos, e que a taxa de juro é conhecida, constante e sem risco ao longo do tempo.
Não há oportunidades de arbitragem, ou seja, não há oportunidade de obter lucro na maturidade sem
um risco envolvido. Considera-se ainda que não há restrições à prática de short selling (venda a
descoberto), isto é, é possível vender um ativo mesmo não o tendo em seu poder. Assegura-se que não
há pagamento de dividendos, que os ativos subjacentes são divisíveis e que a negociação de ativos é
contínua ao longo do tempo. Finalmente, segundo o modelo de Black-Scholes, o ativo subjacente
ao contrato de opções, St , segue um movimento Browniano geométrico de acordo com a equação
diferencial estocástica:

dSt = µStdt +σStdWt (4.1)

em que dSt representa a variação do preço do ativo subjacente, Wt é um processo de Wiener também
designado por movimento Browniano e dt a variação infinitesimal do tempo. O drift, µ , e a volatilidade,
σ , são considerados constantes ao longo do tempo e para todos os preços de exercício.

Consideramos uma opção financeira, cujo preço, V , depende de St e t. Aplicar o lema de Itô a esta
função V permite obter uma equação diferencial estocástica relativa à evolução do preço da opção:

dV =

(
∂V
∂S

µSt +
∂V
∂ t

+
1
2

∂ 2V
∂S2 σ

2S2
t

)
dt +

∂V
∂S

σStdWt . (4.2)

Considere-se agora um portfólio constituido por uma unidade do derivado (opção financeira) e uma
posição curta referente a ∂V

∂S unidades do ativo subjacente. O valor do portfólio no momento t, It , é
dada por

It =V − ∂V
∂S St

em que
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dIt = dV − ∂V
∂S dSt .

Substituindo na expressão anterior dV por (4.2) e dSt por (4.1), obtém-se,

dIt =
(

1
2

σ
2S2

t
∂ 2V
∂S2 +

∂V
∂ t

)
dt. (4.3)

De modo a evitar possibilidades de arbitragem, o retorno instantâneo do portfólio deve ser igual à taxa
de juro isenta de risco, sendo assim temos

dIt = rItdt = r
(

V − ∂V
∂S

St

)
dt. (4.4)

Igualando as equações (4.3) e (4.4) obtemos a equação fundamental de derivadas parciais de BSM

1
2

σ
2S2

t
∂ 2V
∂S2 + r

∂V
∂S

St +
∂V
∂ t

= rV. (4.5)

Esta equação define o preço dos derivados referentes ao ativo subjacente, St , que segue a dinâmica de
preço apresentada em (4.1).

A solução desta equação depende das condições de fronteira relativas ao derivado que estamos
a considerar. Se considerarmos uma opção call de estilo Europeu, com preço de exercício K e
maturidade T o seu payoff é C(ST ,T ) = max(ST −K,0), como definimos anteriormente nos contratos
de opções. No caso de uma opção put temos P(ST ,T ) = max(K −ST ,0). Estas são as condições de
fronteira relevantes para a resolução da equação (4.5).

Note-se que dada a equação diferencial estocástica (4.1), se tem, pelo lema de Itô

d(lnSt) =
(
µ − 1

2 σ2
)

dt +σdWt .

Se integrarmos entre t e T obtemos

ln(ST ) = ln(St)+
(
µ − 1

2 σ2
)
(T − t)+σ(WT −Wt).

Sabendo que, τ = T − t é o prazo até à maturidade da opção e considerando ST como o preço do
ativo subjacente na maturidade, ln(ST ) segue uma distribuição normal e ST segue uma distribuição
lognormal

ln(ST )∼ N
((

µ − 1
2

σ
2
)

τ + ln(St),σ
√

τ

)
. (4.6)

Considerando a distribuição lognormal temos

L(α,β ,ST ) =
1

ST β
√

2π
e

1
2

(
lnST −α

β

)2

em que α = lnST +
(
µ − 1

2 σ2
)

τ e β = σ
√

τ .
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A equação 4.5 associada a condições de fronteira relativas a uma opção de compra permite concluir
que a fórmula para o preço de uma opção call Europeia é dado por

C(St , t) = StN(d1)−Ke−rτN(d2) (4.7)

Por outro lado, associando as condições de fronteira a opções put, o preço de uma put Europeia é

P(St , t) = Ke−rτN(−d2)−StN(−d1), (4.8)

onde

d1 =
lnSt − lnK +(r+ 1

2 σ2)τ

σ
√

τ
(4.9)

e

d2 = d1 −σ
√

τ =
lnSt − lnK +(r− 1

2 σ2)τ

σ
√

τ
. (4.10)

A função N é a função de distribuição relativa a uma distribuição normal estandardizada, ou seja, tem
média nula e desvio-padrão um.

4.1 Modelo de Merton Distance-to-Default

O modelo de Merton [15], [16] e o modelo de Black-Scholes [4] para atribuição de preços a
opções são modelos idênticos sendo que a diferença de um para o outro é o contexto em que são
aplicados. Assim, os pressupostos considerados previamente por Black e Scholes para o modelo de
atribuição de preços a opções são semelhantes aos que Merton usou no modelo que desenvolveu para
determinar o risco de incumprimento de uma empresa.

O valor de mercado de uma empresa pode ser considerado como a soma do capital próprio com
o valor da dívida da empresa. Se ambas as quantidades fossem facilmente observáveis seria mais
simples calcular a probabilidade de default. No entanto, apesar do capital próprio poder ser um valor
observável, o valor da empresa, em geral, não o é.

O modelo de Merton Distance-to-Default (Merton-DD) considera que o valor da empresa, At ,
segue um movimento Browniano geométrico

dAt = µAtdt +σAAtdWt ,

em que µ é o drift, σA a volatilidade associada ao valor da empresa e dWt um processo de Wiener.
Tomamos então como ponto de partida do modelo de Merton [15], [16], uma empresa com uma

estrutura financeira de capital simplificada, onde o seu capital próprio no momento t, Et , é constituído
por ações que não pagam dividendos e o seu passivo, K, é constituído por obrigações de cupão zero,
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com valor nominal K, que será reembolsado na integra na maturidade T , ou seja, não há lugar a
pagamentos de cupões.

A liquidação da dívida é feita na totalidade na maturidade, portanto, nessa altura, coloca-se uma
questão pertinente. A empresa irá conseguir honrar os seus compromissos, ou seja, a empresa possui
ativos suficientes para pagar a dívida na maturidade? Podemos então considerar três possibilidades: A
primeira considera que o valor da empresa é superior ao valor nominal da dívida (At > K) e, neste
caso, a empresa é solvente, ou seja, tem capacidade para pagar as suas responsabilidades e portanto
não entrará em default [5]. Nestas circustâncias os credores da empresa recebem o valor nominal,
K, e os accionistas recebem o ativo residual, At −K. A segunda considera que o valor da empresa é
inferior ao valor nominal da dívida (At < K), a empresa é insolvente, ou seja, há incumprimento por
parte da empresa, logo esta entra em default. Os credores assumem o controlo da empresa enquanto
que os accionistas não recebem nada. A terceira possibilidade considera que o valor da empresa é
igual ao valor nominal da dívida (At = K). Se ocorrer esta situação significa que o valor dos ativos é
suficiente para pagar a dívida.

Em suma, a empresa só respeitará os seus compromissos se, na maturidade, o valor dos ativos
exceder o valor da dívida a pagar. Caso contrário a empresa entra em default,ou seja, se e só se
AT < K.

Merton [15], [16] considera então que a atribuição de preço ao capital próprio de uma empresa
pode ser semelhante a uma opção call Europeia sobre o valor da empresa, onde o valor dos ativos
corresponde ao ativo subjacente e o valor nominal da obrigação corresponde ao strike.

Na estrutura de Merton [15], [16] o payoff dos accionistas é dado por

ET = max(AT −K,0), (4.11)

ou seja, coincide com o payoff dos compradores para uma opção de compra Europeia. Neste caso, se
o default ocorrer em T, AT < K, então vem que ET = 0 caso contrário, se não ocorrer default, AT > K,
vem que ET = AT −K. Os accionistas nunca têm que compensar a perda dos credores em caso de
default e por isso ET é sempre maior ou igual a zero, ou seja, é o que fica depois de se pagar a dívida
K.

Adicionalmente, o capital próprio da empresa pode ser descrito pela fórmula de BSM [4], [15] e
[16]

Et = AtN(d1)−Ke−rτN(d2) (4.12)

com

d1 =
lnSt − lnK +(r+ 1

2 σ2)τ

σ
√

τ
(4.13)
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e

d2 = d1 −σ
√

τ. (4.14)

Segundo o modelo de Merton [15], [16], a probabilidade, neutra face ao risco, da empresa não
honrar os seus compromissos na data da maturidade, T , é simplesmente a probabilidade de AT (valor
da empresa) ser menor que o valor nominal, K, na maturidade, ou seja,

PD = P[AT < K] = N(−d2) = 1−N(d2), (4.15)

esta probabilidade, depende do ativo subjacente, da volatilidade dos ativos, da taxa de juro e do tempo
até à maturidade.

Vamos de seguida apresentar uma aplicação simples do modelo para calcular a probabilidade
de default. Como o valor da empresa não é observável no mercado, tem que ser estimado, vamos
considerar para o exemplo, que o valor é conhecido.

Consideramos então que os ativos da empresa valem 100 milhões (At = 100) e a empresa emitiu
70 milhões em dívida sob a forma de obrigações de cupão zero (K = 70) e com maturidade de 1 ano
(τ = 1). A volatilidade do ativo é 20% (σ = 0.2) e a taxa de juro sem risco é 1% (r = 0.01).

Vamos começar por calcular o valor do capital próprio e, para isso, precisamos de determinar os
valores de d1 e d2.

Temos então para d1

d1 =
ln(100)−ln(70)+(0.01+ 1

2 (0.2)
2)(1)

(0.2)
√

1
= 1.9334

Consequentemente, para d2 vem que

d2 = d1 −0.2
√

1 = 1.7334.

Sabendo os valores de d1 e d2 podemos então calcular o valor do capital próprio.

Et = 100∗N(1.9334)− e−0.01 ∗70∗N(1.7334) =

= 100∗0.9734− e−0.01 ∗70∗0.9585 =

= 30.91

Posto isto, conhecido o valor do capital próprio e o valor os ativos da empresa podemos determinar o
valor da dívida da empresa

K = At −Et =

= 100−30.91 = 69.09.

Para finalizar o exemplo, calculamos a probabilidade de default da empresa, 1−N(d2)
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1−N(d2) = N(−d2) = 1−0.9585 = 0.0415 = 4,15%.

O modelo de Merton-DD considera duas equações fundamentais, a primeira é a equação de
BSM (4.12), a segunda relaciona a volatilidade associada ao valor da empresa σA, com a volatilidade
associada ao capital próprio σE

σE = A
E

∂E
∂A σA.

Considerando (4.12), podemos verificar que ∂E
∂A = N(d1) e deste modo

σE = N(d1)
A
E

σA ⇔ σA =
σE

N(d1)
A
E

. (4.16)

No modelo BSM o valor de uma opção depende de uma variável que não é observada, a volatilidade
e de quatro parâmetros observáveis: o preço de exercício, prazo até à maturidade, preço do ativo
subjacente e a taxa de juro isenta de risco.

No modelo Merton-DD o valor da opção depende do valor da empresa, que não é diretamente
observável, bem como da volatilidade associada. Sendo assim, considera-se os dados de mercado
referentes ao capital próprio, E, e procura-se estimar um valor para σE através de dados históricos
das ações. De facto, o primeiro passo na implementação do modelo de Merton-DD é estimar σE . O
segundo passo é definir um horizonte temporal para a maturidade da dívida. É comum considerar o
prazo de um ano, correspondendo a dívida a estes passivos com maturidade de um ano. O terceiro
passo é obter valores para a taxa de juro isenta de risco, r. As variáveis do problema são, como já foi
referido, A e σA. O quarto passo é resolver numéricamente o sistema composto pelas equações (4.12)
e (4.16) de forma a obter o valor das ativos da empresa e a sua volatilidade,{

E −AN(d1)+Ke−rτN(d2) = 0
σEE −N(d1)AσA = 0

Distância ao Default

Após a estimação do valor da empresa e da volatilidade e antes do cálculo efetivo da probabilidade
de default temos que calcular a distância ao Default (distance-to-default).

Tendo em conta que se assume que o processo estocástico seguido pelo valor da empresa é um
movimento Browniano Geométrico, a distância ao default no horizonte de tempo τ pode ser calculada
por

DD =
lnA− lnK +(µ −0.5σ2

A)τ

σA
√

τ
. (4.17)

Podemos ainda concluir que quanto maior for a distância ao default melhor é a situação financeira
da empresa. A correspondente probabilidade de default é

PD = N(−DD).

Nas empresas em que a distância ao default for maior, a probabilidade da empresa ir à falência é
menor e vice versa.
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O modelo Moody’s KMV [8], [9], [22] baseia-se no modelo de Merton-DD, mas apresenta
algumas diferenças relativamente a este modelo. Propõe que seja considerada dívida com diferentes
maturidades, contribuindo desta forma para uma eventual classificação e melhoramento da informação
relativa à empresa. Uma vez que a Moody’s tem acesso privilegiado a bases de dados de empresa,
este conhecimento contribui para a realização de estimações mais precisas.

4.2 Mistura de Densidade - Estimação da função densidade neutra ao
risco

O modelo de BSM tem limitações no que diz respeito ao parâmentro da volatilidade. Apesar
do modelo a considerar constante, a volatilidade implícita calculada a partir dos preços de opções
no mercado mostra que esta não é constante. Em termos gráficos apresenta usualmente a forma
de um sorriso ou um sorriso descaído. Dado que o movimento Browniano Geométrico pressupõe
esta volatilidade constante, podemos afirmar que esta suposição é muito limitativa. Assim sendo, a
distribuição neutra face ao risco para o preço do ativo subjacente também não será lognormal. Vamos
então usar outros métodos para a estimação da densidade neutra ao risco, neste caso usamos a mistura
de densidades.

Segundo Cox and Ross [7] os preços das opções call e put Europeias, supondo que o ambiente é
neutro ao risco, podem ser dados por

C(K, t) = e−rτ

∫ +∞

K
max(ST −K,0)q(ST )dST (4.18)

P(K, t) = e−rτ

∫ K

0
max(K −ST ,0)q(ST )dST (4.19)

onde q(.) é a função densidade neutra face ao risco para o valor do ativo subjacente, ST , na maturidade
T . Escrevemos q(ST ) de maneira a simplificar, pois a função densidade depende de mais fatores.

Breeden e Litzenberger [6] derivaram duas vezes a função para os preços das opções call em
ordem ao preço de exercício K obtendo

∂ 2C(K, t)
∂K2 = e−rτq(ST ). (4.20)

4.2.1 Métodos paramétricos - mistura de densidades lognormais

As expressões (4.18), (4.19) e (4.20) permitem várias abordagens para estimação da função
densidade, uma delas diz respeito a considerar a densidade, q(.), como mistura de densidades
lognormais.

Melick and Thomas [14], Bahra [2] e Jondeau [13] consideraram q(.) como sendo mistura de
n-funções densidade lognormais, isto é,

q(ST ) =
n

∑
i=1

[θiL(αi,βi;ST )] , (4.21)
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onde n representa o número de misturas, θ1, ...,θn são os pesos das distribuições e L(αi,βi;ST ) a
i-ésima função densidade lognormal na mistura de n componentes. Para garantirmos que q representa
uma densidade, os pesos das distribuições têm que satisfazer as seguintes condições

∑
n
i=1 θi = 1 e θi > 0 com i=1,...,n.

Substituindo em (4.18) e (4.19) a expressão da função densidade neutra ao risco, q(ST ), pela
expressão de (4.21) e invertendo os operadores soma e integral obtemos

C(K, t) = e−rτ
n

∑
i=1

θi

∫ +∞

K
max(ST −K,0)L(αi,βi;ST )dST , (4.22)

P(K, t) = e−rτ
n

∑
i=1

θi

∫ K

0
max(K −ST ,0)L(αi,βi;ST )dST . (4.23)

De acordo com Bahra [2] os preços para as opções call e put são dados por

C(K, t) = e−rτ
n

∑
i=1

θi

[
eαi+

1
2 β 2

i N(d1,i)−KN(d2,i)
]
, (4.24)

P(K, t) = e−rτ
n

∑
i=1

θi

[
−eαi+

1
2 β 2

i N(−d1,i)+KN(−d2,i)
]
. (4.25)

Sob a probabilidade neutra ao risco, temos que impor que o preço, St é igual ao preço do ativo
subjacente descontado à taxa de juro isenta de risco St = e−rτ

∑
n
j=1 θ jeα j+

1
2 β 2

j .

Consideremos agora o caso particular de uma mistura de três densidades lognormais. O facto de
se usar apenas três densidades lognormais torna necessário a estimação de somente oito parâmetros,
αi e βi, de cada densidade lognormal e ainda dois pesos (θ e ϕ). Nesta situação em particular a função
densidade é da seguinte forma

q(ST ) = θL(α1,β1;ST )+ϕL(α2,β2;ST )+(1−θ −ϕ)L(α3,β3;ST ). (4.26)

Assim, de acordo com Bahra [2], os valores das opções call e put dados por (4.18) e (4.19) podem
ser expressos, para a mistura de três densidades lognormais, por

C(K, t) = e−rτ

∫ +∞

K
(ST −K) [θL(α1,β1;ST )+ϕL(α2,β2;ST )+(1−θ −ϕ)L(α3,β3;ST )]dST

(4.27)

P(K, t) = e−rτ

∫ K

0
(K −ST ) [θL(α1,β1;ST )+ϕL(α2,β2;ST )+(1−θ −ϕ)L(α3,β3;ST )]dST

(4.28)
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Temos ainda as expressões analíticas para os preços das call e das put:

C(K, t) = e−rτ

[
θ

(
eα1+

1
2 β 2

1 N(d1)−KN(d2)
)
+ϕ

(
eα2+

1
2 β 2

2 N(d3)−KN(d4)
)
+

+(1−θ −ϕ)
(

eα3+
1
2 β 2

3 N(d5)−KN(d6)
) (4.29)

P(K, t) = e−rτ

[
θ

(
−eα1+

1
2 β 2

1 N(−d1)+KN(−d2)
)
+ϕ

(
−eα2+

1
2 β 2

2 N(−d3)+KN(−d4)
)
+

+(1−θ −ϕ)
(
−eα3+

1
2 β 2

3 N(−d5)+KN(−d6)
)

(4.30)

com

d1 =
−ln(K)+α1+β 2

1
β1

e d2 = d1 −β1

d3 =
−ln(K)+α2+β 2

2
β2

e d4 = d3 −β2

d5 =
−ln(K)+α3+β 2

3
β3

e d6 = d5 −β3

Minimizando a distância entre os preços teóricos das opções call e put, definidos pela mistura de
densidades lognormais, e os preços observados obtemos uma estimativa para os parâmetros α1, α2,
α3, β1, β2, β3, θ e ϕ . Assim, temos o seguinte problema de minimização:

minimizar
α1,α2,α3,β1,β2,β3,θ ,ϕ

n

∑
i=1

[
C(Ki, t)−Ĉi

]2
+

n

∑
i=1

[
P(Ki, t)− P̂i

]2
+
[
θeα1+

1
2 β 2

1 +ϕeα2+
1
2 β 2

2 +(1−θ −ϕ)eα3+
1
2 β 2

3 − erτSt

]2

(4.31)

sujeito a

αi ≥ 0, i = 1,2,3 (4.32)

βi ≥ 0, i = 1,2,3 (4.33)

0 ≤ θ ≤ 1, (4.34)

0 ≤ ϕ ≤ 1, (4.35)

ou seja, os valores dos parâmetros das densidades lognormais são sempre valores positivos e os dos
pesos são valores entre zero e um, com soma igual a um.





Capítulo 5

Implementação numérica

Depois de analisado o modelo da mistura de densidades lognormais [2], [13] para a estimação
da densidade neutra face ao risco, vamos analisar o seu comportamento usando dados simulados e
dados empíricos. No caso do modelo Merton-DD [16] apresentaremos uma ilustração numérica para
a estimação da probabilidade de default.

Neste estudo foram usados, para a estimação da densidade neutra face ao risco, tanto dados
simulados como dados de mercado relativos a diferentes empresas. De modo a resolver os problemas
utilizamos o software MATLAB.

Nas estimações envolvendo dados simulados faremos uma aproximação ao comportamento dos
dados de mercado de preços de opções call e put. De facto, iremos impôr uma perturbação aos preços
simulados. Sendo Vic e Vip os preços simulados das opções e V ∗

ic e V ∗
ip os preços perturbados teremos

V ∗
ic =Vic +0.01Vic ∗ εi, (5.1)

V ∗
ip =Vip +0.01Vip ∗ηi, (5.2)

em que εi ∼ N(0,1) e ηi ∼ N(0,1).

5.1 Ilustração numérica para o modelo Merton-DD

Para a obtenção da probabilidade de default segundo o modelo de Merton-DD necessitamos de
dados relativos à dívida das empresas. Não foi possível obter esses dados portanto o que faremos é
apenas uma ilustração numérica do problema. Vamos então analisar diferentes exemplos em que são
considerados valores referentes à dívida e ao capital próprio. Para esta ilustração recorremos à função
mertonmodel do MATLAB. Vejamos os dados apresentado na Tabela 5.1 referentes ao primeiro caso
testado. O que temos nesta situação é um aumento do capital próprio ao longo do tempo e diminuição
da dívida. Os resultados obtidos para a probabilidade de default e para a distância até ao default são os
apresentados na Tabela 5.2. O aumento constante do capital próprio e a diminuição da dívida leva-nos
a valores muito pequenos para a probabilidade de default ou até mesmo uma probabilidade igual a
zero.

25
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Capital Próprio Volatilidade Dívida Taxa de Juro

2.6406e+08 0.71 7.5e+07 0.01
2.6817e+08 0.61 6.5e+07 0.01
3.977e+08 0.45 6e+07 0.01
4.947e+08 0.39 5.5e+07 0.01
5.528e+08 0.31 5e+07 0.01

Tabela 5.1 Dados do primeiro exemplo para o modelo Merton-DD

Probabilidade de Default Distância ao Default

0.0071 2.4543
0.0010 3.0917
0.0000 5.0161
0.0000 6.4023
0.0000 8.6400

Tabela 5.2 Probabilidade de defaul e Distância ao default obtidas para os dados do primeiro exemplo
do modelo Merton-DD

Se considerarmos agora o caso contrário, ou seja, uma diminuição no capital próprio da empresa e
um aumento da dívida, conforme os dados da Tabela 5.3 o que obtemos é valores para a probabilidade
de default bastante significativos, Tabela 5.4.

Capital Próprio Volatilidade Dívida Taxa de Juro

5.528e+07 0.71 5e+08 0.01
4.947e+07 0.61 5.5e+08 0.01
3.977e+07 0.45 6e+08 0.01

2.6817e+07 0.39 6.5e+08 0.01
2.6406e+07 0.31 7.5e+08 0.01

Tabela 5.3 Dados do segundo exemplo para o modelo Merton-DD

Probabilidade de Default Distância ao Default

0.1030 1.2647
0.0580 1.5714
0.0122 2.2505
0.0047 2.5957
0.0005 3.2754

Tabela 5.4 Probabilidade de defaul e Distância ao default obtidas para os dados do segundo exemplo
do modelo Merton-DD
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Tal como referido anteriormente, considerando os resultados obtidos para a Distância até ao
default e para os dados das probabilidades de default, percebemos que quanto menor a distância ao
default maior a probabilidade de default.

5.2 Mistura de densidades lognormais - Dados Simulados

Vamos estimar funções densidade neutras face ao risco usando a abordagem do Bahra [2]. Os
preços teóricos foram calculados usando as equações (4.29) e (4.30). Seguidamente vamos perturbar
os preços tal como indicado em (5.1) e (5.2) e procedemos à estimação resolvendo o problema de
otimização (4.31)-(4.35).

5.2.1 Dados de BSM

Para gerar preços de opções call e put de acordo com o modelo de BSM recorremos à função
blsprice do MATLAB. Os dados do problema são o preço do ativo subjacente S = 100, a volatilidade
σ = 0.2, a taxa de juro isenta de risco r = 0.05, a maturidade, a taxa de dividendo que é considerada
nula q = 0 e ainda 70 preços de exercício que variam entre 60 e 140 com igual espaçamento. A
estimativa obtida para a função densidade neutra face ao risco resulta do problema de otimização
(4.31)-(4.35).

Nesta simulação foram usadas duas maturidades dististas, neste primeiro caso a maturidade é

τ = 1
12 . Os parâmetros da densidade lognormal são α = ln100+(0.05− 0.22

2 )∗ 1
12 , β = 0.2

√
1

12 e
peso 1.

Na Figura 5.1 estão representados do lado esquerdo os preços perturbados das opções call e put
calculados através do modelo BSM e do lado direito a função densidade neutra face ao risco estimada.

Fig. 5.1 Preços simulados para as opções call e put com perturbação ; Estimativa da função densidade
neutra face ao risco (τ = 1/12)

Na Tabela 5.5 estão representados os valores teóricos dos parâmetros da densidade lognormal. A
Tabela 5.6 permite-nos observar o que já era expectável, tendo em conta que só usamos uma densidade
lognormal na simulação o previsto era que um dos pesos fosse aproximadamente 1 e os outros dois
muito próximos ou iguais a zero. Se compararmos as duas tabelas, vemos que os valores obtidos na
estimação da densidade lognormal em que o peso é muito proximo de um são uma boa aproximação
dos teóricos apresentados na tabela 5.5.
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α β Peso

4.6077 0.0577 1

Tabela 5.5 Valores teóricos dos parâmetros (τ = 1/12)

Lognormal α β Peso

1 3.7876 0.8711 0
2 2.9013 0.3256 0.0056
3 4.6090 0.0562 0.9944

Tabela 5.6 Estimativas para os parâmetros (τ = 1/12)

A segunda maturidade usada foi τ = 0.25. De forma idêntica ao que que fizemos anteriormente,
os parâmetros da densidade lognormal são α = ln100+(0.05− 0.22

2 )∗0.25, β = 0.2
√

0.25 e peso 1.
Temos então, na Figura 5.2 do lado esquerdo os preços perturbados das opções call e put calculados
através do modelo BSM e do lado direito a função densidade neutra face ao risco estimada.

Fig. 5.2 Preços simulados para as opções call e put com perturbação; Estimativa da função densidade
neutra face ao risco (τ = 0.25)

Na Tabela 5.7 podemos observar quais os valores teóricos dos parâmetros, enquanto que na Tabela
5.8 temos os valores estimados. Mais uma vez podemos observar que nos dados obtidos pela estimação
uma das densidades lognormais tem um peso muito próximo de um e as outras duas quase zero e que
nessa densidade lognormal em que o peso é próximo de um também os parâmetros apresentam boas
aproximações dos valores teóricos.

α β Peso

4.6127 0.1 1

Tabela 5.7 Valores teóricos dos parâmetros (τ = 0.25)
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Lognormal α β Peso

1 2.4594 0.7657 0.0210
2 4.2262 0.5313 0
3 4.6187 0.0945 0.979

Tabela 5.8 Estimativa para os parâmetros (τ = 0.25)

5.2.2 Dados Resultantes da Mistura de três Lognormais

Considerando o método descrito na Secção 4, os preços teóricos foram calculados de acordo com
as equações (4.29) e (4.30). Seguidamente, procedemos à estimação da função densidade neutra
face ao risco resolvendo o problema (4.31)-(4.35), tal como foi referido anteriormente. Os dados do
problema referentes a cada uma das densidades lognormais são o preço do ativo subjacente S = 100, a
taxa de juro isenta de risco r = 0.015, a taxa de dividendo considerada nula, três maturidades distintas,
de um mês, três meses e seis meses. Consideramos ainda 80 strikes cujos valores variam entre 40
e 160 com igual espaçamento e as volatilidades σ1 = 0.2, σ2 = 0.4 e σ3 = 0.3, respetivamente. Os
pesos associados a cada uma das densidades são 0.2,0.2 e 0.6 respetivamente.

Para o primeiro caso em análise, consideramos um prazo até à maturidade de um mês, τ = 1/12.
Os parâmetros de cada uma das lognormais são respetivamente α1 = ln100+(0.015− 0.22

2 ) ∗ 1
12 ,

α2 = ln100+(0.015− 0.42

2 ) ∗ 1
12 , α3 = ln100+(0.015− 0.32

2 ) ∗ 1
12 e β1 = 0.2

√
1

12 , β2 = 0.4
√

1
12 ,

β3 = 0.3
√

1
12 . Na Figura 5.3 temos representado do lado esquerdo os preços perturbados de opções

call e put calculados a partir do modelo da mistura de três lognormais e do lado direito temos a função
densidade neutra face ao risco estimada.

Fig. 5.3 Preços simulados para as opções call e put com perturbação; Função densidade neutra face ao
risco estimada (τ = 1

12 )

No segundo caso, todos os dados são iguais ao primeiro com exceção da maturidade que passa
agora a ser de 3 meses, τ = 0.25. Os parâmetros de cada uma das densidades lognormais são
respetivamente α1 = ln100+(0.015− 0.22

2 )∗0.25, α2 = ln100+(0.015− 0.42

2 )∗0.25, α3 = ln100+
(0.015− 0.32

2 )∗0.25 e β1 = 0.2
√

0.25, β2 = 0.4
√

0.25, β3 = 0.3
√

0.25. Temos então na Figura 5.4 do
lado esquerdo os preços perturbados de opções call e put calculados a partir do modelo da mistura de
três densidades lognormais e do lado direito temos a função densidade neutra face ao risco estimada.
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Parâmetros Valores Teóricos Valores Simulados

α1 4.6031 4.5881
β1 0.0577 0.0726
θ1 0.2 0.1255
α2 4.5931 4.5907
β2 0.1155 0.1199
θ2 0.2 0.2753
α3 4.5989 4.6092
β3 0.0866 0.0928
θ3 0.6 0.5992

Tabela 5.9 Valores teóricos e simulados para os parâmetros (τ = 1
12 )

Fig. 5.4 Preços simulados para as opções call e put com perturbação; Função densidade neutra face ao
risco estimada (τ = 0.25)

Parâmetros Valores Teóricos Valores Simulados

α1 4.5989 4.5994
β1 0.1 0.1145
θ1 0.2 0.1624
α2 4.5689 4.5713
β2 0.2 0.2041
θ2 0.2 0.2017
α3 4.5864 4.5996
β3 0.15 0.1732
θ3 0.6 0.6359

Tabela 5.10 Valores teóricos e simulados para os parâmetros (τ = 0.25)

Mais uma vez, nesta nova simulação a única alteração feita em relação às anteriores é o prazo de
maturidade que passa agora a ser de meio ano, τ = 0.5. Os parâmetros de cada uma das lognormais
são respetivamente α1 = ln100+(0.015− 0.22

2 )∗0.5, α2 = ln100+(0.015− 0.42

2 )∗0.5, α3 = ln100+
(0.015− 0.32

2 )∗0.5 e β1 = 0.2
√

0.5, β2 = 0.4
√

0.5, β3 = 0.3
√

0.5. A Figura 5.5 representa, do lado
esquerdo os preços perturbados de opções call e put calculados a partir do modelo da mistura de três
lognormais e do lado direito temos a função densidade neutra face ao risco estimada.
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Fig. 5.5 Preços simulados para as opções call e put com perturbação; Função densidade neutra face ao
risco estimada (τ = 0.5)

Parâmetros Valores Teóricos Valores Simulados

α1 4.5927 4.5188
β1 0.1414 0.1451
θ1 0.2 0.2046
α2 4.5327 4.4182
β2 0.2828 0.2899
θ2 0.2 0.2056
α3 4.5677 4.6598
β3 0.2121 0.2259
θ3 0.6 0.5897

Tabela 5.11 Valores teóricos e simulados para os parâmetros (τ = 0.5)

Das tabelas apresentadas podemos verificar que as estimativas obtidas para as diferentes maturi-
dades parecem recuperar os dados teóricos usados na estimação mesmo considerando perturbação dos
preços.

5.3 Mistura de densidades Lognormais - Dados de Mercado

Nesta secção apresentamos o estudo numérico realizado em relação à estimação da densidade
neutra face ao risco usando dados, retirados da plataforma EIKON, da base de dados DATASTREAM
e da Yahoo Finance, referentes à empresa Microsoft e ao índice S&P500. O valor das taxas de juro
isentas de risco estão em concordância com os dados do U.S Department of the Treasury.

Considerando os dados relativos as opções do índice S&P500, neste caso as opções utilizadas são
de estilo Europeu. As observações foram feitas no dia 15 de setembro de 2021 para duas maturidades
distintas, de sensivelmente 1 e 2 meses, 15 de outubro de 2021 e 19 de novembro 2021. Temos então
como ativo subjacente, S=4480.90, maturidades T = 30

365 e T = 65
365 e como taxa de juro livre de risco

r=0.04 para a maturidade de 1 mês e r=0.06 para a maturidade de dois meses. Nas Figuras 5.6 e 5.7
temos representado, do lado esquerdo, os preços das opções call e das put, enquanto que do lado
direito temos a estimativa para a função densidade neutra face ao risco para as maturidades 15 de
outubro de 2021 e 19 de novembro de 2021 respectivamente.
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A configuração das funções densidade estimadas parecem ir de encontro às expectativas e ao
comportamento de mercado no que diz respeito a este índice. De facto, tem-se verificado uma
tendência de crescimento relativamente ao conjunto das 500 maiores empresas norte americanas que
compõem este índice.

Fig. 5.6 Preços de mercado do índice S&P500 para as opções call e put; Função densidade neutra ao
risco estimada (15outubro)

Fig. 5.7 Preços de mercado do índice S&P500 para as opções call e put; Função densidade neutra ao
risco estimada (19novembro)

Para a Microsoft as opções que existem são de estilo americano e por esse motivo foram essas que
utilizamos. Considera-se que se trata de uma aproximação para as estimativas relativas ao preço do
ativo subjacente.

A primeira amostra da empresa Microsoft corresponde a dados observados no dia 23 de setembro
de 2021 e com maturidade a 19 de novembro de 2021. Os dados são o preço do ativo subjacente,
S = 299.56, o valor da taxa de juro livre de risco, r=0.04, a maturidade, τ = 57

365 (sensívelmente 2
meses), e os preços das opções call e put assim como os diferentes strikes. Na Figura 5.8 temos
representado, do lado esquerdo, os preços das opções call e das put, enquanto que do lado direito
temos a estimativa para a função densidade neutra face ao risco.

Em relação à segunda amostra, tambem referente à Microsoft, os dados foram observados no
mesmo dia que a primeira, 23 de setembro de 2021, mas para uma maturidade diferente, desta vez
sensivelmente 6 meses, 18 de março. Deste modo os dados introduzidos na rotina de MATLAB
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Fig. 5.8 Preços de mercado da empresa Microsoft para as opções call e put; Função densidade neutra
ao risco estimada (19novembro)

relativos ao ativo subjacente e à taxa de juro livre de risco são os mesmos, o que muda é a maturidade
que passa a ser τ = 176

365 . Também os preços das opções call e put e os strikes são diferentes. Na Figura
5.9 temos representado, do lado esquerdo, os preços de mercado da empresa Microsoft para as opções
call e put e do lado direito a estimativa para a função densidade neutra face ao risco.

Fig. 5.9 Preços de mercado da empresa Microsoft para as opções call e put; Função densidade neutra
ao risco estimada (18 março)

A Microsoft é uma empresa muito sólida e com um percurso estável, deste modo o expectável é
que haja um crescimento. A estimativa obtida parece estar de acordo com o enquadramento financeiro
da empresa. O enviesamento à esquerda (assimetria positiva) nos gráficos das estimativas da função
densidade neutra face ao risco ilustra este aspecto.





Capítulo 6

Conclusão

Os preços relativos a opções são objeto de grande interesse pois oferecem informação sobre as
expetativas dos investidores em relação à evolução do preço do ativo subjacente. Estimar o preço de
um ativo financeiro pode ser relevante na tomada de decisão de um investidor. De forma a conseguir
uma estimativa para o preço futuro de um determinado ativo fomos, recorrendo a preços de opções,
obter estimativas para a sua função densidade recorrendo a preços de opções.

Black, Scholes e Merton [4], [15] apresentaram um modelo para a atribuição de preços a opções
onde é imposto que o ativo subjacente segue um movimento Browniano Geométrio o que implica
que siga uma distribuição lognormal. Subjacente a este modelo está o facto da volatilidade ser
considerada constante, o que não se verifica na prática dos mercados financeiros. Por este motivo,
vários investigadores procuraram obter novos modelos para a estimação da densidade neutra face ao
risco.

Ao longo deste trabalho, apresentámos alguns métodos para a estimação da densidade neutra face
ao risco, desenvolvidos por diferentes autores e fizemos uma implementação numérica com alguns
desses métodos. Os modelos utilizados foram o Black-Scholes-Merton [4], [15], [16] e um método
paramétrico, a mistura de três distribuições lognormais. Utilizámos preços de opções simulados
recorrendo à fórmula de BSM e preços de mercado relativos a opções, da empresa Microsoft e do
índice S&P500 para duas maturidades distintas. De maneira a representar os preços de mercado, nos
preços simulados foram impostas perturbações.

Começámos por fazer um estudo das funções densidade neutras face ao risco através do modelo
de BSM e observámos que há uma alteração na função densidade com a alteração da maturidade.
Relativamente à simulação usando o modelo de três densidades lognormais, usámos três maturidades
distintas e conseguimos em todas uma boa aproximação dos preços simulados aos preços teóricos.
Tendo em conta os dados simulados, podemos concluir que ambos os modelos recuperam os dados
teóricos perturbados usados na simulação.

A análise dos dados de mercado da empresa Microsoft e do índice S&P500 foi feita usando o
método da distribuição de três densidades lognormais. Em relação ao índice S&P500, obtivemos
resultados que correspondem à situação de crescimento que se verifica nos mercados financeiros. Para
a Microsoft, tendo em conta o seu percurso estável, os dados obtidos foram os esperados pois parecem
estar de acordo com aquilo que é a situação financeira da empresa. De modo geral, os métodos
utilizados parecem fornecer boas aproximações da densidade neutra face ao risco.

35
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O trabalho que foi realizado nesta dissertação pode ser melhorado. Podemos por exemplo obter
dados da mercado da dívida de empresas para que se possa estimar a probabilidade de default usando
Merton-DD. Pode também ser feita uma comparação da mistura de três densidades lognormais
com outras, nomeadamente com modelos não-paramétricos ou modelos semi-não paramétricos que
envolvam um aumento do número de parâmetros ou então aplicar-se estatísticas às estimativas obtidas
usando dados de mercado.
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