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Resumo

Usando a apresentacdo de Coxeter padréo para o grupo das simetrias com sinal fo 1 emn+1 letras,

duas expressoes reduzidas de uma permutacdo com sinal estdo na mesma classe de comutacgao se
uma se poder obter da outra aplicando uma sequéncia finita de comutacdes. As classes de comutagdo
de uma dada permutacdo com sinal podem ser vistas como os vértices de um grafo, chamado grafo
das classes de comutacdo, onde duas classes estdo ligadas por uma aresta se existem elementos
nessas classes que diferem por uma relagdo longa. O foco desta tese serd o grafo das classes de
comutacgdo para a maior permutacao com sinal onde vao ser exploradas diversas propriedades, mais
especificamente, serd calculado o seu didmetro e raio através da construcdo de uma funcao que ird
particionar este grafo em varias camadas. Vamos também mostrar que este grafo nao é planar para
n > 2, usando o famoso Teorema de Wagner, e vamos identificar todas as classes de comutacdo que
possuem apenas um elemento. Estes grafos sdo estruturas que possuem grandes dimensdes, o que
torna a sua constru¢do manual inexequivel. Deste modo, foi desenvolvida uma aplicagcdo que permitiu
visualizar o grafo para alguns valores de n, bem como explorar algumas das suas propriedades. Para tal
foi necessario construir um algoritmo que permitisse gerar todas as classes de comutacdo para alguns
valor de n. Na parte final deste trabalho serdo descritos todos os algoritmos usados para gerar todas as
classes de comutacao, algo que foi de extrema importancia na obtencdo dos resultados tedricos.
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Capitulo 1

Introducao

Os grupos de Coxeter sdo uma familia de grupos que sdo gerados por um conjunto de involucdes S
(elementos de ordem 2), também denominados por reflexdes simples, que satisfazem certas relacdes
entre si. Estes grupos sdo estudados em algebra, geometria e combinatéria, mas também sio usados
noutras areas da Matematica. Qualquer elemento w de um grupo de Coxeter W pode ser escrito
como um produto w = s;,s;, -+ 5;;, com s;; € S. Se [ for minimal dizemos que w tem comprimento
l(w) :=1eque s;s;, - 5;, € uma decomposicdo reduzida. A palavra a = iji, - - - i; chamamos palavra
reduzida de w. Todo o grupo de Coxeter possui um tnico elemento de comprimento maximal [5]
que ¢ denotado por wg. Em geral, existem vdarias decomposicdes reduzidas de w, sendo que estas
estdo ligadas entre si através das relagdes que existem entre os geradores do grupo. Deste modo,
podemos definir o grafo G(w) das palavras reduzidas de w que possui como vértices o conjunto das
palavras reduzidas de w, denotado por R(w), e uma aresta entre duas palavras sempre que for possivel
obter uma através da outra usando alguma relacdo entre os seus geradores. Tits [25] mostrou que este
grafo € conexo qualquer que seja w € W, sendo este resultado também uma consequéncia imediata do
Teorema de Matsumoto [12].

Um exemplo de um grupo de Coxeter € o grupo simétrico &, formado por todas as permutacdes
do conjunto [n+ 1] :={1,2,...,n+ 1}. Este grupo é gerado por todas as transposi¢des de inteiros
consecutivos e estd categorizado como um grupo de Coxeter do tipo A [5]. No caso do grupo
simétrico, sabe-se um pouco mais sobre o grafo das palavras reduzidas de algumas permutacdes, mais
especificamente sobre G(W‘g"), o grafo das palavras reduzidas para a maior permutagdo do grupo
simétrico. Stanley [21] determinou o nimero de palavras reduzidas de W‘g” usando fung¢des simétricas,
que tém conexdes com o célculo de Schubert, caracteres de Demazure e funcdes de Schur [1, 4, 18].
E conhecido também o didmetro de G(Wg") [19], e sabe-se que € bipartido [2].

A partir do grafo G(w) podemos obter o grafo das classes de comuta¢do C(w) através da contra¢do
das arestas que unem palavras reduzidas de w sempre que estas diferirem por uma comutacio de
geradores. Podemos também obter este grafo estabelendo uma relagdo ~ no conjunto R(w) das
palavras reduzidas de w fazendo a ~ b se b difere por uma sequéncia de comutagdes aplicadas a a.
Esta relacdo € de equivaléncia e as classes que gera sdo denominadas classes de comutagdo. Para
w € 6,41, Elnitsky [11] estabeleceu uma bijecdo entre C(w) e pavimentagdes de certos poligonos e
mostrou que este grafo é bipartido, e em [15] foi calculado o didmetro de C(w). No caso particular da
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maior permutacdo do grupo simétrico w = wé" foi ainda calculado o raio de C(w), foi estudado a sua
planaridade e determinado todas as classes com um elemento, os chamados dtomos. [14].

Os grafos G(w) e C(w) sdo uma ferramenta importante em problemas enumerativos de permuta-
¢oes que contém ou evitam determinados padrdes. Por exemplo, as palavras reduzidas de permutacdes
que evitam o padriao 2143 sdo enumeradas pelo nimero de tableaux de Young de um determinado
formato, e as permutagdes que evitam o padrdo 321 estdo ligadas apenas por comutacdes de geradores
[8, 23, 24]. O grafo C(w) tem ainda ligacdes a teoria geométrica da representacao [7].

Um outro exemplo de um grupo de Coxeter é o grupo hiperoctaedral fo 1> que € formado
por todas as permutagdes w do conjunto [+n+ 1] :={—(n+1),—n,...,—1,1,...,n+ 1} tais que
w(—k) = —w(k) para todo k € [n+ 1]. E um grupo de Coxeter do tipo B e os seus elementos designam-
se por permutacdes com sinal. Stanley conjeturou em [21] o ndmero de palavras reduzidas para a
maior permutacio com sinal, denotada por wg”, conjetura essa que foi provada em [16] através de uma
bijecdo entre as palavras reduzidas de wg” e tableaux standard de formato "shift". As informacdes
sobre o grafo das palavras reduzidas de permutacdes com sinal, e mais concretamente do grafo das
classes de comutacao sdo muito escassas pelo que nesta tese vamos estudar algumas propriedades
do grafo C (wg"), mais concretamente o cilculo do seu raio e didmetro, analisar a sua planaridade

e determinar todos os seus dtomos. Nos Capitulos 4 e 5 vamos mostrar que o didmetro e o raio de
n(n+1)(4n—1)
6
no célculo do didmetro e raio do grafo C (w‘é”). O Capitulo 6 destina-se ao estudo da planaridade de

c (wg”) sdo dados pela expressdo , generalizando alguns resultados de [14] usados

C (wg") e ao cdlculo dos seus dtomos, onde iremos mostrar que C (wg”) ndo € planar paran > 2 e que
possui apenas 2 dtomos para n > 1. De salientar que com estes resultados tedricos foi escrito um artigo
[17] que estd submetido numa revista internacional com sistema de arbitragem, estando disponivel
um pre-print na plataforma do CMUC. O ultimo capitulo € reservado para a parte computacional
deste trabalho, mais concretamente analisar os algoritmos usados para gerar as classes de comutacio e
explorar a aplicagdo que foi desenvolvida para visualizar o grafo C (Wg3 ), algo que foi indispensavel
para obtencdo dos resultados tedricos.



Capitulo 2

Preliminares

Um grupo de Coxeter € um grupo W com uma apresentacio da forma
<S | s> =1 paratodo s € Se (st)"*") = 1 para todo s,7 € S> ,

onde S é um conjunto finito e m(s,t) = m(t,s) € {2,3,...} U {eo}, com m(s,t) = oo se ndo houver
nenhuma relacio entre s e . Os elementos de S designam-se por reflexdes simples. Como s e t sao
elementos de ordem 2, a relagdo (s7)"(!) = 1 pode ser escrita da forma

Stst--- = {tsts--- (2.1)
N~ N~

m(s,t) letras  m(s,t) letras

para m(s,t) > 2. Se m(s,t) = 2, entdo a relacdo st = ts é chamada de comutagdo ou relagdo curta.
Caso contrdrio, se m(s,t) > 3, entdo a rela¢do (2.1) é denominada rela¢do longa.

Sendo S um conjunto gerador de W, qualquer elemento w € W pode ser escrito como um produto
W = 5;,8;, -+ 8;, com s;; € S. Quando / é minimal, dizemos que /(w) := [ é o comprimento de w e
que s;, S, - - - 8;, € uma decomposigdo reduzida de w. Para simplificar a escrita vamos representar o
gerador Si; pelo seu indice e dizemos que a = iyis - - - i; € uma palavra reduzida de w, denotando por
R(w) o conjunto formado por todas as palavras reduzidas de w. Estas palavras relacionam-se entre
si através das relagdes (2.1), pelo que podemos definir o grafo G(w) das palavras reduzidas w como
sendo o grafo que tem como vértices o conjunto R(w) e uma aresta entre duas palavras sempre que
estas diferirem por uma relagdo da forma (2.1).

O grafo C(w) das classes de comutagdo de w obtém-se de G(w) contraindo as arestas que
ligam palavras que diferem por uma relacdo de comutag@o. Este processo particiona o conjunto
R(w) em classes de equivaléncia, que sdo chamadas classes de comutagdo, sendo que duas palavras
pertencem & mesma classe se e s6 se diferem por uma sequéncia de comutagdes. Denotamos por [a]
a classe de comutagdo de a € R(w) e escrevemos a ~ b sempre que b diferir por uma sequéncia de
comutacdes aplicada a a. Na Figura 2.1 esta representado o grafo G(Wé3), sendo que as arestas a
negrito representam comutagdes, € as outras relacdes longas. Note-se que C (wé3) ¢ obtido do grafo da
Figura 2.1 contraindo as arestas que estdo a negrito, ou seja juntar os pares de vértices que sdo unidos
por essas arestas num s6 que vai ficar ligado aos vértices que estavam ligados aos pares de vértices

originais.
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323123 321323

231231

121321 123121

: A
Figura 2.1 O grafo G(w,)’).

A distancia d(u,v) entre os vértices u e v de um grafo G define-se como o comprimento do
caminho mais curto que une u com v. A excentricidade de u € a distidncia entre u e o vértice que esta
mais distante de u. O raio e o didmetro de G sao, respetivamente, os valores minimo e maximo das
excentricidades dos seus vértices. Nesta tese iremo-nos centrar no grafo das classes de comutacao
para a maior permutacdo com sinal, sendo necessario introduzir os grupos de Coxeter onde iremos
trabalhar.

Dado n > 2, denotamos por G, o grupo simétrico formado por todas as permutagdes do

conjunto [n+ 1] := {1,2---n+ 1}, com a composicdo de fung¢des (lida da direita para a esquerda)

como operagdo de grupo. Usaremos a notagdo em linha w = (w(1),w(2),...,w(n+ 1)) ou a notagéo

ciclica classica para representar um elemento w € S, ;. O grupo &, € gerado pelas reflexdes

simples {s4,s3,--+,54}, onde s? corresponde & transposigdo (i i + 1), que satisfazem as seguintes
relacdes:

sisi =sist, li—jl > Teij€n] (2.2)

stsihst = stysisiiy, i€ n—1J. (2.3)

Note-se que (2.2) é uma comutac¢do e (2.3) uma relacdo longa.
O grupo G,,11 atua sobre si préprio por multiplicacio a direita, pelo que o produto wy? transpde

os valores nas posicdes i e i+ 1 de w.
Exemplo 2.1. Sejav = (3,2,4,1) € &4. Entdo, vs; = (3,4,2,1).

A permutacdo wg” = (n+1,n,...,1) é a maior permutagdo do grupo simétrico &,,1, cujo
: (nt1 - : . . .
comprimento é ( , ) Esta permutagdo tem sido objeto de particular interesse, uma vez que as

suas palavras reduzidas estdo relacionadas com a ordem fraca de Bruhat e arranjos de hiperplanos.
O grafo G(W‘é") foi amplamente estudado por diversos autores sendo que é conhecido o nimero de
palavras reduzidas de w‘g” [21], o didmetro de G(w‘g") [19], e que este grafo € conexo [25] e bipartido
[2]. Relativamente ao grafo C(w‘g”) das classes de comutaco, sabe-se que este é conexo e bipartido
[14, 25] e t€ém-se uma expressio para o seu raio e didmetro [14]. Para além destas propriedades, pouco
mais se sabe sobre este grafo. Por exemplo, ndo é conhecido o nimero de classes de comutagdo de
wy" [9].

Dado n > 1 denotamos por fo 1 0 grupo das simetrias com sinal (ou grupo hiperoctaedral) de
[n+ 1] formado por todas as permuta¢des w do conjunto [+(n+1)] := {£1,+2,...,+(n+1)} tais
que w(—k) = —w(k) para todo k € [+(n+ 1)], com a composicdo de fun¢des (lida da direita para a



esquerda) como operagdo de grupo. Este grupo pode ser realizado como o grupo das simetrias de um
hipercubo [13]. E um grupo de Coxeter do tipo B e os seus elementos designam-se por permutagoes
com sinal ou permutacées do tipo B. [5]

O grupo &2, pode ser visto como um sub-grupo de &5,,12, pelo que podemos usar a notagio em

n+1
linhaw = (w(n+1),---,w(l),w(l),---w(n+1)) e a notagdo ciclica para representar uma permuta-

¢do com sinal w, onde para facilitar a notagio escrevemos w(k) para representar —w(k). Como w é
completamente determinada pelos seus valores no conjunto [+ 1], podemos ainda usar a nota¢do
w = [w(1),w(2),...,w(n+ 1)], chamada notacdo em janela [5]. Iremo-nos referir a w(i), como
sendo a i-ésima letra da nota¢do em janela de w, com i € [n+ 1], e vamos considerar o conjunto

[0,n] := [n]U{0}.
Exemplo 2.2. Seja w € &5 com w = (3,4,2,1,1,2,4,3) a sua notagdo em linha. Entdo w =

(22)(3434) é asuanotagio ciclica e w = [1,2,4,3] a sua notagiio em janela.

O grupo &5, ¢ gerado pelas involugdes {so,s1,...,s,} coms;:=[1,...,i+1,i,...,n+1] para
1<i<neso:=|[1,2,...,n+ 1]. Estes geradores satisfazem as seguintes relagdes:

sisj=sjsi, [i—j|>1ei,je[0,n] (2.4)
SiSi418i = Sip18iSiq1, 1 € [n—1], (2.5)
50515051 = $1505150- (26)

Neste grupo hé dois tipos de relagdes longas sendo que iremos chamar relacdo longa do tipo 1 a
relagdo (2.5) e relagdo longa do tipo 2 a relagdo (2.6). De modo andlogo a &,,.41, o grupo G5 1 atua
sobre si préprio por multiplicagdo a direita, o que significa que para i > 0, ws; transpde as letras nas
posicdes i e i+ 1 da notacdo em janela de w € 6 1- A reflexdo sop muda o sinal da primeira letra
da notagdo em janela de w, isto é wsp = [W,WQ), ...,w(n+1)]. Neste contexto, se W = s;, - - - 5,
dizemos que o gerador s;, atua sobre as letras nas posi¢des i; e i; + 1 (respetivamente, atua sobre a
letra na primeria posi¢do) da notagio em janela de s;,s;, ... s;;_,, quando i; > O (resp. i; = 0). Para
simplifica¢@o de escrita, vamos tratar a notagdo em janela de s;, ...s;,_, como a notagdo em janela de
i1iy...ij—1. Vamos também denotar por k'12i-1 a k-ésima letra da notagdio em janela de iyiz...i;_1,
ou seja k2t =5 i (k).

Exemplo 2.3. Se w = [2,4,3,1], entdo ws, = [2,3,4,1] e wsp = [2,4,3,1]. Temos também que
192 =2,2¢2=3,392 =4 ¢ 4% = |, onde a é uma palavra reduzida de w.

A maior permutag@o com sinal de G5 1 corresponde a permutagao WO" =[1,2,...,n+1], com
comprimento (n+ 1)2. E fécil de ver que a permutagdo associada a palavra

wp=0-10-210-...-(n+1)n---210- (n+1)n---21-(n+)n---2...-(n+)n-n

é W0 Como wy tem (n+ 1)? geradores, esta é uma palavra reduzida de W0 Por exemplo, no caso
n=3temos wg =0-10-210-3210-321-32-3. A palavra wy terd um papel muito importante nos
capitulos seguintes.

Apesar das palavras reduzidas das permutacdes de fo 1> € mais especificamente das palavras
reduzidas de Wg”, serem uma ferramenta importante em varias areas da combinatoria e da 4lgebra,
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como por exemplo no estudo de fungdes simétricas, particdes-P ou em problemas enumerativos que
envolvem padrdes proibidos [3, 22], sabe-se muito pouco sobre o grafo C (wg"). S. Elnitsky, na sua
tese de doutoramento e em [11], provou que o grafo C(w) das classes de comutag@o de permutagoes
do grupo simétrico é conexo e bipartido, estabelecendo uma bijecdo entre palavras reduzidas de
w € 6,41 e pavimentacdes de certos poligonos, resultado este que se estende para as permutacdes
com sinal. Ainda n2o é conhecida uma expressdo para o nimero de classes de comutagdo de Wg",
conhecendo-se apenas esse nimero até n = 8, (sequéncia A180605 de [20]).

Na Figura 2.2 estd representado o grafo C (wgz) onde as arestas a s6lido preto representam relagdes
longas do tipo 1 e as a tracejado relagcdes longas do tipo 2. Antes de avancarmos vamos introduzir
algumas nocdes e notacdes que irdo facilitar a escrita das palavras reduzidas de wg”. Uma sub-palavra
de a é uma palavra obtida de a através da eliminac@o de algumas das suas letras, consecutivas ou nao,
e um fator de a € uma sub-palavra formada apenas por letras consecutivas de a. Um fatorial é uma
palavra da forma k! := k(k—1)---10, com 0! = 0, e um fatorial truncado é uma palavra da forma
(k) :==k(k—1)---(k—r+1) paral <r <k-+ 1. Note-se que (k);+; = k!. Uma poténcia k de uma
palavra p é a palavra composta pela concatenagio de k palavras p, isto é (p¥) := u, com p® a

k vezes
n n
palavra vazia. Com esta notacdo podemos escrever wy := Hi! H(n),,_,-+1.
i=0 i=1

[w,] = [010210212]

PN

[010121012] [010210121]
| |
| |
| 1
[101021012] [012101021]
1
|
1
[101210102] [021021021]
[102102102] [021012101]
|
| .
[a]:[lozlqlzlo] [2101c|12101]
I |
I |
[0]-[121010210] [210121010]

~N 7

[c] = [212010210]

Figura 2.2 O grafo C(wgz).



Capitulo 3

Palavras reduzidas e suas propriedades

Uma palavra a = iyi - - -i; ¢ uma palavra reduzida de w € 6n+1 se W =s;,8;,--5;, € [ =1(w). Este
comprimento é dado pela férmula [5]

[(w)=im(w)— ) w(j), 3.1)
{j€[n+1]:w(j)<0}

com inv(w) = [{(i,j) € [n] x [n] : i < j|, w(i) > w(j)}. A partir de (3.1) podemos concluir que

JUw) 1, sew(i) <w(i+1)
Kwﬂ_&m%%,ww@>WWHf 6.2

comi€ [n]e
me:¥mﬂ4,wmn>q 43

Exemplo 3.1. Sejaw = [2,1,3,4], cujo comprimento é I(w) = |[{(1,2),(1,4),(2,4),(3,4)}| — (=1 —
4) =9. Temos que ws| = [1,2,3,4], wsy = [2,3,1,4] e wso = [2,1,3,4],logo [(ws1) = |{(1,4),(2,4),(3,4)}| —
1—

(—1—4):8,Z(WS2):’{(1,3),( ) )7(273)7( ) )7(374)” ( )IIOCI(WSO):|{(1,4),(2,4),(3,4)}|—
(=1—-2—-4)=10.

De (3.2) e (3.3) temos o seguinte resultado.
Proposi¢do 3.2. Seja a uma palavra reduzida de w € &5 | e i € [n). Entdo:

1. A palavra a-i é uma palavra reduzida de ws; se e s6 se i* < (i+1)“.

2. A palavra a-0 é uma palavra reduzida de ws; se e so se 14 > 0.
Demonstracdo. Iremos demonstrar apenas a primeira equivaléncia, sendo a outra obtida de forma
andloga. Suponhamos que a-i é uma palavra reduzida de ws; e suponhamos, por absurdo, que

i“> (i+1)% De (3.2), temos que /(ws;) = [(w) — 1. Como a-i é uma palavra que possui /(w) + 1
letras, a - i ndo pode ser uma palavra reduzida de ws;, contrariando assim a hipétese.

7



8 Palavras reduzidas e suas propriedades

Na implicagdo contréria, se i* < (i+ 1), entdo [(ws;) = I(w)+ 1. Como a é uma palavra reduzida
de w, a permutagdo associada a a - i é ws;. Temos ainda que a-i é uma palavra com /(w) + 1 letras,

logo a-i é uma palavra reduzida de ws;. O

Podemos encarar uma palavra reduzida de Wg" como um conjunto de operacdes que transformam
a permutacdo identidade na permutacgéo Wg", mais exatamente um conjunto de transposicdes de letras
em posicdes adjacentes na notagdo em janela e mudangas de sinal na letra da primeira posicdo na
notacdo em janela. Isto pode ser visto facilmente pelo diagrama em linha de uma palavra. O diagrama
em linha de a = s;,s;, - - - sj, € 0 vetor [£2(n+ 1)] x [I] em coordenadas cartesianas, que descreve as
trajetorias de todas as letras em [+(n+ 1)] 2 medida que sdo arranjadas na permutagio wg” pelos
geradores s;;. O diagrama em linha da palavra 101210102 estd apresentado na Figura 3.1.

Figura 3.1 Diagrama em linha da palavra 101210102.

Consideremos agora um par (x,y) € [£(n+ 1)]?, com x < y. Como na notagdo em linha de Wg", a
letra y aparece antes da letra x, tem de existir um gerador i; em a que iré tranpdr as letras xe y,ey e
X na nota¢do em linha de i1y - --i;_;. Neste caso, dizemos que i; transpds os pares (x,y) e (¥,X). Se
i; = 0, entdo este gerador transpde apenas pares da forma (k,k), com k € [n+ 1] tendo em conta que so
atua numa permutagio w € Gf 1 transpondo as letras nas posigdes 1 e 1 da notagdo em linha de w. De
facto, so é a tinica reflexdo que transpde pares da forma (k, k). Existem (2n+1)(n+1) pares (x,y) em
[+(n+1)]? com x < y, sendo que 1+ 1 desses pares sdo da forma (k, k), logo toda a palavra reduzida
de wg” possui pelo menos n+ 1 geradores 0. Os restantes (2n+1)(n+1) — (n+1) = 2n(n+ 1) pares
terdo de ser transpostos por geradores diferentes de 0. Como cada gerador i; # 0 transpde dois pares
em simultineo, cada palavra reduzida de wg” necessita de ter pelo menos w =n(n+1) geradores
diferentes de 0. Se somarmos estes dois minorantes, temos que toda a palavra reduzida de Wg” possui
pelo menos (n+ 1)? geradores, que é o comprimento de Wg”. Logo toda a palavra reduzida de Wg”
possui exatamente n + 1 geradores 0 e exatamente n(n + 1) geradores diferentes de 0. Isto implica
que cada par (x,y) em [£(n+ 1)]? com x < y é transposto por um e um s6 gerador de a.



Dada uma palavra reduzida a = iji, - - - i; definimos al® :=iji;_;---i; como sendo a palavra reversa
de a. Dizemos também que a classe gerada por a® é a classe reversa de a. De imediato se conclui que
(a®)R = a e que a é uma palavra reduzida de wg” se e 56 se a® for reduzida, usando o facto de wg” ser

uma involugio e de a e a® possuirem o mesmo comprimento.

Proposi¢io 3.3. Seja a uma palavra no alfabeto [0,n). A palavra a é reduzida se e s6 se a palavra a®

€ reduzida.
Demonstragdo. Suponhamos que a = iyi - - -i; € uma palavra reduzida de wg". Entdo

. . — Bn
Siyp Sy Si = Wy

<:>(si1siz o ’si/)71 = (Wgn)71
SiSip_y S = Wgn

R

Logo a palavra a™ = i;i;_; ---i; também é uma palavra reduzida. Recipocramente, ¢ de maneira

andloga tem-se que se a® for uma palavra reduzida, entio a é uma palavra reduzida. O

No Capitulo 4 iremos mostrar que a excentricidade da classe [wy] € a distancia desta a classe [wh].
Exemplo 3.4. Seja a = 010210212. Entdo a® = 212012010 é a palavra reversa de a.

Os geradores i € [0,n] sdo involugdes, o que implica que nenhuma palavra reduzida podera ter

2

como fator a palavra i = ii. No préximo lema identificamos uma familia de fatores que nao podem

ocorrer numa palavra reduzida.

Proposi¢do 3.5. Se a é uma palavra que contém o fator (i --- i+k)?> ondei € [n]e0<k<n—i

entdo a ndo é reduzida.

Demonstragdo. Fagamos inducdo sobre k. Para k = 0 o resultado € trival visto que os geradores i sdo
involugdes. Suponhamos entdo que o resultado é vélido para k = j, ou seja que nenhuma palavra
reduzida pode conter o fator (i --- i+ j)? parai € [n], 0 < j < n—i e mostremos que continua vélido

para k = j+1. Ora,

(Gitl it j+ 1= i+l it j+ D) i+l it j+1)

~@ il i) i i jH i+ i+ j+1)
(il it i i+1 i+ f)(i+j+1 i+])
(i1 it ) +j+1i+]),
pelo que chegariamos a uma palavra reduzida com o fator (i i+ 1 --- i+ j), o que niio pode acontecer
pela hipétese de inducio. O

Corolario 3.6. Se a é uma palavra que contém o fator (i --- i—k)? onde i € [n] e 0 < k <i— 1 entdo

a ndo é reduzida.

Demonstragdo. Se existisse uma palavra reduzida a com tal fator, a® teria de possuir o fator (i —

ki—k+1 ---i)%. Pela proposi¢io anterior, af nio poderia ser reduzida, contradizendo a Proposic¢io

3.3. O
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Podemos definir a relacdo de ordem lexicografica no conjunto das palavras reduzidas de wg” do
seguinte modo: dadas a =ay...a;,b =by...b; € R(wg”), dizemos que a é menor do que b se existe um
inteiro k <l talquea; =b;paral <i<k—1ea; < by.

Exemplo 3.7. Consideremos a classe [wo] € C(wg?).
Temos que wy = 010210212 e que [wp] = {010210212,012010212,010212012,012012012} sendo
que a ordenacdo desta classe em relagdo a ordem lexicogragica é

010210212 < 010212012 < 012010212 < 012012012.

Defini¢do 3.8. Dado a € R(wg") denotamos por /ex(a) a menor palavra da classe de comutac@o [
relativa a ordem lexicogréfica.

A palavra lex(a) pode-se obter de a colocando todos os geradores 0,1,...,n—2 de a o mais a
esquerda possivel efetuando apenas comutacdes da formai j ~ jicom j <i.

Exemplo 3.9. Sejaa=3102-1302-1320-3120 € R(Wg3). Vem que

3102-1302-1320-3120 ~ 31021032 - 1032 - 3102
~1302-1032-1032-1302
~1032-1032-1032-1032.

Como ndo podemos mover mais para a esquerda os geradores 0 e 1 de a, temos que lex(a) =
1032-1032-1032-1032.

Um método de verificar se duas palavras a e b pertencem a mesma classe de comutagdo é
calculando os seus respetivos menores elementos relativamente a ordem lexicografica.. Visto que esta
ordem € uma relagdo de ordem total, cada classe possui um dnico elemento minimo e temos [a] = [b]
se e s6 se lex(a) = lex(b).

Lema 3.10. Sejam a,b € R(wWy"). Entdo, |a] = [b] se e 56 se lex(a) = lex(b).

A menor palavra na ordem lexicogrifica de uma classe teve um papel fundamental no desenvolvi-
mento de um algoritmo que permitiu gerar todas as classes de comutacdo até n = 6, algoritmo esse
que serd descrito no dltimo capitulo.



Capitulo 4

Funcao nivel e diametro

Neste capitulo vamos determinar o didmetro de C (wg") bem como recuperar algumas propriedades ja
conhecidas deste grafo através da constru¢do de uma funcio que ird caracterizar o grafo por niveis.
L . L .
Dadas duas palavras a,b € R(wg”) escrevemos a ~ b (respetivamente a ~ b) se a e b diferem
- . . . . L
apenas por uma relagdo longa do tipo 1 (respetivamente tipo 2). Escrevemos também [a] ~ [b]
. L . . L . L
(respetivamente [a] < [b]) se existir a’ € [a] e b’ € [b] tais que a’ < b’ (respetivamente a’ ~ b').

Exemplo 4.1. Sejam a = 102101210, b = 121010210 e ¢ = 212010210 palavras reduzidas da per-
mutacao wgz, como se pode verificar na Figura 2.2. Como 102101210 ~ 120101210 e 120101210 2

121010210, vem que [a] 2 [5]. Temos também que 121010210 = 212010210 , logo [b] % [d].

Na Figura 4.1 podemos ver um pequeno exemplo de como as classes sdo formadas e como se
ligam umas as outras. A tracejado estdo representadas relagdo curtas entre palavras da mesma classe
sendo que a linha sélida preta representa uma relacdo longa do tipo 1 e a linha vermelha um relacio
longa do tipo 2. A sublinhado est4d a menor palavra na ordem lexicogréfica de cada uma das classes
representadas.

‘-_4‘ 102102102 '-h...
'
120102102 102102120 + 102120102
1 ~~ 1 b -1
1 -~
1201201021 = * & 1
‘~ 120102120
~. 1
~

-
__-Q:

-
=" 102120120

"
~ 1 .
* 120120120 *

102101210
eigield

Figura 4.1 Algumas classes de comutag@o do grafo C(wgz).

Note-se que se duas classes estdo ligadas por uma relacdo longa ndo implica que todas as
palavras de cada uma dessas classes estejam ligadas de alguma maneira. Pela Figura 4.1 notamos
que 102102102 ~ 102102120, na classe mais acima, ¢ que 102102120 5 102101210, mas que

11



12 Funcdo nivel e didmetro

102102102 ndo estd ligada de nenhuma forma a classe do meio. Também verificamos que a relagdo
longa do tipo 2 que estd na Figura 4.1 envolve as palavras 120101210 e 121010210 sendo que
120101210 = 121010210.

Recordemos que uma palavra reduzida a =iy ---i; de wg" pode ser encarada como um conjunto
de operagdes que transformam a permutacao identidade na permutagdo WO Este processo envolve
mudar o sinal da letra que estd na primeira posi¢cdo (por acdo de sg) e transpOr letras em posigdes
adjacentes (por ac¢d@o de s; com i € [n]) na notagdo em janela, sendo que estas transposi¢des podem
envolver letras positivas ou negativas. Este facto motivou as defini¢cdes seguintes.

Definicdo 4.2. Dada uma palavra reduzida a = ijiy---i; com iy,...,i; € [0,n], definimos a palavra
a:=ijip---ijonde0=0e

~_ {z,, se ()11 > O A (i + 1)1 > 0
=

ij, caso contrario

para j € [[] e i; > 0. Definimos ainda a fungéo soma S(a Z ij e a funcdo neg(a) = | {ij\ij < 0} |
j=1
designada por nimero negativo de a.

Em suma, dada uma palavra reduzida ijiy...ij_1ijij41...i; comi; # 0, nés temos i; = i; se Si;
transpde duas letras positivas na nota¢do em janela de ijiy...7;_. Neste caso dizemos que o gerador
ij (e areflexdo s;; correspondente) € positivo. Caso contrdrio, se s;; transpoe pelo menos uma letra
negativa na notagao em janela de iy . ..7;1, dizemos que o gerador i; (e a reflexdo s;; correspondente)
é negativo. A fungdo S da-nos a soma dos indices dos geradores positivos subtraido pela soma dos
indices dos geradores negativos de uma palavra reduzida, e a funcio neg conta o nimero de geradores
negativos.

Exemplo 4.3. Sejaa =210102101. A sucessado dos fatores esquerdos r;, de comprimentos 1 <i <9,
de a, a notagdo em janelas das respetivas permuta¢des com sinal e as respetivas palavras 7; sao
apresentadas em baixo.

rn=2,01,32],rn=2
r=21,[3,1,2], r» =21
r3 =210, [3,1,2], 73 = 210
rs = 2101, [1,3,2], 73 = 2101
rs = 21010, [1,3,2], 75 = 21010
=210102, [1,2,3], rg = 210102
2101021, [2,1,3], 77 = 2101021
=21010210, [2,1,3], 73 = 21010210

a=ro= 210102101,[ ,2,3], @ = o = 210102101.

Vem entdo que S(a) =2+1—-1-2—-1—1=—-2eneg(a) =4.
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Note-se que podemos escrever qualquer palavra a € R(wg”) na forma a = p; - p» - p3 com p; e p3
palavras no alfabeto [1] e p» uma palavra no alfabeto [0,n]. Deste modo, todos os geradores 0 estdo
em p, fazendo com que os geradores de p; sejam todos positivos (pois s6 atuam em letras positivas) e
os geradores de p3 todos negativos (pois a notacao em janela de p; - p» ndo possui letras positivas),
algo que pode ser visto facilmente no exemplo anterior se escrevermos a = 21-010210- 1. De facto,
podemos relaxar um pouco a restricdo em p3 e dizer que p3 pode ser uma palavra no alfabeto [0, 7]
com no maximo um gerador 0.

O resultado que se segue descreve o comportamento das fungdes S e neg quando aplicadas a
palavras pertencentes 2 mesma classe.

Proposicio 4.4. Se a ~ b, entdo S(a) = S(b) e neg(a) = neg(b).

Demonstragdo. Suponhamos sem perda de generalidade que a e b diferem por uma comutacio. Deste
modo, podemos escrever a e b da forma

a=pi-ij-p
b=pi-ji-pa,
para certos i, j € [0,n] tais que |i — j| > 1, com p; e p, palavras no alfabeto [0, n].
E 6bvio que os sinais dos geradores de p; sdo os mesmos em a e em b. Como i ¢ j atuam em
letras distintas entre si na notacdo em janela de pp, os sinais dos geradores i e j serdo 0s mesmos em a
e b. Além disso, como p; -i j e p; - jirepresentam a mesma permutacdo, os sinais dos geradores de

p> também sdo os mesmos nas duas palavras, logo S(a) = S(b) e neg(a) = neg(b).
O

Nos préximos coroldrios, que sdo consequéncia da Proposicao 3.2, vamos analisar os sinais das
. B
letras de palavra reduzidas de w," antes de alguns fatores.

Corolério 4.5. Seja i € [n], e a = p;-i-pa, com pi,pr palavras no alfabeto [0,n], uma palavra
reduzida de Wg". Se iP* > 0, entdo (i+ 1) > 0.

Demonstra¢do. Como a é uma palavra reduzida, pela Proposicdo 3.2 t€m-se i”! < (i+1)”'. Como
iP' > 0, obrigatoriamente se tem (i + 1)?' > 0. O

Corolério 4.6. Sejaa=p,-1010- py, com py, pa palavras no alfabeto [0,n], uma palavra reduzida
de wg". Entdo 17" >0 e 2P2 > 0.

Demonstragdo. Pela Proposi¢do 3.2 temos que 17! = 171191 > 0. Pelo Corolario 4.5, vem que
2Pt > 0. O

Proposicio 4.7. Sejam a,b € R(wg").
1. Sea® b entdo |IS(a) —S(b)| =1 e neg(a) = neg(b).

2. Sea b entdo IS(a)—S(b)| =2,

neg(a) —neg(b)| =1e|S(a)+neg(a)— (S(b)+neg(b))| = 1.
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~ L,
Demonstracdo. Suponhamos que a ~ b e que podemos escrever a e b da forma

a=p1-i(i+1)i-p2
b=pi-(i+1)i(i+1)-pa,

para algum i € [n— 1] e p1, p> palavras no alfabeto [0, n].

Como py-i(i+1)iep;-(i+1)i(i+ 1) representam a mesma permutacio, os sinais dos geradores
de p, sdo os mesmos em ambas as palavras, pelo que as fungdes S e neg irdo depender exclusivamente
do sinal dos geradores dos fatores i (i+1)ie (i+1) i (i+ 1) de a e b, respetivamente. Os geradores
desses fatores atuam nas letras i”!, (i+ 1)P' e (i+2)”' da notagdo em janela de p;, pelo que precisamos
de analisar as diferentes possibilidades para os seus sinais. Se i”' > 0, entdo pelo Corolério 4.5 temos
(i+1)>0e (i+2)" >0, logo

S(@)—S(b) =i+ (i+1)+i—(i+1+i+i+1)=—1. @.1)

Suponhamos agora que ' < 0. Se apenas essa letra for negativa, entdo exatamente dois geradores
dos fatores i(i+1)i e (i+ 1)i(i+ 1) sdo negativos. Neste caso nds temos

S(a)=S(b)=—i—(i+1)+i—(i+1—i—(i+1))=—1. 4.2)

Finalmente, se duas ou mais letras forem negativas, entéo todos os geradores dos fatores i(i+ 1)i e
(i4+1)i(i+1) de a e b, respetivamente, sdo negativos e temos

S(@)—S(b) = —i—(i+1) —i—(—(i+1)—i—(i+1))=1. 4.3)

Das equagdes (4.1), (4.2) e (4.3) vem que |S(a) — S(b)| = 1 e neg(a) = neg(b).
Suponhamos agora que a Rbe que podemos escrever a e b da forma
a=p1-1010-p,
b=p;-0101:p,,
com pj, py palavras no alfabeto [0,n]. De modo andlogo ao caso anterior, apenas precisamos de
analisar os sinais dos fatores 101 0e 010 1 de a e b, respetivamente.

Do Corolario 4.6, o gerador 1 mais a esquerda de (1 0 1 0) é positivo. Em b, os dois geradores 1
de (010 1) sdo negativos, logo

S(@) =SBy =1-1—(-1—-1)=2

e neg(a) —neg(b) = —1.
Segue também que |S(a) + neg(a) — (S(b) +neg(b))| = 1. O

~ = . o P B
As fungdes S e neg vao servir de base para uma caracterizac@o por niveis do grafo C(w,"), que
serd a chave para determinar o didmetro deste grafo.

Defini¢iio 4.8. Dado a € R(w") definimos o nivel de a por N(a) := S(a) + neg(a).



15

Na préxima proposi¢do vamos provar que a fungdo N: R(wg”) — N € invariante dentro de cada
classe, e que varia uma unidade entre palavras de classes que diferem por uma relacio longa. Esta
funcdo generaliza a fun¢@o usada em [14] que permitiu calcular o didmetro e o raio do grafo das
classes de comutacdo para a maior permutacao do grupo simétrico.

Proposicao 4.9. Sejam a,b R(wg”).
1. Se a~ b, entdo N(a) = N(b).

2. Sea” boua® b, entdo IN(a)—N(b)| = 1.

Demonstracdo. A condi¢do (1) é consequéncia da invaridncia de S e neg dentro de cada classe,
provada na Proposicao 4.4. A condicdo (2) € uma consequéncia imediata da Proposi¢do 4.7. O

Como a funcdo N € invariante dentro de cada classe de comutacio, vamos considerar o nivel de
uma classe [a] como sendo o nivel de a. Da proposi¢ao anterior podemos concluir que o grafo C (Wg")
se pode particionar em niveis, onde cada nivel é definido pelos valores da fungdo N sendo que duas
classes de comutacao estdo ligadas por uma aresta se os seus niveis diferem por uma unidade. Na
Figura 7.6 estd representado o grafo C (Wg3) colorido de acordo com a fung¢do nivel. Atendendo ao
facto de que ha sempre um nimero finito de classes comutagao, para cada n > 1 a fung¢éo nivel tera
sempre um valor minimo e méximo. Se existir apenas uma classe [a¢] com nivel minimo e uma classe
[b] com nivel mdximo, intuitivamente a excentricidade de [a] serd igual a distancia entre esta e a classe
[b]. De facto, como mostraremos no final deste capitulo, essa intuigéo é verdadeira.

Na tabela que se segue estdo representados todos os casos do comportamento da fungédo nivel.
Consideremos entdo duas palavras reduzidas a e b que diferem por uma relacio longa (do tipo 1 ou 2).
Entdo, podemos escrever estas palavras como a = p;-q-p2 € b= p1-q> - p2, com py, p> palavras
no alfabeto [0,n] e onde ¢; e g, sdo dadas pelas expressdes nas colunas 2 e 3 da Tabela 4.1 A coluna
“Sinais” indica os sinais das letras i”!, (i+ 1)”' e (i+2)", no caso de uma relagdo longa do tipo 1, e
das letras 17! e 27! no caso de uma relacéo longa do tipo 2.

Relacdo longa q1 e Sinais N(a) —N(b)
1 P+ ((+1D)i(i+1) | +++-++ <0
1 i(i+1)i| (i+1)i(i+1)|--+ou--- >0
2 (0101) (1010) ++ <0

Tabela 4.1 Comportamento da funcao nivel de acordo com os sinais das letras nas posi¢cdes onde 0s
geradores de uma relagdo longa atuam.

Os valores da fung¢éo nivel nas palavras wy e wg vao ser importantes para o cdlculo do didmetro,

isto porque vamos mostrar mais a frente que wy e wg sdo as palavras com menor e maior nivel,
n n

respetivamente. Consideremos em primeiro lugar wg = Hi !H(n)n_i+1. Nesta palavra, todo o

i=0 i=1
gerador diferente de O tranpde pelo menos uma letra negativa na notacao em janela, logo todos os

geradores de wy diferentes de 0 sdo negativos. Como héd n(n+ 1) geradores diferentes de 0 em
qualquer palavra reduzida de Wg", tém-se
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nin+1)(n+2) nn+1)2n+1)
- 6 - 6

N(wo) = S(p) +neg(p) =

_ n(n+1)(1—n)
—

+(n+1)n

Quanto 2 palavra wk, podemos escrevé-la na forma wk = (TT% | (n)n—i+1 ) ([T ). Como todos
os geradores 0 de wX estdo no fator ([T i!)", todos os geradores do fator (IT\;(n),_i+1)" sdo
positivos. Atendendo a que (H;’:Oi!)R =012---n-012---n—1-...-012-01-0, todos os @
geradores diferentes de 0 deste fator s@o negativos. Temos entdo que

N(wk) = n(n+ 1)6(2n+ 1) n(n+ 16)(n+2) N (nzl)n
_ Mt Dn+2)
3 :

De seguida vamos mostrar que a classe [wy| € a classe que possui menor nivel. Para tal, vamos
decompor a prova em varios lemas e introduzir uma nova defini¢do.

Definicao 4.10. Seja a = p; -i! - p» uma palavra reduzida de wg”. Dizemos que o fatorial i! é um
fatorial negativo se todos os geradores diferentes O que o formam sao negativos. Convencionamos
que 0! é um fatorial negativo.

Exemplo 4.11. Seja p uma palavra com [2,1,3] a sua permutagdo associada e consideremos a palavra
a=p-2!=p-210. Vem que

Temos entdo que 2! é um fatorial negativo.

Lema 4.12. Seja a = p; -i!- pp uma palavra reduzida com i € [n], e p e py palavras no alfabeto
[0,n]. Entdo, o fator i! é um fatorial negativo se e s6 se kP' < 0 para todo o k € [i].

Demonstragdo. O fator i! atua em p; “empurrando” aletra (i+ 1)P! para a primeira posi¢éo da notagdo
em janela, isto é (i+1)7' = 1Prii=1-21 ‘mydando de seguida o seu sinal, que pela Proposicio 3.2
é positivo. Como o fatorial i! é negativo, todos os seus geradores sdo negativos e transpdem a letra
(i41)P1, logo k' < 0 para todo k € [i]. Reciprocamente, se k”' < 0 para todo k € [i], todo o gerador
diferente de O de i! vai atuar em letras negativas, pelo que o fatorial i! serd negativo. O
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Exemplo 4.13. Seja p uma palavra tal que [1,2,3,4,5] € a sua permutagio associada e a = p-4!.

Entao,

p,[1,2,3,4,5], p
p-4,[1,2,3,5,4], p-4
p-43,[1,2,5,3.4], p-43
p-432,[1,5,2,3,4], p-432
p-4321,[5,1,2,3,4], p-4321
p-43210,[5,1,2,3,4], w = p- 43210

Note-se que como 3” > 0, o gerador 3 de 4! ficou positivo, fazendo com que esse fatorial ndo fosse

negativo.

Lema 4.14. Sejaa=p;-j-i!-pr comi€ [n], j € [0,i—1], e p1 e pp palavras no alfabeto [0,n], tal
que a é a menor palavra na ordem lexicogrdfica de |al, e N(a) o valor minimo da fun¢do nivel. Se i! é

um fatorial negativo, entdo j = 0.

Demonstragdo. Parai= 1 a afirmagdo do lema é trivial uma vez que a é a menor palavra de [a] para
a ordem lexicografica. Se i > 1, entdo 0 < j < i o que implica a que

ar~d =pi-ili=1)--j(i+1j- (=Dl pa.

Note-se que i! sendo um fatorial negativo for¢a a que o gerador j seja também negativo, logo
dRb= pr-i(i—=1)---(j+1)j(j+1)-(j—1)!- p2, que pela Tabela 4.1 satisfaz N(b) < N(a),
contradizendo a minimalidade de N(a). Logo temos ter de j = 0. O

Lema 4.15. Sejaa=p;-j!-i!-py comi€ [n], j €[0,n], i >0 e py,p2 palavras no alfabeto [0,n], tal
que a é a menor palavra na ordem léxicogrdfica de [a], e N(a) o valor minimo da fun¢do nivel. Se i! é

um fatorial negativo, entdo j! também é um fatorial negativo e j <.

Demonstracdo. Sei=1e j> 1, entdo
. L o
a=p1-](]—1)---10-10-p2f\%p1-J(]—l)--~01-01~p2:b,

o que pela Tabela 4.1 implica que N(b) < N(a), contradizendo a minimalidade de N(a). Suponhamos

agora que j > i > 1. Entdo, podemos escrever a como
a=p1-jj—1)---(i+1)ili! p,.

Os dois fatoriais i!i! atuam nas letras iP1/0U~1)(+1) ¢ (j 4 1)P17G=D~(+1) mudando os seus sinais,

pelo que o gerador i do fatorial i! mais a esquerda de a € positivo. Temos entao

arpr-j(j—1) @i+ Dili—Di- (-2~ 1) pr=d
Ropr =1+ - 1i—1)-(—2)1(i— 1) pa=b.
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J4 sabemos que o gerador i mais a esquerda do fator i(i — 1)i de a’ € positivo, e o gerador i mais 2
direita desse mesmo fator é negativo pelo facto de pertencer a um fatorial negativo, o que implica
pela Tabela 4.1 a que N(b) < N(a), contradizendo a minimalidade de N(a). Logo temos de ter j < i.
Finalmente, note-se que sendo i! um fatorial negativo, pelo Lema 4.12 temos k”'/' < 0 para todo
k € [i] fazendo com que a condicio j < i implique que k”"/* < 0 para todo k € [j+ 1], provando assim
que j! é um fatorial negativo. O

Proposiciio 4.16. Seja a € R(wg"). Se [a] # [wo) entdo existe b € R(wg") tal que [a] & [b] ou [d] 2 [b]

e N(a) > N(b).

Demonstragcdo. Provemos a afirmacdo contra-reciproca, ou seja, vamos supdr que [a] é uma classe tal
que para toda a classe [b] com [d] & [b] ou [d] = [b] se tem N(a) < N(b) e iremos provar que nessas
condigdes [a] = [wp]. Iremos comegar por provar que [ i! € um fator esquerdo da menor palavra da
classe [a], com respeito a ordem lexicogrifica, o que, sem perda de generalidade, vamos assumir que
é a. E ficil de ver que todo o gerador 0 de a pertence a um fatorial, pelo que a possui exatamente
n+ 1 fatoriais. Temos também que o fatorial mais a direira de a tem de ser negativo visto que atua
numa permutacio com apenas uma letra positiva na sua notacdo em janela. Através de sucessivas
aplicagoes do Lema 4.15 podemos escrever a = iglii!---i,!- p, onde i;! € um fatorial negativo com
ij <ij+1 e p uma palavra no alfabeto [n]. Temos entdo que

n
a=01!--nl-p=TTi' p.
i=0

E facil de verificar que a permutacio associada ao fator esquerdo [T yi'deaén+1,7a,...,1],isto é,
a restri¢do de p ao conjunto [n] corresponde a maior permutagio do grupo simétrico S, 1. Temos
ainda que, como p tem @ letras, € de facto uma palavra reduzida de wg". Todos os geradores de p
séo negativos pelo que p ndo pode conter nenhum fator da forma i(i + 1)i de acordo com Tabela 4.1,
para i € [n— 1]. Foi provado em [14] que de todas as palavras reduzidas de W‘é”, as tnicas que possuem
o maior valor para a fun¢do soma sdo as que pertencem a classe [[]7; (n),—i+1], que sdo exatamente
as palavras que nao possuem nenhum fator da forma i(i + 1)i. Segue entdo que p =[] (n)p—it+1 ©

a=wy. L]

Da Proposigdo 4.16 concluimos que toda a classe de comutag@o diferente de [wy) estd ligada a
outra classe com menor valor da funcéo nivel, o que significa que toda a classe de comutagao esta
ligada a [wy], o que nos dd uma nova prova de que o grafo C(wg”) € conexo [25]. Da Proposigio 4.9
segue que C (wg”) ¢ um grafo bipartido [11], com a parti¢do das classes comutacdo dada pela paridade
dos valores da func¢ao nivel nos seus vértices.

Lema 4.17. Seja a,b € R(wy") tal que a ~ b (a = b, respetivamente) e N(a) < N(b). Entdo a¥ = bR
(a® L bR, respetivamente) e N(a®) > N(bR).
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U L L . ~ L L .
Demonstragdo. E claro que se a ~ b (a < b, respetivamente), entio a® < bR (a® < bR, respetivamente).
L =
Suponhamos que a ~ b. Entio, podemos escrever a e b da forma

a=pi-i(i+1)i-ps
b=pi-(i+1)i(i+1)pa,

para algum i € [n— 1] e py, p, palavras no alfabeto [0,n]. Como estamos a assumir que N(a) < N(b),
pela Tabela 4.1 temos que (i+1)”' > 0e (i+2)”" > 0. Isto implica que serdo geradores do fator p; a
mudar o sinal das letras (i + 1) e (i+2)?!, o que significa que (i+1)”2 < 0e (i+2)"2 < 0, logo
pela Tabela 4.1 temos N (a®) > N(b®). No caso de a Rbé rapido verificar que se N(a) < N(b), entdo
N(a®) > N(bR) através da Tabela 4.1.

O

Pela Proposi¢do 4.16 e pelo lema anterior, podemos concluir que se [a] # [wk], entdo existe

be R(Wg") tal que [a] & [b] ou [a] 2 [b] € N(a) < N(b), logo N(wk) é o valor méximo da fungdo
nivel, e que N(a) = N(wg) se e s6 se a € [wh].

Proposicio 4.18. Seja [a] uma classe de comutagdo. Entdo d([wo), [a]) = N(a) —N(wo) e d([a], [wK]) =

N(Wg) — N(a). Em particular d([wo], [wg]) _ n(n+ 1)6(4n — 1)‘

Demonstragdo. Pelas Proposigdes 4.9 e 4.16, existe a € R(wg") tal que [d] & WE] com N(a) =
N(wf) — 1. Repetindo este processo N(wk) — N(wg) vezes chegamos a classe [wo] provando que

d([wol, [Wh]) = N(w§) — N(wo) = n(n+1)(4n— 1)'

6
Este processo pode ser aplicado também para qualquer classe pelo que d([wo],[a]) = N(a) —N(wp) e
d([a],[w§]) = N(w§) —N(a). O
1)(4n—1
Teorema 4.19. O didmetro de C(wh") é N(w) — N(wo) = nin+ )6( ! )

1)(4n—1
Demonstracdo. Para provar que o didmetro do grafo C (Wg") é nn+ D{@En—1)

, precisamos de mos-
trar que este nimero é o maximo das distancias entre duas quaisquer classes no grafo. Consideremos

duas classes [d] e [b]. Como
d([wol, ) +d([a). (W) +d (wol, [5)) + (], [wa]) = 2N (wE) — N(wo))
pelo Lema 4.18, usando a desigualdade triangular, concluimos que
d([a). [b]) < min{d([wo). a]) +d(wol. [6]).d((al, [wE]) + d([B], [wE])} < N(wE) —N(wo).
Deste modo, provamos que a distincia entre duas classe [a] e [b] é no méximo N (wg) — N(wyp). Logo
n(nt1)(n—1)

6

Como consequéncia do teorema anterior, a excentricidade da classe [wy] € a sua distincia a classe

[wg-

o maximo das excentricidades de uma classe de comutagdo no grafo G(wy) é






Capitulo 5
Raio

Neste capitulo iremos determinar o raio de C (wg”), fazendo corresponder uma palavra reduzida de
wg" com uma palavra reduzida de wéz”“ . Esta correspondéncia vai permitir usar alguns resultados de
[14] sobre o grafo C(w‘é”).

Consideremos o grupo simétrico Sy, 1) no alfabeto [+(n+ 1)] gerado pelas reflexdes {s : i €
[+n]U{0}} onde s§ = (—11) e, parai € [+n], s = (ii+1)sei>0es? = (i—1i) parai < 0. O grupo
(G4 +1 € um sub-grupo de &;(,,, 1) pelo que podemos considerar w € (G4 1 COMO uma permutagéo em

S (ny1) através da injegdo

0: 65— Sy
Wi @(w) = (W(n+1),...,W(1),W(1),...,W(n—|—1)>.

B A . . ~ . o
Note-se que ¢ (w,") = w,™""", i.e. a maior permutagdo com sinal de GB 1 corresponde a maior

permutagdo de &, 1). Temos também que ¢ (s;) = s‘l“s‘?, parai € [n],e ¢ (so) =s4. Sea=iyir--i
¢ uma palavra reduzida de 65 . 1» €screvemos ¢ (a) para denotar a palavra correspondente em Gy, 1),
ou seja, ¢(a) = i1iy...i], com 17 =ijijseij#0e z~j = 0 caso contrdrio.

Lema 5.1. Se a = iyiy---i; é uma palavra reduzida de wg", entdo ¢(a) é uma palavra reduzida de
Adnti
wy

B
n+1

e a possui exatamente n + 1 geradores 0, temos que o comprimento de ¢ (a) é 2(n+1)n+ (n+1) =

Demonstragdo. Como todo o gerador diferente de 0 de G, | corresponde a dois geradores em Sy, 1),

(n+1)(2n+1). Concluimos assim que ¢(a) € uma palavra reduzida de Wgz”“, uma vez que a

5 : 4 At
permutacdo associada a ¢ (a) é w™ .

O]

A L . ~
Dadas duas palavras a,b € R(w,™"), escrevemos a < b se a e b diferem por uma relagdo longa.

Relembramos que no caso do grupo simértico, s6 hd um tipo de relacao longa.
Lema 5.2. Seja a,b € R(w5").
1. Sea~ b, entdo ¢(a) ~ ¢ (D).

2. Sear b, entdo a palavra ¢(a) difere de ¢ (b) por duas relagdes longas.

21
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3. Sea b, entdo ¢ (a) difere de ¢ (b) por quatro relagdes longas.

Demonstracdo. Vamos provar apenas (1) e (3), sendo a prova de (2) andloga a prova de (3). Suponha-
mos sem perda de generalidade que a e b diferem por uma Unica comutacdo. Entdo, podemos escrever
a=pi-ij-ppeb=p;-ji-py, paraalgunsi,j € [0,n] tais que |i — j| > 1, com p; e p, palavras no
alfabeto [0,n]. Se i # 0 # j, temos

¢(a)=9(p1)-iijj- o(p2)
~o(p1)-jiij-¢(p2)
~@(p1)-jjii-¢(p2)=9(b).
Para o caso de i = 0 ou j = 0, o procedimento € andlogo.

Suponhamos agora que a 2 b. Entdo, podemos escrevera=p;-0101-ppeb=p;-1010- p,
com pj, p palavras no alfabeto [0,n]. Deste modo,

9(a)=9(p1)-01T01T-9(p2)
~¢(p1)-011011-¢(p2)
2 o(p1)-010T01-9(pa)
R (p1)-101T01-9(py)
~¢(p1)-10T101-¢(p2)
2 o(p1)-10T010-9(pa)
2 o(p1)-1T0T10-9(p2) = 9(b). O

Seja T;, o conjunto formado por todos os ternos (x,y,z) € [£(n+ 1)]? tais que x < y < z. Recor-
demos que, dada uma palavra reduzida a € R(wg"), todos os pares (x,y) € [+£(n+1)]> com x <y
sd0 transpostos uma e uma s6 vez durante o processo de transformacao da permutacdo identidade na
permutacao wg".

Definicdo 5.3. Dada uma palavra a € R(wg”) e um terno (x,y,z) € T, definimos T (a,xyz) =1 se,
pela ac¢@o dos geradores de a na permutagdo identidade, a transposi¢do do par (x,y) ocorre antes da
transposi¢do do par (y,z), e definimos 7 (a,xyz) = —1 caso contrario.

O valor T (a,xyz) pode ser obtido facilmente através do diagram em linha de a. Por exemplo,
se considerarmos a = 101210102, cujo diagrama em linha esta representado na Figura 3.1, temos
T(a,211)=1¢€ T(a,312) = —1. Foi provado em [14] que no grafo C(wgz"“), a funcdo T é
. . N Ly P
invariante em palavras pertencentes 2 mesma classe e que [a] ~ [b] se e s6 se T(a,xyz) = T (b,xyz)
para todo o terno (x,y,z) € T, excepto num dnico terno [15]. Do Lema 5.2 obtemos as seguintes
propriedades.

Lema 5.4. Sejam a,b duas palavras reduzidas de Wg".

¢ [a] = [b] se e s6 se T (a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno (x,y,z) € T,.
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e Sea® b, entdo T (a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno (x,y,z) € T,, excepto em dois ternos.

« Sea” b, entdo T (a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno (x,y,z) € T,, excepto em quatro ternos.

Lema 5.5. Seja a uma palavra reduzida de wg”. Para todo o terno (x,y,z) € T, tém-se T (a,xyz) =
—T(a,7yx).

Demonstracdo. Seja (x,y,z) € T, e suponhamos sem perda de generalidade que T (a,xyz) = 1. Note-
se que (z,5,X) € T, porque x <y < z. Como T (a,xyz) = 1, o par (x,y) foi transposto antes do par
(y,2). Os geradores que transposeram esses pares também foram responséveis por inverter os pares
(x,¥) e (¥,z), respetivamente, logo o par (x,y) foi transposto antes do par (¥,z), 0 que implica a que
T(a,zyx) = —1. O

Proposicio 5.6. Dada uma palavra a € R(Wg") e um terno (x,y,z) € T, temos que T (a,xyz) =
—T(aR, xyz).

Demonstragdo. O diagrama em linha de a® corresponde a uma reflexido horizontal do simétrico
de todas as componentes do diagrama em linha de a. Dado um terno (x,y,z), se o par (x,y) foi
transposto antes do par (y,z) por geradores de a, entdo o par (y,z) foi transposto antes do par (x,y)
por geradores de a®, o que implica que T'(a,xyz) = —T (a®,xyz). O mesmo aconteceria se o par (,z)
fosse transposto antes do par (x,y) por geradores de a. O

Dada uma palavra reduzida a € R(wg") temos que, pela Proposicdo 5.6, o comprimento do

caminho entre [¢(a)] e [¢(aR)] é no mdximo |T,,| = (*}*) = w. Foi provado em [14]

que este comprimento € de facto a distancia entre [¢(a)] e [¢(a®)] no grafo C(wgz”+1 ). Vamos usar
este facto para calcular o raio do grafo C(wg”). Consideremos o conjunto 7, = {(x,y,z) € T, : x =
y, oux =7, ouy =2z}, o qual corresponde aos ternos de 7, que estdo associados a transposi¢do de um

par (k,k).
Lema 5.7. Sejam a,b € R(wg”).
1. Se a® b entao T (a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno (x,y,z) € T,.

2. Sea® b, entdo T(a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno (x,y,z) € T,\ T,
Demonstragdo. Suponhamos que a X b. Podemos entio escrever

a=p1-i(i+1)i-ps
b=p-(i+1)i(i+1)-ps

para algum i € [n— 1] e py, p; palavras no alfabeto [0,n]. Pelo Lema 5.4, T(a,xyz) = T(b,xyz)
para todo o terno (x,y,z) € T,, excepto para dois ternos. De facto, esses ternos sdo (x',y,7) e
(Z,y,x),comx' =P,y = (i+1)P' 7 = (i+2)P'. Como i # 0, os geradores dos fatores i (i+1) i e
(i+1)i(i+1) deae b, respetivamente, ndo vio tranpdr pares da forma (k, k), pelo que (x',y',7’) e
(z,y’,x’) ndo estdo no conjunto 7.

Com argumentos andlogos se prova que, se a 2 b, entdo T (a,xyz) = T (b,xyz) para todo o terno
(x,y,2) € T,\T,. O
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Lema 5.8. Se a € R(W2"), entdo a e a® diferem por pelo menos ") velagdes longas do tipo 2, e
0 2 ¢

n(n+1)(4n—4)
6

pelo menos relacées longas do tipo 1.

Demonstragdo. Pela Proposigdo 5.6, T (a,xyz) = —T (a®,xyz) para todo (x,y,z) € T, e pelos Lemas
5.4 5.7, existem pelo menos §|T;/| + 3 |7, \ 7| relagdes longas em qualquer caminho entre a e aX. E

facil de verificar que |T)|| = M;U’ pelo que um caminho entre a e a® tem pelo menos w relacdes
longas do tipo 2. Como
, 2n+2)2n+1)2n  4n(n+1) 2n(n+1)(4n—4)
T AT, = - = ;
6 2 6
existem pelo menos w relagdes longas do tipo 1 entre qualquer caminho que une a e a®. [
O pfoximo resultado € consequéncia do lema anterior e do Teorema 4.19.
1)(4n—1
Teorema 5.9. O raio do grafo C(wg") é n(n+ ? " )
Demonstracdo. Do lema anterior, para toda a palavraa € R (wg”) nds temos que
n(n+1 nn+1)(4n—4 nn+1)(4n—1

2 6 6

Como o membro direito da equacgdo (5.1) foi provado, no Teorema 4.19, ser o didmetro de C (wg”),

temos que d([a], [a¥]) = n(n+1)(4n—1)

, ou seja, a excentricidade de qualquer classe de comutagéo
¢ igual ao diametro do grafo, o que prova que este niimero também € o raio do grafo. O



Capitulo 6

Planaridade e atomos

Na Figura 2.2 esté representado o grafo C (wgz), que € claramente planar. Neste capitulo iremos
mostrar que para n > 2 o grafo C (wg") ndo € planar, usando o Teorema de Wagner [6]. Uma contragdo
de uma aresta e = {u,v} num grafo é o grafo que se obtém combinando os vértices u e v num dnico
vértice que serd adjacente a todos os vértices que eram adjacentes a u e v no grafo original. Um menor
de um grafo € um novo grafo obtido através da eliminagdo de arestas, e/ou de contracdo de arestas do
grafo original. O Teorema de Wagner afirma que um grafo € planar se e s6 se ndo contém Ks ou K3 3
COmMO Menor.

Lema 6.1. O grafo C (wg3) ndo é planar.

Demonstragdo. O menor de C(wg3) tendo como vértices os conjuntos:
A ={[1012101032101323]},
B ={[1012101232101023]},
C ={[1021021023210123]
D ={[1012101023210123
E ={[1021021032101323],[1021021321010323],[1012101321010323]}
F ={[1021021232101023],[1021012132101023],[1210102132101023],[2102102132101023],
[ L
[ L

}
I}
L I}

LI LI
2101210132101023], [2101210103210123],[2101021013210123], [0210121013210123],
A b

] ]

bl

0210210213210123],[0121010213210123],[0102101213210123],[0102102123210123],
[0101210123210123],[0101210132101323],[1010210132101323]},
onde E e F' sdo a contrac@o dos seus vértices, € isomorfo a um K3 3 dado que A, B, C estdo conectados
a todos os vértices D, E, F. Pelo Teorema de Wagner, concluimos que C (wg3) nio é planar. O

Na Figura 6.1 estd representado o menor de C (wg3) isomorfo a K33, onde as arestas pretas
representam relagdes longas do tipo 1, as arestas a tracejado representam relacdes longas do tipo
2, e os vértices dados pelo lema anterior, com E; e F; o i-€simo e j-€simo elementos de E e F,
respetivamente, com Eg = E e Fy = F.

Lema 6.2. Se n > 1, entdo o grafo C(Wg"*l) € um sub-grafo de C(Wg").

Demonstragdo. Note-se que dada a € R(Wg”*1 ), apalavraa-n!-123---n é uma palavra reduzida de
Wg" visto que possui 72 +2n+ 1 = (n+ 1)? letras, e que corresponde 2 permutagio wg”. Logo, o sub-
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Figura 6.1 Menor de C (wg3) isomorfo a K3 3.

grafo de C(wg") formado pelas classes de comutagdo das palavras a-n!-123---ncoma € R(wg”’l) é
isomorfo a C(wg”’1 ). O

Dos Lemas 6.1 e 6.2 temos o seguinte resultado.

Teorema 6.3. Paran > 2 o grafo C (Wg”) ndo é planar.

A palavra 010121012 € R(wg?) possui a propriedade de que [010121012] = {010121012}, isto &,
a sua classe de comutacdo possui um unico elemento. Uma classe de comutacido que possui apenas
uma palavra é chamada de dromo. E ficil de ver que uma palavra reduzida é um 4tomo se e s6 se todo
o seu fator de comprimento 2 é formado por gerador com indices consecutivos. Em [14] provou-se
que C (wg‘”) possui apenas 4 dtomos, para todo n > 2. Um dos passos dessa prova foi mostrar que os
atomos de C(wé") possuiam certos fatores para poderem ser dtomos. Para o caso do grafo C(wg")
vamos usar um raciocinio andlogo.

Lema 6.4. A palavran!(12...n) € a iinica palavra reduzida de entre todas as palavras de comprimento
> 2n+ 1 no alfabeto [0,n] que possui o gerador n como gerador mais a direita e mais a esquerda,
possui pelo menos um gerador 0 e todos os seus fatores de comprimento 2 sdo formados por geradores

com indices consecutivos.

Demonstracdo. Comecemos por considerar as palavras nas condi¢cdes do enunciado que possuem
exatemente um gerador 0. Se a for uma dessas palavras, entdo podemos escrever a = p; 0 pp, com p;
e p2 palavras no alfabeto [n], onde o gerador mais a esquerda de p; é n e o gerador mais a direita de p;
¢ 1, e o gerador mais a esquerda de p; € 1 e o gerador mais a direita de p, é n. Foi provado em [14] que
a palavra 12---n (respetivamente, n(n — 1) --- 1) é a dnica palavra reduzida com comprimento > n no
alfabeto [n], tendo como gerador mais a esquerda 1 e o gerador mais a direita n (respetivamente, tendo
como gerador mais a esquerda n e o gerador mais a direita 1), e onde todo o seu fator de comprimento
2 é formado por geradores com indices consecutivos. Como o comprimento de p; e p» € > ne
como sdo palavras no alfabeto [n], vem que p;y =n(n—1)---1e pp =12---n, logo a = n!(12...n).



27

Suponhamos agora que a é¢ uma palavra nas condi¢des do enunciado com exatamente dois geradores
0. Precisamos de mostrar que neste caso a ndo é reduzida. Podemos escrever a da forma

a=p10p20ps,

com pi, p2 e p3 palavras no alfabeto [n]. Usando argumentos anteriores, temos que p; =n(n—1)---1

e p3 =12---n, pelo que
a=n!py0(12---n).

Como 1" = n+1, esta letra nio pode estar na primeira posicdo da notacdo em janela de n!- p,,
pelo que existe k € [n+ 1]\ {1} tal que k7> = n+1 o que implica que k72011 — ;T <
(k — 1)"p201-(k=1) "Pela Proposicdo 3.2, a palavra n!- py-01 --- (k— 1) ndo é reduzida, o que implica
que a também nao € reduzida, contradizendo a hipé6tese. Se a tiver mais do que dois geradores 0,
usando um argumento indutivo prova-se que a continua a nio ser reduzida. O

Lema 6.5. Seja a € R(Wg”). Se a = p;-n!(12...n) - pa, com py e py no alfabeto [0,n], entdo a
concatenagdo de p| e py é uma palavra reduzida de Wg”*', isto é, py-p2 €ER (Wg"’l ).

Demonstra¢do. Vamos comegar por provar que (n+1)?' =n+1. Se (n+ 1) =kcomk <n+1,
entio temos dois casos

1. i’ =n+ 1 para algum i € [n].
2. iP" = n+ 1 para algum i € [n].

No primeiro caso temos que i?1 ("= (H+D) — 4 1 > (i+ 1)1’1'”(”_”“'("“) =k, uma vez que o fator
n(n—1)---(i+1) “empurra” a letra (n+ 1)”" = k para a posi¢do i + 1, e no segundo caso temos
que =1 — > (i+ I)Pl'”!l"‘(i_l) =n+ 1. A Proposi¢do 3.2 implica que no primeiro caso a
palavra p; -n(n—1)---(i+1)i ndo seja reduzida, e no segundo caso a palavra p; -n!l---(i—1)i ndo
¢ reduzida, o que contradiz a hipétese de a ser reduzida. Logo, temos de ter (n+ 1)”' = n+ 1 sendo
que a permutagdo associada a n!(12...n) atua em p; mudando o sinal da letra n+ 1. Isto implica
que p; - p» atua na permutacgao identidade mudando os sinais das letras 1, 2, ..., n. Como p;p; tem
(n+1)?> — (2n+1) = n? letras, concluimos que é uma palavra reduzida de Wg”’l. O

Lema 6.6. Se a é um dtomo de C (wg”), entdo existem palavras py, p» no alfabeto [0,n — 1] tais que

a=py-n(12..n) - p com py - py € R(wg"™").

Demonstracdo. Consideremos a primeira e tltima ocorréncia do gerador n em a. Entre esses dois
geradores tem de existir um gerador 0 que é responsavel por mudar o sinal de n+ 1. Podemos assim
escrever a da forma a = p;-n-p3-0-ps-n-py com py, p, palavras no alfabeto [0,n — 1] e p3, ps
palavras no alfabeto [0,n]. Como a é um dtomo, todo o seu fator de comprimento 2 é formado
por geradores com indices consecutivos, o que, pelo Lema 6.4, se tem n p3 0 py n = n!(12---n).
Finalmente, pelo lema anterior temos que p; - p» € uma palavra reduzida wg”’] . O

Vamos agora introduzir um conjunto especial de palavras reduzidas, conjunto este que possui 0s

atomos que procuramos.
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Definicdo 6.7. Dada uma permutacio v € &, seja wy = H?jll fu(i)» onde ;41 = j!(12--- j). Dize-
mos que wy é uma palavra ordenada, e definimos O(n) = {wy: v€ &,.;}, o conjunto de todas as
palavras ordenadas.

A permutagdo associada a uma palavra da forma i!(12---i), com i € [0,n] atua numa permutag¢do
v trocando o sinal da i-ésima letra da notagdo em janela de v.

Exemplo 6.8. Se v=(2,4,1,3), entéo a palavra ordenada que se obtém de v é
wy = f2faf1f3 = 101-3210123-0-21012.

Proposicao 6.9. Toda a palavra ordenada w € O(n) é uma palavra reduzida de wg”.

Demonstragdo. Temos que f;y1 possui comprimento 2i + 1, logo qualquer palavra ordenada possui
comprimento

n

Z(zi+1):2fz‘+n+1

i=0 i=0
~ 2n(n+1)

5 +n+1=(n+1)>

A permutagio associada a ;1 atua numa permutacdo mudando o sinal da (i + 1)-ésima letra da
sua notagdo em janela. Como v € G, 1, o fator f; ;| aparece exatamente uma vez em wy, para todo
i € [0,n], logo wy é uma palavra reduzida de wg”. U

E ficil de verificar que a ordem pela qual as letras mudam de sinal durante o processo de
transformacdo da permutacio identidade na permutagio Wg" ¢ diferente para cada palavra ordenada.
Este facto vai implicar a que cada palavra ordenada pertenca a uma classe diferente, como veremos de
seguida.

Definicdio 6.10. Dada uma palavra a € R(wg") definimos ord(a) := (ki,ka, ..., ky+1) onde k; € [n+41]
¢é a i-ésima letra a mudar de sinal no processo de transformagao da permutacio identidade em wg”
usando a.

Podemos obter ord(a) através do diagrama em linha de a, observando a ordem pela qual os
pares da forma (k,k) sdo transpostos, para todo k € [n+ 1]. No caso de a = 101210102, temos
ord(a) = (2,3,1) (ver Figura 3.1).

Lema 6.11. Seja a,b € R(wWy") tal que a ~ b. Entdo ord(a) = ord(b).

Demonstracdo. Suponhamos, sem perda de generalidade, quea=p;-ij-poeb=p;-ji-p2, para
alguns i, j € [0,n] tais que |i — j| > 1, com p; e p; palavras no alfabeto [0,n]. Se i # 0 # j, entdo todos
os n+ 1 geradores 0 estdo nos fatores p; e py. Neste caso, temos ord(a) = ord(D), visto que p; -i j
corresponde a mesma permutacdo associada a p; - j i. Caso contrdrio, se i ou j for 0, entdo também
teremos ord(a) = ord(b) porque i e j atuam em letras distintas na nota¢do em janela de p;. O

Proposicio 6.12. O conjunto O(n) tem (n+ 1)! palavras reduzidas, cada uma pertencendo a uma
classe de comutacdo diferente.
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Demonstragdo. E ficil de ver que pela construgio das palavras ordenadas, |O(n)| = |G, | = (n+1)!.
Para mostrar que toda a palavra ordenada pertence a uma classe de comutacio diferente basta notar
que a ordem pela qual as letras mudam de sinal durante o processo de transformacao da permutacio
identidade na permutagdo wg” ¢ diferente para cada palavra ordenada, isto ¢, ord(wy) = ord(wy) se e
s6 se u = v. Logo, pelo Lema 6.11, temos o resultado. 0

Teorema 6.13. Para n > 1 existem exatamente dois dtomos de C (wg”), sendo eles wig e w .
0

Demonstracdo. Vamos usar inducio para mostrar o resultado. O grafo C(Wg ') tem apenas duas

classes de comutagdo, sendo elas [0101] e [1010], e ambas sdo dtomos, com 0101 =w;g e 1010=w_a,.
0

Suponhamos agora que o resultado é vélido até n = k— 1 , e consideramos o grafo C(wgk). Pelo Lema
6.1?;:,.86 aéum é:[omo ,de C(wgk), entdo a = py -k!(12--- zc) P2 .com p1- p2 uma 'pa\lav.ra .reduzida de
w," . Como a € um dtomo, se p| € p, forem palavras ndo vazias, o gerador mais a direita de p; € 0
gerador mais a esquerda p; t€m de ser iguais a k — 1, o que implicava que p; - p» ndo fosse uma palavra
reduzida. Logo, ou p; ou p; é a palavra vazia. Se p; for a palavra vazia, entdo a = k!(12---k)p,
com p, uma palavra reduzida de wg"" . Todo o fator de comprimento 2 de a é formado por geradores
com indices consecutivos, o que implica que p; seja um atomo de C (Wg"’1 ). Por hipétese de indugdo,
temos apenas duas possibilidades pelo que p; tem de ser a palavra Wwﬁ"*] , para que a continue a ser
um dtomo , logo a = k!(12--- k)wwgk,l = ng‘k' Se p» fosse a palavra vazia, com argumentos andlogos
se prova que a = wjg. O






Capitulo 7

Componente Computacional

Neste capitulo vamos descrever a componente computacional deste trabalho, que estd profundamente
interligada com os capitulos mais tedricos anteriormente desenvolvidos. Este capitulo vai ser dividido
em duas partes: a primeira parte é dedicada a descricdo dos algoritmos usados na determinacao
das classes de comutacdo, com especial enfase no ultimo (o mais eficiente), e a segunda parte
dedicada a aplicag¢do que foi desenvolvida no 4mbito desta tese e que permitiu visualizar o grafo
C(Wg”) paran =2 e n = 3. De facto, a visualizacdo do grafo C(wg”) permitiu intuir algumas das
novas propriedades referidas nos capitulos anteriores, uma vez que estas estruturas possuem grandes
dimensdes o que torna inexequivel a sua construcio de forma manual (ver Tabelas 7.1 e 7.2 ). Contudo,
o estudo tedrico destas estruturas permitiu desenvolver versdes cada vez mais eficientes do algoritmo
usado na determinagdo do ndmero de classes de comutacao de C(wg”), 0 que torna bem visivel a
interligacdo entre a componente prética e tedrica deste trabalho. De salientar que estes algoritmos
foram executados utilizando o computador chita 3 do Laboratério de Célculo do Departamento de
Matematica da Universidade de Coimbra, o qual tem as seguintes caracteristicas:

* Processador: Intel i7-5820K
* Velocidade do processador: 3.30GHz

¢ Memoria Ram: 64GB.

4925 166 862
12 221 171 869 734
95 482 373 388 042 562
Tabela 7.1 Numero de classes de comutagao (sequéncia A180605 de [20]).

n | Numero de classes de comutagdo
1 2

2 14

3 330

4 25396

5 6272 842

6

7

8
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n | Dimensdo da classe [wy)
1 1

2 4

3 169

4 141 696

Tabela 7.2 Algumas dimensdes da classe gerada por wy.

7.1 Algoritmos de geracao das classes de comutacao

7.1.1 Algoritmo de pesquisa exaustiva

Quando inicidmos este trabalho, a descri¢do existente na literatura para construir o grafo C (wg”)
consistia em ir agrupando palavras reduzidas que diferem por uma sequéncia de comutagdes, formando
as classes de comutagdo, e depois atribuindo uma aresta entre duas classes [a] e [b] sempre que existem
palavras @’ € [a] e b’ € [b] que diferem por uma relacdo longa. Deste modo, a primeira abordagem
consistiu na constru¢do de um algoritmo de pesquisa exaustiva que determina todas as palavras
reduzidas de Wg" e verifica quais as que correspondem a classes de comutacdo diferentes. Este
procedimento estd esquematizado no pseudocédigo do Algoritmo 1 e € iniciado com algPE(ayp),
onde ap € uma palavra reduzida de Wg", e coloca a classe [ag] no vetor C de classes exploradas
pelo algoritmo (passo 1). Cada classe é guardada numa estrutura que possui um vetor com todos
os seus elementos e uma variavel onde € guardada a menor palavra na ordem lexicogréfica dessa
classe, a qual chamamos representante da classe, que é acedido com a fungéo lex(a). A seguir, sdo
geradas todas as palavras da classe [ag] (passo 2) e para cada palavra ' de [ag] (passo 3) pesquisa-
se todas as possiveis relacdes longas que permitem gerar palavras b em novas classes (passo 4).

L\VL, L L, , ~
"M bsed < boud < b. Sempre que é efetuada uma relagio longa em

Usaremos a notagdo a
alguma palavra, o que permite sair da classe em andlise, é necessdrio verificar se a classe desta
nova palavra ja foi gerada. Para isso é calculada a menor palavra na ordem lexicografica de [b],
ou seja a representante da classe [b] cujo o processo estd descrito no Capitulo 3, e é verificado nas
classes ja geradas se existe alguma que tenha a mesma representante (passo 5). Se ndo existir, o

Lema 3.10 garante que a classe [b] ainda ndo foi gerada e o algoritmo deve explora-la (passo 6).

Algoritmo 1: [Algoritmo de pesquisa exaustiva] algPE(ag)

passo 1: Adicionar [ag] ao vetor C

passo 2: Gerar a classe [ag]

passo 3: PARA cada d na classe [ag|
passo4:  PARA cada b tal que b " &
passo 5: SE lex(b) ¢ C

passo 6: algPE(b)
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Proposicao 7.1. O Algoritmo 1 gera todas as classes de comutagdo.

Demonstracdo. Atendendo a descricdo do grafo C (wg”) e ao facto do algoritmo examinar exaustiva-
mente todas as novas classes geradas, temos o resultado pretendido. O

Com esta versdo do algoritmo foi possivel calcular todas as classes de comutagdo até n = 3, tendo
demorado 4 segundos no caso n = 3, ndo conseguindo finalizar para valores de n superiores pelo
elevado tempo de execugdo que exigiria. No entanto, este método tem alguns aspetos negativos:

* necessita de muita memoria uma vez que sdo guardados os representantes de cada classe, o que
por exemplo para n = 4 implica guardar 25396 vetores com 25 inteiros cada um,

 gera todas as palavras reduzidas de wg", nimero este que é bastante elevado comparado com o
nimero de classes de comutacgdo (ver Tabela 7.3), exigindo grande esfor¢o computacional,

* o processo de verificar repeticdes torna-se muito ineficiente a medida que o algoritmo vai
gerando mais classes e piora a medida que o valor de » aumenta.

n | Ndmero de palavras reduzidas
1 2

2 42

3 24 024

4 701 148 020

5 1671 643 033 734 960

Tabela 7.3 Numero de palavras reduzidas (sequéncia A039622 de [20]).

Este algoritmo, apesar das suas ineficiéncias, foi muito ttil no fnicio deste trabalho porque
forneceu-nos mais informagdes sobre o grafo C(wg"). De facto, a andlise de todas as palavras
reduzidas em R(wg "), permitiu desenvolver uma aplicagéo com interag¢do gréafica com o utilizador que
permite explorar algumas propriedades do grafo, no caso de n = 2 e n = 3. Outro aspeto positivo foi o
facto deste algoritmo estar preparado para gerar o grafo a partir de qualquer palavra reduzida, o que
permitiu observar algumas propriedades, nomeadamente que o grafo pode ser particionado por niveis,
que o nimero de niveis é sempre o mesmo independemente da palavra inicial com que se comeca a
gerar o grafo, que o nimero de relagdes longas do tipo 1 e tipo 2 entre a classe do primeiro nivel e
dltimo nivel sdo constantes e que a classe do tltimo nivel corresponde a classe reversa da classe da
palavra com que se inicia o algoritmo. Estas observagdes permitiram conjeturar uma férmula para o
didmetro e o raio do grafo (Teoremas 4.19 € 5.9).

Como foi descrito no Capitulo 4, o grafo C (Wg") € um grafo particionado por niveis, os quais
podem ser caraterizados pela funcio nivel N. Quando o grafo € gerado a partir da palavra wq, o
processo de verificar repeti¢des torna-se mais eficiente como veremos de seguida na préxima versdao

do algoritmo.
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7.1.2 Algoritmo com a func¢ao nivel

A funcio nivel foi de extrema relavancia no Capitulo 4, pois permitiu determinar o didmetro do grafo
C (wg"). Nesta seccdo vamos usar as propriedades da fun¢@o nivel para aprimorar o algoritmo descrito
no ponto anterior.

O grafo C (Wg”) € um grafo particionado por niveis, isto €, podemos dividir o grafo em vdrias
camadas sendo que cada uma delas possui apenas classes de comutacdo com a mesma imagem
pela fungdo N. Além disso, se duas classes estiverem ligadas por uma relacdo longa, entdo os seus
niveis diferem de uma unidade. A classe [wp] € a classe que possui menor valor da fungéo nivel
(Proposigdo 4.16), pelo que se geramos o grafo a partir desta classe apenas necessitamos de gerar
classes que estejam no nivel acima da classe que as gerou. Nesta nova versdo do algoritmo, em
vez de definirmos um vetor C que guarda todas as classes, definimos vdrios vetores C, cada um
constituido apenas por classes de comutacdo com nivel k. Deste modo, verificar se uma classe ja
foi gerada pelo algoritmo num passo anterior é¢ mais eficiente. Nesta versao do algoritmo também
foi desenvolvido um método de encontrar as classes adjacentes de uma classe de comutagdo sem
que seja necessdrio gerar a classe por inteiro. Este método consiste em analisar todos os geradores
da representante da classe, da esquerda para a direita, sendo que para cada gerador i;, o algoritmo
vai pesquisar nessa palavra se existem geradores a direita de i; que permitam formar um fator da
forma ijijiy, comij=ime |ij — ij/| = 1, ou um fator da forma i;ij i i;» = 0101, usando comuta-
¢oes de geradores vélidas. No Algoritmo 2 estd representado o pseudocddigo desta versdo, sendo
inicializada com a palavra a = wy. Este algoritmo é muito semelhante ao anterior, diferindo apenas a
verificacdo das classes repetidas, que € feita no vetor correspondente ao nivel da classe em analise.

Algoritmo 2: [Algoritmo com a funcad nivel] algFN(a)

passo 1: Adicionar [a] a lista Cy(,)

passo 2: PARA cada b tal que b "' o e N(b)=N(a)+1,comd € [d]
passo 3: SE lex(b) & Cnp)

passo 4: algFN(b)

Proposicao 7.2. O Algoritmo 2 determina todas as classes de comutagdo.

Demonstracdo. Existem duas diferencgas entre este algoritmo e o anterior. A primeira consiste em
ndo gerar explicitamente todos os elementos da classe, apesar de serem pesquisadas (de forma mais
eficiente) todas as relacdes longas que permitem aumentar o valor da fungdo N. A segunda diferenca
consiste no processo de verificagdo se uma nova palavra gerada a partir de a pertence a uma classe
repetida uma vez que s6 sdo analisadas as classes que estdo em Cy () 1- Porém, as Proposigdes 4.9 e
4.16 indicam que as restantes comparagdes sdo desnecessarias. O

Com esta implementacao foi possivel calcular todas as classes de comutacdo num periodo razodvel
de tempo até n = 5, sendo que para este tltimo valor de » o algoritmo demorou cerca de 3 dias. Apesar
desta versdo ser mais eficiente que a pesquisa exaustiva, continua a ser necessdrio guardar todas as
representantes de cada classe e o processo de verificar repeti¢des também se torna menos eficiente a
medida que o valor de n aumenta. No Gréfico 7.1 pode ser vista uma andlise destas duas primeiras
versdes do algoritmo em termos do nimero de comparacdes que € feito para verificar repeticdes. De
facto, um dos grandes problemas do algoritmo é exatamente a verificacdo de repeticdes. Mesmo
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nesta versao, € necessdrio fazer muitas comparagdes pois o nimero de classes em cada nivel aumenta
significativamente com o aumento do n. Para resolver este problema foi necessério desenvolver um
algoritmo com uma abordagem completamente diferente.

Anélise de verificagtes

320
280
240

200

160 — algfe
algfn

120

Nomero de classes geradas

80

40

0 40 80 120 160 200 240 280 320

Namero de comparagdes

Figura 7.1 Numero de comparagdes efetudas pelos algoritmos algFE e algFN.

7.1.3 Algoritmo de construcao lexicografica

As duas versdes descritas até ao momento obrigam verificar a existéncia de repeti¢des sempre que é
gerada uma nova classe. A préxima abordagem que aqui vamos apresentar vai ser um método recursivo
que ndo necessita dessa verificag@o e, por isso, evita o armazenamento de todos os representantes das
classes. Contrariamente as versdes anteriores, neste método vamos partir da palavra vazia e vamos
construindo letra a letra todas as representantes de cada classe. Assim, existem n -+ 1 possibilidades
para o primeiro gerador de alguma representante. Seja p = i; com i; € [0,n]. Uma vez que queremos
gerar todas as menores palavras na ordem lexicografica de cada classe, s6 podemos concatenar p com
outro gerador i, se iy € {ij — 1} U[i; + 1,n]. Obtemos assim p’ = iji;. Do mesmo modo, p’ pode
ser concatenado com um gerador i3 se i3 € {i» — 1} U[iz + 1,n], formando assim p” = i;iyi3. Para
concatenar geradores com p”, o processo difere do descrito nos passos anteriores, uma vez que a
escolha do préximo gerador pode fazer com que a palavra deixe de ser reduzida. Por exemplo, se
p” = 212 e concatendssemos com o gerador 1 obtiamos p”’ = 2121, o que ndo pode acontecer pois
p""" ndo € uma palavra reduzida. Para evitar este caso € necessario guardar também a permutagdo
associada a palavra que estamos a construir. Deste modo, usando a Proposi¢ao 3.2, podemos analisar
a escolha dos geradores e impedir que a palavra deixe de ser reduzida. Logo percorremos todas as
hipdteses possiveis para representantes de classes sem repeti¢des.

O algoritmo comega por inicializar um vetor vazio p de dimensio (n+ 1)? (passo 1) e um vetor
perm que no inicio guarda a permutacio identidade (passo 2). Depois o algoritmo vai construir todas
as representantes de cada classe que t€ém como gerador mais a esquerda o gerador i, com i € [0,n]
(passo 3), sendo usada uma funcdo recursiva que tem como input um gerador e que verifica se é
possivel concatenar esse gerador com a palavra guardada em p. Cada chamada recursiva comega por
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fazer uma anélise de um gerador i € [0,n] a concatenar (passo A), usando as ideias da Proposi¢do
3.2. Se a andlise for positiva (passo B), entdo o gerador € inserido na primeira posi¢do livre de p
(passo C) e é atualizada a permutacio associada 4 nova palavra (passo D). Se p ficar com (n+ 1)?
geradores (passo E), entdo estamos perante uma representante de uma nova classe, pelo que o contador
de classes é incrementado (passo F). Caso contrdrio, para cada gerador j € {i — 1} U[i+ 1,n] (passo
G), o algoritmo vai explorar se é possivel inserir tal gerador na palavra p. No final, é retirado o
gerador i da palavra p (passo H) e € atualizada a permutag@o (passo I). No Algoritmo 3 estd descrito o
pseudocédigo referente a esta versao.

Algoritmo 3: [Algoritmo de construcdo 1éxicogrifica] algCL(n)
contador <— 0

passo I: p + []

passo 2: perm<— [1,2,...n+1]

passo 3: PARA cada gerador 0 <i<n:
construir_palavra(?)

construir_palavra(i)
passo A: SE (perm[i] < perm[i+ 1] E i > 0) OU (perm[i] > 0 E i =0)
passo B: p<p-i
passo C: Atualizar permutacdo // se i>0 trocar perm[i] com perm[i+1],
caso contrario perm[1]=-perm[1]

passo D: SE p possuir (n+ 1)? geradores

passo E: contador < contador+ 1 // Foi gerada um nova representante
SENAO

passo F: PARA cada gerador jem {i—1}U[i+1,n]

passo G: construir_palavra()

passo H: Desfazer palavra // retirar o Gltimo gerador de p

passo I Desfazer permutacio // se i>0 trocar perm[i] com perm[i+1],

caso contrario perm[1]=-perm[1]

Proposicao 7.3. O Algoritmo 3 determina todas as classes de comutagdo.

Demonstragdo. Cada classe de comutacdo pode ser representada pelo seu menor elemento na ordem
lexicografica. Uma vez que este algoritmo percorre todas as palavras lexicograficamente menores em
relacdo as palavras que diferem apenas de relacdes de comutagdo e ignora as palavras lexicografica-
mente menores que ndo sio reduzidas, todas as classes de comutagdo sdo geradas. 0

Com esta versao foi possivel calcular todas as classes de comutacio até n = 6. De salientar que
para n =5, o algoritmo demorou 3 minutos a gerar todas as classes, uma melhoria substancial em
relagdo a versdo anterior que, para este valor de n demorava cerca de 3 dias. Com o intuito de melhorar
os tempos de computagdo, foi também desenvolvida uma versdo nao recursiva do algoritmo. Contudo,
a diferenca de tempo nao foi significativa, ndo permitindo obter o nimero de classes de comutacao
para valores de n superiores. Apesar deste método ndo precisar de guardar as representantes de cada
classe e de ndo ser necessario verificar a existéncia de repeticoes, podemos melhorar ainda mais o
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algoritmo. Note-se que nesta versdao construimos as representantes das classes letra a letra. Se nos
fixarmos no caso de n = 4, existem 25396 classes de comuta¢do. Cada chamada recursiva acresenta
uma letra a palavra, logo se houver uma chamada recursiva para cada letra de cada representante seria
necessario haver 25396 - 25 = 634900 chamadas recursivas. Contudo, o algoritmo efetua 821 564
chamadas recursivas, isto porque alguns geradores que até poderiam deixar a palavra como menor
palavra na ordem lexicografica fazem com que a palavra deixe de ser reduzida. Na préxima versao
vamos descrever um algoritmo que ndo precisa de tantas chamadas recursivas e que usa também as
propriedades da funcdo nivel.

7.1.4 Algoritmo de novas ligacoes

A ideia geral deste algoritmo baseia-se na propriedade de o grafo ser conexo e, por isso, existir
sempre um caminho entre qualquer classe [a] e [wp]. Como esse caminho pode ndo ser tinico, vamos
estabelecer a regra que cada vez que subimos de nivel no grafo utilizamos a relacdo longa mais a
direita possivel. Deste modo, estabelecemos um tnico caminho (que verifica esta regra) de [wy| para
[a] o que evita gerar classes repetidas. Assim, o algoritmo ird partir de wy e gerar novas palavras
reduzidas utilizando relagdes longas associadas a wy. Seguidamente, ird explorar cada uma dessas
palavras a expandido-as com uma relacio longa para obter uma palavra reduzida b numa classe no
nivel acima e de forma a que essa relacao longa seja a que se encontra mais a direita em b. Deste
modo ndo € necessario reconstruir a palavra b partindo da palavra vazia (como no algoritmo anterior)
e o conjunto de relacdes longas associadas a b € facilmente deduzido do conjunto de relacdes longas
associado a a. Para descrever esta versao do algoritmo vamos introduzir algumas notagdes que vao
facilitar a sua compreensdo. Dada uma palavra reduzida a = iyi> - - - i;, dizemos que ela suporta uma
relagdo longa na posigdo j se existir @’ € [a] tal que a’ = py -ijijijp-prcomiy =ipmelij—iy| =1,
ou se existir @’ = p; Ljpijinigm - pa com ipijii = 0101 ou ipijiniy = 1010. Temos entdo que

LiVL . ~ P L
a “'~?b. Se N(d') < N(b) dizemos que essa relagiio longa é positiva e escrevemos a’ ~ b, caso

contrario dizemos que essa rela¢do longa é negativa e escrevemos a’' % b. Vamos considerar o conjunto
L(a) constituido por todas as posi¢cdes onde a suporta relagdes longas. Deste modo, uma relagdo
longa pode ser identificada pela sua posi¢do central, isto é, a posi¢do do segundo gerador do fator
onde podemos aplicar uma rela¢do longa. Para simplificar a utiliza¢do do algoritmo, armazenaremos
adicionalmente a posicdo de todos geradores, pelo que a relacdo longa vai ser representada pelo vetor
[/, 7, j"Toulj,j,j",j""] dependendo se se trata de uma rela¢éo longa do tipo 1 ou 2.

Exemplo 7.4. Sejaa =010210121. Temos que a suporta uma relacdo longa do tipo 2 na posi¢do 5
que € positiva, uma vez que a = 010210121 ~ 012010121, e suporta uma relacao longa do tipo 1 na
posicdo 8 que ¢ negativa, logo L(a) = {[3,5,6,7],(7,8,9]}

E facil de verificar que se a ~ b, entio |L(a)| = |L(b)|. Pela Proposigio 4.16, se a ¢ [wo), entdo a
tem de suportar uma rela¢do longa negativa. Consideremos entdo a relacio longa negativa suportada
por a na posi¢cdo mais a direita possivel. Contudo, pode acontecer o caso em que a suporta duas
relacdes do tipo 1 negativas nessa posic¢ao, isto é, pode existir um gerador i que € o gerador central de
duas relacdes longas do tipo 1. Nesse caso, vamos considerar a relacio longa que admite um fator da
forma (i+ 1)i(i+ 1), parai € [n — 1], uma vez que na menor palavra em relacdo a ordem lexicografica,
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os geradores desse fator estdo mais a direita. Temos entdo que a suporta uma tnica relacio longa
negativa, nas condicdes descritas.

Exemplo 7.5. A relagdo longa negativa mais a direita suportada por a = 0101321032102132 acon-
tece na posicdo 6. Visto que nesta posicdo a suporta duas relacdes longas negativas, vamos con-
siderar a relac@o longa dada pelos geradores a negrito: a = 0101321032102132. Na palavra b =
0102103210123212, a relagcdo longa negativa suportada por b mais a direita encontra-se na posicao
15.

. . . . . L~ 4L L
Com isto podemos concluir que para cada classe [a] existe um dnico caminho [a] ~ [a] ~ -+ ~

[a;] = [wo], sendo que a relagdo longa que a; suporta e que gera a classe [a;11] € a relacdo longa
negativa mais a direita. Deste modo, se cada classe for gerada por essa relagdo longa em especifico
sdo percorridas todas as classes e ndo vai haver repeticdes. Nesta versao vamos gerar o grafo a partir
da palavra wg e vamos gerar todas as classes através dos caminhos anteriormente descritos.

Outro aspecto importante € a forma como o conjunto L se altera quando temos duas palavras que
diferem por uma relacio longa. Sejam a,b € R(wg”) tais que a = b. Podemos entio escrevrer

a=pi-i(i+1)i-ps
b=py-(i+1)i(i+1)-p2,

para algum i € [n— 1] e p;,p, palavras no alfabeto [0,n]. Note-se que todas as relagdes longas
suportadas por a que envolvem geradores do fator i(i 4 1)i de a vdo deixar de ser suportadas pela
palavra b uma vez que esse fator ja ndo existe em b. Todas as outras vdo continuar a ser suportadas
por b. Contudo, também pode acontecer que os geradores do fator (i + 1)i(i+ 1) passem a pertencer a
relacdes longas suportadas por b. No caso de a Rbo processo € andlogo.

Exemplo 7.6. Seja a =0102103210321323. Temos que L(a) = {[7,8,11],[11,12,14],[14,15,16]}.
Se efetuarmos a relag@o longa suportada por a na posi¢ao 8 obtemos a palavra b =0102102321021323.
Note-se que b deixou de suportar uma relagdo longa na posi¢do 12, uma vez que partilha o gerador na
posicdo 11 com a relaco longa suportada na posi¢ao 8. Além disso, b suporta duas novas relacdes
longas, uma na posicéo 5, isto é [4,5,7] e outra na posi¢do 10, ou seja [9, 10, 12].

Estruturas de dados

Como na versao anterior, este método também vai ser recursivo e vai usar varidveis globais que se
vao alterando a medida que o algoritmo vai decorrendo. A utilizagdo de varidveis globais ndo é
aconselhdvel em programacao mas neste caso justifica-se para evitar a copia sucessiva de vetores que
serdo pontualmente modificados. As estruturas de dados usadas nesta versao sdo as seguintes:

* word: armazena a palavra que se encontra em andlise, sendo inicializada com a palavra
wp. Nesta palavra vao ser efetuadas as relacdes longas e vao ser procuradas as relagdes que
sdo suportadas pela palavra que estd a ser analisada. Corresponde a um vetor com (n+ 1)?
elementos.

* signs: guarda o sinal dos geradores da palavra que estd na varidvel word. Serve para verificar se
vamos subir ou descer de nivel, antes de aplicarmos alguma relacdo longa na palavra guardada
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na varidvel word. E também um vetor com (n+ 1)? elementos, sendo que o elemento na posi¢io
i de signs € 1 se o gerador na posi¢do i de word for positivo, e é -1 se esse gerador for negativo.
Aqui consideramos os geradores 0 como sendo negativos.

» L: Esta varidvel vai guardar as relacdes longas suportadas pela palavra que estd na varidvel
word. Mais uma vez, é um vetor com (n + 1)? elementos sendo que, se a palavra que estd na
varidvel word suportar uma relacio longa na posi¢ao i, entdo serd guardado um vetor na posicio
i da lista L com as posi¢des dos geradores da relagdo longa em questdo e o tipo da relacdo longa.
Caso contrdrio, atribuimos o valor de None a essa posi¢ao no vetor.

O programa comega por guardar a palavra wg na varidvel word, juntamente com os sinais dos geradores
de wy e as relagdes suportadas por wy. No caso de n = 3 temos os seguintes valores:

e word:[0,1,0,2,1,0,3,2,1,0,3,2,1,3,2,3]

e signs:[-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1,-1]. No caso de wy, todos os seus geradores sao
negativos.

e L:[None, None, None, None, None, None, None, [7,8,11], None, None, None, [11,12,14],
None, [14,15,16], None, None]

Sera com estes dados iniciais que o algoritmo vai gerar todas as classes de comutagao.

Arquitetura do programa

J4 mostrdmos que se cada classe for gerada através da relacdo longa negativa que é suportada na
posicdo mais a direita nas condicdes anteriormente descritas, entdo ndo vao ser geradas classes
repetidas. O algoritmo vai gerar as classes de comutacdo do grafo C (wg”) a partir da palavra wy e
comeca por atribuir a varidvel word a palavra wy (passo 1), a varidvel signs os sinais dos geradores de
wp, que sdo todos negativos (passo 2) e a varidvel L todas as relagdes longas suportadas por wg (passo
3). Finalmente, para cada uma das relagdes longas em L (passo 4), o algoritmo var gerar as classes
de comutacdo correspondentes com a fungdo “gerar_classes” (passo 5). A func¢éo “gerar_classes(i,
limite_1, limite_2)” vai gerar as classes efetuando em primeiro lugar a relacdo longa suportada na
posic¢ao i da palavra word (passo A). De seguida, vai atualizar o vetor L, guardando numa varidvel
auxiliar as relacdes que vao deixar de ser suportadas pela nova palavra (passo B) e adicionando as
novas (passo C). Neste ultimo passo € verificado se ndo existe alguma nova relagdo longa negativa que
esteja a direita da relacdo longa que deu origem a palavra em word (passo D), caso em que, significa
que esta nova classe foi gerada corretamente, e € incrementado o contador de classes (passo E). Ao
aplicar a relag@o longa na posi¢do i, o gerador que estd na posicdo i — 1 pode dar origem a uma nova
relagdo longa na palavra. Desse modo, temos de explorar essa relagdo em particular e todas as que
estdo a direita da posicdo i, desde que elas sejam as relagdes longas negativas mais a direita das novas
palavras que sdo geradas. Para isso, limitamos as posi¢des onde essas ligacdes podem ser suportadas.
O limite_2 permite restringir as posi¢des onde pode ser suportada a relacdo longa que contém o
gerador da posi¢do i — 1 (passo F) enquanto que o limite_1 restringe as posi¢des onde as restantes
ligagdes podem ser suportadas (passo G). Em qualquer dos casos, € feita uma chamada recursiva desta
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funcao para gerar as restantes classes com os respetivos limites (passo G e I). Por fim € necesséario
eliminar as relacdes longas que foram adicionadas ao vetor L (passo J), colocar de volta as relacdes
longas que estdo guardadas na varidvel auxiliar (passo K) e desfazer a relagdo longa que originou a
palavra que se encontra em word (passo L).

Algoritmo 4: [Algoritmo de novas ligacdes] algNL(n)
contador < 0

passo 1: word < wy

passo 2: signs < [—1,—1,...,—1]

passo 3: L < vetor das relacdes longas suportadas por wg
passo 4: PARA cadaiem L :

passo 5 gerar_classes(i,i,0)

gerar_classes(i,limite_1,limite_2)

passo A: Efetuar a relacdo longa suportada na posi¢do i em word

passo B: Mover para uma varidvel auxiliar as relacdes longas suportadas por word que
partilham geradores com a relagdo longa suportada na posicéo i

passo C: Adicionar a L as novas relacdes longas suportadas por word

passo D: SE ndo existir alguma relacéo longa negativa no vetor L em posicdes > i

passo E contador <— contador+1

passo F: SE existir uma relaciio que envolva o gerador na posi¢do i — 1 e que seja
suportada numa posicdo j > limite_2

passo G gerar_classes(i, j,limite_2)
passo H PARA cada j >iem L
passo 1 gerar_classes(i, j,limite_1)

passo J: Eliminar de L as relagdes longas que foram adicionadas no passo B
passo K: Mover da varidvel auxiliar para L as relagdes longas antigas
passo L: Desfazer a relacdo longa que originou a palavra em word

Proposicao 7.7. O Algoritmo 4 gera todas as classes de comutagdo.

Demonstracdo. Uma vez que o algoritmo apenas gera novas palavras em que a relacdo que lhe deu
origem € a que se encontra mais a direita e existe um tnico caminho de wy até qualquer classe de
comutacgdo que € constituido apenas por relacdes com estas caracteristias, entdo o Algoritmo 4 gera
todas as classes de comutagao. O

Com esta dltima versao do algoritmo, foram geradas todas as classes até n = 6, sendo que para
este ultimo n o algoritmo demorou 2 dias. Esta versdo corrige todos os aspetos negativos das versoes
anteriores, uma vez que nio necessita de guardar as representantes das classes, ndo necessita de gerar
todas as palavras de uma classe e em cada chamada recursiva obtemos sempre uma nova palavra,
sendo depois necessdrio verificar se foi gerada de acordo com as regras que impusemos. Na Tabela 7.4
apresenta-se o tempo médio que o algoritmo necessita para gerar cada uma das classes de comutacio,
podendo-se observar que esse valor médio aumenta ligeiramente com .
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Tempo médio de geracdo das classes
2.12e-05 segundos
2.62e-05 segundos
3.20e-05 segundos

5 4.05e-05 segundos

Tabela 7.4 Tempo médio de geracdo das classes de comutagao para diferentes valores de n.

AW S

7.2 Exemplos de utilizacao

De forma a tentar ter uma maior compreensao da estrutura do grafo C(Wg") e testar conjeturas, foi
desenvolvido um programa na linguagem Python que permite visualizar o grafo paran =2 e n = 3.
Este programa possui vérias funcionalidades que permitem ao utilizador explorar algumas informacgdes
sobre o grafo. Esta seccio destina-se a apresentar alguns exemplos das funcionalidades da aplicacio
desenvolvida. Ao executar-se no terminal o comando phyton3 permutacao_sinal.py, € iniciado o
algoritmo que gera todas as classes de comutacdo para n = 3 e € apresentado o grafo correspondente,
representado na Figura 7.2. Nesta figura, o nimero dentro de cada classe representa o identificador
(id) da classe correspondente, enquanto as arestas pretas e vermelhas representam relagdes longas
do tipo 1 e do tipo 2, respetivamente. Note-se também que no canto superior esquerdo da Figura 7.2
estdo os menus com todas as funcionalidades do programa.
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Figura 7.2 Aspeto inicial da aplicagao.
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7.2.1 Informacdo sobre uma classe

A funcdo mais usufruida foi a que permitia obter algumas informacdes sobre uma classe, funcdo esta
que pertence ao menu “Classes”. Esta funcionalidade permite uma interagdo muito simplificada com
o utilizador uma vez que a selecdo da classe € feita com o rato. Ao selecionar uma classe sdo dadas
varias informagdes sobre essa classe, como se ilustra na Figura 7.3 com a selecio da classe 99.

A classe selecionada esta destacada a vermelho e a sua classe reversa (a mais distante) esta
representada a verde (neste caso a classe 231). Também estd representado no grafo as classes
vizinhas da classe selecionada (a azul) as respetivas classes reversas (a amarelo). Juntamente com esta
informacao, no canto superior direito é apresentado um conjunto de dados sobre a classe selecionada,
nomeadamente:

» Representante: 1012103210210232, que ¢ a menor palavra na ordem lexicografica dessa classe.

* Dimensdo da classe: 40, indicando que existem 40 palavras diferentes nesta classe (isto é,
obtidas apenas a partir de comutacdes aplicadas a palavra 1012103210210232).

* Nivel: -4. Este ndmero representa o nivel da classe, e é caculado através da func¢ao nivel. Os
seus valores variam de -12 a 10 neste grafo.

» Contetdo: 4552, significa que ha quatro geradores 0, cinco geradores 1, cinco geradores 2 e
dois geradores 3 em cada palavra desta classe.

* Grau: 4, indica que a classe selecionada possui quatro classes vizinhas. Neste caso, correspon-
dem as classes com os id’s 78, 88, 118 e 119.

* Dimensao do cone: 57, indica que ha 57 classes no cone da classe selecionada. O cone de
c . . . LiVL
uma classe [a] é formado por todos as classes [b] tais que existe um caminho [a] = [ag] ~'~"

lay] “X . 12 (4] = b onde a sequéncia N(ag),N(ay), ..., N(a;), é monétona.

* Mudangas de sinal: 9, significa que ha 9 geradores negativos na palavra representante. No
caso desta classe, os geradores negativos estdo representados a negrito na proxima palavra:
1012103210210232

* Geradores positivos: [1,1,2] indica os indices dos geradores positivos, destacados a negrito na
seguinte palavra: 1012103210210232.

A direita destas informagdes surge ainda uma tabela que representa parte do diagrama em linha da
representante da classe seleccionada.
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um algortimo (neste caso foi implementado o algoritmo de Dijkstra [10]) que permitisse determinar
um caminho de comprimento minimal entre dois nés. Deste modo, foi construida uma funcio que
permite selecionar, com o rato, duas classes e de seguida apresentar um dos caminhos mais curtos

de excentricidade, didmetro e raio definidas no primeiro capitulo, pelo que foi importante implementar
que une as classes selecionadas. Na Figura 7.4 foram selecionadas as classes 74 e 253 (a azul) e foi
apresentado um caminho entre essas classes sendo que cada classe pertencente ao caminho encontra-se

B . . . . , L. . .
No grafo C(w,") o conceito de caminho mais curto entre dois nds estd intrisecamente ligado

7.2.2 Caminho mais curto

destacada a cor vermelha.

Figura 7.4 Caminho mais curto.
lasse reversa, algo que foi provado no Capitulo 5.

N

ancia a suac

Esta fung¢do motivou o célculo do didmetro do grafo e permitiu conjeturar que a excentricidade de

cada classe € a dist
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7.2.3 Procurar palavra

As classes de comutagdo do grafo C (Wg") sdo classes de equivaléncia, pelo que em geral possuem
mais do que uma palavra. Frequentemente, quando se analisa propriedades deste grafo, é necessario
testar se certas palavras sdo reduzidas, ou seja, se existe alguma classe que as contém. Este processo é
trabalhoso e muito suscetivel a erros se for feito manualmente, pelo que foi implementado uma fungéo
que o permite fazé-lo de maneira rdpida. Esta funcio designa-se por “Procurar palavra” e permite que
o utilizador insira uma palavra qualquer no alfabeto [0, ] sendo depois destacada a classe da palavra
introduzida, caso ela seja uma palavra reduzida. Como se pode ver na Figura 7.5, ha um retangulo
abaixo dos menus onde o utilizador introduz a palavra que quer procurar, selecionando de seguida o
botdo “Procurar”. Se essa palavra pertencer a alguma classe € colorido a vermelho a tal classe, caso
contrdrio nenhuma classe € salientada.
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Figura 7.5 Procurar palavra.

7.2.4 Menu “Cores”

Este ment tem vdrias fungdes que permitem colorir as classes do grafo de acordo com uma determinada
caracteristica. A titulo de exemplo, salientamos:

* Colorir por nivel: A funcéo nivel foi muito importante pois permitiu calcular o didmetro do
grafo C (wg”) e recuperar algumas propriedades ja conhecidas como a sua conexidade e o ser
bipartido. Na Figura 7.6 estd representado o grafo colorido pela funcdo nivel. Note-se que cada
classe s6 estd ligada a classes com uma variacao unitdria da funcao nivel. A descoberta desta
propriedade foi essencial para melhorar o desempenho dos algoritmos usados para calcular as
classes de comutagao.

* Colorir por dimensao: Como ja foi mostrado na Tabela 7.2, o nimero de palavras na classe
[wo] aumenta muito répido com o valor de n. De facto, a classe [wp| nem sequer é a que possui
mais palavras, como se pode observar na Figura 7.7. Esta é mais uma das funcionalidades do
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