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Abstract

The Black-Scholes model was one of the first european-style option pricing models to be
accepted. This model, plays a fundamental role due to the easiness that exists in its imple-
mentation. However, this model has some limitations, that is, it cannot describe all situations
in the financial markets. Hence, other models were developed to circumvent these limitations,
such as the option pricing model based on a Lévy process.

In this dissertation, we will deduce representative differential equations for each one of these
models, and we will study, in detail, the equation of the option pricing model based on a Lévy
process.

The differential equation representing these models based on Lévy processes is a fractional
partial differential equation because of the Riemann-Liouville fractional operator. The method-
ologies used in solving this equation, require us to find an approximation for this operator,
so that we can apply numerical methods. Thus, by a theoretical result, which relates the
Riemann-Liouville fractional operator with the Griinwald-Letnikov fractional operator, we are
able to discretize an equation according to the implicit Euler method and according to the
Crank-Nicolson method. So that we can later find numerical solutions for these european-
style option pricing models, taking into account certain boundary conditions, and withdraw
conclusions about the properties of each numerical method.






Resumo

O modelo de Black-Scholes foi um dos primeiros modelos de precos de opg¢des europeias
a ser aceite. Este, desempenha um papel fundamental devido a facilidade que existe na sua
implementacdo. No entanto, também apresenta algumas limitaces, ou seja, nao consegue
descrever todas as situacdes dos mercados financeiros. Dai que, foram desenvolvidos outros
modelos que contornassem estas limitacoes, como é o caso do modelo de precos de opcgbes
baseado num processo de Lévy.

Nesta dissertagao, iremos deduzir equacoes diferencias representativas de cada um destes
modelos e iremos estudar em pormenor a equagdo do modelo de precos de opg¢odes baseado num
processo de Lévy.

A equacao diferencial representativa destes modelos baseados em processos de Lévy, é
uma equacao diferencial parcial fracionaria por conter o operador fracionario de Riemann-
Liouville. As metodologias usadas na resolucao desta equacdo, requerem que encontremos uma
aproximacao para este operador, de forma a que, possamos aplicar métodos numéricos. Assim,
por um resultado tedrico, que relaciona o operador fracionario de Riemann-Liouville com o
operador fracionario de Griinwald-Letnikov, somos capazes de discretizar uma equagao segundo
o método implicito de Euler e segundo o método de Crank-Nicolson. De forma a que, possamos
posteriormente, encontrar solugoes numéricas para estes modelos de pregos de opgoes de estilo
Europeu, tendo em conta determinadas condigoes de fronteira, e retirar conclusées quanto as

propriedades de cada método numérico.
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Capitulo 1

Introducao

Desenvolver metodologias para atribuicdo de pregos a derivados financeiros, como por
exemplo opgoes, tem sido um dos pontos focais no campo da Matematica Financeira. Muitos
dos modelos mateméaticos elaborados neste contexto baseiam-se em processos estocasticos.

Um derivado financeiro é um contrato a prazo relativo a um ativo subjacente. Dai que,
um dos primeiros passos a tomar na idealizagdo deste tipo de modelos é modelar o preco do
seu ativo subjacente. Tendo em conta que um ativo corresponde a um bem que alguém possui
e que pode gerar rendimentos, um ativo é financeiro quando existe apenas como um direito
econémico e o seu valor é obtido de um direito contratual.

Uma opc¢ao é um contrato entre dois intervenientes. Um dos intervenientes corresponde ao
vendedor, que é quem fixa os termos do contrato e quem vende a opg¢ao. O outro interveniente
¢é o comprador, que é quem adquire a opcao, pagando o prego do mercado e que, posteriormente
pode decidir exercer ou nao a opg¢ao nos termos estabelecidos. Desta forma, esta é opcional,
isto é, corresponde ao direito mas nao a obrigacao de venda ou compra de um ativo, a um prego
pré-estabelecido K e num periodo de tempo determinado T'. As opg¢oes também podem ser
vistas como um instrumento financeiro que permite apostar no aumento ou diminuicao do valor
de um determinado ativo S;.

O modelo de Black-Scholes foi um dos primeiros modelos desenvolvidos para determinar
os precos de opcdes europeias. Estas opgoes dizem respeito a situacdes em que o seu detentor
apenas tem permissdo de exercer o seu direito na data de vencimento 7T, isto é, na maturidade
do contrato.

As opgoes europeias dividem-se em dois tipos, opg¢oes de compra - opgoes call, que dao o
direito a quem adquire a opc¢do, de comprar o ativo financeiro ao prego de exercicio K e no
periodo de tempo determinado; e opg¢oes de venda - op¢des put, que dao o direito de vender o
ativo financeiro no periodo de tempo determinado. As opcoes call geralmente sao adquiridas
por compradores que acreditam que o mercado estd em crescimento enquanto que as opg¢oes
put sdo adquiridas por compradores que especulam uma descida no mercado. Por exemplo,
uma pessoa compra 1000 a¢oes da Amazon. Para proteger variagdes de mercado dessas agoes o
Banco Mundial vendeu-lhe um contrato com o direito de compra (op¢ao call) dessas agdes por
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20 euros daqui a 2 meses. Se nessa altura as a¢oes valerem 100 euros, essa pessoa apenas vai
pagar 20 euros por elas, podendo, posteriormente, vendé-las ao preco do mercado. No entanto,
se 0 preco do mercado for inferior a 20 euros, a pessoa em causa decide ndo exercer o seu
contrato, perdendo apenas o valor investido. Deste modo, um contrato pode funcionar como
um seguro.

Inspirado nos modelos fisicos que descreviam movimentos aleatorios de particulas suspensas
num fluido, o modelo de Black-Scholes descreve a dindmica do preco de um ativo como sendo
um movimento browniano. O comportamento de um ativo financeiro resulta do facto de os
mercados reagirem imediatamente a qualquer nova informacao, quer seja sobre o préprio ativo
ou sobre o mercado em geral. Ainda hoje, este modelo desempenha um papel fundamental na
previsao dos precos de uma opc¢ao, devido a facilidade que existe na sua implementacéo e ao
facto da sua formula s6 depender de um tnico pardmetro nao observavel. No entanto, também
apresenta algumas limitagoes devido as suposicOes estritas ou pouco realistas que lhe estao
subjacentes. Por exemplo, o facto de ter trajetorias quase certamente continuas o que o impede
de descrever situagdes em que os precos dos ativos apresentem ter saltos, como podemos ver na
figura seguinte.
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Fig. 1.1 Preco das agdes da Google na NASDAQ no dia 29/08/2014 [9].

Outra limitagao corresponde ao facto de ser baseado num mercado completo, isto é, um
mercado onde existem informagoes suficientes para atender a todas as transacoes e onde os
recursos sao utilizados com o intuito de se obter um retorno elevado.

A equagdo de Black-Scholes é uma equagao diferencial parcial da forma,

oV (z,t) oV (x,t) 0*V (x,t)
7 U e e

=rV(x,t)

onde a fungao V (z,t) corresponde aos pregos da opgao europeia, para x = In S, com S o preco

do ativo subjacente e v = %02, onde 7 é a taxa de juro, e o corresponde a volatilidade de 5,

para0 <t <T.



Para superar algumas das limita¢ées do modelo de Black-Scholes, foram propostos modelos
alternativos, mais realisticos mas também mais complexos. Um desses modelos é descrito pela
equagdo seguinte [22]:

W(x,t) + (r— V)M +v_ oDV (2, t) =1V (2,t) (1.1)
ot oz
onde V (z,t) corresponde aos pregos da opgao europeia, para x = In S , com S o prego do ativo,
V= —% sec(af) para 1 < a <2, r ataxa de juro e o é a volatilidade de S. Notemos ainda
que nesta equacao, o preco do ativo S é descrito por um processo estocastico diferente do que o
considerado para obter a equagdo diferencial de Black-Scholes.

Um modelo de Lévy pode ser visto como tendo uma combinagdo de uma componente
drift (taxa de retorno esperada) e com uma combinacao de dois processos independentes, um
que segue um movimento browniano e outro que descreve saltos. Portanto, um modelo de
Lévy tem subjacente o modelo de Black-Scholes. Para além disso, a equagao (1.1), é uma
equacao diferencial parcial fracionaria devido ao operador fracionario de Riemann-Liouville
0o DSV (2, 1).

Nesta dissertacao, iremos deduzir as equacoes diferenciais do modelo de Black-Scholes e
do modelo de Lévy, através das propriedades das martingalas e das transformadas de Fourier.
Posteriormente, sera feito um estudo da aproximacgao do operador de Riemann-Liouville,
utlizando uma relacdo com o operador fraciondrio de Griinwald-Letnikov, com o intuito de
podermos discretizar a equagao (1.1) segundo dois métodos das diferengas finitas.

No fim, pretendemos encontrar solu¢bes numéricas desta equacgdo, através de métodos
estaveis e convergentes, de forma a que, os resultados computacionais apresentem erros de
aproximacao pequenos e ordens de convergéncia aproximadas aos dados tedricos. E ainda, pela
introducao de um método de extrapolagao, pretendemos diminuir os erros de aproximacao e
aumentar a ordem de convergéncia, obtendo resultados computacionais melhorados.

Deste modo, este trabalho expressa bem como os diferentes ramos da matematica se
conjugam, para solucionar problemas cada vez mais complexos, impostos pelos desafios dos
mercados financeiros.






Capitulo 2

Processos de Lévy e transformadas

de Fourier

Neste capitulo comecaremos por apresentar conceitos fundamentais relativos a processos
estocasticos, mais especificamente a processos de Wiener que sao a base do modelo de Black-
Scholes e a processos de Lévy. Posteriormente, introduziremos a definicdo e propriedades
relevantes das transformadas de Fourier, ferramentas essenciais no estudo de modelos sujeitos a
processos de Lévy, nos quais, dificilmente, se tem o conhecimento da funcao densidade.

2.1 Processos de Wiener versus processos de Lévy

Um processo estocastico é considerado, de grosso modo, como o oposto de um processo
deterministico, isto é, mesmo que se conheca o valor inicial, apenas é possivel saber se algumas
trajetorias sdo mais provaveis do que outras.

As definigoes e propriedades apresentadas em seguida podem ser encontradas em [5, 14, 17].

Definicao 2.1.1 Um processo estocdstico é uma familia (Wi, t € I) de varidveis aleatdorias Wy,
definidas para um conjunto de pardmetros t, sobre o mesmo espago de probabilidade (€2, F,Q),

onde t € R wvaria continuamente num intervalo de tempo I, com 0 <t <T.

Como os precos dos ativos financeiros evoluem ao longo do tempo, podem ser modelados
por processos estocésticos. Um conjunto destes precos observados, pode ser considerado como

uma trajetéria de um processo estocéstico.

Observagao 2.1.1 A trajectoria do processo é uma fungdo de t que se obtém concretizando

todas as varidveis do processo para o mesmo w € Q: (Wy(w),t € I) = (ay,t € I).

Seja a tripla (2, F,Q), o espago de probabilidade. No contexto financeiro € corresponde ao
espago amostral, que representa todos os cendrios possiveis. A o — algebra F, corresponde a
uma classe de subconjuntos de {2, isto é, representa os eventos que sdo observaveis no mercado.

Considerando t o tempo, todos os dados até ¢t podem ser vistos como uma o — algebra F;, pelo

5



6 Processos de Lévy e transformadas de Fourier

que, se um espaco de probabilidades é filtrado tem-se, F; C Fs para t < s.

Os conjuntos em F sdo conjuntos mensurdveis e uma medida nestes conjuntos é a medida
de probabilidade Q.

Uma classe importante de processos estocasticos é a das martingalas. De forma simplificada,
um processo estocastico W, é considerado uma martingala se a melhor previsao que se tem do
seu valor futuro Wy, com t < s, é o seu valor passado.

Definigao 2.1.2 Seja (2, F,Q) um espago de probabilidade e (Fy,t € [0,T]) uma filtragao.
O processo estocdastico (Wy,t € [0,T)) definido em (2, F,Q) € uma martingala em relagio a
(Fi,t €10,T)) se para todo ot € [0,T],

.« EY(Wi)) < oo,
o EUW,|Fs) = Wi, para todo os € [0,t].

Os modelos a serem descritos nesta dissertacdo dizem respeito a modelos de precos de
opgoes baseados em processos de Wiener e processos de Lévy. Deste modo, um processo de

Wiener admite as propriedades que se seguem.

Defini¢ao 2.1.3 (Processo de Wiener) O processo de Wiener ou movimento Browniano

Wy, para t > 0, satisfaz as sequintes propriedades:
1. Wy =0 g.c
2. Wy ~N(0,t), VE>0

3. E um processo de incrementos independentes, isto €, para ty < t1 < --- < t, as varidveis

aleatorias Wiy, Wy, — Wiy, ..., Wy, — Wy, | sdo independentes.
4. Wy depende continuamente do tempo t.
E um processo de Lévy é caracterizado pelas propriedades que a seguir se enunciam.

Definicao 2.1.4 (Processo de Lévy) O processo estocdstico de Lévy Ly, para t > 0 satisfaz
as sequintes propriedades:

1. Ly =0 gq.c.

2. E um processo de incrementos independentes, isto €, para tg < t1 < --- < t, as varidveis

aleatorias Ly, Ly, — Ly, ..., Ly, — Ly, | sdo independentes.

n

3. E um processo de incrementos estaciondrios de forma a que, para qualquer s <t, Ly — Ly
tem a mesma distribuicdo que Li_.

4. E estocasticamente continuo tal que ¥ € > 0, }llir% P(|Lispn — Li| > €) =0
—

5. Apresenta continuidade a direita com limites a esquerda em fungdo de t.
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Este processo também pode ser considerado como um processo homogéneo pois é definido

por incrementos estacionarios e independentes.

Observagao 2.1.2 A condigao (4) ndo implica que o processo de Lévy tenha trajectorias

continuas.

Nesta dissertacdo iremos dar énfase aos processos estaveis a Lévy, uma vez que estas
distribuicoes, por poderem gerar caudas pesadas e permitir assimetria, isto é, por poderem
descrever situacoes mais aproximadas da realidade, sdo essenciais na modelacdo de precos para
opgoes.

De modo genérico, uma varidvel aleatoria estavel pode ser vista como o limite da soma de

variaveis independentes e identicamente distribuidas.

Definicao 2.1.5 (Variavel aleatéria estavel) Uma varidvel aleatoria L € estdvel se existem

duas sequéncias reais (¢p, n € N) e (dyn, n € N), com ¢, > 0 tal que
Li+ -+ Ly 2e,L+d,

onde Lq,...,L, sdao copias independentes de L e onde 2 denota-se por uma distribuicdo

equivalente. E ainda, as inicas escolhas possiveis para ¢, sdo na forma on'/®, com a € (0,2].

Como veremos nas proximas secgoes, o parametro o tem um papel fundamental no estudo
deste tipo de processos de Lévy, e é denominado como o indice de estabilidade.
Um processo estavel a Lévy é um processo cuja distribuicao finita é estavel a Lévy.

Definicao 2.1.6 (Processo estavel a Lévy) Seja L; uma varidvel aleatoria dependente de t.
Entdo, o processo estocastico Ly, com 0 <t < 0o, € um processo estavel a Lévy se a distribuicdo
finita de L; € estdvel. Isto €, se a distribuicdo finita do processo estocdstico L corresponde ds
distribuicoes finitas dos vetores (L(t1),...,L(t,), t1 <+ <t, < 00).

Em geral ¢é dificil aceder as distribui¢ées dos processos de Lévy pelo que muitas das suas
propriedades sdo conhecidas através de fungoes caracteristicas, fungoes essas a serem discutidas
na proxima secgao.

2.2 Transformadas de Fourier

As propriedades das transformadas de Fourier discutidas nesta secgéo, sao baseadas em
[6, 8, 15, 16].

Definigao 2.2.1 Define-se L1(X) como o conjunto dos espacos de fungoes integrdveis d

J 1< .

E neste espaco de fungdes que serdo definidas as transformdas de Fourier.

Lebesgue tais que,
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Definicao 2.2.2 (Transformada de Fourier) Para toda a fungio f € L1(R), a transfor-
mada de Fourier f de f € definida por

f© = [ @) da
para todo o € € R.

E a existéncia de transformada de Fourier inversa é garantida pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.1 Sejam f € Li(R) e f € Li(R) entio,
1 [ .
fa) =5 [ R de

para quase todo o x € R.

Notemos que se f for continua em R entdo a férmula da inversao é valida para todo o R.
Motivado pelo Teorema anterior podemos entéo definir a transformada inversa de Fourier.

Definicao 2.2.3 (Transformada inversa de Fourier ) Para toda a fungio g € Li(R), a
transformada inversa de Fourier § de g € definida por,

i) = 5o [ eisge) de

- 27
para todo o x € R.

A funcao caracteristica de uma varidvel aleatéria X; descreve o comportamento dessa
varidavel e permite determinar varias propriedades da sua distribuicdo. Assim, esta funcéo

apresenta a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2.4 Seja X; uma varidvel aleatoria com fungdo de densidade fx,(x). A fungdo

caracteristica de X; € definida pela segquinte esperanca matemdtica,
B = [~ et p, (@) do.
—o0

Como foi referido anteriormente, para o caso dos processos de Lévy dificilmente obtemos
uma, expressao da funcdo densidade. No entanto, a expressdo da sua funcdo caracteristica esté
disponivel e consiste na transformada de Fourier da fun¢do densidade,

Fx.(€) = E(e*%).

Se uma variavel aleatoria admite fungdo de densidade entdo a fungado caracteristica é dual,
isto é, uma delas é a transformada de Fourier da outra. No entanto, a funcdo caracteristica de

uma distribuicdo existe sempre, mesmo que a funcdo de densidade nao exista.
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No seguinte resultado, observamos as expressoes das funcoes caracteristicas dos processos
estocasticos em estudo. E para além disso, indica-nos a definicdo de expoente caracteristico,
que sera essencial na deducao de uma equacao diferencial de um modelo de precos de opc¢oes
sujeito a um processo de Lévy.

Teorema 2.2.2 Para todo o processo de Lévy Ly, e para todo o € € R, com t € RT tem-se que
E(etlt) = (9, (2.1)

onde (&) € o expoente caracteristico dado por:

1. se Ly for um processo de Wiener,
L 5.0
w(f) = 50- 5 )

com o € (0,400) um parametro de escala.

2. se L for um processo de Lévy a- estdvel entdo

—20)€|*{1 — iBsign(€) tan(am/2)} +im&, para a # 1,

POT —aokln+ @ismsign©lel) + ime, poraa=1.

onde a € (0,2] corresponde ao parametro de estabilidade, € [—1,1] corresponde ao
parametro de assimetria, o € um parametro de escala e m € um parametro de localizacdo.

Para além da funcgdo caracteristica ser expressa como uma transformada de Fourier, existem

outras propriedades que sdo tteis referir.

Proposicao 2.2.1 Seja f € L1(R), p € R. Entdo,

—

FL=Dp)(&) = e“Pf(€).

Para estabelecer determinadas propriedades relacionadas com as transformadas de Fourier
necessitamos ainda de definir o espago das fungoes absolutamente continuas [16].

Definigdo 2.2.5 (Funcgao absolutamente continua) Uma funcio f(x) é absolutamente
continua em ) se para qualquer € > 0 existe um § > 0 tal que para qualquer conjunto de
intervalos ndo intercetdveis [ag,bi] C Q, k=1,2,...,n, com > j_;(bx, — ar) < 9, a inequagdo
Sone1 |f(bg) — f(ak)| < € verifica-se. O espago destas fungoes denota-se por AC(2)

Ainda, o espago AC(£2) coincide com o espaco das fungoes de primitivas de Lebesgue da

forma,
f@) € Ac) e @) =et [T r@a [ 170]d <o

com ¢ uma constante arbitraria.

Desta forma, AC™([a,b]), com m = 1,2,..., corresponde ao espago de fungbes f(z) que
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tém derivadas continuas até & ordem m — 1 em [a, b], com f(™~Y € AC([a,b]).
Portanto, dentro do espago das fungoes absolutamente continuas decorre de [1] a seguinte
Proposigao para um n inteiro positivo.
Proposicao 2.2.2 Seja f € Li(R) N AC™ ! e f™ e L(R). Entdo,
[F0) ())(€) = (=)™ F(€),
para todo o £ € R.

Por fim, resta-nos definir a derivada fracionaria de Riemann-Liouville que relaciona o

Teorema 2.2.3 com a transformada de Fourier.

Definicao 2.2.6 [21] Seja f € AC™[a,b], com —o0 < a < b. A derivada fraciondria d esquerda
de Riemann-Liouville de ordem o > 0 € definida por

Df) = g [ W) __ g,

T'(m — «) dx™ (x —y)l-mta

comm —1 < a < m, para um inteiro positivo m.

E ainda, a transformada de Fourier da derivada fraciondria de Riemann-Liouville pode ser
expressa pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.3 Seja f € AC™(R). Para m — 1 < a < 'm, tem-se que

—

[ Daf(@)](€) = (—i&)*f(&).

Este Teorema tem um papel importante na dedugao da equacao diferencial de um modelo

de Lévy, como iremos ver no proximo capitulo.



Capitulo 3

Modelos de precos para opcoes

Com o intuito de deduzirmos equagoes diferenciais dos modelos de pregos de opg¢des
Furopeias, baseados em processos de Wiener e processos de Lévy, iremos inicialmente encontrar
uma martingala equivalente, para posteriormente, aplicarmos propriedades das transformadas
de Fourier. E por fim, iremos propor uma aproximacao para o operador fracionario, contido na
equacao diferencial de um modelo baseado num processo de Lévy.

3.1 Precos de opcoes baseados em processos de Wiener

Os processos de Wiener sao mecanismos estocasticos que estdo na base de modelos de
difusdo, como por exemplo o modelo de Black-Scholes. Este modelo é caracterizado pelas
seguintes hipdéteses: nao apresenta oportunidades de arbitragem, o mercado é sem atrito, o
prego do ativo segue um movimento Browniano, a taxa de retorno e a volatilidade sdo constantes
e é um modelo constituido por opg¢des europeias.

Consideremos a equagao estocastica de Black-Scholes que descreve o preco de um ativo

financeiro,

1
d(InSy) = (u— Qaz)dt + 0dBt, (3.1)

onde p é a taxa de retorno esperada, o é a volatilidade e dB; corresponde aos incrementos de
um processo de Wiener no espago (€2, F,P) sob a medida de probabilidade P. Esta, tem como

solucao,

1 T
Sp = Sy exp{(pn — 502)25 + O’/t dBy}.

Para além disso, a equacao (3.1) pode ainda ser reescrita na forma

d(In S¢) = (r —v)dt + olydt + dBy] = (r — v)dt + odB}, (3.2)
fazendo p = r, v = == e v = %O‘Q. Se v # 0 o movimento Browniano dB;, tal que

dB;] = ~dt + dBy, ndo é um processo de Wiener sujeito a P.
No entanto, sob determinadas condigoes impostas em ~, pelo Teorema de Girsanov [10],

11
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existe uma medida de probabilidade Q, tal que dB; é um processo de Wiener relativo a Q.

Tendo em conta o teorema fundamental do prego de um ativo [17], um mercado é livre de
arbitragem se e s6 se existe pelo menos uma medida de probabilidade neutra face ao risco que
é equivalente a medida de probabilidade original P. Isto é, se e s6 se existe uma medida de
probabilidade Q, tal que os precos dos ativos descontados a taxa livre de risco sdo martingalas
relativamente a Q.

Como pretendemos deduzir uma equacao diferencial que descreva o comportamento de
pregos de opgdes baseados em processos de Wiener, sob a medida @, a solucao da equagao (3.2)
¢,

T
Sp = S, eap{ (r— v)(T — 1) + a/t dB] ). (3.3)

Consideremos a mudanga de varidvel referida anteriormente x; = In S;. Seja II(xzp,T) o
valor da payoff na maturidade de um ativo xr, isto é, da funcdo que corresponde ao lucro do

ativo na data de vencimento T'. Os precos das op¢oes podem ser calculados pela expressao [14],
V(z,t) = e "TOEQ (27, T)| F, (3.4)

onde EQ[A|F;] denota a esperanca condicional de uma varidvel aleatéria A, com respeito &
filtragao JF;, sob a medidade de probabilidade Q.

A vantagem de se modelar determinado processo estocdstico através de uma martingala
estd na facilidade de reconstituir todo o processo a partir do seu valor no instante terminal,
tomando a esperanca condicionada em relacao ao passado.

Omitindo a filtracdo para simplificarmos a notacao, tendo em conta a Definicdo 2.2.4 e
supondo, usando o Teorema 2.2.1, que II(x7,T) admite transformada de Fourier, de (3.4) vem

que,
Viat) =T [ Nar 1) for (@) do

= (Tt /_O:O [;ﬂ /_O:o e TI(E, T) dE| for(z) da.

Assumindo que o Teorema de Fubini [16] é valido, isto é, que pelo menos um dos integrais
é absolutamente convergente, podemos trocar a ordem de integracdo e escrever a funcao dos

precos das opgdes como,

V(x,t) = e_T(T_t)/OO UOO e~ % . (z) do |TI(E,T) de

2m —00 —00
e—T(T—1)

_ ey /oo EQ(efing) f[({,T) d€. (3.5)

2T oo
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Aplicando a mudancga de varidvel z; = In S, a solugao (3.3) obtemos a seguinte igualdade,
T
xT:a:t—l—(r—z/)(T—t)—i-a/ dBj].
t
Substituindo na expressao da esperanga matemética, em (3.5), ficamos com,
FQ(ei€er) = EQ (e—igmt—gi(r—u)(T—t)—gm [r dBJ)

_ po <e—igzt—gi(r—y)(T—t)—gia(B;—Bz) ) . (3.6)

Notemos que esta esperanca é relativa a filtragdo F; e uma vez que o(x;) C F; podemos
considerar que x; é constante relativamente a esperanga. Ainda, sob Q, (B} —B;) ¢ independente
de F;. Portanto de (3.6) temos,

EQ(efifxT) _ efifcptfgi(rfu)(Tft)EQ (eﬁia (B%B;Y)) '

E de (2.1) vem que, EQ(e~%o1) = g=iwi—¢i(r—v)(T—1)+(=&)(T—t)

Do Teorema 2.2.2, sabemos que para um processo de Wiener ¢(—¢) = —£2 v, com v = %02.
Deste modo, substituindo em (3.5) obtemos,
e_r(T_t) &) . A
Ve, t) = 44444447/[ EQ(e~%r) TI(¢, T) de
2T —00
e_T(T_t) oo . . 2 ~
_ 7/ e—z&xte—gz(r—u)(T—t)—f v(T—t) H(§ T) d§ (3.7)
2 —00 ’

Seja g(§) = e~ Silr—)(T—1)—€2v(T—1) ﬂ(&,T) , pela definicdo de transformada inversa de
Fourier, podemos escrever,

—r(T=t) oo
Vit = o [T g = T 500) 59

2T — 00

Calculando a transformada de Fourier de (3.7) vem que,
V(L) = e T(T—t) o —&i(r—v)(T—t)—E>v(T—t) (¢, T) = el—r—¢gi(r—1)—€2|(T—1) I, 7).
Entao V({ ,t) é solucao da seguinte equagao,

oV (&,t)

= [r+&i(r —v) + EVV (£, 1).
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Pelo que obtemos,

AV (&,1)

—r H =) (V&) + (=i V(€ 1) =r V(£ 1),

com condicdo final, II(¢,T) = V(£,T).
Novamente, aplicando a transformada inversa de Fourier, a equagao anterior é escrita na

forma,

AV (£,t)

ot

(@) +v [PV @0 + (= 0) |V @) = [V, (w.0)

Pelo Teorema 2.2.1 e pela Proposicao 2.2.2, chegamos a equacao diferencial de um modelo
de precos de opgoes baseado num processo de Wiener,

oV (x,t) oV (x,t) 02V (z,t)
—+(r—v +v =rV(z,t

ot ( ) Ox Ox? (z,),
onde v = %02.

Por fim, falta discutir as condi¢oes de fronteira e a condicdo final desta equacgdo. Assim,
tomemos o caso de uma opgao call.

Tendo em conta preco do ativo subjacente S, o preco de exercicio K descontado a taxa de

juro r, uma opcao call é tal que as condigoes de fronteira correspondem a [17],

lim S —V(S,t)=Ke ™9 ¢t<T
S—o00

lim V(S,t) = 0.
S—0

Isto é, quando S tende para 0 é trivial concluir que o preco da sua opg¢ao também ird tender
para 0, mesmo que estejamos longe de T'. Pois, se o preco do ativo subjacente for 0, entao o
detentor da opcao nunca vai escolher exercer a opcao ao preco K.

E quando S é muito grande, ou seja S — 400, 0 preco da opc¢ao exercida aproxima-se da
diferenga entre S e o prego de exercicio descontado a taxa de juro, V(5,t) = S — K e (T,

Considerando a mudanca de varidvel, x; = In .S;, temos que as condigoes de fronteira quando
S — 0% e quando S — oo sdo agora dadas quando x — oo por,

IEEHOO V(z,t) =0, t>0
lim e® —V(z,t) = Ke T,

T—r+00

Nestas mesmas circunstancias, a condicao final é tal que
z +
V(z,T)= (" — K)".

Para uma opcao put o raciocinio é analogo.
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3.2 Precos de opgoes baseados em processos de Lévy

De acordo com (2.1.4) um processo de Lévy é um processo com acréscimos estacionarios e
independentes que nao apresenta trajetéricas continuas, isto é, o processo L; é apenas continuo
a direita e o limite a esquerda existe. Para além disso, um modelo baseado neste processo ¢é
insento de um mercado completo.

Assim, a semelhanca do que aconteceu para os processos de Wiener, a equagao estocéstica

que descreve o pre¢o de um ativo sujeito a um processo de Lévy é dado por [2],
d(In Sy) = pdt + dLY

onde p é & taxa de retorno esperada e dL} corresponde aos incrementos de um processo de
Lévy, no espago (€2, F,P) sob a medida de probabilidade P.

Do teorema fundamental do preco de um ativo referido na seccao anterior, existe uma
medida de probabilidade Q que é quivalente a P tal que os pregos destes ativos sdo martingalas
relativamente a Q. Portanto, é necessario expressar a dindmica de S; sob uma medida neutra
face ao risco ou sob uma martingala equivalente.

Notamos, no entanto, que uma condicdo necessaria para a existéncia de uma martingala
equivalente é que o modelo seja livre de arbitragem. E ainda, a existéncia de uma martingala
equivalente tinica num modelo implica que este apresente um mercado completo [5]. Entao,
relativamente ao processo em causa, existe uma martingala equivalente Q nao tnica, tal que o

modelo é agora representado pela seguinte equacao,
d(In Sy) = (r — v)dt + dLy,

onde r é a taxa livre de risco, v corresponde a um ajuste na convexidade de forma a que
EQ(Sr) = e"T=18, e dL; corresponde aos incrementos de um processo de Lévy sujeitos Q.
Deste modo, a respetiva solugao é dada pela expressao,

Sp =S exp{ (r—v)(T —t)+ /tT dLy }. (3.9)

Como temos por objetivo deduzir uma equacao diferencial que descreva um modelo baseado
num processo de Lévy, voltamos a repetir o raciocinio da sec¢ao anterior. Consideremos a
mudanga de varidavel x; = In S, e seja II(xp,T') o valor da payoff na maturidade de um ativo

xp. Entdo os precos das opgoes podem ser calculados em Q usando a expressao [14],

Vi, t) = e "THVEQ(zy, T)|F.
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Supondo que II(z7,T) admite transformada de Fourier e pelo mesmo raciocinio usado
em (3.5) vem que,

e—T(T=1)

V(x,t) = %E@[ /_ O:o e~ T(¢,T) dé

—r(T—t) oo o
:e27TTt / EQ(e~ %) TI(¢, T) de. (3.10)

—00

Ao aplicarmos a mudanca de varavel z; = InS;, a solucdo (3.9) chegamos a seguinte
igualdade,

T
:UT::Et+(r—1/)(T—t)+/ dLy.
t

Podemos substituir esta expressdo na esperanca matematica, tendo em conta que x; é
relativo a filtracdo F; e portanto, é constante no que respeita a esperanca e que, sob Q,
(L7 — L) é independente de F,

EQ(e %) = EQ <ei£wz£i(TV)(Tt)£i ftT Lu) — o~ =Ei(r—v)(T—t)+y(=)(T—t)
Assim, substituindo esta expressdao em (3.10) temos,

(T oo .
Viet)= / ¢~ibwt ~Elr—n(T=0+v(-O(T=0) f{(¢, T) de. (3.11)

2T S

Seja g(&) = e Sr—T=DH(=OT 1) [](¢, T), pela definicio de transformada inversa de
Fourier obtemos,

—r(T— 1 > —ifx —r(T—t)x
Viwt) = e 00 [~ emifrge)ag = e T0y(a)

Aplicando ainda a transformada de Fourier em (3.11) vem que,
V({,t) — el r=gitr—v)+P(=ONT—1) f[({,T).
Pelo que observamos que V(§ ,t) é solugao da equacao,

avv(‘g?t) = [7" + §z(r - V) - w(—f)]v(& t)v (312)

com condicdo final TI(¢,T) = V(€,T).
O Teorema 2.2.2, relativo a um processo de Lévy a-estivel e ao ramo « # 1, indica-nos a

expressao do expoente caracteristico para este processo. No entanto, esta expressao pode ser
manipulada e simplificada.
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Consideremos as seguintes propriedades dos complexos, para 1 < a < 2,
(Zf)a _ |£|a€ia§sign(§) (—if)a _ |£|a€—z’agsign(§)‘

E tendo em conta que a funcdo cosseno é uma fungdo par, podemos descartar a expressao

sign(€) do seguinte modo,

1 o .
0(6) = —5°[€* {1 ~ iBsign(€) tan(arm/2) | + im
= _W|§|a{cos(aw/2) — ifBsign(§) Sin(om/2)} +imé
oo N ety + ety et 5sign(§) _ efia%sign(f) .
2cos(am/2) €l { 2 ~ Bisign(&) 2isign(§) } oms
_ _Ja|£|a{eio¢gsign(£) + e—iagsign(f) . Beia 5 sign(§) + Be—iagsign(f)} + me
4cos(am/2)
- _ o o a ial sign(€) el ia"sign(g)} .
o { (1= A (14 e | i
O.a
=——<¢(1- ) + (1 —16)¢ imé.
o { (1= A" + (1+ )(—i€)” | + imé
De acordo com esta dedugéo e por [2], fazendo f = —1, v = —% sec(ag) e m = 0, vem que

(=¢) = v(-ig)".
Substituindo esta expressao em (3.12) obtemos,

avgw +(r = )(=EDV(E, 1) +v(=i&) V(£ 1) = rV (£ 1)

Aplicando a transformada inversa de Fourier, podemos escrever a equagao anterior na forma,

[5160] 0,1) 4 ) €V 6 0] )+ [ Pe 0] @0 = [P 0] @t

Por fim, pela Proposicdo 2.2.2 e pelo Teorema 2.2.3 chegamos a expressao da equacao

pretendida,

oV (x,t oV (x,t

gs’) + (r— V)(i’) +v_o DYV (2, t) =1V (z,t), (3.13)
para 1 < a < 2, onde v = —% sec(ag).

E interessante notar que a equacao de Black-Scholes pode ser recuperada da equagio de
Lévy fazendo o = 2.
Ainda, as condigoes de fronteira e final deste modelo sdo analogas ao do modelo anterior,

isto é, as conclusdes sdo as mesmas para o mesmo tipo de opgao.
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3.3 Aproximacao do operador fracionario

Tendo em conta o operador fraciondrio de Riemann-Liouville,

1 am [ V(y,t)
—soDg ) = dy,
DzV(x,?) I'(m — «a) dx™ /—oo (x — y)l-mta Y

com m — 1 < a < m, nesta seccio, iremos definir um segundo operador fracionario que se
relaciona com este e que possamos usar na discretizagao da equagdo (3.13).

Os resultados tedricos que se seguem dizem respeito a uma fungdo de uma varidvel real por
questoes de simplificacdo. No entanto, a generalizagdo para uma fungdo de duas variaveis é
trivial. Deste modo, notemos a seguinte definicao.

Definicdo 3.3.1 Seja o > 0. A derivada fraciondria de Grinwald-Letnikov é definida por,

[(%77]
Dgpf(x) = ;ng)hi > <—1>k<‘;>f<x — kh) (3.14)
k=0

com x € (a,b), onde,

a\ MNa+1)
k] Tk+1DI(a—k+1)

para um complezo k qualquer e com (3) =1, (1) = a.

Com a intencdo de relacionarmos a derivada fraciondria de Riemann-Liouville e a de

Griinwald-Letnikov, é necessério indicar primeiro duas Proposigoes [15].

Proposigao 3.3.1 Seja o >0 e f(z) € AC™([a,b]) entdo,

o () [ sy

ml (g — q)metk ) (g z
- ,;) ( F(k)+ ] —fa)( L r(ml— a) /a o=y ) dy

De forma ilustrativa, vejamos esta Proposicdo para o caso m = 1, sendo valida quando
0 < o < 1. Assim, fazendo duas integragoes por partes e uma derivagdo no final, obtemos a
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expressao esperada para o caso referido,

- )|~ [ 0w ) =

= 1—a< _Wf(y) +/:(x__jijﬂf’(y)dy}

) —a+1 a
e () [ s [ )
a) .

T

—a+1 —a+1

it (@) [ o
S s e s a

No caso geral m, através do mesmo raciocinio, isto é, através de sucessivas integracdes por

partes e derivacdes chegamos a igualdade pretendida.

Proposicao 3.3.2 Considere-se a sequéncia By, com (k=1,2,...) e suponha-se que
k—o0

lim =0
neso0 Tin,k ’
n

Jim > = A,

k=1

n
Z ‘nn,k| < K,
k=1

entao,

n
Jim, kz_:l T = A

Esta Proposicao é importante para justificar a existéncia dos limites usados na demonstragao
do Teorema seguinte.
Deste modo, as derivadas fracionarias Riemann-Liouville e de Griinwald-Letnikov de uma

funcao absolutamente continua, associam-se da seguinte forma.

Teorema 3.3.1 Seja f(z) € AC™([a,b])) Entdo, para cada m —1 < a < m tem-se que

DgLf(a) = Dy f(z), a<a<bh. (3.15)
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Demonstracao: Pretendemos provar o seguinte limite,

[(55°]
Ly K[ v am o fy)
ilzl—r&) he l;) (=1) <k>f(m —kh) = I'(m — «) dz™ /a (x — y)l-mta ay-
Assim, seja
D2 f@) = lm f¥(@), onde f)= hlaf:( 1)k<z>f(a:—k:h).
h—xz—a k=0

Tendo em conta a seguinte relagao,

o a—1 a—1
— 3.16
para nh = x — a, temos sucessivamente,

A @) = 17 (1) (“ . 1) o= kh)+h 3 0(-1) (‘; - i)f(z ~ ki)

k=0

n—1
= b3 (= 1)k <a R 1) fl@—kh) +h™ 3 (~1)k (a A 1) fle = (k+1)h)

k=0

n—1
= h (=1 (O‘ N 1) fla—(z—a)+h7 Y (-1 (a R 1) flz — kh)—
k=0
—ho‘nz:l(—l)k<a;1>f(x— (k + 1)h). (3.17)
k=0

Atendendo a que se pode definir Af(z) = f(z) — f(z — h), indutivamente podemos escrever

que,
A (@) = A (f@) = flo 1)) = A f@) - AT @ - B (38)

Ainda, de (3.17) temos que,

n—1

£ (@) = he (-1 (O‘; 1>f(a) Y (1 (O‘ N 1) {f(x —kh) — f(x — (k+ 1))

k=0
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Usando as relagoes (3.16) e (3.18) m vezes obtemos,

a—1

£ () = h—%—l)"( )f<a>+

n

n—2
+ R~y (0‘ B 2) Af(a+h)+ho 3 (~1) (0‘ . 2) Af(x — kh) +

n—1 P

n—2
—h Y (1) (0‘ . 2) Af(z — (k+1)h)

k=0
o — 2

)f(a) +h_a(—1)”_1< >Af(a+h) +

n n—1

+ e nf(—m’f (O‘ . 2) A2f(z — kh)

k=0

m—1

—h S~ <O‘;: 1) A" f(a+rh) + (3.19)
r=0

+he 1;0 (1) (a ;m> A™ f(z — kh). (3.20)

Resta-nos agora saber o que acontece quando lim _,q f,(La) (x).

nh—zr—a

Relativamente ao somatério (3.19), o limite do r-ésimo termo é,

lim h~%(—1)""" (a T 1) A"f(a+rh) =

]51—>0_ n—r
, o fa—r—1 _ n \"" o A"f(a+rh)
- 1 _1)nr _ yoe-r py—o 2 JAETIR)
g Y (n—r >(” o as) o v
_ _ —r—1 _ n \*" A" f(a+rh)
=(x — atr 3 —1)r a—-r — e T < ) lim =/ \¢T )
(oo i (n_r ><" TR GTE) ET w
1
(g _ o\t ()
(=)™ ) Ty
Visto que a fun¢do Gamma pode ser representada por,
1 . (—a+r+1)(—a+r+2)...(—a+n)
———— = lim
IN(—a+r+1) n-oo (n—7r)l(n—r)-atr

n—00 n—r

= lim (—=1)™™" (O‘ T 1) (n—r)*, (3.21)
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e os seguintes limites sdao vélidos

n—oo \n —1r

lim( n ) =1, hmw:
Entao,

lim A~ — prer (@ ) A h 5~ N A C) 3.22
fm BT (O LA ek ) = ) (@) TR T (3.22)
nh—z—a r=0 r=0

Falta agora calcular o limite do somatério (3.20) de f,(La) (x). Para este caso, vamos necessitar
de usar a Proposicao 3.3.2. Assim, temos de fazer primeiro uma manipulagdo na expressao do

somatério da seguinte forma,

n—m

ey <—1>k<‘“ ;m> A™ (@ — kh) =

a=m\, _(m-1)ta (m-1)—a A" f(z —kh)
T Catm) ZF —a+m)( )( L )k x h(kh) —

Consideremos as expressoes,

=M\ _m_1)ta me1)—a A™f(x —Ekh
Be = ()" (—a + m)< i >k (m=bFe ke = h(kh)™™Y f(hm ),
Pela igualdade (3.21), vem imediatamente que
lim B = lim (~1)*T(~a +m) <O‘ N m) fom(m=Dte — 1 (3.23)
k—ro0 k
e se m—a < 1 temos que,
iy = (m— A" f(z — kh
m Z Tog = Jim 3" h(kh) D= (hm)
nh—m a k=0
= / (z —y) =7 (y) dy. (3.24)

Tendo em conta (3.23) e (3.24), pela Proposigao 3.3.2 obtemos o seguinte resultado,

n—oo

lim Z DBk = /x(m _ y)(m—l)—af(m) (y) dy.
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Entao, finalmente chegamos a expressao do limite do somatério (3.20),
iy a—m 1 z
lim A~ Y (-1) A™f(x — kh :7/ —y)" e f M (y) dy.
) g::o( ) < N ) e =kh) = 5y ), @) " (y) dy
(3.25)

Portanto, de (3.22) e (3.25) conclui-se que, param — 1 < o < m,

h—0

Diuf(e) = Jimy ,jal;)(—n’f@)f(x—kh)
S O ia OB

:];) T(—at+k+1) @ T(—a+m)

/ar(x — )" (y) dy.

Logo, da Proposicao 3.3.1 podemos estabelecer a igualdade com a derivada fracionaria de

Riemann-Liouville, isto é, para m — 1 < a < m,

m—1 _ —a+k (k) T
(x —a)" " ¥ (a) 1 / “l—a 4(m)
D, _ .M a p(m d
1 d\" [* 1
= — | — _ m « d
F(_a+m)( x) /a fy) (@ —y) y
=Dgy, f(x).
(]
Observagao 3.3.1 FEste resultado ¢ vdlido mesmo quando a = —oo, tendo para isso que serem

consideradas condicdes adicionais, tais como, lim,_, _oo(x — a)™*f(™(a) = 0.

Analisemos agora uma aproximacao em R, para o operador fracionario, quando 1 < a < 2.

Temos que,

DgLf() = Jim 3 (~1)} (Z)f(x — kh).
k=0

Podemos especular sobre uma aproximagao que retira o limite tal que,

Dey () ~ 5 S (-1)F (Z‘)f(ac — kh).

k=0

(3.26)

Esta aproximacao é importante uma vez que sera utilizada no capitulo seguinte na aplicagao

de métodos numéricos.






Capitulo 4

Métodos Numeéricos

No sentido de dar continuidade ao trabalho realizado nos capitulos anteriores, neste capitulo,
temos como objetivo desenvolver métodos numéricos que nos fornecam solucdes aproximadas
da equagao diferencial que descreve modelos de pregos para opc¢des baseados num processo de
Lévy.

Na primeira sec¢do iremos introduzir conceitos essenciais relativos a anédlise numérica, como
a consisténcia, estabilidade e convergéncia de um método [12]. Em seguida discutiremos a
discretizacao do operador fracionario e as sec¢bes posteriores corresponderao a discretizagao
da equacao diferencial em estudo, segundo o método implicito de Euler, segundo o método de

Crank-Nicolson e segundo o método da extrapolagdo de Richardson.

4.1 Consisténcia, estabilidade e convergéncia

Existem diferentes métodos para aproximar solucdes de equacoes diferenciais, sendo uma
delas por exemplo, o método das diferencas finitas. No entanto, independentemente dos métodos
que se escolham, existem conceitos fundamentais que sao relevantes para todos eles tais como, a
defini¢do de erro global e de truncatura, conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia.

Nesta seccao, serdo introduzidos estes conceitos relativos a uma solugao obtida pelo método
das diferencas finitas e tendo em conta a solugdo exata do problema diferencial.

Deste modo, consideremos a equagao diferencial, definida em [zg,x1] X (0,TF),

LV = f, (4.1)

onde £ é um operador diferencial, f o termo fonte e V' a solu¢do a determinar da equacao.

Suponhamos que discretizamos esta equagao por um operador discreto
LAV = f, (4.2)

onde V é a solugdo numérica obtida pelo método das diferencas finitas.
Relacionando as solugoes destas duas equagoes é nos possivel introduzir os conceitos acima

25



26 Métodos Numéricos

referidos.

No sentido de definir um método consistente é necessario primeiro indicar o que é o erro de
truncatura. Este erro, relaciona a solucio exata do problema diferencial com a equacao das
diferencas finitas.

Definicao 4.1.1 Consideremos o conjunto discreto de pontos (x;,t,), nos quais x; = xy, + ih,
onde h = ZEZL comi=0,1,...,M et, =nt, onde T = TWF, comn=1,2,...,N.

Seja V" a solugdo exata da equagio (4.1), nos pontos indicados, entdo o erro de truncatura
define-se como,

T = LAV} - I}

A consisténcia de um método, responde a questao de se saber se a solucao exata do problema,
diferencial satisfaz a equacao discretizada proposta.

Definigao 4.1.2 Seja T" = (17", T3, . .. ,T]’[‘/[_l)T o vetor dos erros de truncatura, com n =
1,2,...,N. O método das diferencas finitas (4.2) é consistente com o problema diferencial (4.1)
se

tim 77 =

T—0

onde ||.| corresponde a uma norma.

Outro conceito importante no contexto dos métodos numéricos é o conceito de estabilidade.
Este, diz respeito a sensibilidade do método a perturbacdes. Isto é, pequenas perturbagoes nos

dados, terdo de provocar pequenas perturbacoes na solu¢do do método numeérico.

Defini¢io 4.1.3 Sejam V" e V" duas solugdes numéricas do método das diferencas finitas

nos pontos (z;,t,), onde x; = xr, +ih, com h = *EFL  para i =0,1,...,M et, = nt, onde
T:TWF, comn=1,2,...,N.

Consideremos o vetor € = V™ — V™. O método das diferencas finitas é estdvel se,
0
le™] < Clle”]|

para um C qualquer independente de h e de 7.

Tendo estabelecido as nocdes de consisténcia e estabilidade podemos entdo enunciar o
Teorema da equivaléncia de Lax.

Teorema 4.1.1 (Teorema da equivaléncia de Lax) [11] Um método das diferencas finitas
da forma (4.2), consistente com o problema diferencial, é convergente se e sé se € estdvel.

Deste modo, um método numérico é considerado convergente se o erro global converge para

zero de forma independente.

Defini¢io 4.1.4 Seja V" uma solugio numérica do método das diferencas finitas e V™ a solugio
exata da equagio (4.1). Consideremos E] = V;* — f/i”, comi=0,1,....M en=1,2,...,N tal
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que E™ = (E}, E},. .. ,Eanl)T corresponde ao vetor dos erros globais. O método das diferencas
finitas é convergente se

lim ||[E"|| = 0.

h%g

O erro global também pode ser escrito de forma matricial, isto é, para o vetor E® = V" — V",
temos que [19],
E"=ME" ! 4 77!

onde M é a matriz dos coeficientes da discretizacdo do método das diferencas finitas e 77!
corresponde ao erro de truncatura.
Indutivamente obtemos,

n—1
E" — Mn—lEO 4T Z Tk?Mn—k’
k=0

Ainda,

n—1
IE™| < IMPHILEC 4+ Y (IT* |V F.
k=0

Se |[M"~!|| < C, para todo 0 0 < k < n — 1 temos que

|E™| < C|IE°| 4+ C max ||T%||, onde Tp = rn.
0<k<n—1

Por fim, um parametro que é frequentemente avaliado na analise numérica de um método,
durante o processo de calculos computacionais, e que € indicativo de um método bem construido,

¢é a ordem de convergéncia.

Definicao 4.1.5 Um método numérico diz-se de ordem de convergéncia espacial p e temporal
q, com p,q > 0 se,
|IE™|| = O(hP 4+ 7).

4.2 Discretizacao do operador fracionario

Os problemas financeiros sao trabalhados num contexto finito [0, 7|, onde T corresponde
a maturidade do contrato da opg¢do. Consideremos a equagao,

oV (x,t) oV (x,t)

5 (r—v) D + vy, DSV (x,t) = rV(z,t) + f(z,t). (4.3)

com condicoes inicial e de fronteira tais que:

V(z,Tp) = p(z), zp <z <zxR
V(acL,t) =0, V(l’R,t) = ¢(t>, 0<t<TF.
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O sinal de (r — 1/) tanto pode ser positivo como negativo, e visto que este afeta a escolha da
discretizagao de , admitimos que (r —v) < 0.

Os dados do problema anterior referem-se a maturidade do contrato, isto é, temos informagao
de V(z,TF), no entanto, interessa-nos ter o problema no caso em que os dados comegam em
V(z,0). Assim, tendo em conta a mudancga de varidvel t = Tp — t a equagao (4.3) pode ser

reescrita como,

oV (z,1) oV(x,f)

i (r—v) o 2, DSV (2, t) + 1V (z,t) + f(x,t) =0, (4.4)

onde as condicOes inicial e de fronteira sao dadas por,

V(z,0) = ¢(x), zr <z <zp
V(mL,t):O, V(xR, ) ¢(TF—7§) 0<t< Tr.

E para este problema, que nas préximas seccoes, serdo deduzidos métodos numéricos.

Deste modo, um dos primeiros passos a tomar, é o de discretizar o dominio do problema
diferencial. Sejam M, N ntimeros inteiros, tal que h = *EFL corresponde ao tamanho da
malha no espago e 7 = TWF corresponde ao tamanho da malha no tempo. O conjunto de pontos
da malha (z;,t,) definem-se como, z; = z + ih, com i = 0,1,2,..., M que sdo os pontos
espaciais e t, = nt, com n = 1,2,..., N os pontos temporais da malha.

Para podermos fazer uma discretizacao correta da equagdo em causa, necessitamos de
estudar com mais cuidado a discretizacdo do operador fraciondrio. Como foi visto no capitulo

anterior, ao retirarmos o limite da derivada fraciondria de Griinwald-Letnikov temos que,

D¢ f(x) ~ % > (-1)F (Z) flx — kh),

para uma funcao f real de varidvel real.

Usando esta aproximagio para o operador DV (z,t), num contexto finito, obtemos,

o 1 - a) -

Suponhamos que usamos o método implicito de Euler para discretizar a equagio (4.4), tendo
em conta a aproximagao do operador anterior. Interessa-nos entao saber se esta aproximacao
permite obter um método numérico estavel.

Assim, nesta sec¢ao iremos apresentar um resultado que prova a instabilidade do método
numérico na presenca da aproximagao (4.5). No final, indicaremos uma alternativa que permite
obter um método estavel.

Notemos inicialmente a seguinte Proposicao.
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I'(k—a)

Proposicao 4.2.1 [18] Para 1 < a < 2, os coeficientes g(a) = T(—a)T(hf1)s COM k=0,1,...

k
satisfazem as sequintes propriedades:

1. g[(_)a) = 17 gla) =, géa) = a(og!—l) € g,(ca) > 0, k > 3.

2. ch;le(ga) =qa—1.

3. Para qualquer inteiro positivo N, chvzo g,(f) < 0 wverifica-se.

Estes coeficientes e as suas propriedades serdo cruciais na demonstragdo da préxima

Proposi¢ao assim como dos resultados tedricos das secgoes seguintes.

Proposigao 4.2.2 [13] Seja V" a aprozimagdo numérica de V(x;,t,), € fi"Jrl = f(wi,tni1),
com condigoes de fronteira tais que,

V2= pla) =i, i=1,...,M~1
Vi =0, Vi =4, n=1,....N.

O método implicito de Fuler, dado por

Vit -y

T

Vn+1 _ Vﬂ+1 7
(r — ,/)% _ h%
k=0

R A R e (4.6)

€ instavel.

Demonstracdo: Tendo em conta a Proposigao 4.2.1, a equagao (4.6) pode ser escrita como,

Vn+1 _ Vn+1 7
%n+1 V- 7-[(7“ _ l/)l—l—l + v Z g;(ga)‘/ﬁzl _ r‘/—in-‘f-l

= —7frtL
h he P

E podemos reescrevé-la ainda da seguinte forma,

n n v—r n v ! a)yrn n
Vet = e Uy S e - g
k=1

onde,

1 1
F=1= ((r—v)/h) —T(w/h*)+1r  1+7((v—7r)/h—v/he +71)

Consideremos agora que V;° é o tinico termo que apresenta erro, de forma a que o seu valor
perturbado é tal que V9 = V9 + €Y. Esta perturbacdo provoca uma perturbacio no valor de V!
dada por, V} = V! +¢l.
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Para avaliar a estabilidade do método, Vio é substituido por K? tal que,
Vi=pVy ‘HW[( A )Vl 1T s Zgl(qa)vil—k - fi1:|
k=1

pois os V;! | ndo sofrem com a perturbacao.

Uma vez que V9 = V9 + Y podemos escrever,

V= V0 ) [PV 4 STV 1)

h he =
E ainda,
Vel =+ )+ [C L 4 2 ng V- g (4.7
Como,
v = [ U S vt ). (1.9
k=1

substituindo (4.8) em (4.7) vem que,

uVP +ei =p(VP +<f).

0

Portanto o efeito da propagacgao do erro ¢; ! o

no tempo t; ¢ igual a ] = pe?. Repetindo
sucessivamente este raciocinio, a propagagio do erro no tempo , é e = u"eV.

Desta forma, para que a formulagdo do método implicito de Euler seja estdvel é necessario
que |p| < 1. No entanto, para qualquer h suficientemente pequeno temos |u| > 1, o que implica
que o método é instavel, isto é, a solucdo numérica nao converge para a solucao exata da
equacao diferencial. O

Para contornar esta situacdo, existe uma versao da féormula de Griinwald que pode ser
usada, na qual a fungdo sofre uma translacdo para a direita. Comecemos por mostrar que esta
nova férmula é consistente.

Assim, novamente, no sentido de simplificarmos as notagoes, para uma funcao f real de

variavel real temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.1 Sejam 1 < a <2 e f € AC™3(R) tal que todas as derivadas até a ordem
m + 3 pertencem a L1(R). Seja,

M) = o 3 F ey PR (1.9
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com p um inteiro ndo negativo. Entio, Apf(z) =_oc DS f(x) + O(h), quando h — 0, para todo
oz e R.

Demonstracao: Pela Proposigao 2.2.1 a transformada de Fourier de f(z — h) é,

[f(z = h)] = <" f(©).

Para além disso,
o0
Q@
1+2)*=)" (k> 2~ (4.10)
k=0
converge para qualquer complexo |z| < 1 e para qualquer a > 0. Notemos, ainda, que a seguinte
igualdade é valida,

a Tk - a)
(k‘)(_l)k T T(—a)(k+1) (4.11)

Tomando a transformada de Fourier de (4.9) e tendo em conta as igualdades (4.10) e (4.11)

temos que,
A @NE) = o5 Y (D} (2‘) D () = (1= ) e fg)
k=0

1 1 _githne 1 _eithne
= aaigne (5 ) e ) = (o () < F©)

= (—i§)*w(—igh) f(£),

. & .
para w(—ilh) = (1:f£2h) e~ihp,

Usando o desenvolvimento em série de Taylor,

k

w(z) = (1 - e_z>a€zp _ (1 - Zi":g(—l)’“i!)“ P

z z
z 22 YIS (zp)k = TN (2p)”
i) BB (5 )
( 2 6 = k! = k! = k!
=1+ a+(2p)2 22p+ —1+< a) +O(|2]?)
= p =2y 5 a— = p-5)? z|9).
Entao, existe uma constante C' > 0, para z = —i&h tal que,

[0
wz) ~1 <[~ )2l +C |22

Para h suficientemente pequeno temos,

lw(—ich) — 1| < C |¢h]. (4.12)
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Pelo Teorema 2.2.3 obtemos entéo,

—

[Anf(@)](€) = (=i&)w(=ich) f(€)

(—i&)“F(€) + (i)™ (w(—i&h) — 1) f(€)

—

[—oo D2 f(2)](E) + &€, h),

com @(&,h) = (—i€)*(w(—ich) — 1) f(€). Como f € AC™3(R), pelo Lema de Riemann-
Lesbesgue usado em [20] a seguinte relagao é valida,

T= [ @ +1e)" 7O de < oo,
Logo, podemos escrever as desigualdades,
@& h)] < 1(=i€)*] [(w(—igh) = 1)] |f(€)]
< | —ig* Clgnl |f(©)]
= le|* Clenl 1£(©)
< [¢l*F Clhl ()

Sabemos que a transformada de Fourier de $(&, h) é
() = 5 [ eienpe ) de
plT, ) = o _ooe 2N .
Entao, para todo o z € R,
el < [ e Clhl 1F©)] dé < ICh.

O que prova a ordem de convergéncia da aproximacao estudada. [l

Este resultado e a sua demonstragdo, podem ser generalizados para o operador D2V (x,t).
Entdo, tomando p = 1 no Teorema anterior, para a funcio V(z,t) chegamos & aproximacio

de Griinwald-Letnikov,

0V (x,t) ) -
W he Z —,H)V(iv — (k=1)h,t), (4.13)

e como iremos ver nas préoximas secgoes, esta aproximacao, gera estabilidade nos métodos das

diferencas finitas.
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4.3 Meétodo das diferencas finitas

O método das diferencas finitas consiste em, aproximar o operador diferencial ao substituir
as derivadas, pelo desenvolvimento em Taylor das mesmas, numa determinada equagao. O
dominio é particionado no espaco e no tempo e sao calculadas aproximagoes das solugoes nos
pontos desse dominio.

Nesta sec¢do, vamos discretizar a equacao (4.4) pelo método implicito de Euler e pelo
método de Crank-Nicolson, tendo em conta a aproximacao (4.13). As nomenclaturas destes
métodos numéricos estao associadas a discretizacdo no tempo, uma vez que a discretizagdao no
espaco € igual para os dois, como iremos ver.

Comecemos a desenvolver primeiro, a discretizagdo pelo método implicito de Euler. Deste
modo, consideremos a seguite equacao,

V;TH_I . V;n (r V) V;n-‘,—l _ ‘/7’71—',1-1 U i+1
T h he prr

gV eV = L O(h 4 7)
(4.14)

onde V* ~ V(z;,t,) e fi”Jrl = f(zi, tny1)-

Com condigoes inicial e finais discretizadas da seguinte forma,

‘/ZO:SO([L‘,L):QOZ, ’1,217,M_1
V=0, Vit =¢%, n=1,...,N.

Multiplicando por 7 a equagéo (4.14) e considerando V;" a solucao numeérica de V;" omitindo

o erro de truncatura, a equagdo pode ser escrita na forma,

3 pntl _ ittt , il 3 } 3
vt (e —v) " B ST 7 g,(ga)Viﬁgil — VPt =y -t (4.15)
k=0
com,
V0=, i=1,...,.M—1
V=0, Vit =¢%, n=1,...,N. (4.16)
Se denotarmos £ = T(r}j V), ¢ = 75 e n = 7r podemos desenvolver esta equagdo para
diferentes valores de ¢, com n =1,...,N. Assim, para i = 1 obtemos a equacao,

VP (14 — €= ¢o\) = CaV Ut =V —
para i = 2 chegamos a equacao,

Vi (14— € = Cat™) + €Vt — cglM V= Vg — 7 pit,
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e de forma sucessiva, quando i = M — 1 vem que,

Vit (L — € = Co\™) + eVith — (gl Vit 4 {0 7Y =

= VM 1+ Cgo Vn+1 T ;7—_11'
Entao a equacdo do método implicito de Euler (4.15) na forma matricial é,
[(1+n)—CA—¢BIV T =V 4 O™ — 7P (4.17)

onde as matrizes A e B sao tal que

(g g 0 0] 10 0 ... 0]
g g0 o -1 1 0 ... 0
A= : : : , B=1|0 -1 1 ... 0 (4.18)
L O C I SR
R U S L0 0 =1

)T7 cr=(0,...,0 Cgo VnH)M 1€ Frtt = ( 1n+17 §+17--~7 }\Li—tll)T'

Relativamente ao método de Crank-Nicolson, a discretizacao da equagdo (4.4) é tal que,

Vn—l—l . v 1 V”+1 — Vﬁ""l i+l a
i = i 2[@4 B V)szl + hla Z ( )Vn—il;}rl T‘/;n—i-l _
k=0
L Vi -V v SR @ " ntd >
_2{(,«_” - +h729k Vi—k+1_rvi]:_fi +O(h+717) (4.19)
k=0
onde V" m V(z;,t,) e f (f(l'u tng1) + f(zistn)).

De forma analoga, ao que foi feito para o método anterior, o método de Crank-Nicolson,
para as mesmas condicoes inicial e de fronteira (4.16), omitindo o erro de truncatura, pode ser

escrito como,

. . ‘N/—in—l-l Vn+1 i+1 . .
L O R DI CHE A B
“n T f/ln_f/ (e} n n+
=V —i—Q{(r—I/)h ha E g( )V k+1—rV]—Tf 2. (4.20)

E a sua forma matricial é a seguinte,

Cq_8

(1+ )I —3A-3B vl = {(1 - g)H gA - 23} V4 V4 Op —rFTE (4.21)
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- n+l
onde C{L: (0,..., ,QQéa)(Vn+1+Vﬁ))T7 Fn—l—% _ (f1+2

e B sdo as mesmas que as do método implicito de Fuler.

1 1
n+3 n+s\T .
Jfy 2. [y ) e as matrizes A

Deste modo, a fase seguinte serd verificar se estes métodos sdo convergentes. Para que,
posteriormente, possamos calcular de forma computacional, solu¢bes aproximadas para o

problema diferencial e avaliar os erros destas aproximagcoes.

4.4 Estabilidade e convergéncia

Nesta seccao serd feita uma andlise da estabilidade e convergéncia dos métodos numéricos
propostos anteriormente, através de resultados tedéricos. As normas usadas nesta parte da
dissertacdo, dizem respeito as normas L,. Deste modo, parai=1,2,... M—1lej=1,2,...,N

a norma infinito, de uma matriz A qualquer, define-se como,

|A[l = _max Z |ai;]
1<i<M-11
e a norma infinito para um vetor z qualquer, é,

ol = _max_ fzi.

Notemos entéo, inicialmente, dois lemas que serao tteis nas provas dos resultados que se
seguirao.

Lema 4.4.1 [4, 22] Seja A uma matriz de dimensdo M — 1, positiva definida. Para um

parametro 6 > 0, as sequintes desigualdades verificam-se,
I(1+64)1 <1, [[(I+04)"1(1—04)| < 1.

E interessante observar que o valor de 6 neste Lema, para uma mesma matriz A, toma o
valor de § = 1 para o método implicito de Euler e § = 1/2 para o método de Crank-Nicolson,

como veremos nos proximos desenvolvimentos.

Lema 4.4.2 Uma matriz real D de dimensdo M — 1 é positiva definida se e so se H = D%DT

for positiva definida. Para além disso, uma matriz H € positiva definida se e s se 0s seus
valores proprios sao positivos.

No que diz respeito ao método implicito de Euler consideremos a seguinte matriz,

Dy =nl —(A—¢B (4.22)

T(r V)

onde n=171r,(=75,§= e as matrizes A e B estao definidas em (4.18).
Pretendemos provar que este método é incondicionalmente estavel (i.e, a estabilidade nao

depende de nenhum pardmetro) e é convergente. Para isso, é necessario antes ter em conta
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alguns resultados e as suas demonstragoes. Assim, seja a matriz H definida por

_ Di+DF
_T.

o (4.23)

Vamos provar que esta matriz é positiva definida, para conseguirmos tecer conclusoes
relativas a matriz Dy, no sentido de podermos, usar o Lema 4.4.1, para provarmos a estabilidade
e convergéncia do método implicito de Euler.

Definigao 4.4.1 [7] Uma matriz quadrada A = [a;j] € R™"*™ € estritamente diagonal dominante

se,
n
laiil > lail, i=1,....n. (4.24)
=1
i
Notemos inicialmente que a matriz H pode ser vista como uma matriz estritamente diagonal
dominante.

Teorema 4.4.3 Seja 1 < oo < 2 e H definido como em (4.23). Entdo, os coeficientes H;j

satisfazem a relagao (4.24), isto é, a matriz H é estritamente diagonal dominante.

Demonstragao: Uma vez que H = D1 ;D’T podemos definir esta matriz por ramos do seguinte
modo,
~1¢g j>i+1
—3C(as” o) H a6 G=itl
Hyj=3 n-(a™ —¢ j=i (4.25)
—5C(o + o) H 36 G=ie
—1¢e\ 0, j<i-1

Uma vez que (r — v) < 0, implica que £ < 0 e ¢, n > 0. De acordo com a Proposicao 4.2.1,
(@)

notamos que H ¢ positiva quando j = ¢ e negativa nos restantes ramos, uma vez que g5 = = 1,

gga) =—ae g,(f) >0, k=2,3,... Assim, vejamos a que corresponde a soma destes ramos,

excluindo a diagonal.
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De (4.25), para i =1,2,..., M — 1 temos que,

i—2 M-1
Z \H2J| = Z ‘HU’ + |Hm—1’ + ’HZH-I‘ + Z ’HZJ‘
Jj=1 Jj=1 j=i+2
i
~1. (@ (@
«
25 9j-iv1 T ¢ (90 +92 ) +&+ Z ng 1+1
7j=1 Jj= 1—1—2
jf—oo j Z+2
(@) (@)
(6% (6%
= (o +CH (g +€
k=3
Novamente, pela Proposicao 4.2.1 sabemos que Zk i g,(~C ) entdo, manipulando os valores

do somatério temos ainda que,

M—-1 +o00 (@) (@)
o Hi <Y g + ¢+ ¢ + ¢
j=1 k=3
i
N2 @) @) )o@ (0)
= ZCQk (90 —Cg1 —Cgy  +C+Cgy +&
= —Cg(“) +e
<n—Coi™ +¢
Como foi dito anteriormente, (, 7 > 0 e gga) = —aq, isto é, podemos estabelecer a seguinte
desigualdade,
Al (@) (@)
Z |Hij| < _C91a +& <n-— C!ha +& = |Hiil.
;
Portanto, Z U H| < |Hyl, para i =1,2,..., M — 1. O
J#l

Tendo demonstrado que H é estritamente diagonal dominante podemos provar ainda, que
esta matriz é positiva definida. Mas para isso, é preciso indicar primeiro o Terorema do circulo
de Gerschgorin, que serd importante na demonstracio que faremos a seguir.

Teorema 4.4.4 (Terorema do circulo de Gerschgorin) [7/ Seja A = [a;;] € C™*™ e seja

R; =377 4 laij|, comi=1,...,n. Entdo, os valores proprios de A pertencem d unido dos
i

Zi:{ZGCI|Z—CLii’ SRz}
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Deste modo, conseguimos demonstrar que H é positiva definida.

Corolario 4.4.4.1 A matriz H, definida em (4.23), é simétrica positiva definida.

Demonstragao: Pela definicdo da matriz H (4.25), observamos que é simétrica. Entao,
resta-nos provar que H tem exclusivamente valores proprios positivos.

Seja A um valor préprio de H, de acordo com o Teorema 4.4.4 obtemos a seguinte desigual-
dade,

M-1

A= Hy| < Y |Hyjl, i=12,...,M—1.
j=1
Ji
E podemos ainda escrever,
M-1 M—1
Hii— Y |Hyl <A< Hig+ Y |Hyl
j=1 j=1
i 7

Uma vez que H;; é positiva, pelo Teorema 4.4.3 podemos concluir que A > 0 e portanto H é
positiva definida. 0

Pelo Lema 4.4.2 concluimos ainda que a matriz Dy é positiva definida. Para além disso, a
matriz (I + D) é estritamente diagonal dominante. Conseguimos verificar isso usando o mesmo
raciocinio que na demonstracao do Teorema 4.4.3.

Assim, para facilitar as notagdes, consideremos a matriz @ = (I + Dy). Esta matriz pode
ser definida do seguinte modo,

0, i>i+1
¢t j=itl

Qij = 1+n—cgl™—¢  j=i (4.26)
—Cgs + e, j=i-1
gt j<i-1

Novamente, como (r — v) < 0, temos que £ <0 e ¢, n > 0.

E de acordo com a Proposicdo 4.2.1, a matriz @) é positiva quando j = i e negativa nos
(o) () (ax)

restantes ramos, uma vez que g, ' =1, g; ' = —ae g, >0, k=2,3,.... Entao, vejamos se
M-1
Qiil > > 1Qil,  i=1,2,...,M—1.
J=1

J#i
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Da definigao (4.26), para i = 1,2,..., M — 1, podemos escrever,

Z ’QU’ - Z ’QZ]’ + ’QZZ—I’ + ’sz—i—l‘

7j=1
J;ﬁz

—2
Z 91+ a8 €+ ol

i—2
= Z A1+ o + ol — ot + Cib + €
M-
Z “ye

(@)

Da Proposigao 4.2.1 retiramos que Zk 0 gk < 0. Entao, parat=1,2,..., M —1, podemos

estabelecer a seguinte desigualdade,

M1 M—1 o
Z|Qij’zczgl(ca)_ (a)+§<1+77 (o™ + € =1Quil-
- k=0

J#i

Portanto, a matriz (I + Dy) também é estritamente diagonal dominante. Entdo podemos
concluir que (I + Dy) é invertivel, isto é, a equagdo (4.17) tem solugao.
Para além disso, ainda nos é possivel fazer uma analogia com o Lema 4.4.1 e estabelecer as

seguintes relacoes, uma vez que a matriz D; é definida positiva.
I +Dn~H <1, |(I+D)~'(I-Dpf <1, (4.27)

Deste modo, estamos aptos para demonstrar o teorema da estabilidade do método em

estudo.

Teorema 4.4.5 O método implicito de Euler (4.15) é incondicionalmente estdvel.

Demonstragdo: Seja V" a solugdo exata da equagdo diferencial (4.4) e ‘72" a solucao aprox-

imada nos pontos da malha (z;,t,), onde z; = xf, + ih, com i = 0,1,...,M e t, = nT, com

n=1,2...,N. O erro global define-se como e}’ = V" — f/zn e o vetor dos erros é tal que
T

E™ = (e}, ef,....e% 1) .

O que nos interessa saber é se perturbagoes nas condicoes iniciais do método V', com
n=1,2,...,N, provocam perturbacdes nas solugoes aproximadas, ou neste caso, no vetor dos
erros globais.

Seja Pr = (I + D)™, a equacdo do erro é tal que,

E™ = PiE™ L.
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O que implica que, indutivamente, podemos escrever E" = P} E% paran=1,2,...,N.
Ao aplicarmos normas e as suas propriedades a esta equagao, tendo em conta as relagoes
estabelecidas em (4.27), vem que || Pr|| < 1, entdo

1E™ (| = [|PFE°| < [IPPIIEC < 1P 1B < (£

Portanto, o método implicito de Euler é incondicionalmente estavel. [l

Finalmente, resta-nos verificar a convergéncia deste método, através da prova do seguinte
teorema.

Teorema 4.4.6 A solugio numérica V" do método implicito de Euler, converge incondicional-

mente para a solugdo exata V", d medida que h e T se aproximam de zero e verifica,

V™ = V™| = O(r + h),

onde V' = (VP V..., va_ )"

Demonstragao: Seja V" a solugao exata da equagao diferencial (4.4) e VZ” a solucao aprox-
imada do método implicito de Euler, nos pontos da malha (x;,t,), onde x; = 1, + th, com
i=0,1,...,Met,=nr,comn=12,...,N. O erro global define-se como e} = V" —VZ-" eo
vetor dos erros é tal que E" = (e, €4, ..., e”M_l)T.

A equagao do erro pode ser escrita como,

€n+1 — el en-{—l en—H i+1
7 7 7 n+1 n+1 __mn
—r +(T_1/) h ng Ci—k+1 TG _T;7
ou ainda como,
el €n+1 i+1 -
n+1 7 o) n+l n+l| _ n n
el —1|(r— 1/)7}1 Z g € i e =e'+ 711", (4.28)
onde 77" diz respeito ao erro de truncatura, para¢=1,2,..., M —len=1,2,...,N.

A equagao (4.28) também pode ser escrita na sua forma matricial,
(I+Dp)E"=E" ' 41",

ou ainda, E" = (I + D;)"'E""! + 7(I + D;)~'T", onde T" = (T}*, 1%, ... ,T]@fl)T é o vetor
dos erros de truncatura, paran =1,2,..., N.

Se considerarmos que x =7 P; T e P; = (I + D)™}, vem que

E"=PE" ' +x
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E indutivamente temos que, E" = (P} + Pln_l +---+ )z, paran=1,2,...,N.
Aplicando normas e suas propriedades a esta igualdade e tendo em conta que || Pr|| < 1 das
relagoes estabelecidas em (4.27), obtemos as seguintes desigualdades,

IE™"| = I(Pf + Pp ' 4+ +... D)z
< (PP + PP+ - + D)l
<(A+1+4---+0)7 P T

< N7 ||T".
Uma vez que N7 =TF e ||[T"|| = O(h + 7) como vimos na discretizagdo do método, basta
escrever entao,
|E"|| = O(h+ 7).

O que prova a convergéncia do método implicito de Euler e a sua ordem de convergéncia. [J

Deste modo, a discretizacao da equacao (4.4) segundo o método implicito de Euler, é estavel
e convergente.
Relativamente ao método de Crank-Nicolson consideremos a seguinte matriz,

Doy = gI - %A - gB, (4.29)
onde n=171r, (=75, §= T(Th_y) e as matrizes A e B estao definidas em (4.18).
Uma vez que Doy = %DI, onde Dj corresponde & matriz considerada em (4.22), as

conclusoes relativas a matriz H (4.23), sdo andlogas para o método de Crank-Nicolson. Isto

Don+DEL . . . S s .
M é estritamente diagonal dominante, é simétrica positiva definida, o que

é: HCN =
implica que Doy é positiva definida. Entao, (I + Do) € estritamente diagonal dominante,
logo é invertivel e a equagao (4.21) tem solucdo.

Para além disso, as relacoes estabelecidas em (4.27) também sdo validas para a matriz Doy

e portanto apenas nos resta provar a estabilidade e convergéncia do método de Crank-Nicolson.

Teorema 4.4.7 O método de Crank-Nicolson (4.20) é incondicionalmente estdvel.

Demonstragao: De forma similar ao que foi feito anteriormente, seja V" a solucao exata da
equacao diferencial (4.4) e f/zn a solugao aproximada do método de Crank-Nicolson, nos pontos
da malha (z;,t,), onde x; = xf, +ih, com i =0,1,...,M et, =n7,comn=1,2,...,N. O
erro global define-se como e = Vi — V" e o vetor dos erros é tal que E™ = (e}, e}, .. ., e}bfl)T.

Consideremos que Pon = (I + Den)~H(I — Do), a equagio do erro é tal que,

E™ = PoyE™ L
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O que implica que, indutivamente, podemos escrever E™ = PJ E% paran=1,2,...,N.
Aplicando normas a esta equagao e tendo em atengao que, de (4.27) vem que ||Poy|| < 1,

obtemos as seguintes desigualdades,
IE™| < IPENINE®] < [[Penl™IE%] < [IE°I.

Entao o método de Crank-Nicolson é incondicionalmente estavel. O

Por fim, a convergéncia deste método é comprovada pelo seguinte teorema.

Teorema 4.4.8 A solugio numérica V™ do método de Crank-Nicolson, converge incondicional-

mente para a solugdo exata V™ & medida que h e T se aproximam de zero e verifica,

[V = V7| = O(h+7%),
T
onde V" = (V" V3", ..., V1)

Demonstragdo: Seja V" a solugdo exata da equacao diferencial (4.4) e f/zn a solugdo aproxi-
mada pelo método de Crank-Nicolson, nos pontos da malha (z;,,), onde z; = x1, + ih, com

i=0,1,...,Met,=nt,comn=12...,N. O erro global define-se como e? = Vln—f/ln eo
vetor dos erros é tal que E" = (el el ..., e’j/[fl)T
Analogo ao que foi feito anteriormente, a equagao do erro pode ser discretizada do seguinte
modo,
n+1 n+1 i+1
+1_ T I v (a) n+1 +1
& —3 {(7” —v) S D g e e
k=0
T el —er v &
=e'+ = l:(’l“ — V)zizl + = Z g,(f)e?,kﬂ — re?} + 7T
2 h h =
onde T}" diz respeito ao erro de truncatura definido em (4.1.1), para i = 1,2,...,M — 1 e
n=12...,N.

Esta equacgio também pode ser escrita na sua forma matricial,
(I + Don)E™ = (I — Don)E™ ' + 17,

onde T" = (T1, T3, . .. ,T}\Zfl)T ¢ o vetor dos erros de truncatura, comn =1,2,..., N.
Para x =7 Poy T" e Poy = (I + Don) (I — Do) vem que,

E" = PcNE" ' +a.

E iterativamente obtemos, E" = (P2y + P! ++---+... 1)z, paran=1,2,...,N.
Aplicando normas a esta equacao e tendo em consideracao que ||[Pon|| < 1 podemos
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estabelecer as seguintes relagoes,

1E"|| = |(Pén + Pey' + -+ ... D)z]|
< (IPENI+ 1PER | + - - + 1) |Im Pon T
< N7 ||Pon T
< Tp|T"|

Uma vez que ||[T"|| = O(h + 72) como vimos anteriormente, basta escrever entdo que,
IE"|| = O(h + 7).

O que prova a convergéncia do método em causa. [l

Portanto, a discretizacdo da equagao (4.4) pelo método de Crank- Nicolson é estédvel e

convergente.

4.5 Extrapolacao de Richardson

Dos resultados tedricos provados na sec¢ao anterior, sabemos que a taxa de convergéncia do
método implicito de Euler é da ordem O(7+h) e que a do método de Crank-Nicolson é O(724-h).
Com o intuito de melhorarmos a ordem de convergéncia destes métodos numéricos, podemos
fazer uma extrapolacdo, neste caso, uma extrapolagdo de Richardson [3]. Esta, apresenta
diferencas consoante o método em causa, no entanto, vejamos inicialmente em que consiste
utilizando um raciocinio simplificado.

Seja A* a solucdo exata de um problema diferencial e seja A(h) uma aproximagao numérica
dessa solucdo, segundo um determinado método numérico, para um h que corresponde ao

tamanho dos saltos no espago. O erro global é tal que,
A* — A(h) = agh + a1h® + agh® + --- = O(h)

onde ag, a1, a9,... S0 constantes arbitarias.
Ao substituirmos h por h/2 obtemos,

- afE)-ft) o) enl) - =o(?)
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Aplicando a férmula da extrapolagao no cédlculo do erro, podemos entao verificar que a

ordem de convergéncia 1 aumenta para 2,

* h . h* 3 (—k=1)y, 1k
2x (A= A(F)) — (4" = AM) ) = —ar = Jash® = = (12 Yaph® — ...
:CLAlh2+CLA2h3+...
= O(h?)

com k > 0 uma constante.

Deste modo, esta ideia pode ser aplicada a métodos numéricos que apresentem convergéncia
no tempo e no espaco, que é o caso dos métodos em estudo neste capitulo. Para o método
implicito de Euler, iremos ajustar a convergéncia no tempo e no espaco e para o método de
Crank-Nicolson apenas iremos ajustar a convergéncia no espaco.

Assim, relativamente ao método implicito de Euler, consideremos duas solugdes numéricas,
V" calculada na malha (z;,t,), onde x; = x, +ih, t, = nt, e ‘7221” calculada na malha (x9;, o),
onde xo; :$L+i% e top =ng,comi=0,1,.... Men=1,2,...,N.

A solucdo da extrapolacao Vzn ¢é entdo definida pela operacao,

N~ 9Y/s2n (N
Vit R 2V =V,

parati=1,2,.... M —1len=1,2,...,N.

E desta forma, a equacdo (4.14) passa a apresentar uma ordem de convergéncia O(72 + h?).

No que diz respeito ao método de Crank-Nicolson, escolhemos uma solugdo numérica ‘_/1”
calculada na malha (z;,%,), onde x; = xp, + ih, t, = n7, e V3! calculada na malha (o, %,),
onde x9; = vy, +i%, t, =nr,comi=0,1,..., Men=1,2,...,N.

Entao, a solugdo da extrapolagao de Richardson resulta da seguinte operacao,

Vit w205 = VP

parai=1,2,.... M —1len=1,2,...,N.

Portanto, a equacio (4.19) passa a apresentar uma ordem de convergéncia de O(72 + h?).

O facto da ordem de convergéncia de um método numérico aumentar, significa que con-
seguimos, através da extrapolagdo, aproximar de forma mais eficiente as solugdes numeéricas,
obtendo erros inferiores. Este aspecto poderd ser observado no préximo capitulo, quando

calcularmos de forma computacional solu¢bes dos métodos em estudo.



Capitulo 5

Testes numeéricos

Atendendo ao estudo teérico, feito no capitulo anterior, relativo aos métodos numéricos
implicido de Euler, de Crank-Nicolson e da extrapolac¢ido de Richardson, vamos neste capitulo,
exibir dois exemplos numéricos dos métodos referidos.

Desta forma, o primeiro exemplo diz respeito a um problema diferencial que contém a
solucao exata correspondente, para que, através de calculos computacionais, possamos tecer
conclusoes relativas aos erros globais e as ordens de convergéncia de cada método numérico.

O segundo exemplo diz respeito a uma opcao call Europeia, descrita pela equagio diferencial
(3.13) calculada segundo o método implicito de Euler.

Os métodos numéricos foram implementados usando o software MATLAB.

5.1 Ordem de convergéncia

Consideremos a seguinte equacgao,

ov ov _
i (r — 1/)% —voDSV =—rV — f, (z,t) € (0,1) x (0,1) (5.1)

com condigoes de fronteira

e condicao inicial

V(z,0) = 3.
Para o = 1.7, r = 0.05, ¢ = 0.25, v = —%JO‘ sec(%"), a solucdo exata do problema
6 V(z,t) = a3¢!, entdo facilmente deduzimos o termo fonte, f(z,t) = e![3(r — v)a? +
r(4) a3
VF(4(7)Q)£U3 «— (1 +7r)a3].

Os resultados obtidos sdo apresentados nas tabelas das préximas paginas. Nelas, os erros
calculados dizem respeito a norma L., e as ordens de convergéncia no espaco foram deduzidas

45
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usando a relagao,
V"= V™| < C P,

onde V™ corresponde ao vetor da solucio exata, V™ corresponde ao vetor das solucdes aprox-
imadas, C' é uma constante positiva independente de h e p diz respeito a ordem do método.
Para o caso do célculo das ordens no tempo, o raciocinio é analogo a este, mas feito para 7 em
vez de h.

Deste modo, para h = h; e h = hy obtemos dois erros globais, erro; = ChY e errop = Chb.

Entdo a ordem p pode ser obtida através do seguinte calculo,

_ log(erroy /errog)
log(hz/h1)

A Tabela 5.1 diz respeito as ordens de convergéncia espacial do método implicito de Euler e
do método de Crank-Nicolson quando fixamos N = 4000, e quando variamos a malha no espaco.

Os valores obtidos dos dois métodos indicam ordens de convergéncia espacial aproximadas de 1.

Erro L Erro L
h Euler Ordem CN Ordem
1/8 1.0600E-02 - 1.0600E-02 -

1/16  5.4000E-03  0.97  5.3000E-03  1.00
1/32  2.7000E-03  1.00  2.7000E-03  0.97
1/64 1.4000E-03  0.95 1.3000E-03  1.05
1/128 7.4206E-04 0.92 6.6831E-04  0.96
1/256 4.1065E-04  0.85  3.3424E-04  1.00

Tabela 5.1 Convergéncia espacial dos métodos implicito de Euler e de Crank- Nicolson (CN)
quando N = 4000.

A Tabela 5.2 corresponde as ordens de convergéncia temporal do método implicito de Euler
e do método de Crank-Nicolson. Esta tabela é diferente da anterior na medida em que notamos
que o erro espacial domina o erro temporal do método de Crank-Nicolson, quando temos
valores de M relativamente pequenos. Assim, para podermos observar a ordem de convergéncia
temporal deste método, foi necessario refinar imenso a malha no espacgo, calculando os erros
para dois valores temporais apenas. Deste modo, o método implicito de Euler apresenta uma
ordem de convergéncia temporal aproximada de 1 e o método de Crank-Nicolson apresenta

uma ordem de convergéncia temporal de aproximadamente 2.
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Erro Lo Erro Ly

M T Euler Ordem CN Ordem
0.1 3.5000E-02 6.6861E-04

1000 0.05 1.7700E-02 0.98  2.2646E-04 1.56
0.1 3.5000E-02 6.3007E-04

2000 0.05 1.7600E-02  0.99 1.8679E-04 1.75
0.1 3.4900E-02 6.1090E-04

4000 0.05 1.7600E-02  0.99 1.6726E-04 1.87
0.1 3.4900E-02 6.0453E-04

6000 0.05 1.7600E-02  0.99 1.6081E-04 1.91

0.1 3.4900E-02 6.0135E-04
8000 0.05 1.7600E-02 0.999 1.5759E-04 1.93

Tabela 5.2 Convergéncia temporal dos métodos implicito de Euler e de Crank- Nicolson (CN).

Por fim, os valores da Tabelas 5.3 mostram que quando 7 = h, a ordem de convergéncia
dos dois métodos é de aproximadamente 1. Para além disso, o método da estrapolacao de
Richardson apresenta erros inferiores comparativamente com os restantes métodos e com uma

ordem de convergéncia maior, isto é, aproximadamente 2.

Erro Lo Erro REM Erro L Erro REM
T=~nh Euler Ordem Euler Ordem CN Ordem CN Ordem
1/8 | 4.7600E-02 - 3.3000E-03 - 1.1100E-02 - 1.1000E-03 -
1/16 | 2.5600E-02 0.89  7.6279E-04  2.11 5.5000E-03  1.01  2.8362E-04  1.96
1/32 | 1.3200E-02  0.96  1.8015E-04  2.08 2.7000E-03  1.03  6.9452E-05  2.03
1/64 | 6.7000E-03  0.98  4.3642E-05  2.05 1.3000E-03  1.05 1.7219E-05  2.01
1/128 | 3.4000E-03  0.98  1.0699E-05  2.03 6.7120E-04  0.95  4.2778e-06 2.01

Tabela 5.3 Erros da norma L, da extrapolagdio (REM) e taxa de convergéncia do método de
implicito de Euler e de Crank-Nicolson (CN)

Portanto, os resultados numéricos estao de acordo com a anélise tedrica feita no capitulo

anterior, o que é indicativo, de que os codigos computacionais desenvolvidos sao eficientes.
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5.2 Opcao call Europeia
Seja V(z,t) a fungdo dos pregos de uma opgao call europeia, onde z; = In S; diz respeito
a mudanca de variavel considerada no inicio desta dissertagdo. A equagao diferencial de um

modelo de precos de opc¢oes, deste estilo, baseado num processo de Lévy é,

ov ov _
i (r— u)% — Vg, DSV = —rV, (z,t) € (xp,zr) X (0,TF) (5.2)

com condigoes de fronteira,

V(zp,t) =0, V(zg,t)=e""—Ke 't

e condigao inicial, V(z,0) = max(e® — K,0).

Sejam z;, =0, xtg =5, v = —%aa sec(9G") onde a = 1.3, a volatilidade é o = 0.25, a taxa
de juro é r = 0.05, a maturidade do contrato é Tr = 1 e o preco de exrcicio é K = 3.

Nesta sec¢do, iremos variar algum destes pardmetros e tecer conclusoes relativamente aos
precos da opcao e a sensibilidade de « relativamente a estas variagoes.

Nas Figuras 5.1 observamos o comportamento dos pregos de uma opcao call europeia para
os valores indicados em cima e no caso da Figura 5.1b vemos a diferenca de quando alteramos

a taxa de risco.
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(b) Pregos da opgao para r = 0.05 a azule r = 0.5 a

(a) Pregos da opgdo quando r = 0.05. vermelho.

Fig. 5.1 Precos da opcdo quando a = 1.3, a volatilidade é o = 0.25, o prego de exercicio K = 3
e a maturidade da opc¢ao é Tr = 1.

Deste modo, a distin¢ao das linhas ndo é muito notéria, sendo que a modificagdo dos valores
da taxa de risco ndo influencia de forma significativa os pregos da opcao.
Na Figura 5.2, para os valores a = 1.3, 0 = 0.25, »r = 0.05 e T = 1 observamos os precos

da opcao para diferentes precos de exercicio K.
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140

V(x,1)

60

40

Fig. 5.2 Pregos da op¢ao para K = 3 a azul, K = 10 a vermelho e K = 20 a amarelo.

Assim, quanto maior for o preco de exercicio mais achatada serd a curva, isto é, menor serao
0s pregos da opcao.

Analisemos agora, a sensibilidade de a. Para as figuras seguintes escolhemos, ¢ = 1.5 e
r = 0.05, pois tivémos de aumentar a volatilidade, em comparacdo com os casos anteriores, de
forma a que a diferenca das linhas dos grafico fosse mais notoéria.

No caso das Figuras 5.3 para K = 3, observamos que os precos da opc¢ao sdo maiores quanto
menor for o o e para uma data de maturidade mais longa.
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(a) Pregos da opgao quando Tp = 1. (b) Pregos da opgdo quando Tr = 0.5.

Fig. 5.3 Variacao de a = 1.1 a linha a azul, @ = 1.5 a vermelho e a = 1.9 a amarelo.
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Por fim, assumindo K = 20 e fixando os parametros ¢ = 1.5, r = 0.05, Tp = 1. Para a = 1.1
a azul, a = 1.5 a vermelho e & = 1.9 a amarelo, obtivemos a Figura seguinte.
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Fig. 5.4 Precos da opcao para K = 20.

Comparando a Figura 5.4 com a 5.3a, notamos que « é mais sensivel a alteracdo do preco de

exercicio do que a alteragdo da maturidade.
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Conclusoes

Os modelos de precos de opgodes baseados em processos de Lévy tém-se tornado muito tteis
no ramo da matemética financeira devido a sua aptiddao de descrever de forma mais realista
os mercados financeiros. Para além disso, a capacidade de se interligar os processos de Lévy
com martingalas e com transformadas de Fourier deu-nos a possibilidade de deduzir a equagao
diferencial parcial fracionaria representativa destes modelos.

Através de um estudo detalhado desta equacao e apds encontrarmos um operador fracionario
que aproximasse o operador de Riemann-Liouville, fomos capazes de a discretizar, segundo dois
métodos numéricos das diferencas finitas, estaveis e convergentes.

Os resultados computacionais obtidos, indicam que o método que apresentou menores erros
de aproximagao foi o de Crank-Nicolson e ainda, que o pardmetro o desempenha um papel
determinante nos valores dos pregos das opg¢oes. Para além disso, com a implementagio da
extrapolagdao de Richardson fomos capazes de obter dados mais precisos. Deste modo, estes
resultados numéricos estdo em concordancia com os dados tedricos.

O campo da andlise numérica de equagdes diferenciais parciais fracionarias estd em constante
expansao, e como tal, os métodos que usamos para resolver a equacao diferencial destes modelos,
podem ser aperfeicoados. E existem ainda, outros métodos que nos poderao fornecer resultados
melhorados, como por exemplo o método estabilizado pelo gradiente biconjugado [22].

No entanto, os métodos das diferencas finitas propostos podem mesmo assim, ser aplicados
na precificagdo de opgdes europeias, devido aos bons resultados que obtivemos.
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