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Resumo

As leis de probabilidade habitualmente utilizadas para descrever dados de contagem incluem em geral
o valor zero como elemento do seu suporte. Mas, em diversas areas de aplicacdes estatisticas, surgem
frequentemente situagdes em que, seleccionando um determinado modelo para a caracteristica de
contagem em estudo, o nimero de zeros esperados difere significativamente do niimero de zeros
realmente observados. Nesses casos, para uma melhor descri¢do da caracteristica, torna-se necessario
adaptar os modelos de contagem standard, inflacionando ou reduzindo a probabilidade inicialmente
associada ao valor zero. Este trabalho envolve, assim, o problema da nao compatibilidade entre
o ndmero esperado de ocorréncias do valor zero e o correspondente nimero observado ao estudar
uma varidvel de contagem. Abordamos o estudo de uma lei que generaliza a lei Geométrica [15]
e que, através de um pardmetro adicional, permite alterar a probabilidade atribuida a observacao
zero. Analisadas caracteristicas probabilistas desta distribuicdo, é estabelecido o comportamento
assimptotico dos estimadores obtidos pelo método das propor¢des, dos momentos € da maxima
verosimilhanga, sendo o seu desempenho comparado por meio de simulagdes em amostras de di-
mensdo média e elevada. A adequacdo desta lei a conjuntos de dados reais € avaliada, revelando-se
mais eficaz do que com outras mais cldssicas. O estudo prossegue com a introdug¢do de um mod-
elo para séries temporais de contagem com lei condicional ao passado pertencente a familia destas
leis. A estacionaridade a ordem um € estabelecida. A estacionaridade de segunda ordem € estu-
dada para sub-classes das leis Geométricas e também para os modelos Geométricos inflacionados
em zero, seguindo estudos recentes. A modelacdo da série relativa ao nimero de novos casos de
infec¢@o pelo Hantavirus por semana, num estado da Alemanha entre 2005 e 2018, conclui este estudo.

Palavras chave: Distribuicdo Geométrica; Séries Temporais de valores inteiros; Processos IN-
GARCH.
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Capitulo 1

Introducao

Vivemos num contexto histérico, aquando da elaboragdo desta dissertacdo, marcado pela pandemia
provocada pelo COVID-19. Todos os dias somos confrontados com, e sentimos necessidade de
verificar, o nimero de novos casos de infeccao registados e o nimero de mortes ocorridas, ansiando
pela sua reducdo sistematica. De facto, estes nimeros sdo séries temporais de contagem relativas ao
nimero de infec¢des e de mortes registados diariamente e € de forma natural que compreendemos a
importancia de termos modelos matemadticos capazes de descrever estas caracteristicas para tentarmos
estudar, e mesmo antecipar ou prever, a sua evolu¢do. Mas, claramente, os exemplos de séries
temporais nao ficam por aqui. O nimero de transac¢des didrias num determinado mercado de acgdes
ou o nimero de greves num sector social sdo exemplos que podemos acrescentar, entre muitos, de
dreas como o Actuariado, Medicina, Economia ou Biologia.

As leis de probabilidade habitualmente utilizadas para descrever dados de contagem incluem em
geral o valor zero como elemento do seu suporte. Mas, em diversas areas de aplicagdes estatisticas,
surgem frequentemente situagdes em que, seleccionando um determinado modelo para a caracteristica
de contagem em estudo, o nimero de zeros esperados difere significativamente do niimero de zeros
realmente observados. Nesses casos, para uma melhor descri¢do da caracteristica, torna-se necessario
adaptar os modelos de contagem standard, inflacionando ou reduzindo a probabilidade inicialmente
associada ao valor zero. A titulo de exemplo, podemos considerar o niimero de vendas de determinado
produto numa loja online por dia. Notemos que o valor zero possui aqui uma particularidade que o
distingue dos outros valores possiveis. De facto, podemos observar o valor zero porque o produto ndo
estd disponivel ou porque estd disponivel mas nao ocorreu alguma compra. Assim, por exemplo, se
tivermos conhecimento prévio que um modelo especifico descreve em geral bem o nimero de vendas,
ao tentar ajustar o modelo a estes dados, o modelo poderd ser sensivel aos zeros que estdo a mais,
tentado ajustar-se ao nimero de zeros observados e provocar uma ajustamento mau no geral. Este
trabalho envolve, assim, o problema da ndo compatibilidade entre o niimero esperado de ocorréncias
do valor zero e o correspondente nimero observado ao estudar uma varidvel de contagem.

No Capitulo 2 iremos trabalhar sob a hipétese de independéncia das observagdes. Abordamos
uma nova lei de probabilidade, proposta em [15], denominada distribui¢do Geométrica generalizada
com distor¢do em zero (ZDGGD) a qual, como o nome indica, generaliza a distribui¢do Geométrica
e permite aumentar ou reduzir a probabilidade inicialmente associada ao valor zero. Estudamos
as principais propriedades desta lei, como a sua fungdo distribui¢do, a funcdo caracteristica e os



2 Introducio

momentos, e também relagdes existentes com outras leis de probabilidade. Depois, para que possamos
responder ao problema de ajustamento desta lei a observacdes de uma caracteristica de contagem
torna-se necessdrio possuir métodos eficientes de estimacao para os pardmetros. Assim, avaliamos e
comparamos trés métodos de estimagdo (propor¢des, momentos e maxima verosimilhanca) deduzindo
os estimadores correspondentes e estudando o seu comportamento assimptético segundo vérias formas
de convergéncia. Avaliaremos a efici€ncia destes estimadores em amostras de dimensdo moderada ou
elevada, desenvolvendo estudos de simulacdo de estimagdo pontual e intervalar.

No final do Capitulo 2 para além de ilustrarmos a flexibilidade que o modelo ZDGGD possui,
comparamos o ajustamento a trés conjuntos de dados obtido usando este modelo com o obtido
considerando modelos como o de Poisson, Negativa Binomial, Binomial, Nova distribuicio discreta e
Poisson-Lindley. Concluimos que a lei ZDGGD se ajustou bem aos trés conjuntos de dados e para
além disso ajustou-se melhor que os modelos atrds mencionados.

No contexto das séries temporais a hipétese de independéncia das observacdes presente na
Estatistica cldssica e no Capitulo 2 nao é, em geral, verificada. Desta forma surge a necessidade
de construir modelos que descrevam a evolug¢do ao longo do tempo de séries de contagem. Os
modelos lineares ARMA cléssicos ndo sdo adequados para estas séries, pois o seu suporte é Ny ou
um seu subconjunto. Por outro lado, as séries de contagem apresentam frequentemente volatilidade
condicional que depende do passado da série. E certamente com inspiragdo nos modelos GARCH
que Ferland, Latour e Oraichi [3] propdem um modelo para séries temporais de valores inteiros nao
negativos onde a distribui¢do condicional ao passado € a lei Poisson, o qual é denominado modelo
INGARCH. Assim o Capitulo 3 visa adaptar o modelo INARCH substituindo a lei condicional pela lei
ZDGGD e efectuar um estudo probabilista do modelo ZDGGD-INARCH. Como perdemos a hipdtese
de independéncia precisamos de condicdes que facam aparecer estabilidade. Desta forma, iremos
estabelecer condicdes de estacionaridade de primeira e segunda ordem. Ao abordar a condi¢do de
estacionaridade de segunda ordem deparamos-nos com a necessidade de particularizar o modelo.
Assim, iremos estudar o modelo Geométrico INARCH, caso particular do modelo negativo binomial
INARCH introduzido por Zhu em [21]. Ao efectuar esta particularizacio perdemos flexibilidade para
a probabilidade de ocorrer zero. Logo, tornou-se relevante estudar o modelo Geométrico inflacionado
em zero proposto por Zhu em [22]. Apresentamos trajectdrias dos respectivos modelos e verificamos
a existéncia de concordéncia entre os valores obtidos através do método de estimacao Yule-Walwer e
valores tedricos. Abordamos o método de estimagdo da maxima verosimilhanca condicional para o
modelo G-INARCH(1) ilustrando-o com simulacdes.

Finalmente, como exemplo de aplicacdo, é estudado o nimero de novos casos de infeccao
pelo Hantavirus por semana no estado federal Eslésvico-Holsacia da Alemanha entre 2005 e 2018.
Face a caracteristicas empiricas, em particular propor¢ao de zeros e autocorrelagdes parcias, foram
considerados ajustamentos por modelos INARCH Geométricos, de Poisson e as versdes inflacionadas
em zero correspondentes. Avaliado o ajustamento concluimos que o modelo que melhor reproduz a
evolucgdo desta série € o INARCH(1) Geométrico inflacionado em zero.

A concluir, registamos que teria sido interessante comparar a ZDGGD com outras propostas de
generalizacdes da lei Geométrica como a introduzida em [7]. Completar o estudo probabilista do
modelo ZDGGD-INGARCH, estabelecendo em particular condi¢cdes de estacionaridade fraca e de
existéncia de momentos, sdo igualmente desafios pendentes.



Capitulo 2

Lei Geométrica generalizada com
perturbacao em zero

Neste Capitulo apresentamos uma distribui¢io recentemente proposta em [15] que generaliza a lei
Geométrica e que, a custa de um parametro adicional, permite perturbar a probabilidade em zero.
Estudamos algumas das suas propriedades de natureza probabilista, como a fun¢do distribuicdo, a
func¢do caracteristica e a existéncia de momentos, explorando também relagdes com outras leis de
probabilidade seguindo a referencia anterior. Abordamos trés métodos de estimacdo dos parametros
(propor¢des, momentos € maxima verosimilhanga) estabelecendo o correspondente comportamento
assimptotico. Este comportamento € ilustrado com estudos de simulagdo. A aplicagdo a trés conjuntos
de dados reais de areas diversas (actuariado, sociais e saide) mostra que esta familia de leis permite
obter melhor ajustamento quando comparada com outros modelos probabilistas discretos mais cldssi-
cos como a lei de Poisson ou binomial negativa, entre outros. Os cédigos utilizados ao longo deste
Capitulo foram feitos com recurso ao software Matlab.

2.1 Modelo ZDGGD

Definicao 2.1. Uma varidvel aleatdria real (v.a.r.) X discreta de suporte Sy = Ny ={0,1,...} segue
uma lei Geométrica generalizada com perturbagdo em zero com pardmetros q €]0,1[ e @ € [—1, 00|

se

1 —qg%*! sek=0
P(X=k) = @.1)
(1-q)¢"** sekeN.

Escrevemos de modo abreviado X ~ ZDGGD(q, a) (! e observamos que se trata de facto de uma
lei de probabilidade discreta pois

(1—q)g**!
l—gq

~+oo
Y PX=k)=1-¢""+(1-q)¢" Y ¢ =1-¢""+ ~1.
k=1

keSx

(D Da terminologia inglesa Zero Distorted Generalized Geometric Distribution.
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4 Lei Geométrica generalizada com perturbacdo em zero

Relativamente ao pardmetro o assinalamos os aspectos seguintes:

1. Se a =0, entdo P(X = k) = (1 — q)q¢*, k € Ny, ou seja, X segue uma lei Geométrica de
pardmetro ¢, o que denotamos por X ~ G(q).

2. Sea=—1,entio P(X =0)=0e P(X =k)=(1—q)¢" ', keN.

3. Quando @ — +oo tem-se que P(X = 0) tende para 1, ou seja, a lei obtida é degenerada na
origem.

Verifica-se, assim, que a lei ZDGGD generaliza a lei Geométrica. Notamos que o pardmetro ¢ permite
perturbar a probabilidade no ponto 0. Podemos comparar o valor de P(X = 0) com o valor P(X = 1)
dizendo-se que a lei estd inflacionada em zero se P(X = 0) > P(X = 1) e deflacionada em zero se
P(X =0) < P(X =1),[15]. A andlise desta condigdo para a lei ZDGGD(q, o) mostra que

log(q(2—¢q))

1. Se ot > — a lei estd inflacionada em zero.
log(q)
1 2—
2. Se—-1<a< —M a lei esta deflacionada em zero.
log(q)
Observamos que podemos também concluir que a lei ZDGGD é unimodal com moda O ( respectiva-
mente 1) se & > (respectivamente, < ) —W jé que, considerando a fungdo f(x) = (1—¢q)¢g"™®

parax >0, se tem f (x) = (1 —¢q) g %log(q) < 0, Vx > 0. Na Figura 2.1 podemos observar a regido

{(q,a) €]0,1[x[—1,4e: —l < < —W} onde existe deflagdo em zero.

2.2 Funcao de distribuicao e funcao caracteristica

A func@o de distribui¢do da lei ZDGGD € dada por

VxeR, Fx(x)=P(X<x)= )  PX=k)
kESXﬂ]—oo,x]
0, sex <0
1—qg%*!, se0<x<1

l_qa+1+(1_q)q1+a:1—qa+27 sel§x<2

0, sex <0

1— q[x]+(x+1 sex >0,

onde [x] representa a parte inteira de x. A sua fungdo caracteristica é, onde i é a unidade imagindria,

Vi R, Dx(t) =E (") =Y

ellkP(X — k) -1 _qOC-H + Z eltk(l _q)qk—ﬂx
k= k=1

—0 —

i \k e'(1-4q)q
:l_qa+1+qa(1_q)2(eth) :1_qa+l+W'
k=1



2.3 Momentos

2.3 Momentos

Comecemos por observar que X admite momentos de todas as ordens, E (X"), r € N. De facto , E (X")

existe se a série 21201 k" g* for convergente pois

~+oo
EX") =Y KPX=k = Zk’ q)g*™ = (1
k=0
Mas como "
lrn
lim%fq<l7
n—soo nq

+oo
)q* Y K'q". (2.2)
k=

usando o critério d’ Alembert conclui-se que a série é absolutamente convergente e consequentemente

convergente.

Utilizaremos agora a relagdo @g{ ) (t),_, = "E(X") para deduzir os valores dos momentos até a quarta

ordem, estando os cédlculos presentes no Anexo.

qa+1(1+11q+11q —I—q)

_ qa+1 N qa+1(1+q)
"' (1 +49+4%) _
E(X3)_ (1—q)3 aE(X4)_

Como foi notado em [15], os momentos podem ser obtidos também a partir da seguinte equacao de

recorréncia onde i, = E(X"),

a+1

Q

23|

(1-qg)a—

[T =qiur—7qur, r>1.
dq (1—q)

De facto, a partir de (2.2) tem-se

2= L1 Y e
2qh = 5 04" LK

—¢*+(1—q)ag®™! N e
= (1(_(])6])“ ur+(1—q)q"‘g,k“q" g

k=1

Multiplicando ambos os membros da igualdade anterior por ¢,

Jd  —q+(1-qa
94" = =g

obtemos a referida equacdo de recorréncia.

Quanto aos momentos centrados, i = E [(X — E(X))"], r = 2,3,4, sdo

, q(x+1(1+q_q(x+l)

_ )qakal k: (1
k=1

— MW+ 11,
—q)

" (14+49+¢*) —

oo
O‘Zk’qk+ 1—q)aq* IZquk—l— (1—q)g* Y Kt'g!
k=1

3q2(a+1>(1+q)+2q3(a+1)

“2:V(X): (1—(])2 y Mz =

(1—¢g)° ’



6 Lei Geométrica generalizada com perturbacdo em zero

, qa—H (1+11q+11q2+q3)—4q2(°‘+1)(1+4q+q2)+6q3(a+1)(1+61)—3q4(a+1)
My = :
(I—q)*

O coeficiente de assimetria é dado por

/J;, qoc+l (1 +4CI+6]2) _3q2(a+1)<1 +q>+2q3(a+l)

(Né)S/Z [q““(l—i—q—q““)f/z

)

tendo-se

s <04 ¢" M (14+49+¢%) =37 V(1 +¢) +24° ) <0
& 1+4q+ ¢+ 2429 < 3¢ (14 ¢).

Aregido {(g, @) €]0,1[x[—1,+oo[: 1 +4q+q*+2¢**+1) < 3¢(*+1)(1 +4)}, onde a assimetria da
lei é negativa, encontra-se na Figura 2.1 .®

O indice de dispersdo € uma medida para avaliar a dispersao de uma lei de probabilidade dado por
ID =V (X)/E(X). Assim, se ID > 1 a lei diz-se sobredispersa e se ID < 1 diz-se subdispersa.

Se X ~ZDGGD(q, o) tem-se

V) T 1hgogt
- E(X) - quH»l - 1_q
—-q

Podemos entdo notar que

. seq > igig; entdo ID > 1, logo a distribuigio ZDGGD(q, &) é sobredispersa,

e se o< igig; entdo ID < 1, logo a distribui¢do ZDGGD(q, &) é subdispersa.

Na Figura 2.1 encontra-se assinalada a regido {(q, a) €]0,1[x[—1,+e[: o < }ggg; } onde ha subdis-

persao.

Deflagcao em zero Assimetria negativa Subdispersio
] ]

-0.85

0.2 0.2

-0.9

0.4 0.4

alfa
alfa
alfa

0.6 0.6

-0.95

0.8 -0.8

-1

-1

] 01 0.2 0.3 0.4 0.5

] 0.2 0.4 0.6 0.8 1

q g g

Fig. 2.1 Lei ZDGGD: Regido de deflagdo em zero (esquerda); Regido de assimetria negativa (centro);
Regido de subdispersdo (direita).

o q* (14 11g+116%7 447 ) — 47D (1+4g+47) +64° D (1+¢) — 3¢+
(N/é)2 - A (14+g—¢o+1)?

!
e e ndo H4,

(k2) ()2

. Notamos que a expressao

@ A curtose é dada por

correspondente em [15] é
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2.4 Funcao quantil

A fungéo quantil de X ~ ZDGGD(q, @), g, com u €)0, 1], é dada por

gy =inf{x e R: Fx(x) > u}@inf{xeR: 1 —ghlrott > u}

0 seu<1—qgot!

=
inf{xER: [x] ZM*(OHFU} seu>1—q*,

log(q)

A funcdo quantil pode ser utilizada para simular varidveis aleatdrias cuja lei de probabilidade € a
ZDGGD(q, o), por exemplo com o método descrito em [14] para obter valores simulados de varidveis
aleatdrias discretas. Desta forma, para simular um valor x gera-se primeiro um nimero aleatério u de

acordo com a lei U(]0, 1) e depois considera-se x = g,,.

g=0.2 o3 q=0.8 4=0.04
a=-07 . =205 0s a=-0.925

05

025 04

0.2 03

Fig. 2.2 Histogramas de realiza¢des das leis: ZDGGD(0.2,-0.7) (esquerda); ZDGGD(0.8,0.5) (centro);
ZDGGD(0.04,-0.925) (direita).

Na Figura 2.2 apresentam-se os histogramas de algumas amostras geradas de tamanho 500 con-
siderando (g, &) € {(0.2,-0.7),(0.8,0.5), (0.04,—0.925)}®. E possivel observar que para (g, &) =
(0.2,—0.7) existe deflagdo em zero e para (¢, ct) = (0.8,0.5) existe inflagéo. Na Tabela 2.1 figuram al-
gumas estatisticas (indice de dispersio, assimetria e proporc¢des de zero e de um) bem como os valores
tedricos entre paréntesis. Pode-se observar de forma clara na Tabela 2.1 que para (¢, @) = (0.8,0.5)
existe sobredispersao e para os casos restantes subdispersdo. Por fim, observamos também que, no
caso (g, ) = (0.04,—0.925) a assimetria € negativa enquanto que nos outros casos é positiva.

Tabela 2.1 Estatisticas de amostras geradas.

q ‘ a ‘ ID Assimetria Propor¢do de 0  Proporgao de 1

0.2 -0.7 | 0.6809(0.7287)  0.7372(1.0872)  0.3700(0.3830) 0.4880(0.4936)
0.8 0.5 5.8381(5.4223)  2.2888(2.0937)  0.3040(0.2845) 0.1680(0.1431)
0.04 | -0.925 | 0.2314(0.2651) -0.7611(-0.4846) 0.1920(0.2145) 0.7800(0.7541)

® Decidimos ndo manter na Figura 2.2 a mesma escala no eixo das ordenadas, porque algumas imagens perdiam
informacao.
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2.5 Relacoes com outras leis

Quando estamos a modelar dados de contagem pode ser relevante ter informacao sobre o excesso
acima de um limite ou sobre o minimo de alguns valores. Por exemplo, ao estudar o nimero de pedidos
de indemnizacdo por apdlice, podemos ter interesse em descrever também o excesso relativamente a
um limiar ou, se possuimos uma carteira de apdlices, descrever o minimo dos niimeros de pedidos de
indemnizagdo. Os teoremas seguintes contribuem para estas questdes.®

Teorema 2.1. Seja X uma v.a.r. tal que X ~ ZDGGD(q, ) et € Ny tal que t + o > —1. Entdo a
var Y =(X—1t)" ~ZDGGD(q, o +1).

Prova. Temos Sy = Ny. Seja k € Sy entdo
¢ sek=0,PY=0)=P(X—-1)t=0)=P(X <1) =1—gl@t)+]
©sek>0,P(Y=k)=P((X—1)" =k)=P(X =t+k) = (1 —q) g *t+*,

Logo Y ~ZDGGD(q,a +1). ]

Teorema 2.2. Sejam X;, i =1,...,n, n € N, v.a. reais independentes tais que X; ~ ZDGGD (q;, ).
Entdo Y = min(X,,Xa,...,X,) ~ ZDGGD ([T, gi, @) .

Prova. Como Sx, =Ny, i =1,...,n, segue-se que Sy = Ny . Sejak € No. Vem P(Y =k) =P(Y >
k) —P(Y > k+ 1), faltando assim determinar P(Y > k), k € Ny. Se k = 0 entdo P(Y > k) = 1.

SekeN, P(Y > k) :P(min(Xl,Xg,..,Xn) > k) :P(Xl >kXo > k... Xy, > k)

k+o
:HP(X,-Zk):H(l—l—kqf-‘*“) = (Hé]i) :
i1

i=1 i=1

a+l
n
Consequentemente temos P(Y =0)=1—-P(Y >1)=1— (Hf]i)
i=1

n a+k n a+k+1
e P(Y=k)=P(Y >k —P(Y >k+1)= (Hq,.> - <Hqi>
i=1 / nz:] -
(1) ()

Logo por (2.1) tem-se Y ~ ZDGGD (T, gi, ) . |

Os teoremas anteriores permitem afirmar que se X ~ ZDGGD(q, ) et € Ny tal que r + ¢ > —1
entdo as leis de (X —¢)" e de min(Xy,Xa, ...,X,) com X; ~ ZDGGD (g;,@),i=1,...,n,n € N
independentes continuam a pertencer a familia de leis ZDGGD. Apresentamos agora um resultado
que permite relacionar a lei ZDGGD com a lei exponencial e a lei de Poisson generalizada através de
um método para criar novas leis, chamado mixing de varidveis aleatdrias, ([9], p.59-60).

0 se X <t

4 Relembramos a seguinte notagdo (X —¢)* = {X ¥
—t seX >t.
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Recordemos que

e A var X segue uma lei exponencial de pardmetro 6 > 0, X ~ &(60), se é absolutamente
continua de densidade fx(x) = 8e %o . ©

* Avar Y segue uma lei de Poisson Generalizada, Y ~ GP(A, ), [1],comA >0e0<a < 1

seSy =Nge

o /+ma_zd sek=0
e pr—

fi+a) i ©° %

P(Y =k) =

—Aq k+o

e A

_— ke N

T(k+o+1) seke

onde I'(t) = [,;F"x'~'e~*dx. Notemos que se @ =0, Y ~ P(1).

Teorema 2.3. Seja A uma v.a.r. tal que A ~ G(%) eq=1—p, 0< p<1. Considere-se agora a
v.a.r. X tal que condicionada por A = A segue a lei GP(A, ), ou seja, X|A = A ~ GP(A, ). Entdo
X ~ ZDGGD(q, ).

Prova. Temos

P(X=0A=2)fs(A)dh = [ +°°°“Zd Pe=ian
A(d) I‘H—a) ceape
%e ™t P2 [t % s
/ (l+a) (/ q° d}L)dZ_ o T(l+a) (1 ¢ q)dz

e g*' 1 /* o,~(1+2): ot
dz=1- >0
/ 1+oc TT(+a)g@ )y ©° ‘ 1
eparak € N
p _ej
PX=k)= P X=klA=2A A)dA = / _= dA
1 p/ 1+ )llk—kadl
Ik+oa+1)
q 1 ¢ / —(1+5)2  ktar P kra+ti k+a
— - dr == =(1-— > 0.
Tk+a+1)qgatt f e ! qq (1-q)q
Logo, como Z P(X =k) =1, temos Sx = Ny e concluimos que X ~ ZDGGD(q, ) . [
keNy

O teorema seguinte permite identificar a lei de [X| quando a lei de X é uma determinada mistura
de leis.

Teorema 2.4. Seja X uma v.a.r. com lei de probabilidade Px a qual é uma mistura de leis Py e Py,
onde W é uma v.a.r. degenerada na origem e Z ~ &(8) com proporgées respectivamente 1 —e=9% e
e %% 0>0. Entdoavar Y =[X]~ZDGGD (¢ %, a) .

1 sex€]0,o]
(S)Hx>0 = H{]Oy‘”[} () = {0 se x ¢]0,00].




10 Lei Geométrica generalizada com perturbacdo em zero

Prova. Comecamos por notar que Sy = Ny. Seja k € Sy, entdo
Sek=0, P(Y =0) = P([X] = 0) = P ([0,1]) = (1 —efﬂa) Py ([0, 1)) +e 9P, ([0,1])
1
= (1 - efea) +679a/ Oe % dx
0

=1—e¢ 00400 (1 —e_9> —1—e 0U+a) _q _ (e_9>l+a.

Sek>0, P(Y =k) = P([X] = k) = Py (Jk+ 1]) = (1 —e—ea)PW([k,k+1[)+e—9apz([k,k+1[)

k1
_ e—ea/ 00— 0 dx — o0 (e—ek_e—e(k+1)>
k

= ¢ 0(atk) (1 - e_e) = (e_e)(Hk (1 - e_9> )
Logo Y ~ ZDGGD(e7 %, o). n

O Teorema 2.4 pode ser ttil numa situag@o do tipo que a seguir se descreve. Suponhamos que
estamos interessados em estudar o valor pedido para uma indemniza¢do X numa determinada carteira
de apdlices. O pedido de indemniza¢do pode depender da ocorréncia de um evento. Assumindo que a
probabilidade de ndo ocorrer o evento é dada por 1 — e~ 9% e que se nio ocorrer o valor pedido é 0, e
se ocorrer o valor pedido é descrito por uma varidvel aleatéria Z ~ &(6) entdo o Teorema 4 mostra
que [X] ~ ZDGGD(q, ).

De seguida apresenta-se uma relacio entre a lei exponencial e a lei ZDGGD.

Teorema 2.5. Sejam X uma v.a.r. tal que X ~ €(—1log(q)) e & tal que —1 < oo < 1. Entdo a v.a.r.
Y = [X — o] ~ ZDGGD(q, ).

Prova. Constata-se que Sy = Np. Seja k € Sy entdo
k+1+o
P(X—a]<k)=PX—a<k+1)=P(X <k+1+a)= / —log(g)e'*8\D* dx
Jo
-1 _elog(q)(k+l+a) -1 _qk+1+oc

o0 que permite concluir que ¥ ~ ZDGG(q, ). |

Notemos que quando & = 0 recuperamos o resultado conhecido que diz que a parte inteira de uma
v.a.r. que siga uma lei exponencial segue uma lei Geométrica. E este resultado, entre outros, que leva
a dizer que a lei Geométrica € o andlogo discreto da lei exponencial.

2.6 Estimacao

Estudamos agora os estimadores dos pardmetros (¢, @) da lei ZDGGD fornecidos por trés métodos
de estimacdo: propor¢des, método dos momentos e método da maxima verosimilhanca. Este estudo
complementa o apresentado em Sastry et al [15], pois estabelecemos, para os varios estimadores, o
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correspondente comportamento assimptético. Depois de apresentarmos alguns resultados preliminares
sobre convergéncia de sucessdes de v.a. reais iniciaremos o estudo com a lei Geométrica, caso
particular correspondente 8 ZDGGD(q, &) quando o = 0.

2.6.1 Definicoes e resultados

Teorema 2.6 (Teorema do Limite Central multivariado, [11], pag. 61). Seja [X, = (X1, .., Xkn)]

neN
uma sucessdo de v.a. i.i.d. sobre R*, com k € N, com média 6 = (61,...,6k) e matriz de varidncias-
covaridncias £ = [0; j]1<i j<k- Seja ainda X, = %Z’}:1Xi,jy i=1,...,k Entéo
Xl,n 91

N | =
Xin O

converge em lei para um vector aleatorio real Z que segue uma normal centrada, com média

(0,...,0) € R¥, e de matriz de variancias-covariancias ¥ . ©

Teorema 2.7 (Método delta multivariado, [11], pag. 61). Seja [X, = (X1, ..., Xin)], ey Uma sucessao
de va. iid sobre R¥ ke N, tal que

Xl,n 91
vall...l=1...1 | %2z z~nN(x).
Xicn Ok

)

Considere-se a fungdo h : R* — R¥ continuamente diferencidvel numa vizinhanca W do pardametro

9:(91,...,9k)e3:[ahi

8] ndo singular em W. Entdo
6j 1<i,j<k

hy(Xy) hi(0)
vall ... |=| ... || %5z z~N(,BzB").
he(X) hi(0)

O resultado seguinte estabelece a convergéncia quase certa e em lei dos estimadores fornecidos
pelo método dos momentos.

Teorema 2.8 ([5], pag. 147-148). Seja (Xi,...,X,) uma n— amostra de uma v.a.r. X com Qg a sua
lei de probabilidade sobre (R,B), onde o parametro 0 = (0, ..., 6) é desconhecido e pertencente

a um subconjunto aberto, ®, de R, k € N. Suponhamos que para r = 1,... .k existe o momento
n

de ordem r de X, m,(0), e denotemos por M, = p ZX{ o momento empirico de ordemr =1,... k.
i=1

Seja 0, = f(My,....,My) o estimador obtido pelo método dos momentos, onde f de R* em RF é

diferencidvel. Entdo

Vo €@, 6,5 6.

- . L
©) Tremos denotar a convergéncia em lei por —.
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Se X admite momento de ordem 2k tem-se ainda que
V0 €®, vn(6,—6) 52, Z~N(0,D(0)A(6)D(6)T),

com A(8) = [Cov (X/,X")] 1<ji<k © D(0) = [%’I 0 ™

( )} 1<j,i<k

Iremos introduzir agora alguma notacio necessdria para o Teorema seguinte onde se estabelece o
comportamento limite em probabilidade e em lei dos estimadores da maxima verosimilhanca.

Consideremos a sucessdo (X, ),en de v.a. reais i.i.d. com X seguindo a lei de probabilidade Qg
de suporte S com 0 €@ e ® C RF, ke N,e 6% = (9?, ey 6,?) o verdadeiro valor do parametro. Seja

go(y), y € R, a funcio de probabilidade de Qg se a lei é discreta .® A funcio de verosimilhanga
associada a uma qualquer observagdo x") = (x1,...,%x,) é, paracadan € N, dada por

V0 €0, L(6:x") =[] go(x:).
i=1

As equagdes de verosimilhanga sdo

P)
: (I’l) = | —
aeilog(L(G,x )) 0, i=1,... k (2.3)

Seja X o menor conjunto numerdvel, independente de 8, que contém Sg,V6 € ©.)
Teorema 2.9 ([11], pag. 461-465). Considerem-se as seguintes condigdes,
* A) A aplicagdo 0 — Qg € injectiva.

* B) Existe um aberto W C @ contendo 0y, tal que, para ¥x € X, gg(x) admite derivadas de
terceira ordem V0 € W,

C) As primeiras e segundas derivadas do logaritmo de gg(x) verificam
1. Eq |55 10880(X)] =0,j=1,....k
2
2. 1;;(6) =Eq [,;i(,[logge(X)a%jlogge(X)} =Eg [—739'?39_,, logge(X)|,

onde 1(0) = [I,;(0)],; ;< € a designada matriz de informagdo de Fisher.

D) 1(6) é finita e definida positiva.

* E) Existem fungdes M; ; (x) tais que

83

mlog go(x)| <M ji(x),V0 € W com Ego(M; j;) finita,i, j,l =1,... k.

™ Iremos denotar a convergéncia quase certa por <.
® gg (v) é a funcdo densidade de Q se a lei é absolutamente continua.
©) Se Qg ¢ absolutamente continua, X é o menor subconjunto de R, independente de 6, que contém Sy, V6 € ©.
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Se as equagdes de verosimilhanga, (2.3), admitem por solugdo vinica 6, = ( él,n, ceey ékm), entdo
L 6,56,i=1,. k

2. /n(6,—0) 52, Z~N(0,1(6)7").

2.6.2 Lei Geométrica

Considere-se o modelo estatistico associado a uma n-amostra (X;,Xs,...,X,) de X ~ ZDGGD(q,0)
com fungdo de probabilidade (1 — ¢)g*Iy, (x), x € R,

(Rn’ B, G(9) w)mo,l[

onde G(g)™ é uma lei discreta com fungdo de probabilidade
gq(x17x2a ..,)Cn) - |:(1 - q)an§IZIXii| HNS ()C] 3 X2, ~-~7xn)’ (Xl y X2, "axn) S Rn
Estimador baseado na proporc¢ao de zeros

Considerando a igualdade P(X = 0) = 1 — g e tendo em conta que P, = — Z Ix,—0 é um estimador
i=1

de P(X = 0) obtém-se o seguinte estimador para g: Q, = 1 — Py ». No teorema seguinte estabelecemos

algumas propriedades do estimador Q,,.

Teorema 2.10. Considere-se Q, o estimador de q apresentado anteriormente. Entdo Q, é um
. A . - m.gq. : .C.
estimador céntrico, Q, Jq, a9, 5 qe

n'2(0,—q) 5 Z,Z ~ N(0,9(1 — q)).

Prova. 1. Notemos que a v.a.r. [x._o, i € N, segue uma lei de Bernoulli de pardmetro P(X = 0) =
1 —g,isto é, X; ~ B(1 —q) . Verifiquemos primeiro que Q, é um estimador céntrico,

E(Qn) :E(I_POJZ) =F (1 _:li]IXi_O> :l_%iE(]IXiZO) :1_(1_Q) =dq-.
i=1

i=1

Uma vez que X1, ..., X, sdo independentes, temos

V(I o) = (1-49)q

-

V(0 =V(1—Py,) =V(Py,) = ( Z]IX o> iz

Segue-se que lir_’r_l V(Q,) = 0 e consequentemente Q, —+ g.
n—s—4-o0

2. Como (Ilx;>0);cpy € uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais independentes e com a mesma
lei, B(P(X > 0)), verificando E (Ix,~o) = P(X > 0) = g, obtemos utilizando o Teorema de
Kolmogorov Q, = 1 — Pop= Zl 1 Ix.>0 5 E(Ix,~0) =q.

A s 21 L. m.q.
(0 Iremos denotar a convergéncia em média quadratica por =y
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3. Aliando o que foi mencionado no ponto 2 ao facto de V (Ix,~0) = g(1 — g) segue-se, usando o
Teorema do Limite central, que

Z?:1]IX,->0—’1Q_ 1/2%2?:1]Ixi>0_q L

=n —Z,Z~N(0,1). |
q(1—q)n q(1—q)
Estimador do método dos momentos
Como temos E(X) =m; = qu podemos escrever g = - ! —+. Assim, tendo em conta 0 momento
)?ll
n
empirico de ordem 1, M| = — ) X;, um estimador do método dos momentos para g é
iz
~ 1
On = i (2.4)
T

Podemos estabelecer o resultado seguinte.

Teorema 2.11. O estimador O, , apresentado em (2.4), verifica E(Qy,) < g, On 25 g e
~ L
n'2(0n—q) = Z. Z~N(0,q(1-¢)?).

Prova. Como f(x)= : L ¢ uma funcio estritamente concava 'V parax > 0, utilizando a desigualdade

(=

de Jensen vem

~ 1 1 1
E(Qn):E 1 = l_qZQ'

<
1
w1+
E|l-Y) X q
i3

Adicionalmente, seguindo o Teorema 2.8, como X admite momentos de segunda ordem e a solugdo

. . P s os . ~ ~ .C.
do sistema obtido pelo método dos momentos € tinica entdao Q, 5 q e tem-se

n'2(0,—q) 5 Z, Z~N(0.D(q)*A(q))

1

m2 .
comA(q) =V(X)= # e D(q) = m = (1—q)? pois f(m;) = ﬁ

my my

Observamos que a normalidade assimptética de n'/ 2(0n — q), sai de forma natural também, conju-

n L
X, —0)>Z, Z~N<O,#> com 6 = 1. eo

Teorema 2.7 usando h(0) = H% |
G

gando o Teorema 2.6, onde obtemos +/n (%
Estimador da maxima verosimilhanca

A fungio de verosimilhanga associada 2 realizagio x") = (x1,...,x,) da amostra é dada por

n

L(g:x™) =TT(1 = q)q" = (1—q)" %", g €]0, 1[.
i=1

D Tem-se f2)(x) = —2(x+1)"3 < 0,x>0.



2.6 Estimacdo 15

Desta forma, um estimador da méxima verosimilhanga (e.m.v.) é um maximizante de L(g;x\")). Como
L(q;x(”>) ¢ estritamente positiva e log € uma funcgdo estritamente crescente entdo um maximizante de
L(g;x") é um maximizante de log (L(q;x(”))) , isto é, de

g ™) = log Lig:x™) = log{ (1 - g)" g==* } = nlog(1 )+ Y x; log(q).
i=1

X 1
Como 71(q;x<ﬂ)):_1iq+7l;]1)ﬁ:0 & q:71+ :

T
w L1 Xi

)

02 n Yr . x
v . .(n) — =1
36121(q’x ) (1-9)?% ¢ <0,

1

1
1+7H

em (2.4), sdo iguais logo verificam as mesmas propriedades, ou seja, ndo ¢ céntrico, converge quase

entdo o e.m.v. de g é dado por O, = . Note-se que o e.m.v. e o estimador dos momentos presente

certamente para g e n'/2(Q, — q) é assimptéticamente normal.

Eficiéncia relativa assimptotica

A variincia da lei limite associada ao estimador das propor¢des, g(1 — ¢), é superior a correspondente
ao estimador dos momentos, (1 —¢)?. Uma medida de eficiéncia relativa assimptética do estimador
das proporcdes, Q, relativamente ao estimador dos momentos, Q, inspirada em [10], serd ‘2((11:‘2)2 =
1 —g < 1. Assim, para além de ser mais eficiente assimptéticamente, a eficiéncia relativa do estimador

dos momentos aumenta quando g aumenta.

2.6.3 Lei ZDGGD(q, 1)

Vamos agora estimar os parametros do modelo geral ZDGGD(g, o). Considere-se 0 modelo estatistico
associado a uma n-amostra (X1,X,,...,X,) de X ~ ZDGGD(q,a)

. (n)
(.0, 206000 )

onde ZDGGD(q, a)(") € uma lei discreta com funcio de probabilidade
n

?q,(x(xlaXZ,..,xn) = [H [(1 —an)]HX":Oﬁ [(1 —Cl)qxﬁa]ﬂwol Ing (X1, -+ -5 2%), (X1,X2, ..,%,) € R".

i=1 i=1
Estimador baseado nas proporcoes de zeros e de uns
Como P(X =0) =1—¢%*" e P(X =1) = (1 — q)q'** obtemos o seguinte sistema

PX=1)=(1-¢q)[1-PX =0)]

que permite chegar a
¢* ' =1-P(X=0),

(¢, o) = <1 P(X=1) 2log[l—P(X =0)]—log[l—P(X =0)—P(X = 1)])

1-P(X=0) log[l—P(X =0)—P(X = 1)] —log[l — P(X =0)]
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1¢ 1¢ )
Tendo em conta que Py, = — ZHX,.:() eP,=— ZHXI'ZI sdo estimadores de P(X =0) e P(X = 1)
n n
i=1 i=1
respectivamente, obtemos os seguintes estimadores para g e o

(Q A ) _ Pl,n 210g(1 —P07n) —log(l _PO,n_Pl,n) (2 5)
e 1-R," log(1—Py,—Pi,)—log(1—Py,) ) ’

O resultado seguinte estabelece a convergéncia em probabilidade e em lei destes estimadores.

Teorema 2.12. Os estimadores Q, e A, presentes em (2.5), verificam Q,, LY q, A, Kae

(|

com B(q, &) = [b; jl1<i j<2 ¢ X(q, &) = [0y j]1<i j<2 tais que

) L 7, 72~ N(0,B(q,)%(q,)B(q,a)") (2.6)

011 =po(l—po), 012 =021=—pop1, 622 =pi1(l—p1),
—Di —1

b1 =——3,bip=—,
1,1 (1= po)? 2= T
by — (1—po—p1)log(l —po— p1)+ (1 — po)log(1— po)
2,1 = 5
(po—1)(po+p1—1) (log(1 — po — p1) —log(1 = po))
log(1—
bya = og(1—po) S onde pozl—qaﬂepl:(l—q)qaﬂ.
(1= po—p1) (log(1 = po — p1) —log(1 = po))
Prova. 1. Como (Ix,—o), n € N, sdo v.a. reais i.i.d. seguindo uma lei de Bernoulli de pardmetro

P(X =0), B(P(X = 0)), com E(Ix,—9) = P(X =0) = 1 —¢*"' e (Ix,—1), n € N, sdo i.i.d.
seguindo uma lei de Bernoulli B(P(X = 1)) com E(Iy,—;) = P(X = 1) = (1 — q)q* "' segue-
se aplicando o teorema de Kolmogorov que P, R q*le P, Y (1—¢)g**". Logo

Pon S q*te Py - (1—¢q)g*"". Usando as propriedades da convergéncia em probabil-
0 — o+1
idade, vem Q,, =1 — % H1- 5171%““

q%*2. Agora como log(x) é uma fungio continua em ]0, 40| segue-se , ( [12], pag.174) ,
log(1—Py,x) = log(g**!) = (a+1)log(q) e log(1— Py —Pi.n) = log(g%*2) = (0t+2) log(q).

. . . . . . P
Usando mais uma vez as propriedades da convergéncia em probabilidade conclui-se A,, —

2(a+1)log(g)—(a+2)log(q)
(a+2)log(q)—(a+1)log(q)

=gq.Tem-se 1 — Ry, L ¢*lel—PR,—P, L

= 0.

2. Como Y, = (Ix,—o,Ix,—1), n € N, sdo v.a. i.i.d. com média E(Y,) = (po, p1) onde py = 1 —g**!
e p1 = (1 —q)g**"! e matriz de varidncias-covariancias

_ V(Lx,~o) Cov(Ix,=0,Ix,=1)| _ [po(1=po)  —pop
Cov(Ix,—0,Ix,=1) V(Ix,=1) —pop1 pi(1=p1)

PO,n

Py, D1

— [”‘)D L7, Z~N(0,%).

entdo usando o Teorema 2.6, obtemos n'/? <
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P1

C1-po
_ _1 1_ _
hZ(p()apl) = 2log(1 = po) — log( Po=—p1) e usando o Teorema 2.7 obtemos
log(1 — po— p1) —log(1 — po)

Considerando agora as fungdes h;(po, p1) =1 e

hy (P, P h
n]/z 1( 0,5 1.,n) N l(PO,Pl) i}Z, ZNN(O,BZBT). (2.7)
ha (Pons Pipn) ha(po, p1)
_ ah,’ % — —P1 % — =1
com B = [al’j*l]léi,j§2 onde Gp, = T=po?* dpr ~ T’

9dhy _ (1—po—pi)log(l—po—pi)+ (1 — po)log(1l—po)
IPo (po—1)(po+p1 —1)(log(1 — po— p1) —log(1— po))>’
ohy _ log(1 — po)

Ip1 (1—po—pi1) (log(1—po—p1) —log(1 - po))*

Método dos momentos

Tendo em conta que E(X) =m =

atl 2y o g% (1+q) :
‘flfq eE(X*)=mp = g deduzimos

1 _

m = g =R
o logmi) +log(1—q)—log(g) |, _ log(2mi) —log(mz—mi)
log(q) log(my —my) —log(my +m;)

Considerando os momentos empiricos de ordem 1 e 2, M| = % Yl XieM, = %Zg’:] X2, um estimador
para (g, o) obtido pelo método dos momentos é

M, — M, 1og(2M%)—1og(M2—Ml)> 08

~ A _
(Qnu n) <M2+Ml’ log(M2—M1)—10g(M2+M1)

Estes estimadores sdo quase certamente convergentes. Mais geralmente vale o seguinte resultado.

Teorema 2.13. Sejam Q,, e A, definidos em (2.8). Tem-se (Qn, An) 5 (g, o) e

nl/2 |4
a

comA(q, @) = [ai-,j(‘ba)]lgi,jgz e D(q,a) = [d; j(q, O‘)hg,’,jgz onde

Oy
Ay

) 5 Z, Z~N(0,D(q, @)A(q,@)D(q,)")

= qa+1(1+q_qa+l) G — qa+1(1+4q+q2) B an(l +q) qa+1
’ (1—g)? T ’ (1-¢g)? (1-¢*) (1—-q)
g (14 11g+11¢°+¢) —q** (1 +9)* —2m; 2m,
a == 9 1= 7 > 2= 7 >
2,2 (1_q)4 1,1 (m1+m2)2 1,2 (m1+m2)2
2 2
., i [10g(2m7) —log(my +m2)] + ;- [log(ma —my) —log(my +ma)] + - log <m2"_1;]n. )
2.1 —

)

[log(my —my) —log(ma + ml)]2
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-1
myp—nl
dro =

[log(2m?) —log(m; +my)] + —— [log(2m?) —log(my —my )]

my+m;j

[log(my —my) —log(my + ml)}z

Prova. Como X admite momento de 4* ordem e o estimador do método dos momentos verifica
5 x ~ log(2m?)—1 -
(O An) = (fi(M1, M), (M), My)) com fi(my,my) = "= ¢ f;(my,my) = osl2i)_loalm —m)

my+my — log(my—my)—log(my+my)’
seguindo o Teorema 2.8 conclui-se a normalidade assintdtica, onde a lei normal € centrada e possui
como matriz de varidncias-covariancias D(q, @)A(g,)D(q, )", com A(8) = [Cov (X7, X")]

isto é, Cov(X,X) =V (X) = %’

1<jl<2

o+1 1+4 2 o+1 1 o+1
Cov(X,X?) = Cov(X2,X) = E(X?) — E(x)E(x) = LI Hda+a) g™ (1+9) g

(1-9)3 (1-¢*) (1—q)’
oa+1 1 11 11 2 3 o+1 1 2
(1-q) (1—q)
B qa+1(1+11q+11q2+q3)_q206+2(1+q)2
(1—q)*
_ | 9f . dfi . =2 afi _ 2
eD= [Tm,:| 1<i,j<2 ou seja, Tmll - (m1+rl:l122)27 8mlz - (mh’zlrllz)z’

my— 2m?
9y et og(amd) —log(mi-+ma)] + % log (1) + st tog (25

_ ma—m
amy log(may — my) — log(my +my))? ’
afy m;_lml [log(Zm%) —log(m —i—mz)] + mz}rml [log(2m%) —log(my —m])] =
dmy [log(my —m) —log(ma +my))? '

Estimador da Maxima Verosimilhanca

Seja X = (x1,...,x,) uma realizagdo da n—amostra. A fun¢io de verosimilhanga é dada por

n

L(g,0:x) = |TT[(1 =g f[ [(1—q)q "] H‘PO] (g, @) €]0,1[x] — 1, +o0]

i=1 i=1

Consideremos as seguintes notagdes: m = m(x") = Y T,._o = niimero de zeros observados em x""
ez=2z(x") =Y"  xil-o.

Entdo L(g, a;x") pode escrever-se na forma L(g, o;x™) = (1 — g% 1" [(1 — ¢)g®|" ™ 4. A log-
verosimilhanca € entdao

(g, 0:x) =log L(q,:x") = log { (1= ¢**1)"((1 - 9)g)""g*}
= mlog(1 —¢**") + (n—m)log (1 - ¢)g%) +log(q)z.
A solucgdo das equagdes de verosimilhanga
al —m(o+1)qg* (n—m) o(n—m)
dqg  1—g* (1-g) ¢ g

dl —log(q)q**!
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log (1-7) . . -
pmo_——~ "2 1 |.Logo o estimador da maxima verosimilhanga
z log (1 _n Zm)

n 1 &
n—YlIyo log(l-— 2 Ix—o
(Qm An) =|1- n =1 ) -

n— Zr-lzl ]IX—O)
X;lx. log|1———"+—"-"—
; 1 X,>0 g < Z;l:] ]IX[>0X[

¢ dada por (Qn, An) = (1 —

7z

-11. (2.9)

No Teorema seguinte estabelecemos propriedades destes estimadores.

. A A . A P A P
Teorema 2.14. Os estimadores Q, e A, presentes em (2.9), verificam Q,, — q, A, — U e

n'/2 ([g] - [iD L7, 2~N(0,I((g, )" (2.10)

(1—g*)(a+1)*+(1—¢g*") (1= (1-¢9)?
(1—g* 1) (1—¢q)?

al@+1)loglg) log?(q) ¢**!
1_qa+1 y 122 = 1—761&""1 .

9

com 1(q,0) = [I; }]1<i j<2 tal que I | = g% [
Lr=h1=gq

Prova. Para estabelecer o resultado vamos verificar a validade das condi¢des do Teorema 2.9. Comece-
mos por nos restringirmos ao espago dos pardmetros ® =0, 1[x] — 1, 4o, definir X = Ny e considerar
8¢.a(x) a funcdo de probabilidade da lei ZDGGD.

» A) A aplicagdo (¢, ) — ZDGGD(q, @) é injectiva.

* B) SejaW =18;,1 — ;[ x|—1+4+ 6,8 com 0 < §; < % e & > 0 contendo os verdadeiros
valores ¢ e a. Entdo, Vx € Ny, g, o admite derivadas de terceira ordem V (¢,a) € W.

* C) Vamos provar que E (%W) =0equeFE (W) = 0. Temos

X 0 1,2,...
TMog@eal)) | (@t g™ | _ 1 xta
ol | = o [y
°g<§g“ - ’ql,q;lg.(q) log(q)
Consequentemente,
dl X =01
l)E < Og(gq,(x( ))) — Z Og(gq,a(x))P(X _ X)
dq = dq
T 1 x+o
_—(a+1)q°‘+2<—+ )P(X—x)
x=1 l_q q
1 o0 1— a+1 all — a+1 o0 o
(a1 Y px =g M) (=g )+Z<x+ )P(X:x)
T4 x=1 q q x=1 q
o+1 ol = a+1 a
SOV I (=¢™) 4"  &_,
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Ry x
ii)E <8bg<§’g"(x))> :);)(mg(aggf‘())P(x =x) = —¢*log(q) + Z log(g =x)

= —q*"log(q) +¢**'log(q) = 0.

Denotando g = 0; e o = 8, iremos agora verificar que

E <8log(g91792(X)) dlog(ge,.6, (X))> __E (32105;(861,92 (X))

96 96; 26,00, ><+°°vlaf=1,2- (2.11)

9%log(ge,,6,(X))

Comecemos por verificar que E ( ) < +4o0,i,j = 1,2. O quadro seguinte

06,00,
permite organizar os cdlculos.
X 0 1,2,...
9%log(gga(®)) | _ (a+1)g* (4" +a) S N €5 %))
dqdq (1_g2+1)2 (-9 &
9%10g(8ga®) | _(atDg®*Tloglg) —_ ¢*  (at+1)q®loglg) | 1
Jadq (lfq“‘“)z (1—¢%*T) (1—¢% ) q
9%10g(g4a(®) | _ ¢*log*(q) 0
dado (1—go+1?

Obtemos, E <azlog(gq,a(x))> = f 48210g(g7q7a(x))P(X =x)

dqdq = dqdq
qocfl OC—i—anrl 400 1 X+ o i
=—(a+l) (1Eqa+1)2 )(l_qa+l)+; e )2_( e ) (1—q)g™"
o—1 o+ a+1 1 1 o0 +°°
R 7 JALETS WEIVELE S MIB T
(1—g%*t) 1 9 x=1
a—1 a+1 oc+1 a+1
@i ? (a+q*") ¢ q o

(1—g2t)  (1—9?% ¢*(1—9q)
e [(1—q2)(a+1)2+( g“"H(1—(1—¢q)* )}
q 2

0= —g) < oo, (2.12)
Analogamente
9% log(g4,0(x) ) _ 3 9*log(gga () /o
E(aaaq> L oaag  TX=Y
(o +1)g** ' log(q) q* (ot +1)g*log(q) arty 1y
= 1— ~Y P(x =
( (1—got1)? +(1_qa+1)+ (1—g*) =g+ ,;1 K=
a a+1 a
(ot Dg%loglg) o a"7 _ (a+1)g"logle) (2.13)

(1—gq*th) g (1-¢%")
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e ainda
9?10g(84.a(x)) | _ = 9”log(gg.a(x)) —q*"'log’(q)
E(—=22200 ) =y — 20tB I p(X =x) = oo 2.14
("5 L adg  TXTYS oy <te @1
Observamos que, para i, j = 1,2,
9ge,.6,(x) g6, .6, (*)
9log(ge,6,(x)) _ 9°gee(x) 1 ~aa e,
89,'89]' (99,‘(99]' ggl_,gz(x) (891,92()5))2
Assim
980, 6, (x) 9ge, 6, (¥)
E<8H%@m@u»>:E Pgoo® 1 Toa g5 ),
36,06, 0696, g0.0,x)  (gg.6(x)° )T

. 9%gg. o, (%) 1 . —— e .
Verifiquemos agora que E ( 5 9} aé/ W) =0,1,j=1,2, o que permitird concluir (2.11).

X 0 1,2,...
Bl | (o +1)g" Tt (o)1 - g)g !
dggo(x
S5 | —a*log(q) (1-q)q* *log(q)
Taaeld | (a4 1)og™! 2t a)g T ot a) (ke 1) (1 g)g
078, 0(x _ _
Sust) | g [(a+1)log(q) +1] | (1—q)g %"+ (1 — g)(x + @) log(q)g" ! —log(g)g"+*
078, 0(x
galt) | g0t log?(g) (1-g)g""*log*(q)
Tendo em conta os resultados que se encontram organizados no quadro anterior vem
E<828qa( ) ) Za 8q.a(x 1 g 2828%
999q g4 8q3q 8q.a(x) " dqdq
—(a+1)ag* ' -2 Z(x+ a)g T+ Z(x—i— o)(x+a—1)(1-q)g*?
x=0 x=0
2
= —(a+1ag* ' — —————[EX +a)—a(l—¢*™)| +
(a+1) i g [Ex @) —ali—g)]

+qlz [E(X+a)(X+a—1))—ala—1)(1-¢*")]

B _a2q<x+1 _aqourl B 2 vl
- 7 q(1-q) EC) T g™+
+q12 [E(X?)+20E(X) —E(X)+ a?q*™ — ag®*!]
2 2 1+q)E(X) 2aE(X)—EX) 2aEX)(1—
B e
0°gsa(X) 1 e 9%galx) 1 02 gqa
¢ ( dq0a gqa(X)> _;0 Jqde g0l 50 Z aqaa
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o0
~g"(at Dloglg) g+ | L (1- g™+

13 log(q) &

+-Y (x+a)log(q)(1—g)g* " — Y (1-q)g*®
qx:O ( Q)le
—q*(a+1)log(q) + logq@ [EX +a)-(1-¢*a] - l‘l’g_(‘fl)qaﬂ )
., aZg a(X) 02 o 1 92 Cou
etambemE( 8;805 Zoa(X ) Z 803806 20a() gqa Z 8;805
+o0
= —¢*"og*(g) +log*(q) ) (1-¢)g""* =0
x=1

* D) Agora iremos verificar que a seguinte matriz é definida positiva mostrando que os determi-
nantes das suas submatrizes principais sdo positivos.

9210g( a@) g (22log(sg.ax)

_ dqda
Ig,0) = azlog(gq,a< D g (2 1ox(gsale)
Jdadg da?

De facto,

o 971og(80.a(®)) | oy [(1—g(@+ 12+ (1—g% ) (1—(1-¢)?)
’)E<‘ 9994 )‘q ][ (1—g% ) (1—q) }>°

o 9%log(gg.a(x) 9> 10g(gg.a(x)) 9*10g(8g.0()\1*

8 (-5 ) e () - [ (- e )]

_ e {(1 —g)’(a+ 12+ (1—¢*H(1 —<1—q>2>} log(9)g*"  ¢*(a+1)*log*(g)

1 (1—q* (1 —q)? (1—¢*T) (1—qo1)2

_ ¢log(g) {(1—q>2<a+1>2+<1—q““)(l—<1—q>>2—<a+1>2<1—q>2]

(1—g*1)(1-¢q)?

_ ¢**log’(q) {(1—41““)(1—(1—41)2)

(I—g*1)(1—¢q)?

|>0

. . 3
* E) Por fim iremos verificar que ’#@»a@ loggo, .0, (x)’ <M;;i(x),V(g,0) €W e que
E [Mi’jJ(X)] < 4o com i, j,I = 1,2. Recorremos ao quadro seguinte,

X 0 1,2,...
97 10g(g4.a (%)) 2 (k+a)
aélangqqaq( ) m.®) | - (RS
. giég;gqx mz(Q? ) _qiz
2’1 o
= eon
T102(20
driage | m(g,a) | 0
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com
0 azlog(gqﬂ(x)) 0  (a+1)g* ' (¢g* ' +a)
ml(q’a)_jqw ‘xzo_aiq_ (1—qot1)?
(Ot—l)(OC+1) (qa+l+a)qa—2 (a+1)2q2a—1 2(a+1)2(q°‘+1+a)q2“—‘
- (1—¢*t1)2 T (1—qat)2 (1—qth)3

De modo andlogo se obtém m;(q, o) para i =2,3,4, vindo

(@M +a)g®" | (a+D)(g* +a)g*'log(q) | (a+1)g* ' (g% log(q)+1)

mz(%a) = (lianr])z (lianrl)z + (1,qlx+])2 +
+2(06+1)(q°‘+'+06)q2“10g(q)
(1—qot1)3
_ o+l o1 1 3
m3(q, ) = 2 ((lqiqatll))fg (@)
— 20+1 2 a > a
R

Como para i = 1,...,4, |mi(q,a)| é continua no compacto [8;,1 — 8] x [—1 + J;, 8] entdo
pelo teorema de Weierstrass |m;(g, )| possui maximo em [6;,1 — &;] x [—1+ &1, ;] logo
definindo s; = sup |mi(q,a)| obtemos |m;(q, )| <s;, V(q,a) € W. Tendo em conta ainda

(g.0)eW
que |2 + 5 < i+ U < g + (5 definem-se
X 0 |1,2..
My (%) sil | g + 5
Myi1(x) =Mio1(x) =Mi12(x) | |s2] %
Mz_’z_’z (X) ’83’ 0
Mioo(x) =My 12(x) =Mapi(x) | |sa] | O

que verificam E (M; j;(X)) < 4o, i,j,l = 1,2. Estd pois estabelecida a convergéncia em
probabilidade dos e.m.v. e a convergéncia para uma lei normal centrada e de matriz de

1

varidncias-covariancias I(g,a) " com I(g,a) = [I; j]1<i j<> onde

9%10g(gg.a(¥)) 9% log(g4,0(x)) 9*10g(g4,0(x))
hLi=FE <_8q8q) yhp=h1=E (_aqé’(x> yho=F <_3063(X) )

deduzidos em (2.12), (2.13) e (2.14) a menos da multiplicacdo por —1. |

Eficiéncia relativa assimptotica

Quando o parametro a estimar ¢ multidimensional, a eficiéncia relativa assimptética dos estimadores
obtidos por dois procedimentos de estimacao distintos pode ser avaliada, de acordo com [16], pelo

quociente dos determinantes das matrizes varidncias-covariincias das leis limite dos estimadores

det(X)
’ det (22)
de (g, a) pelo método dos momentos e das proporgdes e, face a complexidade das expressdes,

1/2
ilustramos graficamente a superficie { ( det(B(g,0)2(9.0)B(4.) ) ) : (g,@) €]0.2,0.8[x] — 1,5[)} que

convenientemente normalizados, isto € . No caso em estudo limitamos a analise aos estimadores

det(D(q,2)A(q,)D(q,)")
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se encontra na Figura 2.3. Podemos observar que quando o se aproxima de —1, o estimador das
proporgdes, (Qn,A,), é mais eficiente que o dos momentos, (Q,,,A,). Para valores de o afastados de
—1: se g apresenta valores elevados entio (Q,,A,) é mais eficiente que (Q,,A,); se ¢ admite valores
baixos os estimadores apresentam a quase a mesma eficiéncia.

Fig. 2.3 Eficiéncia relativa assimptotica do estimador dos momentos em rela¢do ao das proporgdes.

2.7 Simulacao

Nesta sec¢do pretendemos avaliar por meio de estudos de simulacio o comportamento dos estimadores
fornecidos pelos trés métodos de estimagdo em amostras de média e elevada dimensao. Avaliaremos
os valores médios produzidos e a correspondente variabilidade, e a evolucdo destes resumos com a
dimensdo da amostra. Por fim, construimos regides de confianga para os pardmetros, com base nas leis
limites dos estimadores e comparamos o grau de confianca fixado com a denominada probabilidade de
cobertura, isto €, com a propor¢do de amostras geradas onde a respectiva regido de confianga estimada
contém os verdadeiros valores dos pardmetros.

2.7.1 Estimacao pontual

Apresentamos agora um estudo de simulacdo que visa comparar o desempenho dos trés métodos de
estimac@o dos pardmetros g e o. Geramos uma amostra de dimenséo n € {100,500} e de seguida
obtemos as estimativas dos pardmetros pelos trés métodos de estimacio em estudo. Este procedimento
foi repetido 1000 vezes, com ¢ € {0.4,0.6,0.8} e @ € {—0.7,—0.3,0.5}. As Tabelas 2.2, 2.3 e
2.4 apresentam as médias e os desvios padrdo das estimativas correspondentes aos estimadores das
proporcdes, dos momentos e mdxima verosimilhancga, respectivamente. Observa-se que em geral
as médias das estimativas se aproximam dos valores verdadeiros com acentuado decréscimo do
respectivo desvio padrdo quando n aumenta. O estimador da maxima verosimilhanca apresenta o
melhor comportamento, com menores valores para o desvio padrdo e com as médias das estimativas
bastante préximas dos verdadeiros valores. Quando n = 100, as estimativas para @ ndo sdo muito
boas, qualquer que seja o0 método de estimacgdo, com desvios padrdo bastante significativos. Em
contrapartida para o valor de g os trés métodos apresentam bons resultados.
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Tabela 2.2 Resultados dos estimadores do Método das Proporgdes.

n=100 n =500
o | g | Média() DP(a) Média(q) DP(q) | Média(o) DP(at) Média(q) DP(q)
04| -0.6950 0.0818 0.3990 0.0571 | -0.6987 0.0347 0.4005 0.0252
-0.7 1 0.6 | -0.6908 0.1017 0.6002 0.0575 | -0.6977 0.0442  0.6004  0.0241
0.8 | -0.6830 0.1568  0.7998  0.0425 | -0.6931 0.0636  0.8007 0.0184
04| -02822 0.1835 0.3992  0.0675 | -0.2966 0.0737  0.4004  0.0298
-03 106 | -02702 02046 0.6006 0.0593 | -0.2931 0.0863 0.6008  0.0264
0.8 | -0.2631 0.2896  0.7976  0.0446 | -0.2915 0.1169  0.7999  0.0189
04| 05874 0.5073 04015 0.0986 | 0.5213  0.2035 04010 0.0432
05 06| 05795 04968 0.5993  0.0745 | 0.5143  0.1969  0.5993  0.0329
0.8 | 0.6300 0.6560 0.7997 0.0488 | 0.5265  0.2284  0.8003  0.0220
Tabela 2.3 Resultados dos estimadores do Método dos Momentos.
n=100 n =500
o | g | Média() DP(a) Média(q) DP(q) | Média(o) DP(ar) Média(g) DP(q)
04| -0.7014 0.1080 0.3935 0.0506 | -0.7014  0.0461  0.3985  0.0230
-0.7 106 | -0.7049 0.1808 0.5937 0.0414 | -0.7022 0.0784  0.5987  0.0188
0.8 | -0.7098 0.4345 0.7957 0.0246 | -0.7049  0.1875 0.7992  0.0110
04| -03049 0.1950 0.3908 0.0598 | -0.3025 0.0855 0.3981  0.0274
-03 106 | -03026 02684 05924 0.0461 | -0.3025 0.1150 0.5985  0.0208
0.8 | -0.3067 0.5167 0.7955 0.0256 | -0.3056 0.2224  0.7991  0.0115
04| 04771 0.4469  0.3830 0.0841 0.4928  0.2024  0.3955 0.0380
05 (06| 04824 04337 0.5901  0.0547 | 04964  0.2068 0.5974  0.0247
0.8 | 04826 0.6348 0.7955 0.0274 | 0.4938  0.3009 0.7988  0.0122
Tabela 2.4 Resultados dos estimadores da Maxima Verosimilhanga.
n=100 n =500
a | ¢ | Média(a) DP(a) Média(q) DP(q) | Média(er) DP(a) Meédia(q) DP(q)
04| -0.6984 0.0738 0.3969  0.0434 | -0.6998 0.0321 0.3996  0.0195
-0.710.6 | -0.6992 0.0853 0.5973 0.0341 | -0.6993 0.0387 0.5998  0.0149
0.8 | -0.7004 0.1216  0.7982  0.0188 | -0.6969  0.0556  0.7999  0.0082
04| -0.2953 0.1513  0.3958  0.0519 | -0.2994 0.0637 0.3995  0.0230
-03 106 | -02914 0.1606 0.5969 0.0379 | -0.2981  0.0696  0.5997  0.0168
0.8 | -0.2969 0.1986  0.7980  0.0197 | -0.2980 0.0901  0.7998  0.0086
04| 05252 03772 0.3938  0.0776 | 0.5062  0.1609  0.3986  0.0327
05 (06| 05121 0.2986  0.5963  0.0454 | 0.5044  0.1424  0.5990 0.0202
0.8 | 0.5181 0.3514  0.7986  0.0219 | 0.5032  0.1452  0.7996  0.0094
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Observamos que quando @ = —0.7 (isto é, o préximo de —1) e n = 500 a estimagdo de g pelo
método das proporg¢des parece ser melhor do que a obtida pelo método dos momentos. Em suma os
resultados da simulagdo apoiam os resultados tedricos no que toca a consisténcia dos estimadores,
sendo, aparentemente, a velocidade de convergéncia do estimador de & menor do que a do estimador
de g. Fixamos agora o pardmetro (¢, ) = (0.4,—0.7). Comparamos os valores nV (g,), nV(0,)
e nCov(gn, &,) relativos ao método das propor¢des com os seus valores tedricos, isto é, com 0s
elementos da matriz de varidncias-covariancias da lei assimptética obtida no Teorema 2.12 calculada
nos pontos (g,0) = (0.4,—0.7). Repetimos o processo para os estimadores dos momentos e da
maxima verosimilhanga, usando os Teoremas 2.13 e 2.14 respectivamente, e resumimos os valores

obtidos nas Tabelas 2.5, 2.6 € 2.7.

Tabela 2.5 Comparacio dos resultados empiricos com os tedricos pelo método das proporcdes.

n=100 n=500 Tedricos
E(Gn) 0.3990 0.4005 0.4
E(ay) -0.6950 -0.6987 -0.7
nV(qy,) 0.3264 03179  0.3159
nV(ay) 0.6690 0.6022  0.5885
nCov(gn, &,) | 0.2806  0.2655  0.2586

Tabela 2.6 Comparacao dos resultados empiricos com os tedricos pelo método dos momentos.

n=100 n=500 Tedricos
E(Gn) 0.3935 0.3985 0.4
E(ay,) -0.7014 -0.7014 -0.7
nV(Gy) 0.2556 0.2641  0.2654
nV(ay,) 1.1673  1.0648  1.0313
nCov(gn, @,) | 0.3667 0.3619  0.3551

Tabela 2.7 Comparacdo dos resultados empiricos com os tedricos pelo método da méxima verosimil-

hancga.
n=100 n=500 Tedricos
E(§,) 0.3969  0.3996 0.4
E(é,) -0.6984 -0.6998  -0.7
nV(qn) 0.1883  0.1899  0.1896
nV (&, 0.5450  0.5150  0.5038
nCov(gy, &,) | 0.1624  0.1617  0.1552

Os valores das Tabelas 2.5, 2.6 e 2.7 mostram que para n = 100 as estimativas dos elementos das

matrizes de varincias-covariancias da lei assimptética estdo proximas dos valores tedricos excepto

as relativas a variancia dos estimadores de «. Para n = 500 observamos uma melhoria em todas
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as estimativas em relacdo ao caso n = 100, com todas as estimativas bastante préximas dos valores
tedricos.

2.7.2 Regioes de Confianca

Seja (Qn,An) o estimador da mixima verosimilhang¢a, dado em (2.9). No seguimento do Teorema
2.14 podemos aceitar, quando n € suficientemente grande, que

n!/2 ([g] - [ZD <N(0,1((q, )7 h). (2.15)

Tendo em conta agora que se Y é um vector aleatério de dimensdo 2, com Y ~ N(m,X), entdo
(Y —m)Z (Y —m)T ~ x3, ([19], pag.103-105), podemos obter uma regido de confianca para (g, ¢t)
com grau de confianga assimptdtico a €)0, 1|, a partir, de (2.15) considerando a seguinte regido

. ) . . T
= {(q, a): [Qn —q A,— a} nl(q, ) [Qn —q A,— a} < z} onde z representa o quantil a da

lei 2. A interpretacio frequencista de probabilidade permite afirmar que se obtivermos muitas
realizacdes da amostra de dimensao n, e se em cada realizac@o verificarmos se a respectiva regiao
de confianga estimada inclui (¢, o), a propor¢éo de vezes que essas regides contém (g, @) é aproxi-
madamente a. Vamos pois avaliar a eficdcia desta regido, com n € {100,500, 1000}, para estimar a
verdadeira probabilidade de cobertura P((g, @) € I) com g, o os verdadeiros valores, considerando
a=0.95. Para cada (¢, ) e cada n calculamos as estimativas de ¢ e & e a regido e verificamos se o
verdadeiro par (g, @) pertence a regido, repetindo este procedimento 10 000 vezes. A propor¢do de
sucessos € uma estimativa da verdadeira probabilidade de cobertura (~ 0.95). Usamos ainda a mesma
metodologia para o método das propor¢des e o método dos momentos utilizando os Teoremas 2.12 e
2.13 respectivamente. Na Tabela 2.8 encontram-se os resultados obtidos, onde P , M e V representam
as referidas proporcdes tendo em conta o método das proporgdes, 0 método dos momentos € maxima
verosimilhanga, respectivamente.

Tabela 2.8 Estimativas das probabilidades de cobertura da regido de confian¢a com confianca assimp-
tética 0.95.

| n =100 | n =500 | n = 1000

«a|lg| P ™M v | P M V| P M V

0.4 [ 0.9395 0.9380 0.9439 | 0.9505 0.9465 0.9499 | 0.9513 0.9490 0.9512
-0.7 1 0.6 | 09413 0.9377 0.9494 | 0.9457 0.9437 0.9479 | 0.9534 0.9460 0.9507
0.8 1 0.9349 0.9368 0.9480 | 0.9460 0.9436 0.9462 | 0.9517 0.9448 0.9492
0.4 ] 09348 0.9117 0.9396 | 0.9432 0.9340 0.9458 | 0.9483 0.9408 0.9489
-0.3 1 0.6 | 09312 0.9259 0.9428 | 0.9451 0.9396 0.9476 | 0.9513 0.9419 0.9492
0.8 [ 0.9283 0.9319 0.9463 | 0.9419 0.9407 0.9492 | 0.9484 0.9442 0.9513
0.4 ] 09004 0.8596 0.9224 | 0.9308 0.8950 0.9414 | 0.9421 0.9145 0.9464
0.5 | 0.6 | 0.8991 0.8866 0.9334 | 0.9353 0.9271 0.9431 | 0.9457 0.9368 0.9497
0.8 ] 0.8968 0.9178 0.9407 | 0.9368 0.9378 0.9454 | 0.9443 0.9414 0.9503
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Observamos na Tabela 2.8 que quando n = 100 € para o método da maxima verosimilhanga que
se observa mais concordancia entre as proporgdes de vezes que o valor de (g, @) pertence a regido de
confianca estimada e o valor 0.95. As diferencas entre 0.95 e as propor¢des observadas com os trés
métodos diminuem quando » aumenta, como esperado.

2.8 Aplicacao a dados reais

Comecamos por recordar trés modelos cldssicos habitualmente usados quando pretendemos modelar
dados de contagem, nomeadamente as lei de Poisson, negativa binomial e binomial. Em seguida
destacamos a nova distribuicio discreta e a distribuicdo Poisson-Lindley. Iremos apresentar caracteris-
ticas tedricas de todas as lei mencionadas, nomeadamente a esperanga, variancia, inflacdo ou deflacdo
em zero e o indice de dispersdo com o objectivo de identificar modelos que possam reproduzir as
caracteristicas empiricas de dados reais. Por fim analisaremos trés conjuntos de dados reais.

2.8.1 Modelos classicos de contagem

Diremos que a v.a.r. X, com Sy = Ny, segue uma lei de Poisson de pardmetro A > 0, X ~ P(1), se

—A )k

O modelo admite E(X) = V(X) = A e consequentemente /D = 1. E inflacionado em zero se e s6 se
A<l

Dizemos que a v.a.r. X, com Sy = Ny, segue uma lei negativa binomial de pardmetros r € p com
r>0e0<p<1,X~NB(rp),se

I'(r+k) k
PX=k=—=———"—(1—p) k € Np.
Temos E(X) = {#, e V(X) = i L ;)2 e consequentemente ID = ﬁ > 1, ou seja a lei NB apresenta

sobredispersao para todos os valores dos pardmetros. Notemos ainda que no caso r = 1 obtemos a lei
Geométrica. E inflacionada em zero se e sé se p < %

Por fim, a v.a.r. X segue uma lei binomial de pardmetros n e p, com Sy = {0, 1,...,n}, verificando
neNe0O<p<1,X ~Bi(n,p),se

PX=k) = (Z)pk(l —p) 7k k=0,1,...,n.

Neste caso tem-se E(X) =np e V(X) =np(1 — p) e consequentemente /D = (1 — p) < 1, isto &, a lei
é subdispersa. E inflacionada em zero se e s6 se (1 — p)" > np(1 —p)" !isto é se e s6 se p < ﬁ
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2.8.2 Nova Distribuicao Discreta

A v.ar. N segue uma nova distribuicdo discreta, com pardmetros ¢ e 0 tais que ot 0, ox < 1 e
0<O<1,se

)= log (1 —a6") —log(l — o)

PN =n log(l — a)

, n €Sy =Np.

Esta lei foi introduzida em [8], e escrevemos N ~ ND(a,0). De facto trata-se de uma lei de
probabilidade ja que

=1

n log(1 —a) —log (1 — a@™"!
lim 3 POV —n) = tim 1= o )
m-ton et m—s+-o0 log(1—a)

e P(N =n) >0, Vn € Ny, pois para 0 < 6 < 1, se 0 < o < 1 entdio log(1 — o) < 0 e log(+=%"1)<0

- 1—afn+!
,ser <0, log(l—ax)>0e log(%) > 0.

A funcio de distribui¢cdo é dada por

0, sex <0
Vx € Rv FN('x) = P(N < X) = log(lft)CO["]*l)
- W S€e X Z 0.
J _ n+l1
Esta distribui¢do coincide com a lei geométrica quando o — 0. De facto, lim %Laeﬂ = lim
a—0 35 log(l-a) a—0
_ n+1
% = 0""!; assim, usando a regra de 1’Hopital obtemos gcigl()P(N <n)=1-0""" neN,.
Tem-se
1 g
E(N)=———) log(l—ab"),
log(l —a) n;
2
VN = — ¥ on—1)log(1 - a6") — | ——— ¥ log(1 - ab")
log(1—a) = log(1—a) /=

Devido a complexidade destas expressdes torna-se dificil analisar o valor do indice de dispersao.
Mas tomando como exemplo dois casos para os pardmetros, se (¢, 0) = (—0.1,0.25) entdo V(N) =
0.459 > E(N) =0.346 e se (a,0) = (0.1,0.1) tem-se V(N) = 0.118 > E(N) = 0.105, ou seja,
verificamos que a ND admite sobredispersao para alguns valores dos pardmetros. Apresenta também
subdispersdo pois considerando por exemplo (o, 0) = (—1,0.10) obtemos V(N) = 0.165 < E(N) =
0.0.257. E uma lei com inflacio em zero pois é unimodal sendo a moda zero. De facto considerando

a fungdo f(x) = log(l—aGIZ)gzlligé;—aB’x+l) parax > 0 vem
£ = log(1 — a6%) —log(1 — @) / B 1 —a6*log(0) —ab**'log(H)
N log(1— o) ~ log(1 —a) |log(1 —a6”) 1 — o 6xtl
e 108(0) 1-6 <0, Va6 taisque a £0A 0 < 1,0 < 6 < 1
log(I—a) [(1—a ) (1—apv)| = "7 R4 ’ ‘

Assim f(x) é uma fungdo estritamente decrescente para x > 0 logo (P(N = n),n € Np) é também
estritamente decrescente.
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Na Figura 2.4 apresentam-se histogramas de realizagdes das leis ND(—0.1,0.25) e ND(0.1,0.1)
respectivamente, destacando-se a inflagdo em zero nos dois casos como foi anteriormente referido.

Fig. 2.4 Histogramas de uma realizagdo da lei ND(—0.1,0.25) (esquerda) e da lei ND(0.1,0.1)
(direita).

2.8.3 Lei de Poisson-Lindley

Uma v.ar. X, com Sx = Ny, segue a lei de Poisson-Lindley de parametro 6 > 0, que abreviamos para
X ~ PL(0), se
0%(k+6+2)

PR e

, k € Np.

Trata-se de uma lei de probabilidade, pois

oo N oo 92<k+9—|—2) B 02 1 o0 1 k—1 oo 1 k
LPX=B=Y “ 155 ~ 11y (e+1),§0k<9+1> +(9+2),§)<6+1>
s 1 (0+1)? 6+1] 6> (6+1)°
‘<e+1)3[<9+1> v 0T ]‘<9+1>3 CEE

O nome da lei vem do facto de ter sido ser criada a partir de uma lei de Poisson quando o pardmetro A
segue uma lei de Lindley de pardmetro 6, L(0), isto €, com fun¢@o densidade dada pela expressdo
)= 9—2(1 +A)e 921, _o. De facto, considerando X|A = A ~ P(1) e A ~ L(8) entdo

CEmY)
+oo +o0 e—)tlk 92 _oa
PX=k)= [ P(X_k]A_k)fA().)dl_/O (A
e Tk g kel —(B4DA 1y 6 I(k+1) I(k+2)
_k!(0+1)/0 (AT e A = e [(e+1)k+l O+ 1)
_ 0%(k+6+2)
- (9+1)k+3

Temos ainda

400 e—l k 2
E(X):E(E(X|A:7L)):/O /”tk!/l(eil)(lJrl)e“dk
67 [I(2) T(3)] 6+2
C(6+1) [ 92 3 ]_ (0+1)6
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eV(X) = 63+46%466+2

0(6+1)7 > Pois
+o0 e—klk 62
E(X?) =E (E(X*|A=A :/ A+ A2 1+A)e %%an
. 6+2 N 62 r(3)+r(4) . 20+6
0+ (6+1)| 63 04 | 62(6+1)
Deduzimos, como foi notado em [4], que ID =1+ % > 1, ou seja a lei € sobredispersa. Por

fim, podemos notar que se @ > v/2— 1 entio P(X =0) > P(X = 1) e que se 0 < 8 < v/2— 1 obtemos
P(X =0) < P(X = 1), que ilustramos na Figura 2.5.

0
0 5 10 15 20 0 2 4 6 8 10

Fig. 2.5 Histogramas de uma realizagéo da lei PL(0.4) (esquerda) e da lei PL(0.8) (direita) .

Resumimos na Tabela 2.9 alguma da informacao atrds mencionada que nos pode ajudar a selec-
cionar um modelo para um conjunto de dados reais. Verificamos que a lei ZDGGD ¢ a unica que
acomoda simultaneamente deflacdo e inflacdo em zero tal como subdispersdo e sobredispersao.

Tabela 2.9 Resumo de algumas caracteristicas das leis Poisson, negativa binomial, binomial, nova
distribuicdo discreta, Poisson-Lindley e ZDGGD.

‘ Inflagdo ‘ Deflagao ‘ Sobredispersdo ‘ Subdispersio ‘

P V v X X
NB v v v X
Bi v v x v
ND v x v v
PL v v v x
ZDGGD V/ v N N

2.8.4 Dados de Actuariado

Uma questdo relevante em ciéncias actuarias € a fixagdo do prémio de cada apdlice. No processo de
fixa¢do do prémio de uma apdlice é necessario obter uma boa modelag@o para o nimero de pedidos de
indemnizagdo por apdlice e para a indemnizacdo pedida. Ora, o nimero de pedidos de indemnizagdo
por apdlice possui inflacdo em zero e sobre-dispersao como factos estilizados. Para ilustrar estes
tracos apresentam-se de seguida dois graficos provenientes de dados retirados de [20] onde estao
apresentados varios conjuntos de dados relativos a pedidos de indemnizag¢des por apdélice num periodo
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fixo de tempo. A inflagdo em zero € clara nas Figuras 2.6 e 2.7 e a sobredispersado revela-se, embora
de forma suave, na Tabela 2.10 onde surgem alguns resumos do conjunto 2. Consequentemente é

N° de apolices
N° de apol

0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4
I de pedidos de indemnizagao N° de pedidos de indemnizagdo

Fig. 2.6 Conjunto 2. Fig. 2.7 Conjunto 5.

fundamental procurar modelos que possuam as caracteristicas tedricas correspondentes aos factos
estilizados. Ora como foi verificado anteriormente, a lei ZDGGD permite modelar a inflagdo em zero
e a sobredispersao. Assim, comecgaremos por verificar se é adequado modelar o nimero de pedidos de
indemnizacao por ap6lice referente ao conjunto 2 de [20] por meio desta familia de leis, comparando
0 ajustamento obtido com outros modelos. Iremos usar o teste de adequag@o do qui-quadrado a uma

Tabela 2.10 Estatisticas relativas aos pedidos de indemnizac¢ao por apdlice (conjunto 2).

Média Varidncia Assimetria Curtose ID
0.1317  0.1385 2.9805 12.8563 1.0515

familia de leis para testar a hipdtese da lei do nimero de pedidos de indemnizagdo por apdlice, Q,
pertencer a familia das leis ZDGGD. Iremos repetir também o teste para as leis ND e NB, casos
tratados nos artigos [8] e [20] respectivamente, e por fim, iremos também fazer o teste para a lei de
Poisson pois estes dados verificam ID ~ 1.

Tabela 2.11 Testes de adequacdo para o nimero de pedidos de indemnizacdo por apodlice.

Valores Esperados

N ZDGGD ND NB Poisson
0 370412 370388.3107 370688.4284 370481.4204 369269.6423
1 46545 46575.0622 46311.123 46 416.1612  48631.6266
2 3935 3916.9627 3899.7695 4023.9579 3202.3926
3 317 329.4166 313.3176 297.0835 140.5850
4 28 27.7039 25.0740 20.0224 4.6288
>5 3 2.5439 2.2875 1.3546 0.1247
Total 421 240 421 240 421 240 421 240 421 240
g =0.0841 a=-—1.349 7 =2.6047 A =0.1317
& =—-0.1460 6 =0.08 p =0.0481
x? 0.5907 2.2326 8.0043 543.3113
df 2 2 2 2

p-valor 0.7443 0.3275 0.0183 0
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Na Tabela 2.11 apresentam-se valores esperados sob a hipdtese de a lei Q pertencer a familia de
leis ZDGGD, ND, NB ou Poisson. N representa as classes do niimero de pedidos de indemnizagao por
apdlice e O as frequéncias absolutas observadas de cada classe. Apresentam-se ainda as estimativas
da maxima verosimilhanca. x” é a estatistica de teste e df é o nimero de graus de liberdade da lei
da estatistica de teste. Ao nivel de significancia 0.01 somos conduzidos a aceitar como possiveis
modelos, a ZDGGD, ND e NB. Adicionalmente, usando como referéncia o valor X2 verificamos que
obtemos um melhor ajuste aos dados quando consideramos a hipétese de Q seguir uma lei da familia
das ZDGGD. Curiosamente, embora os dados apresentem /D ~ 1 e inflagdo em zero, a lei de Poisson
€ a que apresenta pior ajustamento, sendo rejeitada para qualquer nivel de significancia.

2.8.5 Outros Dados: greves e lesoes

Iremos agora abordar um conjunto de dados analisado em [13] referente ao nlimero de surtos de greves
na industria mineira de carvao no Reino Unido em periodos de 4 semanas sucessivas, entre 0s anos
1948 ¢ 1959. Na Tabela 2.12 apresentam-se algumas estatisticas referentes a estes dados. Observa-se
que ID < 1, e portanto vamos tentar modelar os dados pelas leis ZDGGD(q, o) e Bi(4,p). Ndo vamos
incluir ND nesta andlise porque embora /D < 1 ela é unimodal em zero o que ndo é compativel com a
deflacdo em zero destes dados que se deduz da Tabela 2.13.

Tabela 2.12 Estatisticas relativas aos surtos de greve.

Média Variidncia Assimetria Curtose ID
0.9936  0.7419 0.8023 3.5038 0.7467

Tabela 2.13 Testes de adequagao para o nimero de surtos de greve.

Valores Esperados

N ¢} .

ZDGGD Bi
0 46 46.0035 49.7819
1 76 78.0645 65.8107
2 24 22.6621 32.6252
3 9 6.5788 7.1883
>4 1 2.6911 0.5939
Total 156 156 156

G =0.2903 n=4
a=-0.7175 p=0.2484

x? 0.1911 4.7772
df 1 2
p-valor 0.6620 0.0918

Verificamos, observando a Tabela 2.13, que o ajuste feito usando a lei ZDGGD € bom e bastante
melhor que no caso da binomial. Em particular, a amostra observada nao é compativel com a lei
Bi(4, p) para niveis de significAncia superiores a 0.10. Observamos, que tal como a amostra, a lei
ZDGGD(0.2903,—0.7175) usada na construcdo deste teste admite /D < 1.
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Finalmente iremos modelar um conjunto de dados estudados em [17] referente ao nimero de lesdes
de determinado tipo em mamiferos. O objectivo principal é comparar os resultados que surgem

usando a lei ZDGGD com os obtidos no artigo referido anteriormente usando a lei PL. Na Tabela
2.14 apresentam-se alguns resumos da amostra.

Tabela 2.14 Estatisticas relativas ao nimero de lesdes.

Média
0.4742

ID
1.5600

Curtose
10.6954

Assimetria
2.4158

Variancia
0.7398

Tabela 2.15 Testes de adequacdo para o niimero de lesdes.

Valores Esperados

N 0
ZDGGD PL G NB
0 413 4129736 405.6757  407.6583  412.7421
1 124 124.0222 1335740  131.1437  124.9650
2 42 422172 426203  42.1889 415113
3 15 14.3707 13.2949 135722 14.19246
4 5 4.8918 4.0769 3.3662 4.9246
5 0 1.6652 1.2336 1.4046 1.7228
>6 2 0.8593 0.5246 1.6661 0.9378
Total 601 601 601 601 601
§G=03404 6=2.6853 §=03217 7=0.8373
& = 0.0783 p=0.3616
x> 0.0520 1.2787 0.6594 0.1040
df 2 3 3 2
p-valor 0.9743 0.7342 0.8827 0.9493

Ao calcular os estimadores da mdxima verosimilhancga sob a hip6tese da lei dos dados em estudo
pertencer i familia de leis ZDGGD obtemos & = 0.0783 ). Para verificar se este valor é significativo

/2(A, — .
vamos fazer o teste Hy : &« =0 vs H; : o # 0 usando Z = % ~ N(0,1). Obtemos assim
q,%))s 5

Zops = 0.8670 e logo |Z,ps| < 1.96, pelo que aceitamos ao nivel de significancia 0.05 a hipétese
Hp : a = 0. Desta forma fomos conduzidos a modelacdo dos dados por uma lei Geométrica. Como
podemos verificar, as quatro leis, ZDGGD, PL , Geométrica e NB apresentam bons resultados sendo a
lei ZDGDD a que se ajustou melhor. De facto, apesar do teste apoiar a decisdo de que o = 0, o valor

a = 0.0783 permitiu que a lei ZDGGD captasse as frequéncias observadas da classe 0 e 1 melhor do
que a lei Geométrica.

(12) Observamos que ao tentar incluir neste estudo a lei ND na forma geral houve dificuldade em maximizar a fungio log
verosimilhanga. Como a lei Geométrica se ajusta bem aos dados, o que indica que o parAmetro o da lei ND estd perto de 0

e tendo em conta a expressao da fun¢do de probabilidade da lei ND, o facto de o estar perto de O pode ter complicado o
processo de maximizagdo .



Capitulo 3

Modelos INARCH com lei condicional
ZDGGD

Motivados pelo modelo INGARCH proposto em [3] para um processo estocéstico X = (X;, r € Z)
de valores inteiros ndo negativos em que a lei de X; condicional ao passado é de Poisson, vamos
neste Capitulo abordar o caso em que tal lei condicional € a lei ZDGGD. Deste modo, na Secg¢ao 3.1,
comegaremos por apresentar o modelo ZDGGD — INARCH. Nas Secgdes 3.2 e 3.3, estudamos os
modelos Geométricos INARCH e Geométricos inflacionados em zero INARCH, respectivamente,
tendo como objectivo principal estabelecer condi¢des de estacionaridade de primeira e segunda ordem.
Na Secc¢do 3.4 abordamos o método de estimagdo da maxima verosimilhanga condicional, que iremos
ilustrar com simula¢des na Secc¢do 3.5. Por fim, na Seccdo 3.6, consideramos uma série de contagem
observada e avaliamos qual o modelo, de entre os estudados, que conduz ao melhor ajustamento face
a alguns critérios Os cédigos utilizados ao longo deste Capitulo foram feitos com recurso ao softwares
Matlab e R.

3.1 ZDGGD-INARCH

Defini¢do 3.1. Um processo X = (X;, t € 7) verifica um modelo Geométrico generalizado com
perturbacdo em zero ARCH de valores inteiros de ordem p € N, ou de modo abreviado ZDGGD-
INARCH(p), se para todo t € 7

Xl"Xt—l ~ ZDGGD(CI;, OC,),

0+1 P 3.1
= U =ap+ Z aiX—i
1—q i=1

EX|X, 1) =%
de parametros q, €]0,1[ e o, € [—1,+eo[comay>0ea; >0parai=1,...,p. Paratodot € Z, X,_,
representa a 6 —dlgebra gerada por {X; i, k € N} .
O resultado seguinte serd ttil no estudo de estacionaridade de primeira ordem.

Lema 3.1. As raizes de p(z) =1 —ajz—--- —a,z’, onde a; > O parai=1,...,p, estdo no exterior
do circulo unitdrio se e so se Zf;l a; < 1.

35
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Prova. (=) Como p(0) =1 >0 e p é uma fungdo continua entdo usando a hipdtese vem p(1) >0
e consequentemente Y7 a; < 1. (<=) Suponhamos que existe uma raiz de p(z), z., tal que |z,| < 1.
Assim

=

o
ailz«|' < Zai <1,
1 i=1

P P
1= Zaizi =Y ad| < ‘

que € um absurdo, logo as raizes estdo no exterior do circulo unitério. |

[
L
[
L
1

Assim, estamos em condicdes de estabelecer o resultado seguinte.

Teorema 3.1. Um processo X = (X;, t € 7) que verifica o modelo ZDGGD-INARCH(p), dado em
(3.1), é estaciondrio de primeira ordem se e s se

P
Zai < 1.
i=1

Prova. Para provarmos que o processo X € estaciondrio de primeira ordem temos de verificar que
E(X;) = 1 < oo para todo o ¢ € Z. Tendo em conta que estamos a lidar com fun¢des mensuraveis
positivas podemos escrever

p
W=EX)=E(EXIX 1) =E|a+) aX;i| =ao+ ) aithi -

p
i=1 i=1

Obtemos a seguinte equagdo de recorréncia ndo homogénea para
p
U = aop+ Z ailli—; .
&~

1

Ora, esta equag@o admite uma solugdo independente de ¢ e finita se e s6 se as raizes do polindmio
caracteristico da equacgdo de recorréncia homogénea associada se encontram fora do circulo unitario,
0 que por sua vez acontece, usando o Lema 3.1, se e s6 se

p
Zai<1. |
i=1

Nota. Deduzimos, desta prova, que um processo X = (X, t € ) que verifica o modelo ZDGGD-

INARCH(p) e é estaciondrio de primeira ordem possui como fungdo média

E(X,):u:ai(;,, Vvt € Z.

1— Zai
i=1

O estudo da estacionaridade de segunda ordem, que desenvolvemos a seguir, € apresentado apenas
para a sub-familia destes modelos em que ¢ =0, Vt € Z.
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3.2 Modelo Geométrico INARCH(p)

Relembramos agora que se a v.a.r. Y ~ ZDGGD(q, o) e se o« =0 entdo Y ~ G(g). Deste modo se
no modelo (3.1) considerarmos o =0 e p; = 1 — g; para todo o ¢ € Z e se definirmos o processo
A= para todo o ¢ € Z obtemos o modelo Geométrico INARCH, caso particular do modelo

=
Binomial Negativo INGARCH, abreviadamente NB-INGARCH, introduzido em (Zhu,[21]).

Defini¢do 3.2. Um processo X = (X;, t € Z) verifica um modelo Geométrico ARCH de valores inteiros
de ordem p € N, ou de modo abreviado G-INARCH(p), se para todo t € Z

XX,y ~G(1—p)
(3.2)

1 —p C
EX|X, )= ) =k =ao+) aiX;
i=1

comag>0ea; >0parai=1,...,p.

Podemos afirmar, tendo em conta o Teorema 3.1, que X € estaciondrio de primeira ordem se e s

p
se Zai < 1 e que sob esta condigéo se tem E(X;) = 4 = 172"2 —.
i=1 e

Temos V(X|X,_;) > E(X;|X,_,) uma vez que V(X|X, ) = %i = & (A + 1). Podemos ainda

observar que um processo X de segunda ordem que verifique tal modelo apresenta sobredispersdo. De

facto, considerando a variancia de X; ndo condicionada obtemos
VX)) =E{V XX, )} +VI{EX|X, )} =E{A(1+4)}+V (&) (3.3)
€ assim

V(X)) = E (&) + E(A) = (E(A))* + (E (4))* + V(&) = E (&) + (E (4))* +2V (&) > E(X,),

0 que permite concluir que ggﬁ; > 1 paratodoot € Z.

Relativamente a estacionaridade de segunda ordem, comegamos por mostrar o seguinte resultado,
seguindo o trabalho desenvolvido em [18].

Teorema 3.2. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo G- INARCH(p) estaciondrio
de primeira ordem. O vector
T

Wt:[E(Xf) EXX1) ... EXX_,n)| .1€Z,

verifica a seguinte equacdo de recorréncia vectorial de ordem p, W, = By + Zﬁz  BiW;_, onde By é
um vector de dimensdo p e By para k = 1,...,p é uma matriz quadrada de ordem p V.

Prova. Comecamos por notar que E (X,z) e E (X, X;_,) podem ndo ser finitas mas como as fun¢des
sd30 mensurdveis e positivas, podemos aplicar o operador esperanga matematica. Temos, para todo o

(WDeduzidas ao longo da prova.



38 Modelos INARCH com lei condicional ZDGGD

teZ,

E(X?) =E (E(X|X,-1)) = E [V (X|X, ) + (EQGIX, 1)) = E [A(1+4) + 4]
=E [A+2A7] =E[A]+2E[A7].

Tendo em conta que X € estaciondrio de primeira ordem, obtemos E(4,) = E(X;) = 1. Podemos ainda

escrever
- , 5
E(}Ltz) =F <a0+zaiXt—i> a0+2aoZaXt Z+Zzaa1Xt IX[ j
i=1 i=1 i=1j=1
| 2 22 SRS
=F a0+2ao —ay —|—ZClX —|—22 Z aian,,,'Xt,j
L i=1 j=i+1
2 2 2 GRS
:ao—|—2a0(/.t—a0)—i—2aiE (X2 ) +2Y Y aaiE(X_iX—j),
i=1 i=1 j=i+1
logo
E (X?) = u+2ad +4ao(p — ao) +2Za2E +4Z Z aa;E(X—iX—;), (3.4
i=1 i=1 j=i+1

com 0 < U+ 2a(2) +4ap(u —ap) = 1 +4aou — Za%. Para fazer aparecer a equagdo de recorréncia
vectorial desejada observamos que para h > 1

E(XX,_1) = E (E (XXi_4]X, 1)) = ECG_iE (X[X, 1)) = E(Xph)

P
Xi—n (ao + Z aiXt—i>

i=1

p
= aoE(X;—n) + Y aiE(Xi X i)
i=1

=FE

h—1 P
=aop+ Y aEX—iX—p) +anE(X )+ Y aE(Xi_pX). (3.5)
i=1 i=h+1

Assim, considerando (3.4) e (3.5)parah=1,...,p— 1, obtemos o sistema

)
E (X?) = p+daop — 205+ 2% aiE (X2) +4 X0 X0y aiajE (Xi—iXi- )
—— —_——

Wi Wi
E (X X;—1) = aol + a1 E ( ) +wE (X1 Xi—2) + -+ apE (Xi—1X—p)
N— — —_—

\W_z
W,_1 W1 Wi

E (X X,—p) = aopt + X1~ aiE (Xi—iXi—p) +anE (X21) + X001 GiE (Xi—nXi—i)

Wi—i Wi_n Wi—n

E (Xtth( )) = a0“+2f | GE (Xt—ith(pfl)) +ap 1 E (Xt{(p71)> +apE (th(pfl)Xf—p)
Wi

Wi—(p-1) Wi
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T
que permite concluir que o vector [E (X?) EXX—1) ... EXX_ p_l))} verifica a equagdo
W, = Bo + ¥} BiW;— com
5 T
By = [IJ +daop —2a5  opp ... Ololi}
e By = [bl(kj)} 1 parak =1,..., p uma matriz quadrada de ordem p com elementos
A< j<p
5 ) ar-14; sei=k+1,j=1,....p
(k) 2ak s€ J = 1 (k)
bl = . bi,j: 3 Sei:k+j7j:27"'7p
darar—14+; sej=2,...,p .
0 caso contrario

coma; =0, j > p. |

Reencontramos deste modo resultados presentes em [18] e [21]. Enunciamos de seguida uma
condi¢do necessdria e suficiente para a estacionaridade de segunda ordem de um processo estocdstico
que verifique o modelo G — INARCH (p) cuja prova se encontra em [18].

Teorema 3.3. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo G- INARCH(p) estaciondrio

de primeira ordem. O processo é estaciondrio de segunda ordem se e so se

p
P(L)=1,- Y BiL* (3.6)

k=1
é uma matriz polinomial cujo determinante, det P(z), possui todas as raizes fora do circulo unitdrio.

I, é a matriz identidade de ordem p.

Exemplo 3.1. Consideremos um processo estaciondrio de primeira ordem, X, seguindo um modelo
G- INARCH(2) comai+ar <1, a; > 0eap > 0. Usando o Teorema 3.2 obtemos a seguinte equacdo

vectorial de recorréncia

E(X?)
E(X.X, 1)

E(X2))
E(thIthZ)

E(X2,)
E(thZth3)

0 O

u+4a0/,L—2a(2) n Za% dajay
aol

[26[% 0

ai a

Assim, usando o Teorema 3.3 temos que X é um processo estaciondrio de segunda ordem se e so se

)

=1- 2a%z — Za%zz — a7 — Za%azzz + 2a%z3

1-— 2a%z - 2a%12 —4daiarz
—az I —axz

det(P(z)) = det ( [

possui todas as raizes fora do circulo unitdrio. Se a; = 0, por exemplo, a, deve verificar a, < 1 e
detP(z) = (apz — 1)(v2a2z — 1)(V/2a2z+ 1) deve possuir as raizes fora do circulo unitdrio que por
sua vez acontece se e s6 se ay < g Notamos que ndo podemos usar o Lema 3.1 pois um coeficiente

é negativo. Assim, iremos apenas mostrar uma condig¢do necessdria de estacionaridade de segunda
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ordem. Se detP(z) possui todas as raizes fora do circulo unitdrio entdo
detP(1) =1—2a% —2a} —ay —2a}ay +2a3 > 0 = (1 —ay) > 2a% + 243 + 2a}ar — 2a3

22
(:>1>2<a%+1 1“2>+22 3.7)

Apresentamos agora um resultado que permite obter a fungdo de autocovariancia de um processo
estaciondrio de segunda ordem X que verifique o modelo G-INARCH(p).

Teorema 3.4. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo G- INARCH(p) estaciondrio de
segunda ordem. A funcdo de autocovaridncia de X, ¥x (k) = Cov(X;, X;—i), k > 0, verifica as equacdes

)4
w(0) =u+u>+2Y ax (i) (3.8)
i=1

P
k) =Y aivx(lk—i). (3.9)
i=1

Prova. Para k > 0 obtemos

(k) = Cov(Xe, Xo—) = E[(X — 1) (X — )] = E [E (X — ) (Xt — )X, )]
— E[(X— ) (E (XX, ) — )] = Cov(X,—i. 2)

P P P
= Cov (X,k,ao + Z a,-Xt_i> = Z aiCov(X; i, Xi—i) = Z aiyx (|k—i|).
i=1

i=1 i=1

Considerando agora o caso k = 0, obtemos de (3.3)

1 (0) = V(X:) = u+u>+2V(4) =u+u2+2iaﬂx(l)

pois, utilizando o facto de que ¥x (k) = Y7, a;yx (Jk — i|) temos

V(h)=V <a0+ iaiX,_,) =Cov <iaiX,_,-, i an,_j> = i ia ajiyx (li—jl)

i=1 i=1 j=1 i=1j=1

)4 )4
Z ajyc(li—jl) = Zan’x(i)- u

] Mw

A partir de (3.9) deduzimos que a fungé@o de autocorrelagdo de X, px (h) = %, h > 1, verifica a

equacdo de recorréncia seguinte
p
px (k) =Y aipx(lk—il),k > 1. (3.10)
i=1
Para determinar px (h) para h = 1,...,p dados ay,a, ...,a, resolvemos o seguinte sistema, denomi-

T
nado sistema de Yule-Walker, p = Ra, onde p = [px(l) px(2) ... px (p)} .
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Fig. 3.1 Trajectéria de um processo que verifica o Tabela 3.1 Valores tedricos e empiricos
modelo G-INARCH(1) comap =1ea; =0.5. de uma trajectéria de um processo G-

INARCH(1),ap =1ea; =0.5.

Valores Teéricos Empiricos

E(X;) 2 2.103
V(X;) 12 14.449
ag 1 0.938
%DD 550 600 650 700 750 800 B850 900 950 1000 al - p (1) 0.5 0.554
T
R=[px(|j—i|)]i<ij<pea= [al a ... ap} . Depois, para obter px (h) para h > p+ 1 utilizamos
(3.10). Podemos ainda obter yx (0) da seguinte forma a partir de (3.8)
(0) = i+ 12 423 (i) & 1(0) 2 Y an(i) = -+ 182 & 1 (0) = ——
=Uu-+u+ aiYx(i) & ¥x(0) — aiyx(i) =u+u & = ~.
Tx H-p p itx 2 y iYx H+H Tx 1—2Y7  aipx (i)
Observamos que o sistema anterior serve também de base para um método de estimagdo, denominado
estimagdo de Yule-Walker, de ag,ay,...,a,. De facto, substituindo as autocorrelagdes pelas autocorre-
lagdes empiricas e resolvendo em seguida o sistema, obtemos estimativas para ay,...,a, que depois
permitem obter uma estimativa para ag ja que E(X;) = laig,.

i=1
Exemplo 3.2. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo G- INARCH(1) estaciondrio de
primeira ordem verificando a) < 1. Utilizando o Teorema 3.2 obtemos E (th) =uU-+ 2a(2) +4ap(p —

ap) + 20512E (Xzz—l) com [l = lf‘;l. Do Teorema 3.3 sabemos que X é estaciondrio de segunda ordem
se e 5O se Za% < 1. Deste modo, consideremos Za% < 1. A fungdo de autocorrelagdo de X é entdo, a
partir de (3.10), dada por

px(k) = b k> 1

e a fungdo de autocovaridncia é

B
k) = db
YX() all_za%7

k> 0.

Na Figura 3.1 encontra-se uma trajectéria de X verificando um modelo G — INARCH (1) com ag = 1
ea; =0.5. Na Tabela 3.1 encontram-se valores tedricos e empiricos , onde os valores empiricos de
ap e ay foram obtidos a partir do método de estimacdo Yule-Walker acima referido. Como se pode
observar a série apresenta sobredispersdo e os valores empiricos estdo relativamente proximos dos

teoricos.

3.3 Modelo Geométrico inflacionado em zero INARCH(p)

A estacionaridade de segunda ordem foi apenas estudada, na sec¢io anterior, para o caso particular
dos modelos G-INARCH(p). Desta forma ndo conseguimos tirar proveito da flexibilidade que a lei
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ZDGGD possui para a probabilidade de ocorrer zero. Para contornar este problema, comecamos por
ter em conta a defini¢do seguinte.

Definicdo 3.3. A v.a.r. Y, com Sy = Ny, segue uma lei Geométrica inﬂacionada(z) em zero de
pardmetros q €]0,1[ e w €]0,1[, ZIG(g,w), se

P(Y =k) = wS + (1 —w)q(1 —q)*, k € Ny. (3.11)

Notemos que E(Y) = (1 —w)%. Como E(Y?) = (1 —w)w obtemos ainda V(Y) = (1 —

w) 1%(1 1+ %q(l*q)) .3 Desta forma, podemos generalizar o modelo G-INARCH considerando o
modelo apresentado de seguida que € caso particular do modelo binomial negativo inflacionado em
zero INGARCH (ZINB-INGARCH) introduzido em [22].

Definicdo 3.4. Um processo X = (X;, t € 7) verifica um modelo Geométrico inflacionado em zero
ARCH de valores inteiros de ordem p € N, de modo abreviado ZIG-INARCH(p), se para todo t € 7

Xi|X, 1 ~ZIG(1 — pi,w)
1_
E(X[X,_,) = (1—w) pp’ = (1—w)A

t

(3.12)

P
A =ap+ Z aiX;—
i=1

comw €)0,1[, ap >0ea; >0parai=1,...,p. Se w=0 obtemos o modelo G—INARCH (p).

Uma vez que V(X |X,_;) = (1—w)A {1+ (1 +w)A } também se tem , neste modelo,
V(X|X,_;) > E(X;|X,_;). Além disso se X for um processo de segunda ordem verifica-se ainda
V(Xt) > E(Xt) _]é que

VX) = E{V (XX, )}+V{EXIX, )} = (1 - w)ER) + (1 —w)(1+w)E (R2) + (1 —w)V ()
— (1= W)E() + (1= w)(1+w) (E(R) +2(1—w)V (A,).

Teorema 3.5. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica um modelo ZIG-INARCH(p). X é

estaciondrio de primeira ordem se e s se

s

(I—w)a; < 1.

i=1

Prova. A prova usa os mesmos argumentos do Teorema 3.1, mas a equagdo de recorréncia obtida,
para 4, = E(X;), é agora

= E(E (XI|X4,1)) =F ((1 —W)Clo—|— _il(l —W)Cll’Xt,) = (1 —W)ao—}—i(l —w)a,-ut,i. |

@ Notemos que aqui a nogio de inflago em zero difere da apresentada no Capitulo 2.
® S0k = 1sek=0e dy = 0 caso contrario.
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Decorre do Teorema anterior, que se X = (X;, t € Z) é um processo que verifica 0 modelo
ZIG-INARCH(p) e ¢ estaciondrio de primeira ordem entdo possui média dada por

(1—=w)agp
1=y (1—w)a;
Tal como na sec¢do anterior, comec¢amos por mostrar um resultado que nos ajuda a obter uma condi¢ao
necessdria e suficiente para a estacionaridade de segunda ordem.

Teorema 3.6. Seja X = (X;, t € 7Z) um processo que verifica o modelo ZIG- INARCH(p) estaciondrio
de primeira ordem. O vector

T
W,:[E(x;) E(XX 1) ... E(XX_( ))] tEZ

p—1

verifica a seguinte equagdo de recorréncia vectorial de ordem p, W, = By + Zfz  BiW;_, onde By é

um vector de dimensdo p e By parak =1,...,p é uma matriz quadrada de ordem p.

Prova. ITremos apenas indicar os elementos do vector By e das matrizes By, k = 1,...,p jd que a prova
segue os mesmos passos usados na prova do Teorema 3.2. Tendo em conta que, para todo o t € Z,

p
E(X7) = 1 +2(1 - w)ag +4ao(n — +21(1-w)alE (X)) +
p P B
+4Z Z (1 —W)(Xi(XJ'E (Xt—iXt—j)
i=1 j=i+1
eparah >0
h—1

E(XiX;—p) = (1=w)oou + ) (1-w)GE(X—iX,—p) + (1 —w)onE (X2 )+

p
+ Y, (I=w)aE(X—pXi—i),
i=h+1
T
temos By = [,u +2(1 —w)ad +4ao(p — (1 —w)ag) (1—w)aop ... (1 —w)aou] e
By = {bl(lﬂ ,k=1,..., p,uma matriz quadrada de ordem p com elementos
1<i,j<p

) (l—w)ak_1+j, i=k+1,j=1,...,p
w )20 =w)ag, j=1 W) , o
by ;= bi'_ (l_w)ak7 i=k+j,j=2,...,p
Lj . o
41 —w)arag—14j, j=2,...,p i
0, caso contrario

coma; =0, para j > p. |

Desta forma obtemos resultados estabelecidos em [18] e [21]. No préximo Teorema, cuja prova
se encontra em [18], podemos encontrar uma condi¢c@o necessaria e suficiente para a estacionaridade
de segunda ordem.
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Teorema 3.7. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo ZIG- INARCH(p) estaciondrio

de primeira ordem. O processo é estaciondrio de segunda ordem se e so se

p
P(L)=1,— Y BiL* (3.13)
k=1

é uma matriz polinomial cujo determinante, det P(z), possui todas as raizes fora do circulo unitdrio.

Assim, se um processo for estaciondrio de segunda ordem e verificar o modelo ZIG-INARCH

podemos encontrar no préximo Teorema como obter a sua func¢do de autocovariancia.

Teorema 3.8. Seja X = (X;, t € Z) um processo que verifica o modelo ZIG- INARCH(p) estaciondrio
de segunda ordem. A fungdo de autocovaridncia de X, yx (k) = Cov(X;,X,;_1), k > 0, verifica as

equagoes
14+w 2 P .
’(0) =pt +2Y aiyx (i) (3.14)
i=1
P
(k) =) (1—w)aiye(Jk—il) (3.15)
i=1
Prova. Os resultados surgem de forma natural, adaptando a prova do Teorema 3.4. |

Exemplo 3.3. Seja X = (X,, t € 7Z) um processo que verifica o modelo ZIG- INARCH(1) estaciondrio
de primeira ordem verificando (1 —w)a; < 1. Utilizando o Teorema 3.6 obtemos E (X,Z) =U+
2(1—w)ag +4ao(pt — (1 —w)ag) +2(1 —w)aiE (X2 ,) . O Teorema 3.7 permite estabelecer que X
é estaciondrio de segunda ordem se e s6 se 2(1 —w)a? < 1 jd que detP(L) = 1 —2(1 —w)aiL. Sob
esta condicdo a fungdo de autocorrelagcdo é

px(k) = (1=w)ar) k> 1

e a fungdo de autocovaridncia

Bt o’
k)=((1-— k—w, >0,
5l = (1 wa) g ke
onde U = % Na Figura 3.2 encontra-se uma trajectoria considerando ag =1, aj =1 e

w = 0.4 e na Tabela 3.2 encontram-se os valores tedricos e empiricos de E(X;), V(X;) e de p(1)
correspondentes. Podemos observar na Tabela 3.2 que a série observada apresenta sobredispersdo e

valores empiricos proximos dos teoricos.
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Fig. 3.2 Trajectéria de um processo que verifica o Tabela 3.2 Vglore}:s' tedricos e empiricos
modelo ZIG-INARCH(1) comag=1,a; =0.5 ¢ de uma trajectéria de um processo
w=0.4.

» Valores Teoricos Empiricos

: \ E(X) 0857 0758
"R b . o B V(X,)  3.673 3.254

00 550 600 650 700 750 BOO 850 900 950 1000 p(l) O 3 O 293

3.4 Modelo G-INARCH(1): Maxima verosimilhanca condicional

Iremos agora abordar um método de estimagdo dos pardmetros & = (ap,a; ) do modelo G—INARCH (1).
Suponhamos que x{7) = (x1,...,x7), n > 2, é uma trajectéria de um processo (X;,t € Z) que segue um
modelo G — INARCH (1). Como a lei de X;|X,_, é conhecida, P(X; = k|X, ) = p/(1 — p;)¥, k € Ny,
com p; = ﬁ e & = ap + a1 X;_1, podemos estimar os seus pardmetros usando o método de méaxima

verosimilhanca condicional. A fun¢@o de verosimilhanca condicional é dada por
L (a,x(T)) = P(XT =XTy--- 7X2 = X2|X]) y

que ainda pode ser reescrita da seguinte forma

T L ’
L(a;x<”) =[P =x|X—1 =x-1) =[] <1+1L> <1fﬁ4>
=2

t=2

ja que (X;,t € Z) é uma cadeia de Markov de ordem 1. Assim a log-verosimilhanca condicional é

T i T 1 A \"
et (") = St = Loos {(37) (157

T
=Y xlog(A) — (1+x)log(1+ ). (3.16)
=2

As primeiras derivadas de [, (ot;x") sdo

A x Ak 1+x 9k [x 1+x]dk i— o1
da; M da; 1+MAda |A 1+X4|da’ 77
e as segundas derivadas
PRI B —ﬁa&—i- 1+x 97),, % X l+x 2%, 01
daida; | A2da;  (1+A)2da;| da; ' |A  1+A | dada;, " T
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I\ I\ A

=L s—=x1¢e5—5-
day day da;da;
explicita dos estimadores da madxima verosimilhanca condicional revela-se necessdrio recorrer a

com =0parai, j=0,1. Como nio parece ser possivel obter a forma

métodos de optimizacdo numérica para a estimacao indicada.

3.5 Simulacao

Foi feito um estudo de simulagdo com o objectivo de avaliar o método da maxima verosimilhanca
condicional para estimar os pardmetros ag e a; do modelo G — INARCH (1). Gerdmos uma trajectéria
de um processo estaciondrio de segunda ordem seguindo um modelo G — INARCH (1), Za% <1, com
tamanho 7 € {100,500} e de seguida maximizamos a fungio log-verosimilhanca condicional dada
em (3.16). Este dltimo procedimento foi repetido 1000 vezes para cada par (ag,a;) € {0.5,1} x
{0.2,0.5,0.7}. Na Tabela 3.3 encontram-se as médias e os desvios padrdo das estimativas obtidas.
Observamos que as médias das estimativas se aproximam dos verdadeiros valores de ag € a; com os
respectivos desvios padrio a diminuirem quando » aumenta.

Com o objectivo de estudar a velocidade de convergéncia dos estimadores da médxima verosimilhanca
condicional para uma lei normal iremos, por fim, repetir o procedimento descrito anteriormente 2000
vezes mas considerando agora n = 1500, com ag = 0.5 e @; = 0.2. Estimamos os parimetros m
e o de uma lei normal através do método da méaxima verosimilhanca para modelar \/n(do — ap) e
\/n(d, — ay) e apresentamos os resultados obtidos na Figuras 3.3. Efectuamos ainda dois testes do qui
quadrado para testar as hipéteses de v/n(do — ap) € \/n(d@; —ay) pertencerem a familia das leis normais,
tendo obtido > =3.9247,df =7 e p—valor =0.7884 ¢ x> =0.8828,df = 6 e p —valor = 0.9897
respectivamente, o que nos leva a aceitar a normalidade em ambos os casos. De facto, todos os
resultados obtidos estdo de acordo com a teoria abordada em [2], onde € apresentado a convergéncia
quase certa dos estimadores da mdxima verosimilhanca condicional para os verdadeiros valores dos
parametros e a normalidade assimptdtica desses mesmos estimadores para os pardmetros do modelo
geométrico INGARCH(1,1).

Tabela 3.3 Resultados dos estimadores da maxima verosimilhanca condicional para o modelo G-
INARCH(1).

| n=100 | n = 500
ao | a | M(ag) DP(ag) M(a;) DP(a) | M(ag) DP(ag) M(a;) DP(ay)

0.2 ] 0.5042 0.1078 0.1839 0.1272 | 0.5004 0.0475 0.1965 0.0570
0.5]05] 05110 0.1176 04661 0.1668 | 0.5009 0.0502 0.4944 0.0713
0.7 ] 0.5140 0.1243 0.6599 0.1758 | 0.5016 0.0527 0.6927 0.0785
0.2 | 1.0141 0.1891 0.1808 0.1226 | 1.0020 0.0853 0.1964 0.0557
1 [05]1.0286 0.2191 0.4671 0.1578 | 1.0041 0.0944 0.4939 0.0667
0.7 | 1.0369 0.2392 0.6609 0.1667 | 1.0054 0.1020 0.6932 0.0723

®De facto as trajectérias geradas possuem tamanho 600 e 1000, mas retiramos os primeiros 500 valores.
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Fig. 3.3 Histograma de \/n(do — ao) (esquerda) e Histograma de \/n(d; — a;) (direita).

3.6 Dados Reais

Nesta sec¢do, iremos abordar a modelacdo de um conjunto de dados reais relativos ao nimero de novos
casos de infec¢do pelo Hantavirus por semana no estado federal Eslésvico-Holsdcia da Alemanha
entre 2005 e 2018 totalizando 742 observagdes. Estes dados foram retirados da base de dados do
Instituto Robert-Koch (https://survstat.rki.de).

LT

500 600 700 800

Fig. 3.4 Trajectéria do nimero de novos casos de infeccdo por Hantavirus por semana.

700

: Estatistica Valor

“ Média 0.1509
w Variancia 0.1877
Propor¢dode 0 0.8733

05 0 05 1 15 2 25 3 35

Tabela 3.4 Histograma do nimero de novos casos de infec¢do por Hantavirus por semana e algumas
estatisticas.



48 Modelos INARCH com lei condicional ZDGGD

1.0

0.10
1

ACF
04
0.05

Partial ACF

0.00

02
!

T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

-0.05
1

00

Lag Lag

Fig. 3.5 Autocorrelagdes (esquerda) e autocorrelagdes parciais (direita) empiricas.

No processo de identificacdo do modelo que melhor se ajusta aos dados passamos por duas
fases. A primeira consistiu em identificar, dentro dos modelos mencionados neste trabalho, quais
0s mais compativeis com o valor das autocorrelacdes parciais da série observada. Na segunda fase,
usdmos os critérios log-verosimilhanga (—Log), informagio de Akaike (AIC) e informagdo Bayesiana
(BIC), a comparagdo entre valores de resumos tedricos dos modelos e da série observada e por
fim a andlise de residuos para decidir qual o modelo considerado que se ajusta melhor a série em
estudo. Como as autocorrelagdes parciais deixam de ser significativas a partir da segunda (Figura
3.5) optdmos por usar os modelos G —INARCH(1) e INARCH(1). Tendo em conta o nimero
elevado de zeros que a série possui ( Figura 3.4), constituindo 87.33% dos dados, decidimos ainda
considerar os modelos INARCH (1) Geométrico e de Poisson inflacionados em zero (ZIG-INARCH
e ZIP-INARCH respectivamente). Tendo em considera¢do a informagdo contida na Tabela 3.5,
observamos que o modelo ZIG-INARCH(1) apresenta o melhor valor para o critério —Log enquanto
que o modelo G-INARCH(1) apresenta os melhores valores para os critérios AIC e BIC seguido pelo
ZIG —INARCH(1).

Tabela 3.5 Estimativas dos pardmetros dos modelos e valores dos critérios -Log, AIC e BIC.

Modelo Estimativas Critérios

G-INARCH(1)
INARCH(1)
ZIG-INARCH(1)
ZIP-INARCH(1)

0.1320 0.1269
0.1321 0.1259
0.1508 0.1441 0.1238
0.2800 0.2480 0.5259

327.1165 658.2330 667.4517
332.2810 668.5619 677.7806
326.9672 659.9343 673.7624
327.6763 661.3525 675.1806

| |
| o w | -Log AIC BIC

Na Tabela 3.6 encontram-se valores de resumos tedricos associados a cada modelo e a valores
empiricos relativos a amostra. Observamos que o modelo ZIG —INARCH (1) é o que capta melhor
a sobredispersdo da série apresentando média e variancia muito préximas dos respectivos valores
empiricos. Relativamente a autocorrela¢do de primeira ordem também o modelo ZIG — INARCH (1)
possui um valor tedrico bastante préximo do observado.
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Tabela 3.6 Média, variancia e autocorrelagdo de primeira ordem para cada modelo e da amostra.
Média (Mr) e variancia (Vr) dos residuos de Pearson para cada modelo.

Modelo ‘ G-INARCH(1) INARCH(1) ZIG-INARCH(1) ZIP-INARCH(1) ‘ Amostra

Média 0.1512 0.1511 0.1512 0.1505 0.1509

Variancia 0.1799 0.1536 0.1873 0.1808 0.1877

p(1) 0.1269 0.1259 0.1262 0.1176 0.1227
Mr 0.0000 0.001 0.0001 0.0006 0
Vr 1.0858 1.2450 1.0482 1.0699 1

Por fim, tivemos em conta a analise dos residuos de Pearson.

Definicao 3.5. Considere-se um modelo, dependente de um pardmetro 0 € R", n € N, com média
condicional E [X,|X,_,;0)] e variancia condicional V [X;|X,_,;6]. Se 6 é uma estimativa de 0 entdo
os residuos de Pearson sdo dados por R, := R;(8) = %_EXIX, 6],

Se o modelo correspondente se ajustar bem aos dados entdo estes residuos deveram comportar-se
como ruidos brancos reduzidos. Na Tabela 3.6 encontram-se a média e a variancia dos residuos de
Pearson (Mr e Vr) correspondentes a cada modelo. Observamos que o modelo ZIG — INARCH (1)
apresenta o melhor resultado com média e varidncia mais proximas de zero e um. Apresentamos na
Figura 3.6 as autocorrelagdes e autocorrelagdes parciais dos residuos de Pearson correspondentes a
este modelo. Observamos que ndo hé autocorrelagdes nem autocorrelagdes parciais significativas, o
que estd de acordo com a hipétese do residuo ser um ruido branco.
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Fig. 3.6 Autocorrelagdes (esquerda) e autocorrelagdes parciais (direita) dos residuos de Pearson
correspondentes ao modelo ZIG — INARCH (1).

Denotando a série relativa aos novos casos de infec¢do pelo Hantavirus por semana no estado
federal Eslésvico-Holsacia da Alemanha por X, tendo em conta que o modelo ZIG — INARCH (1)
apresentou em termos gerais os melhores resultados, um modelo para a série X é entdo

E(X:|X, ;) = (1-0.1238)4,
A= 11_),;, = 0.1508 +0.1441X, ;.

t
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Anexo A

Calculo de Momentos

Esta sec¢éo tem como objectivo mostrar os cédlculos que levam a obtenc¢do dos momentos, E(X”), r =
1,...,4, e dos momentos centrados i, = E [(X — E(X))'], r =2,3,4 de uma v.a.r. X ~ ZDGGD(q, o).
Desta forma comegamos por relembrar que para obter E(X") utilizamos o\ (t),_, =1"E(X") e que

X
it (1_ o1 .
Oy (1) =1—g*! + %, ¢ € R. Assim temos que

ieit(l 7q)qoc+l (1 —eitq) Jret(l —q)qa+]ieitq

q)ggl)(f) N (1 — eitq)z
R
(1—ef'q)®
qu(z)( - iieit<1 _q)an (1 _eitq)z_‘_ef'z(lét_ q)qOHlZieitq(l —eitq)
(1—e"q)
_ a1 a)g* ! (1-eg+2¢"q)
(1—eitg)’
_ 2 e'(1-q)g*"'(1+e"q)
(1—ei'g)’ ’
o) (1) = [(1—q)q* ie" (1 +ge™) + (f‘?qaﬂeitiqe"’] (1 —qe”)3+
(1—e'q)
L (=)™ e (14 ge")3ige’ (1 ge)?
(1—eilq)°
_ 3 (1 —qeit)Z(l —q)g*"! [(1 —qeit)(e”—él—quzit) +ei(1 +q€it)3q€it]
(1—eiq)
3 (1= q)g® ! [(1—ge™)(e" +2ge™") + ¢ (1 + ge™)3ge"]
B (1—etq)’*
3 (1 _q)an [eit +4q€2it+q2€3it]
- (1 —etq) |
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-t (iei’ +8iq62” +3iq263it)(1 —qeit)4+ (eit +4q€2it +qze3it)4l-(1 —qei’)3qeit

@) (1) = (1-q)q

(1-eitq)®
'4(1 ) vl (1 —qe”)3 [(ei’+8q62i’+3q263”)(1 —qeit)+(ei’ —|—4q62it —|—q263”)4qe”]
=1 —4q)q4 5
(1—eitq)®
4(1 _q)qa+l [eit 41 16]62” + 116]2€3it +q3e4it]
=1 .
(1-ei'q)’
O que permite concluir
1 a+1
(1) 4" q
D, (¢t =i—=FEX)=
X ()‘t:() ll_q ( ) 1_q7
a+1 1 a+1 1
(bgf)(t)‘t:o = lzq ( +2CI) :>E(X2) = q ( +2q)7
(1-¢q) (1—q)
a+1 1+4 2 a+1 1+4 2
(1-q) (1-q)
“H(1+11g+114* +4°) "' (1+11g+11¢* +¢°)
W),  =it2 — EXY) = .
X ( )‘r:() (1 7q)4 ( ) (1 7q)4

Por fim, para obter os momentos centrados

¢“H(+g) [¢*]_a* (1+g—q*")

(1-g)? _[1—J (=g
wy=E [X° - 3X2u +3Xp? - p¥] = E (X?) = 3E(X})u +3E(X)u? — i3

qochl (1+4q+q2) _3qa+1(1+q)qa+l+2q3(a+l)

a (1-¢g)° ’
ty = E [X* —4X3pu+6X7u —axp® + p*] = E(X*) —4E(X3)u +6E(X*)u? —3u*
qa+1(1+11q+11q2+q3)_4q2(a+1)(1+4q+q2)+6q3(a+1)(1+q)_3q4(a+1)
(I-g)* '

= E (X*) — (E(X))* =




Anexo B
Codigos

Encontram-se nesta seccio os codigos utilizados com recurso ao software Matlab e R.

WJU’”"U’L”’ UUUWJ”"U’U’U’é/U’UUUUUﬂd‘”"U’U’U’U’(})UUUUUdyﬂéyﬂéyﬂdyg
%funcao para gerar n valores provenientes de uma
%/DGGD(q , a)

WJ””’JL”’ /070, U’”"’U’U’é)U’UUUUU({”"”L’ 7061 UUUWJ"”’U’U

function [x] = zdggd(q,a,n)

x=rand (1,n);
for i=1:n
if (x(i)<=1-q"(a+1))
x(i)=0;

else
x(i)=ceil (log(l-x(i))/log(q)—(a+1));
end
end

end
Vstyelesleledledledlededledledledledledledledledledlededledldiedd
%Regiao Assimetria negativa
ISITEITEITITITTEITEITISTIITEITEI TS o

X 0.0001:0.0001:0.15;

y = -0.9999:0.0001:-0.8;

[x,y] = meshgrid(x,y);

condl = 1+4#x+Xx."24+2%x.MN(2%(y+1))<3=x . A(y+1).%(1+x);
condl = double(condl);

condl (condl == 0) = NaN;

cond = condl;

surf(x,y,cond)

view (0,90)

TEITTITTTTTITEIETTITTTTTTTEIENEN o
%Regiao de deflacao em zero
Rl el edlddldledledle

Jox
Joy

0.0001:0.001:1;
-0.9999:0.001:0;

%[x,y] = meshgrid(x,y);

J%condl = y<-log(x.%(2-x))./log(x);
%condl = double(condl);

%condl (condl == 0) = NaN;

%cond = condl;
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Cédigos

Yosurf (x,y,cond);
%view (0,90);

Rl edeeladedededededdldledlededed el
%Regiao de Subdispersao
IIEIEISTTTSTTTTIIIIIIIIIIIIII o

Jox 0.0001:0.001:1;

Yy = —-0.9999:0.001:0;

%[x,y] = meshgrid(x,y);

J%condl = y< log(2)./log(x);

%condl = double(condl);

%condl (condl == 0) = NaN;

%cond = condl;

Yosurf (x,y,cond);

Yoview (0,90);

TIEIITEIS TTEITTEITTEITTEITTEITTITIETTIEIIIENE TTEITTEITIEIES
%Histogramas e estatisticas de alguma realizacoes da
%lei ZDGGD

Vil el el el edledleeledleedledl el el edledlee el bl e el e el el el el
g (1);

q=[0.2 0.6 0.8 0.09 0.6 0.8 0.4 0.6 0.8 0.04];
a=[-0.7 -0.7 -0.7 -0.3 -0.3 -0.3 0.5 0.5 0.5 -0.925];

for i=1:10
x=zdggd (q(i),a(i).500);

[q(i) a(i)]

id=(1+q(i)-q(i)"(a(i)+1))/(1-q(i));
skew=(q(i)M(a(i)+1)x(1+4xq(i)+q(i)"2)=3xq(i)*(2=x(a(i)+1))=
(1+q(i))+2+q(i)"(3=(a(i)+1)))/
(q(i)*(a(i)+D)=(1+q(i)—-q(i) (a(i)+1)))"(3/2);
p=l-q(i)"(a(i)+1);

p_l=(1-q(i))=q(i)*(a(i)+1);

[var(x)/mean(x) id skewness(x) skew sum(l=(x==0))/500 p
sum(1#(x==1))/500 p_1]

fprintf(’________ )
figure (i)
histogram (x,’ Normalization ’,’ probability ’);

end

RLLILllldldledledledledlodledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledlededledlededededdddldldldldledledledledledledledld
%Estimador das proporcoes

IS ITTTTIITITTITTTTTIV EIIIIIITTTTTTIIIIIIIIIII I o
function e = ep(x)

n=length(x);
pO=sum(x==0)/n;
pl=sum(x==1)/n;

p=1-pl/(1-p0);
a=log(1-p0)/log( 1-pl/(1-p0) )-1;
e=[p al;

end

Rleyatelesaledledadledlededledlededledledededlededledlededledledledledledededledledledledleedledlededledledledledledledledledledledlededlededledledle
%Estimador dos momentos
TIEIITEIS tellledleleledledledledele el el el el el el TTETTTEIIIEIT o
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function e = em(x)

ml=mean(x);
m2=mean(x."2);

a=(log(2+*ml”*2)—log (m2-ml))/(log(m2-ml)—log (ml+m2));

q=(m2-ml)/(ml+m2);
e=[q a];

end

Vayepddledededtedldldlededededdldededededdededededledldledededledledldedededlededlededededledlededlededledledledledededledle

%Estimador da maxima verosimilhanca

Ryl edededddledededlededdlededededddleddedededldled el el

function e = emv(x)
n=length(x);
m=sum(x==0);

s=sum(x(x>0));

a=log(l-m/n)/log(l-(n-m)/s)-1;
q=1-(n-m)/s;

e=[q al;

end

ETTIIEIIETTS o

TIETEITETEITEIIIEN IETEITETEIIENE Lot 157576576

%Estudo de simulacao-estimacao pontual

EITIEIEIS o

Rllrdzeedediadtedledledlededlededledledlededledledledledlediedlededledledledledbededledledtedlededledledledbedtedledledledledledbededledledtediedte

n=100;
q=0.4;
a=-0.3;

for i=1:1000

rmg(i);

Jusar quando a=0.5
J%rng (1000+1);
x=zdggd(q,a,n);

p=[p transpose(ep(x))];
m=[m transpose (em(x))]
v=[v transpose (emv(x))];
end

J%alfa q

nxcov(m(2,:) ,m(1,:))
nkcov(v(2,:),v(1l,:))
fprintf (' proporcoes \n’)

[mean(p(2.:)) std(p(2.:)) mean(p(l.,:))  std(p(l.,:))]

fprintf (’momentos \n’)

[mean(m(2 ,:)) std(m(2,:)) mean(m(1,:)) std(m(1,:))]

fprintf(’maxima verosimilhanca \n’)

[mean(v(2,:)) std(v(2,:)) mean(v(l,:)) std(v(1l,:))]
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Cédigos

Rleyaerlesalerledadledledededledlededledededledededledededledlededlededledledledledledledlededledlededledlededledledledledlededledlededledlededledlededledleledledle L
%V alores teoricos —tabelas2.6,2.7,2.8

ITITEISTISTITITITITITIIIIIITTIIII I TSI TEITEITETTEITI e I o
a=-0.7;
q=0.4;
Vel el el oo edeedeledeedlededlededle edle edle edle edleedleedleedle el edle el kel el el

a_ll=gq*(a+1)*(1+q-q”(a+1))/(1-q)"2;
a_l2=q”(a+1)/(1-q)"3%(1+4xq+q"2—-q”(a+1)=(1+q));
a_2l=a_12;
a_22=(q"(a+1)*(1+11%xq+11xq*2+q”3)-(q”(a+1)) 2=
(1425q+q"2))/(1 —q)"4;
ISIIEISTIISTISITEI o
A=[a_11 a_12;

a_21 a_221];
V1TSS Vo
mi=q/(a+1)/(1-q):
m2=q”*(a+1)*(1+q)/(1-q)"2;

d_11=-2%m2/(ml+m2)"2;
d_12=2+ml/(ml+m2)"2;

d_21=1/(m2-ml)*(log(2xml”2)—log (ml+m2))+2/ml=*(log (m2-ml)
—-log(ml+m2))+1/(ml+m2)*(log (2*ml”*2)—log (m2-ml));

d_21=d_21/(log(m2-ml)—log (m2+ml))"2;

d_22=-1/(m2-ml)*(log (2xml”2)—log (ml+m2))+1/(ml+m2)
#(log (2xml”2)—log (m2-ml));
d_22=d_22/(log (m2-ml)-log (m2+ml))"2;

D=[d_11 d_12;

d_21 d_2217;
fprintf (’momentos \n’)
V=DsxAxtranspose (D)

Ryl ettt edtedte TETEITETEIIENS TSIV

i_ll=(a+l)xq~(a-1)x(a+q™(a+1))/(1-q”(a+1))+
qM(a+1)/(1 =q)"2+q”(a+1)/(q"2%(1—-q))+axq”™(a—-1);
i_l2=q”a=x(a+1)*xlog(q)/(1—-q~(a+1));
i_22=log(q)"2xq”™(a+1)/(1—-q~(a+1));
fprintf (’maxima verosimilhanca \n’)
inv([i_11 i_12;i_12 i_22])
TIETETTETEITEITIEITTEISTTETIIETIEIETTTIIEITIETTIEIIIETIENET T o
s_11=(1-q~(a+1))xq”(a+1);
s_12=—(1-q”(a+1))*(l—-q)*xq”(a+1);
s 21=s_12;
s_22=(1-q)=q"(a+1)=(1-(1-q)*xq"(a+1));
S=[s_11 s_12;

s_ 21 s_2217;
pO=1-q"(a+1);
pl=(1-q)xq"(a+1);
b_11=-pl/(1-p0)"2;
b_12=-1/(1-p0);
b_21=((pO0+pl—1)xlog(1-p0—p1)+(1-p0)*xlog(1-p0))/((p0O—-1)*(pO+pl-1)
#(log (1-p0-pl)~log (1-p0))"2);
b_22=log (1-p0)/((1 =pO-p1)#(log(1-p0—-pl)=log(1-p0))A2);
B=[b_11 b_12;

b_21 b_227;
fprintf (' proporcoes \n’)
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C=B«#S=transpose (B)

IIIEIIITIIIIIIIIIIITTTIITTTTTTTTTTITITITIIISTTTTIII e
%Estudo de simulacao-probabilidade de cobertura

IEIIIE (el el ledleleledlele el el el el el edledledledleede
tamanho=[100 500 1000];

v/o/0/070

a_0=0.5;
q_0=0.8;

J%quantil de ordem 0.95
sig=chi2inv (0.95,2);

for k=1:3

n=tamanho (k)
count_q_v=0;
count_q_m=0;
count_q_p=0;

for i=1:10000
rng (1000+1);
x=zdggd(q_0,a_0,n);

v=emv (X );

q=v(1.,1);

a=v(l,2);

TSTITITISIS SIS STEITEITEITEISTEISTISTEITEISTISTITEI S o
i_ll=n%(a_0+1)xq_07(a_0-1)*(a_0+q_0"(a_0+1))/(1-q_0"(a_0+1))+
nxq_07(a_0+1)/(1-q_0)"2+n%q_0"(a_0+1)/
(q_072%(1-q_0))+n=*a_0xq_0"(a_0-1);
i_12=n%q_0”a_0O=(a_0+1)xlog(q_0)/(1-q_0"(a_0+1));
i_22=nx%log(q_0)"2xq_0"(a_0+1)/(1-q_0"(a_0+1));

TISTTITTIITIISTTISTTITTIITIISTTITTISITIISTTISTTIITIEI o
I=[i_11 i_12;
i_12 1_227];

z=[q—-q_0 a—-a_O]«Ixtranspose ([q—q_0 a-a_01]);

if (z<sig)
count_q_v=count_q_vVv +1;
end

m=em(Xx);

g=m(1,1);

a=m(1,2);
Vsateeledelededlodedlededlededlededledledledledledledledledledledledledledledledledledledledlededledledledledledledledle e
a_l1=q_07(a_0+1)*(14+q_0-q_0"(a_0+1))/(1-q_0)"2;
a_12=q"(a_0+1)/(1-q_0)"3#(1+4%q_0+q_072-q_0"(a_0+1)x(1+q_0));
a_2l=a_12;
a_22=(q"(a_0+1)x(1+11%xq_0+11%q_0"2+q_0"3)
—(q_07(a_0+1))"2%(1+2%q_0+q_072))/(1-q_0)"4;
ISTIETSTITSTIS IS fo
A=[a_11 a_12;

a_21 a_221;

IITTSTSTSTSTETTIS To
ml=q_0"(a_0+1)/(1-q_0);
m2=q_0"(a_0+1)*(1+q_0)/(1-q_0)"2;

d_11=-2+m2/(ml+m2)"2;
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d_12=2+ml/(ml+m2)"2;

d_21=1/(m2-ml)*(log(2+ml”*2)—log (ml+m2))+2/ml
#(log (m2-ml)—log (ml+m2))+1/(ml+m2)*(log (2*ml”2)—log (m2-ml));

d_21=d_21/(log(m2-ml)-log (m2+ml))"2;

d_22=-1/(m2-ml)=*(log(2+ml”*2)—log (ml+m2))
+1/(ml+m2)*(log (2+ml”2)-log (m2-ml));
d_22=d_22/(log(m2-ml)—log (m2+ml))"2;

D=[d_11 d_12;
d_21 d_227;
V=Ds#Asxtranspose (D);
V=inv (V);
Vel ledlededededeededleedledeedledededlededledledlededledleedledledlededledledledledledledledledledledle el el el

z=n#[q—q_0 a—a_0]«Vstranspose ([q—q_0 a-a_01]);

if (z<sig)
count_q_m=count_q_m+ 1;
end

s_11=(1-q_0"(a_0+1))xq_0"(a_0+1);
s_12=—(1-q_0"(a_0+1))x(1-q_0)xq_0"(a_0+1);
s 21=s_12;
s_22=(1-q_0)*q_0"(a_0+1)*(1-(1-q_0)*q_0"(a_0+1));
S=[s_11 s_12;

s_21 s_2217;
p0=1-q_07(a_0+1);
pl=(1-q_0)+xq_0"(a_0+1);
b_11=-pl/(1-p0)"2;
b_12=-1/(1-p0);
b_21=((pO0+pl—-1)xlog(l-p0-pl)+(1-p0)
#1og (1-p0))/((pO—1)#(p0+pl —1)#(log (1-p0-pl)~log (1-p0))"2);
b_22=log (1-p0)/((1 —p0-p1)+(log(1-p0-pl)~log(1-p0))A2);

B=[b_11 b_12;
b_21 b_221;

C=B#S=transpose (B);

C=inv (C);

p=ep(x);

q=p(1,1);

a=p(1,2);

z=n#[q—q_0 a—a_0]=Cxtranspose ([q—q_0 a-a_01]);
if (z<sig)

count_q_p=count_q_p+1;

end

end

[ count_q_p/10000 count_q_m/10000 count_q_v/10000 ]

end

Wittt edledle el el el el el el el el el el el el
%Estimadores /Dados reais

Vil el el el dledledleledledledledledleedledleledledledledledle el dledledle el el el
format short

d1=[370412 46545 3935 317 28 3];

d2=[413 124 42 15 5 0 2];

d3=[46 76 24 9 1];
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dados=d2;

d=[1;
for j=1:length (dados)

d=[d ones(l,dados(j))*(j—-1)];
end

Rlepatesletdldeddededldededledededlededdledledldlededldededldededledledledledledledd
9Emv
Rlytesledddeddededdededededdlededdledledldlededldlededldeddledledldedededld
x=d;

n=length(x);

m=sum(x==0);

s=sum(x(x>0));

a=log(l-m/n)/log(l—(n-m)/s)-1
q=1-(n-m)/s

TSI IEITEITEITEISTISTITISTITITIEITEITEITEI T 9750
%negativa binomial
Jparmhat = nbinfit(d)

Rlztgddadldldldledledledledledledledtedledledlededledledhedbedbeddedbedededdeddededdedddeddldledledld
9ND
VALl odtedledledl el el el el el
dados=[370412 46545 3935 317 28 3];

d=[1;

for j=1:length (dados)

d=[d ones(1,dados(j))*(j-1)];
end

LL=@(x)(—sum( log ((log(l—-x(1).%xx(2).~d)
—log(1-x(1).#x(2).(d+1)))./log(1-x(1))) )) ;

format short

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, ’TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options, ’LargeScale’, ’off ");
options = optimset(options , MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options , *MaxlIter’, 800);
options = optimset(’ maxfunevals’,20000);

options = optimoptions (’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [-1;0.5];
1b = [-5;-5];
ub = [5:1];

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[],[].[],1b,ub,[],options)

Pttt el el eledlledledleedledleedledlededldle el el el el
%Significancia alfa
Rl el el el el el et el el el e
a=0;

q=0.3404;

n=601;

format short

I=[(a+1)xq”(a-1)=(a+q”(a+1))/(1 —q*(a+1))+
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Cédigos

qr(a+1)/(1=g)"2+q”(a+1)/(q"2=(1-q))+

axq”(a—1) gqta=x(a+1)xlog(q)/(1—-q”(a+1));
qrax(a+l)xlog(q)/(1-g~(a+1)) log(q)*2xq~(a+1)/(1-g~(a+1)) 1;

i=inv(I);

z=n"(1/2)%0.0783/(1(2,2))"(1/2)

pd = makedist(’Normal ’);
2%(l-cdf(pd,z))

Wittt dedeedlededle el el el s TTEITTEITTITTITIITIITIEITI o
%Trajectoria G-INARCH(1)
Rlpptsledleededledededededeededeedledededlededledlededledlededledledlededledledlededledledledledledledledledledledle el el el
a_0=1;

a_1=0.5;

t=[a_0/(1-a_0-a_1)];
rng (1);
for 1=2:1000

lambda=a_0+a_l=t(i—-1);
t=[t nbinrnd(1,1/(1+lambda))];
end

plot([501:1000],t(501:1000))

Rzl el el el el el el edledledledledledledledledledledledlediedledledledtedledledledledledledledledledledledledbedbedbedbedledledledledledlededdldld
Y%Trajectoria ZIG-INARCH
Ve llldledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledledlededledleedledleedleeeedlll el
a_0=1;
a_1=0.5;
w=0.4;

t=[(1-w)xa_0/(1-(1-w)sxa_1)];

for 1=2:1000
rng (7000+1 );
r=rand ;
if (r<(l-w))
lambda=a_O+a_l=t(i—-1);
t=[t nbinrnd(1,1/(1+lambda))];
else
t=[t O0];
end
end

plot ([501:1000],t(501:1000));
aux=t(501:1000);

ml=mean (aux)
m=(1-w)*a_0/(1-(1-w)*a_1)

var (aux)

(m+(1+w)/(1 =w)+=m”2)/(1 =2x(1 —=w)=xa_172)

Vayeytdldleedededledladedededededlededledededledldlededededledldedededededldedledededledledldledededleddedlededededldledededededldldedede

J%Estudo Simulacao G-INARCH(1)
IEIITEIEIITISN el ool edledledledlele el el el e el e el el

function [a_0 a_1] =CLS(d,n)

sl=d(2:n);



s2=d(l:n-1);

a_l = (sum(sl.xs2)—=1/(n=1)«sum(sl
Yssum(s2))/(sum(s2.72)—-1/(n—-1)*(sum(s2))"2);
a_0 = 1/(n=1)«(sum(sl)—a_l=xsum(s2));

end

a_0=0.5;
a_1=0.2;

cls=[];
n=1500;
N=500+n;

for j=1:2000

mg(j);
s=[a_0/(l-a_1)];
I=[a_0/(1-a_1)];

for i=2:N

lambda=a_O+a_1l=xs(i—-1);
I1=[1 lambda];
s=[s nbinrnd(1,1/(1+lambda))];

end

dados=s(501:N);
[a,b]=CLS(dados ,n);
dados1=s(502:N);
dados2=s(501:N-1);

LL=@(x)(—-sum(log ((1./(1+x(1)+x(2)*dados2))
(1 =1./(1+x(1)+x(2)+«dados2)).~dadosl))) ;

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, ’TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options, ’LargeScale’, ’off ");
options = optimset(options , *MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options , *MaxlIter’, 800);
options = optimset(’ maxfunevals’,20000);

options = optimoptions(’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [a;b];

Ib = [0;0];

ub = [4;51];

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[].,[].[],1b,ub,[],options);
cls=[cls thetahat];

end

mu=mean(sqrt(n)=(cls(l,:)—a_0));
sigma=sqrt(var(sqrt(n)=(cls(l,:)—a_0)));

figure (1)

histogram (sqrt(n)=(cls(1,:)—a_0),  Normalization ’, pdf )
hold on

y = -6:0.1:6;

f = exp(—(y-mu).*2./(2=*sigma”2))./(sigmassqrt(2xpi));
plot(y,f, LineWidth’,1.5)
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figure (2)

ecdf (sqrt(n)*(cls(1,:)—a_0))
hold on

X = —-6:0.1:6;

y=normcdf (x,mu, sigma);
plot(x,y)

hold off

legend (’ Impirica ’,’ Teorica ’)

mu=mean(sqrt(n)=(cls(2,:)—a_1));
sigma=sqrt(var(sqrt(n)=(cls(2,:)—a_1)));

figure (3)

histogram (sqrt(n)*(cls(2,:)—a_1),’ Normalization ’,’ pdf’)
hold on

y = —-6:0.1:6;

f = exp(—(y-mu).*2./(2%sigma”2))./(sigmasxsqrt(2=pi));
plot(y,f,’ LineWidth’ ,1.5)

figure (4)

ecdf (sqrt(n)*(cls(2,:)—a_1))
hold on

X = =-6:0.1:6;

y=normcdf (x,mu, sigma);
plot(x,y)

hold off

legend (" Impirica ’,  Teorica ’)

[h,p,st]=chi2gof(sqrt(n)=*(cls(1l,:)—a_0))
[h,p,st]=chi2gof(sqrt(n)=(cls(2,:)—a_1))

Vet lladllededlodledle el ledledledledledle e el el el
%Funcao para estimar G-INARCH(1)
Pl el el el el el el

function [a_0,a_1] = G(dados)
N=length (dados);

dados=dados (1:N);
[a,b]=CLS(dados ,N);

dadosl=dados (2:N);
dados2=dados (1:N-1);

LL=@(x)(—sum(log ((1./(1+x(1)+x(2)*dados2))
(1 =1./(1+x(1)+x(2)*dados2)).~dadosl))) ;

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, ’TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options , ’LargeScale’, ’off ");
options = optimset(options , *MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options, ’MaxIter’, 800);
options = optimset(’ maxfunevals’,20000);

options = optimoptions (’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [a;b];

1b [0;0];

ub = [10;17;

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[],[].[],1b,ub,[],options);
a_O=thetahat (1,1);



a_l=thetahat(2,1);
I=LL([a_0 a_1] )

AIC=2x1+4
BIC=2#1+2xlog (N)

m=a_0/(1-a_1)

r_l=a_1

v=(m+m”"2)/(1 -2#r_1l=a_1)
end

TTEITTEITTITEITTEITTEITIITTTTITIEITI I o
%Funcao para estimar INARCH(1)
TTEITTEITTITTIIEITTEITIITTIIEIIIEITIEI o

function [a_0,a_1] = P(dados)
N=length (dados);

dados=dados (1:N);
[a,b]=CLS(dados ,N);

dadosl=dados (2:N);

dados2=dados (1:N-1);

dados3=factorial (dadosl);

LL=@(x)(—-sum(log ((x(1)+x(2).xdados2).”dadosl
cxexp(1).2M(=x(1)-x(2).+*dados2)./dados3))) ;

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, ’TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options, ’LargeScale’, ’off ’);
options = optimset(options , *MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options , ’MaxIter’, 800);
options = optimset(’ maxfunevals’,20000);

options = optimoptions (’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [a;b];

1b = [0:;0];

ub = [10;17;

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[],[].[],1b,ub,[],options);
a_O=thetahat (1,1);

a_l=thetahat(2,1);

I=LL([a_0 a_1] )

AIC=2x1+4

BIC=2x1+2x1log (N)

m=a_0/(1-a_1)

r_l=a_1l
v=a_0=x(1—-a_1)/((1-a_1"2)%(1-a_1)"2)
end

TIEITTEITTITTITTITEITTEITIITTITTIIEIIIEI T o
%Funcao para estimar ZIG-INARCH(1)
Vet el dledeedlede el ledledlededledledledledledledle el el el
function [a_0,a_1,w ] = ZIG(x)
N=length (x);

dados1=x(2:N);

dados2=x(1:N-1);

dados3 =[];

for i=1:1length (dadosl)
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dados3=[dados3 (dadosl(i)==0)=1];
end
LL=@(x)(—sum(log ((x(3)+(1=x(3))=*1./(1+x(1)+x(2)*dados2))

Adados3.x((1=x(3)).%(1./(1+x(1)+x(2)«xdados2))
(1 =1./(1+x(1)+x(2)*xdados2)).~dadosl).~(1 -dados3)))) ;

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options, ’LargeScale’, ’off ");
options = optimset(options , *MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options , *MaxlIter’, 800);
options = optimset( maxfunevals’,20000);

options = optimoptions (’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [0.5;0.5;0.5];

1b [0;0;07;

ub = [10;1;1];

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[],[].,[],1b,ub,[],options);
a_0O=thetahat (1,1);

a_l=thetahat(2,1);

w=thetahat (3,1);

1=LL([a_0 a_1 w])
AIC=2%1+6
BIC=2x1+3xlog (N)

m=(1-w)*xa_0/(1-(1-w)*a_1)
r_l=(1-w)=xa_1l
v=(m+(1+w)/(1 =w)*m”2)/(1 =2%r_1=a_1)

end

IIITEIITTIIEITTIIEIITTIEISITIEIITIIIISIS o
%Funcao para estimar ZIP-INARCH(1)
ISITSEIEITITISIITIIEIITTIEISITIIEISITIIIEITIN o

function [a_0,a_1,w ] = ZIP(x)
N=length (x);

dados1=x(2:N);
dados2=x(1:N-1);

dados3 =[];

dados4=factorial (dadosl);

for i=1:length (dadosl)
dados3=[dados3 (dadosl(i)==0)=1];

end
LL=@(x)(—-sum(log ((x(3)+(1-x(3))=exp(1)."(—-x(1)-x(2).%dados2))

Adados3.x((1=x(3)).#(x(1)+x(2).«xdados2).~dadosl
ceexp(1).AM(=x(1)-x(2).+dados2)./dados4).~(1 -dados3)))) ;

options = optimset(’fmincon ’);

options = optimset(options, TolFun’, 1e-006);
options = optimset(options, ’LargeScale’, ’off ");
options = optimset(options , >MaxFunEvals’, 1000);
options = optimset(options , *MaxlIter’, 800);

options = optimset(’  maxfunevals’,20000);



options = optimoptions (’fmincon’,’ display ’, none ’);

thetaO = [0.5;0.5;0.5];

Ib = [0;0;0];

ub = [10;1;1];

[thetahat] = fmincon(LL, thetaO ,[],[]1,[].,[],1b,ub,[],options);
a_O=thetahat(1,1);

a_l=thetahat (2,1);

w=thetahat (3,1);

I1=LL([a_0 a_1 w])

AIC=2x1+6

BIC=2#1+3xlog (N)

m=(1-w)*xa_0/(1-(1-w)*a_1)

r_l=(1-w)=xa_l

v=(l-w)*xa_0=x(1l+wxa_0—-(1-w)xa_1)/((1 =(1-w)xa_1"2)«(1-(1-w)*xa_1)"2)
end

TIETETTEITTEITTEITIEISTTEIIIEIT STEITTITTITTIIETIIEIIIEIIIE I o
%Leitura_dados
Vistatatettededleddlededlededlededlededlededlededledledledledledledledldledldledldledldledledledledledledledledledledledledtedld
T = readtable (’C:/Users/User/Desktop/hant.csv ’);

A = table2array (T);

A=transpose (A);

el el el dledleledlele el e el el e el el e el el
%Estatistica

ISITTEIIISTTNETEITIIIITIIETITSTNIEIITTNEIEN ITTIETEITTIIEI o
length (A)

mean (A)

var (A)

sum(A==0)/length (A)

var (A)/mean(A)

TIEITEITTTTITEITIEITE o
J%Estimacao
TIEITEITTITITEITITI o
[a_0,a_1]=G(A);
Pla_0,a_1]=P(A);
%la_0,a_1,w]=ZIG(A);
Y%la_0,a_1,w]=ZIP(A);

a_0
a_l
Jow

%r—-residuos de person

r=[1];

e=[1;

for i=2:length (A)
lambda=a_0+a_1+A(i-1);

r=[r (A(i)—-(l-w)xlambda)/sqrt((l -w)=lambdas=(1+wxlambda+lambda))];

%para modelos com lei poisson
J%r=[r (A(i)—(1-w)=lambda)/sqrt((l-w)=lambda=(1+wxlambda))];

e=[e lambdax(1-w)];
end
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mr=mean(r)
vr=var(r)
r=transpose(r);

figure (1)

hold on

plot([4:1ength (A)],A(4:1length(A)))
plot([1l:1length(e)],e,’r’)

hold off

figure (2)
plot([1:1length(r)],r,’r’)

%cria ficheiro com residuos de pearson
xlswrite ("residuos.xls’,r)

figure (3)
hold on
histogram (A)
hold off

figure (4)

hold on
plot([1:1length(A)],A(1:length(A)))
hold off

IIIEIIITTTTITTTITTIIIIIIITITIIIIITITIII I Ll ITTTTISS
%Codigos em software R para obter ACF E PACF da serie e residuos
Rl el el el el el el el edledl el el el edledledledledledledledledledledledledhedtedhedhedledledledledhedledledbedbedbedbedbedleddedbedledledleddeddedldld
Dadosl<-read.csv(file="C:/Users/User/Desktop/

hant.csv’,header = TRUE, sep = ";", dec = ",")
p<—Dados1[,1]

acf(p)

pacf (p)

pacf (p,1, pl = FALSE)

residuos <-read.csv(file="C:/Users/User/Desktop/

residuos.csv’,header = FALSE, sep = ";", dec = ",")
p<-residuos|[,1]
acf(p)

pacf(p)
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