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O teste de Bickel-Rosenblatt com janela fixa para uma
hipotese de uniformidade
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Resumo: O teste de ajustamento de Bickel-Rosenblatt com janela fixa foi introduzido
por Fan em 1998 [Econometric Theory 14, 604-621]. Apesar das suas propriedades
assintoticas terem sido estudadas por diversos autores para o teste de uma hipotese
nula geral, o seu comportamento assintotico e a distancia finita depende da hipotese
nula em anélise. Centrando a nossa atengdo no teste de uma hipotese de unifor-
midade, apresentamos neste trabalho uma descricao do comportamento assintético e
nao-assintotico do teste de Bickel-Rosenblatt em fung@o da janela h.
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Abstract: The Bickel-Rosenblatt goodness-of-fit test with fixed bandwidth was in-
troduced by Fan in 1998 [Econometric Theory 14, 604-621]. Although its asymptotic
properties have being studied by several authors, its asymptotic and finite sample per-
formance depends on the considered null hypothesis. Restricting our attention to the
test of an uniformity hypothesis, we present in this work a description of the asymp-
totic and finite sample behaviour of the Bickel-Rosenblatt test as a function of the
bandwidth h.

Keywords: Goodness-of-fit test, kernel density estimator, Bickel-Rosenblatt test, uni-
formity test, Bahadur efficiency.

1 Introdugao

Observadas realizagoes independentes das variaveis aleatorias reais X, ..., X,,
que supomos independentes e identicamente distribuidas com densidade desco-
nhecida f, o teste classico de Bickel-Rosenblatt (cf. Bickel e Rosenblatt [2]) para
testar

H() . f = f() contra H1 : f 7& f(),

onde fy é uma densidade fixa em R, é baseado na estatistica

12(hy) = n / (f(@) — Bofo(z)}2da,

onde f, é o estimador do nucleo de Parzen-Rosenblatt (cf. Rosenblatt [11] e
Parzen [10]) definido, para « € R, por
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fula) = =3 K, (o = X)),
i=1

com K um niicleo em R, isto é, uma fungdo limitada e integravel em R, (hy,),
a janela, uma sucessao de numeros reais estritamente positivos satisfazendo
hn — 0, Kp, (-) = K(-/hn)/hn, € Egfn(x) a esperanca matematica de f,(z) sob
a hipotese nula,

Edww=/KM@—mm@@.

As propriedades assintoticas do teste classico de Bickel-Rosenblatt sao descritas
em Bickel e Rosenblatt [2], Fan [3], Gouriéroux e Tenreiro [5] e Tenreiro [13].

Apesar da condicao anterior sobre a janela ser essencial para a convergéncia
do estimador do nucleo para a densidade desconhecida f, Fan [4] mostra que ela
nao é essencial no contexto dos testes de ajustamento baseados na estatistica
I%(hy,). Na hipotese da transformada de Fourier de K ser quase em toda a
parte nao-nula, um teste assintoticamente convergente pode ser obtido a partir
da estatistica de Bickel-Rosenblatt com janela fixa, isto &,

h, = h >0, para todo o n € N.

Para outros trabalhos sobre o teste de Bickel-Rosenblatt com janela fixa ver,
por exemplo, Henze e Zirkler [§], Henze e Wagner [7] e Tenreiro [12, 13].

A distribuigao assintética de I2(h) sob a hipdtese nula decorre da sua repre-
sentacao como V-estatistica degenerada

1 n

1,7=1

com
Qn(u,v) = Wi (u—v) = Wiy % fo(u) — Wi x fo(v) + Wi * fo* fo(0),

para u,v €R, h >0,e W = K % K, onde  representa o produto de convolugio
e U(u) = U(—u). Assim (cf. Gregory [6]),

d (oo}

Ii(h) — Z )\k,hzia
k=1

onde {Zy,k > 1} sdo varidveis normais standard i.i.d., e {Agn,k > 1}, com
Alh > A2 > ..., denota a familia infinita de valores proprios estritamente
positivos do operador integral A, definido, para ¢ € La(fy), por

(Ang)(u) = (Qn(u,), q(-)),

onde (-, -) denota o produto interno usual em La(fo).
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Neste trabalho descrevemos propriedades assintoticas e empiricas do teste
de Bickel-Rosenblatt com janela fixa para uma hipotese de uniformidade, isto
é, tomamos fo = U, onde U é a densidade uniforme sobre o intervalo [0, 1].
Apesar de diversas escolhas simples serem possiveis para K, limitar-nos-emos
ao caso em que K é o nucleo normal standard. Comparagoes com os testes
quadraticos classicos de Anderson-Darling [1] e de Watson [14] baseados na
fungao de distribuigdo empirica serao também apresentadas.

2 Local exact slopes de Bahadur

Se {f(;0) : 0 € ©}, onde © & um intervalo fechado de nimeros reais, ¢ uma
familia de densidades de probabilidade contendo U, isto é, U = f(-;6p), para
algum 6y € O, é pratica usual comparar testes de ajustamento através da com-
paragdo dos respectivos local eract slopes de Bahadur, Crz ) (f(+;0)), quando
0 — 6y (ver Nikitin [9]). No que se segue consideraremos alternativas locais da
forma

J@:6) =1+ 0 Py(a),

para 0 >0e 0 <z <1, onde P; é um dos polinémios de Legendre

.
EEE
Il
$5%

(
(2023 — 3022 + 12z — 1);
Py(z) = 3 (702* — 14023 + 9022 — 20z + 1).

Estes quatro polinémios, que pertencem ao espago tangente a U definido por
HU) ={h € Ly(U) : (h,U) = 0}, sdo as componentes principais do teste de
Anderson-Darling e descrevem desvios de localizagao, escala, simetria e forma,
respectivamente, relativamente & hipotese nula de uniformidade.

Dos resultados de Tenreiro [12], sabemos que

Crany(f(5:0)) = AL (Wi x Py, Py) 62 (14 0(1)), se 8 — 0,

ou ainda,

oo
Crzny(f(10)) = Z AL pMen (@n, Py )? 02(1+0(1)), se § — 0,
k=1

onde as componentes principais {ggn,k > 1} sdo uma base ortonormada do
espago H(U) correspondente aos valores proprios {Agp, k > 1}, isto é, para
todoo ke j, Anqe,n = MenGions g0 (U) € (qk.h,qj.n ) = Okj, onde dg; € o delta
de Kronecker.

Das representacoes anteriores, e em particular do facto dos valores proprios
(Ak,n) convergirem para zero, ¢ claro que apenas um namero finito de direcgoes
alternativas contribuem efectivamente para Crz(x)(f(-;0)). A questdo natural
que respondemos a seguir é saber quao rapidamente as direcgoes principais per-
dem influéncia.
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Figura 1. Componentes principais para:
IZ(h)-linha continua; A2-linha descontinua; U2-linha descontinua ponteada

Componente 1

o 02 0.4 0.6 08 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 02 04 0.6 0.8 1

Componente 2

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Componente 3

0 0.2 0.4 0.6 08 1 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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O local exact slope de Bahadur do teste I2(h) depende das ponderagoes
Vi,h = )‘i}z)‘kvh e das componentes principais gj. Aproximacoes numéricas
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Tabela 1. Ponderagoes yi,n = Al_,}lAkwh para I2(h)

h = 0.01 h=0.1 h=1.0 A2 U2

Yo,n 996 x 1071 7.40x 107! 246 x 1072  3.33x 107! 1.00x 107°
y3,n 989x 1071 425 x107!  1.80x107*  1.67x 107! 250 x 107!
Ya,h 9.81 x 1071  240x 101 2.12x 1076 1.00 x 10—t 2,50 x 1071
Ys5,n  970x 1071 1.07 x107!  352x 1077 6.67x 1072 1.11x 107!
Yoo 959 x 1071 4.72x 1072 9.04x 107  4.76 x 1072  1.11 x 1071
Y7 944x 1071 169 x1072 519 x 107!  357x 1072  6.25 x 1072
Y8, 930x 1071 6.04 x 1073 213 x 10713 278 x 1072  6.25 x 1072
Yo.n  912x 1071 1.79x 1073  6.91x 1076 222x 1072  4.00 x 1072
Y0.n  895x 1071 535x107%  2.60 x 10716 1.82x 1072  4.00 x 102
Y1, 875x 1071 1.35x107% 141 x 1076  1.52x 1072 2.78 x 1072
Yi2,n 855 x 1071 344 x107° 1.39 x 1076 128 x 1072 2.78 x 1072

das quatro primeiras componentes principais e das ponderagoes mais significati-
vas para h = 0.01,0.1 e 1.0 sao apresentadas na Figura 1 e na Tabela 1, respec-
tivamente. Para efeitos comparativos, apresentam-se também as componentes
principais e ponderagoes dos testes A2 de Anderson-Darling e U2 de Watson
(ver Nikitin [9] sobre os local exact slopes de Bahadur destes testes classicos).

Da Figura 1, e analogamente as componentes principais do teste de Anderson-
Darling, parece razoavel pensar que, de alguma forma, as quatro primeiras com-
ponentes principais do teste I2(h) descrevem desvios de localizagao, escala, si-
metria e forma, respectivamente. Assim, tendo em conta a Tabela 1, esperamos
que para pequenos valores de h o teste de Bickel-Rosenblatt seja adequado para
detectar alternativas outras que as de localizacao, enquanto que para valores
moderados ou grandes de h, ele devera exclusivamente detectar alternativas de
localizagao.

Estas conclusoes sao reforcadas pelo tracado dos indices locais de Bahadur
(coeficiente de #2 nas representacoes anteriores do local exact slope de Bahadur)
que apresentamos na Figura 2 para os testes de Bickel-Rosenblatt para uma
malha de valores de h € [0.01,1.5], bem como para os testes de Anderson-
Darling e de Watson.

3 Alguns resultados de simulagao

Para examinar o comportamento a distancia finita do teste de Bickel-Rosenblatt
para diversas escolhas de h, realizimos um estudo de simulacao que incluiu
os testes I2(0.02) (janela pequena), I2(0.1) (janela média) e I2(0.5) (janela
grande). Estes valores de h foram considerados depois dum estudo preliminar
com um vasto conjunto de janelas que permitiu identificar comportamentos
sistematicos da poténcia empirica dos testes de Bickel-Rosenblatt em fungao de
h que estao globalmente de acordo com as conclusoes anteriores baseadas nos
indices locais de Bahadur.
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Figura 2. Indices locais de Bahadur para:
IZ(h)-linha continua; A2-linha descontinua; Uz-linha descontinua ponteada
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As propriedades de poténcia dos testes anteriores bem como as dos testes A2
e U2 foram investigadas para os seguintes conjuntos de distribui¢des alternativas:
1) Alternativas beta

f@) = s~m75

para a,b > 0, com I' a fungdo gama.
2) Alternativas de Legendre da forma

fx)=1+pPj(z), 0<x<1,

para p>0ej=1,2,3,4,56, onde P; é o j-ésimo polinémio de Legendre.
3) Alternativas trigonométricas da forma

f(z) =1+ pcos(mjz), 0<z<1,

parap>0ej=1,2,3,4,6,8.

As alternativas de Legendre permitem-nos descrever desvios relativamente
a hipotese nula no que respeita a localizagdo (j = 1), escala (j = 2), simetria
(j = 3), forma (j = 4) e a momentos de ordem superior (j = 5,6). No caso das
alternativas trigonométricas o parametro j controla a frequéncia da alternativa
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Tabela 2. Poténcia empirica ao nivel 0.05 para alternativas beta

a b u  o? n  I12(0.02) I2(0.1) I2(0.5) A2 U2

Alternativas beta assimétricas

0.5 0.75 0.4 0.107 20 0.35 0.41 0.41 0.60 0.36
40 0.62 0.68 0.62 0.82 0.62
0.75 1.125 0.4 0.083 20 0.17 0.24 0.39 0.37 0.15
40 0.30 0.45 0.60 0.62 0.27
1.0 1.5 0.4 0.069 20 0.15 0.27 0.36 0.32 0.18
40 0.25 0.50 0.62 0.61 0.33
1.5 2.25 0.4 0.061 20 0.23 0.42 0.36 0.34 0.43
40 0.49 0.77 0.69 0.76 0.77
2.0 3.0 04 0.040 20 0.39 0.68 0.38 0.46 0.73
40 0.81 0.97 0.81 0.94 0.97
2.5 3.75 0.4 0.033 20 0.56 0.85 0.42 0.59 0.90
40 0.95 1.00 0.86 0.99 1.00
Alternativas beta simétricas
0.5 0.5 0.5 0.125 20 0.33 0.33 0.16 0.54 0.44
40 0.60 0.59 0.18 0.79 0.74
0.75 0.75 0.5 0.100 40 0.12 0.13 0.09 0.16 0.18
60 0.16 0.18 0.09 0.21 0.25
1.5 1.5 0.5 0.063 40 0.14 0.19 0.04 0.06 0.28
60 0.21 0.28 0.04 0.11 0.41
2.0 2.0 0.5 0.060 20 0.21 0.29 0.03 0.04 0.39
40 0.40 0.57 0.03 0.23 0.74
2.5 2.5 0.5 0.042 20 0.31 0.46 0.02 0.04 0.39
40 0.69 0.87 0.03 0.56 0.95
3.5 3.5 0.5 0.031 20 0.47 0.67 0.02 0.16 0.82
40 0.96 0.99 0.03 0.95 1.00

e permite avaliar o comportamento do teste em funcao da frequéncia da alter-
nativa. Quer para as alternativas de Legendre, quer para as trigonométricas, o
parametro p define a distancia Lo da alternativa a hipotese nula. Varios valores
de p foram considerados tendo-se observado resultados qualitativamente seme-
lhantes. Finalmente, os varios valores considerados para os parametros a,b > 0
conduziram a alternativas beta simétricas, quando a = b, e assimétricas, quando
a #b.

Os resultados de poténcia que apresentamos nas Tabelas 2 e 3 ao nivel 0.05
foram baseados em 2000 amostras simuladas de tamanho n, para n = 20,40 ou
60. Resultados semelhantes foram obtidos para os niveis 0.01 e 0.1. Os valores
criticos das diversas estatisticas de teste foram obtidos por simulacao a partir
de 10* amostras de tamanho n da distribuicdo uniforme.

Os resultados empiricos obtidos estao, na generalidade, em conformidade
com as conclusoes baseadas nos indices locais de Bahadur. As excepgoes a esta
regra geral foram os resultados obtidos para as alternativas de baixa frequéncia
quando hA = 0.02. Tendo por base os indices locais de Bahadur seria de esperar
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Tabela 3. Poténcia empirica ao nivel 0.05
para alternativas de Legendre e trigonométricas

p i on o2 n  12(0.02) I2(0.1) I2(0.5) A2 U2

Alternativas de Legendre

03 1 0.587 0.076 20 0.13 0.22 0.30 0.27 0.15
60 0.29 0.53 0.66 0.63 0.37
03 2 05 0.105 20 0.12 0.15 0.08 0.14 0.19
60 0.28 0.41 0.11 0.29 0.51
03 3 05 0.083 20 0.10 0.11 0.06 0.07 0.11
60 0.25 0.26 0.06 0.11 0.25
03 4 05 0.083 20 0.10 0.09 0.05 0.07 0.08
60 0.25 0.16 0.05 0.09 0.13
03 5 0.5 0.083 20 0.10 0.07 0.05 0.06 0.07
60 0.23 0.10 0.05 0.07 0.09
03 6 05 0.083 20 0.10 0.05 0.06 0.06 0.05
60 0.22 0.08 0.05 0.06 0.08
Alternativas trigonométricas
1.0 1 0.297 0.042 20 0.55 0.90 0.95 0.94 0.74
40 0.95 1.00 1.00 1.00 0.98
1.0 2 0.5 0.134 20 0.55 0.85 0.20 0.55 0.89
40 0.95 1.00 0.28 0.93 1.00
1.0 3 0477 0.083 20 0.53 0.57 0.07 0.16 0.40
40 0.94 0.96 0.07 0.43 0.82
1.0 4 05 0.096 20 0.54 0.27 0.08 0.17 0.19
40 0.94 0.69 0.06 0.28 0.59
1.0 6 0.5 0.089 20 0.49 0.07 0.06 0.10 0.10
40 0.91 0.10 0.07 0.15 0.18
1.0 8 0.5 0.086 20 0.43 0.05 0.06 0.08 0.07
40 0.87 0.05 0.05 0.10 0.10

melhores resultados do teste de Bickel-Rosenblatt 12(0.02) na deteccio de tais
alternativas.

O teste de Bickel-Rosenblatt com h = 0.5 revela bons resultados para alter-
nativas puras de localizacdo. No entanto, o teste de Anderson-Darling obteve,
em geral, melhores resultados que I2(0.5) para o conjunto das alternativas con-
sideradas. Para h = 0.1 o teste de Bickel-Rosenblatt atinge bons resultados
para alternativas em momentos de ordem inferior (beta e Legendre com j < 3)
e também para alternativas de baixa frequéncia (trigonométricas com j < 3). O
teste I2(0.1) ¢é para este tipo de distribuigdes uma alternativa valida aos testes
A2 ¢ U2. Nenhum dos testes anteriores ¢ adequado para a deteccio de desvios
em momentos de ordem superior (Legendre com j > 3) e de alta frequéncia
(trigonométricas com j > 3). Para este tipo de alternativas o teste 12(0.02)
obteve excelentes resultados sendo claramente superior aos restantes testes que
consideramos.
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