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Resumo: Neste artigo estudamos um teste de ajustamento a uma dada densidade
baseado no estimador do nicleo. Os resultados que aqui apresentamos sfo
generalizagdes, ao caso multivariado e num contexto de independéncia assintética, dos
obtidos por Bickel e Rosenblatt (Ann.Stat., 1973, 1071-1095).

1. INTRODUCAO

Seja (Xj,ie £) um processo estocéstico de dimensdo d fortemente estaciondrio, de lei

N

marginal absolutamente contfnua em relacdo & medida de Lebesgue sobre R d.
Denotemos por f a densidade marginal do processo.

Proposto por Rosenblatt (1956) e estudado por Parzen (1962), o estimador do
nticleo da densidade f € definido por

o= 3 k(X
11 - 9
nhd i=1 h

onde h=h,, € um nimero real estritamente positivo dependente de n e K é um nicleo em
R4, isto é, uma aplicagdo integrdvel de Rd em R, tal que [ K(u)du=1 (quando ndo

xe R4,

especificada, subentende-se que a regifio de integragdo é ).
Neste artigo, consideramos o problema de teste da hipétese
Hp:f=Afy
com nivel assintético o, onde fy € uma densidade que supomos conhecida.
Com esse objectivo, estudamos o comportamento em lei da varidvel aleatdria

Tymnh2{ | {£00-Eofa(x0)2dx - — | K2(wdu),

onde Eqfy(x) designa a esperanga matemadtica de fp(x) sob H.
A lei limite desta varidvel aleatéria.(v.a.) foi estudada por diversos autores. No caso
real, Bickel e Rosenblatt (1973) utilizaram uma técnica baseada na aproximagio forte
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de Brillinger, mais tarde melhorada por Komlés, Major e Tusnéddy, para a funcdo de
reparticdo empirica (ver Bickel e Rosenblatt, 1973, e Rosenblatt, 1976, para resultados
e referéncias). Em 1984, Hall aborda o problema anterior no contexto das U-
estatisticas degeneradas, obtendo a lei limite da estatistica Ty, para o caso multivariado
sem precisar de impdr condigdes restritivas sobre a densidade f nem sobre a sucessdo
(hn), 0 que acontecia nos resultados de Bickel e Rosenblatt. Todos estes resultados
foram obtidos num quadro de independéncia.

Neste artigo generalizamos os resultados precedentes a varidveis aleatorias
dependentes.

A lei limite da v.a. T, sob a hipétese nula, é obtida em duas etapas: na primeira,
estudamos o comportamento assintético da v.a.

nhd2{ [ {£,(x)-Eofn(x)}2dx -Eq | {f2(0)-Eofa(x)}2dx },

cuja lei limite foi obtida por Takahata e Yoshihara (1987) para uma subclasse dos
processos fortemente estaciondrios e absolutamente regulares. Deste resultado,
apresentamos uma prova utilizando técnicas das U-estatisticas degeneradas que
desenvolvemos na Secgfo 2. Numa segunda etapa, determinamos um desenvolvimento
assintético para Eqf {£u(x)-Eofn(x)}2dx com uma ordem de aproximacdo superior a
(nhd/2)-1, Necessitamos assim de um desenvolvimento mais preciso que o obtido por
Meloche (1990).

A poténcia do teste obtido a partir dos resultados anteriores, cuja regido critica &
apresentada na Secgfio 4, serd analisada na Secgdio 5 através do estudo do
comportamento da estatistica de teste sob uma sucessdo de alternativas locais,
convergente para fp, da forma:

gn(x) = fo(x) + aps(x) + o(ap)sn(x), (L.1)
para xe B d, onde (a;) é uma sucessdo de niimeros reais convergente para zero,

quando n tende para infinito e as fungdes s e sy, ne M, satisfazem determinadas

condi¢bes que precisaremos mais tarde.
' 1

Vo ha/d > ©
teste proposto distingue entre gﬁ e fo. Se gﬁ é uma alternativa local da forma (1.1) com

Se considerarmos uma alternativa local g& da forma (1.1) com a, =

\1n hd4 a; — 0, n —+oo, convergindo assim mais rapidamente para fo do que g]il1 , 0

teste jd ndo distingue entre gﬁ e fo. Se Vn hd/4 a; — +o0, n —+o0, a poténcia do teste

tende para 1.
As hip6teses sobre o processo observado, o nicleo e a sucessdo hy, necessdrias a
obtencgo dos resultados anteriores sdo apresentadas na Secgdo 3.

2. TEOREMA DE LIMITE CENTRAL PARA U-ESTATISTICAS
DEGENERADAS

Seja (Xin,i€ & )ne § uma sucessdo de processos estocasticos de dimenséo d fortemente
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estaciondrios. Seja F{(n), i,j€ &{-00,400}, a tribo gerada pelas varidveis aleatOrias
{Xxn,i £k £j}. Para cada nel, a dependéncia entre o passado F?w(n) e o futuro

F;'w(n) pode ser medida por

Bn()=E[ sup IP(AI Ff;m)) -PA) 1], (2.1)
AeF; (n)

(ver Volkonskii e Rozanov, 1959). Suponhamos que cada processo (Xip,i€ £) é B-
misturador (ou absolutamente regular), ou seja, que By(i) converge para zero quando i
tende para infinito; mais precisamente, admitamos que existem C>0 e pe ]0,1[ tais que

Bn(i) < Cpl, (2.2)

para todo o ie Z e ne M (ver Bradley, 1986, para referéncias e exemplos de

processos que satisfazem as condicGes precedentes).
Nesta secgfo estudamos o comportamento em lei da U-estatistica definida por

1
ha=2 > { Ha(XinXjn) - BHa(Xin,Xin) },
15j<i<n

onde (Hp(-,-), ne H) é uma sucessdo de aplicacdes simétricas de RdxRd em R, tais

que E[H;(Xoq,y)]=0 para todo o ne M e ye Rd,
Parar > 0 e ne M, consideremos as nota¢des seguintes:

up(r)=max{ max IHy(Xin,Xon)ll; , Hn(Yn,Zn)ll},

1<ig)

Vvn(r)=max{ mmax 1Gno(Xin, Xon)lly » 1Gno(Yn,Zu)ll, },
<isn

W (D)=lGno(Xon, Xon)l,

zy=  max  max{lIGo(XinXon)lly.IGaj(XonXin)ll:IGni(Ya. Zn)ll },
0<i<n,1<j<n
onde Y, e Z, sdo varidveis aleatérias independentes e em distribuicfo iguais a Xgp,
Giyj(u,v)=E[Hn(Xjn,w)Hn(Xon,v)] para je M e u,ve Rd e para r>0, lI&III=E1/ YEN, para
toda a variavel aleatéria & tal que El§[f<eo.
O teorema seguinte, que generaliza ao caso misturador o Teorema 1 de Hall (1984),
introduz condig¢Ges suficientes para a convergéncia em lei de Hp.
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Teorema 2.1: Suponhamos que existem 8>0, y9<1/2, v1>0, tais que, para n
suficientemente grande,

i) up(4+6) = O(n"0),

ii) va(2+ 8/2) = o(1),

iii) wy (2+ 8/2) = o(n1/?),

iv) zy 71 = O(1),

v) E[Hn(Yn,Zn)]2 = 262 + o(1), com 62>0.

Entdo a distribui¢do de H, é assintoticamente normal de média zero e de
varidncia 62.

Demonstracao: Seguindo de perto a técnica usada por Takahata e Yoshihara (1987),
na qual desempenham um papel fundamental as hipéteses formuladas sobre a estrutura
de dependéncia da sucessdo de processos (Xin,i€ £ )ne N, concluimos que a varidvel
aleatGria iy, é em probabilidade, assintoticamente equivalente & martingala:

k
Zl{Usn'E[ Usn [ Xln,m,XaS-m,n ]},
S=
1 bg ag-m n 5
Onde USH=H .Z Z Hn(Xinszn), S=1727~'-7k5 k=k(n)=[@]9 m:‘m(n):[n 1]’

1=ag j=1
r=r(n)=[n%2] com 0 < 81 < 83 < 1 convenientemente escolhidos e bg=0, aj=b;.1+m+1,
bj=aj+r-1, para i=1,2,....k (por [x] designamos a parte inteira de x). O resultado
pretendido é assim consequéncia do teorema central limite de Dvoretzky (1972),
aplicado a sucessdo de varidveis aleatérias duplamente indexadas
Usn-E[UsnlX1n,..--Xag-m;nl, $=1,2,..k , n=1,2,.... ¢

3. HIPOTESES
As hip6teses que a seguir introduzimos serdo designadas por (P), (N) e (S).

3.1. Hipéteses sobre o processo (P)

Seja (Xj,ie £) um processo estocastico de dimensdo d fortemente estaciondrio.
Designemos por B(i) o seu coeficiente de mistura de ordem i, definido como em (2.1).
Suponhamos que existem C >0 e pe ]0,1[ tais que

B(i) < Cpl, para todo o ie . (3.1

Supomos ainda que os vectores (X;,Xp), i€ M, admitem versdes das densidades
£(x;,X0)» que satisfazem as restri¢des
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sup f(x) <o
xeRd

e
sup sup fi(ylx) < oo,
ie N xe {ulf(u)>0},ye Rd
f(x; ,
onde f € a densidade de Xg e fi(ylx) = -(—Xl-’—)fg(gx))g-ﬁ . A primeira destas condi¢des é

utilizada com frequéncia em teoremas de limite central para o erro quadrético integrado,
como podemos constatar em Bickel e Rosenblatt (1973), Hall (1984) e Takahata e
Yoshihara (1987). A segunda condigfo € num caso de independéncia, consequéncia da
primeira, e é neste artigo uma condi¢@o importante permitindo por exemplo obter o
desenvolvimento assintdtico para o erro quadritico médio integrado, a que j4 fizemos
referéncia na introdug@o.

3.2. Hipdteses sobre o niicleo (N)

Supomos que K é um niicleo limitado sobre IR, isto &, K satisfaz as condigbes
K@) du=1 e sup IKW)l<-eo,
[ x® sup K@)

3.3. Hipoéteses sobre a sucessdo hy (S)

Suponhamos que
nhd— +oo, n —>+co,
e que existe Y€ ]0,1[ tal que

limsup nYhd < o, (3.2)
n—>-+os

As condi¢des h— 0 e nhd — +o0, quando n —>+oo, sdo cldssicas no estudo dos
estimadores do nicleo. A condiggo (3.2) € pouco restritiva, sendo verificada se por

exemplo h=0(n-9), O<8<%, desde que escolhamos ye ]0,8d].

4. O TESTE DA HIPOTESE Hj

Designemos por ¢ a fungo de reparti¢do da lei normal centrada e reduzida sobre R e

por Hf) a hipétese f # fo. Por K«xK denotamos o produto de convolugiio de K por K,
onde K ¢ definida, para ue R4, por K (u)=K(-u).
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Teorema 4.1: Suponhamos satisfeitas as hipéteses (P), (N) e (S). Entéo
{Tn 2 ¢1(1-00) (2062)112 }, (4.1

onde
o= [ f3x) dx [ (K+K)2z) dz, 4.2)

é a regido critica dum teste convergente da hipétese Hg contra Hf), de nivel assint6tico

.

Demonstraciio: Sendo, para u,v € R4, Hy, definida por
-X -X
Hy(u,V)=pags | (KGR - BolKET O KCE) - BoKE7 Ol dx,
é vilido o desenvolvimento assint6tico

Un = nh92{ [ {£2(x)-Bofa(x)}2dx Bo | (£a(x)-Bofa(x)}2dx |
=2 % [Ha(XiX)) - EHa(Xi X))+ op(D).
1<j<i<n

Considerando, para ne H e r> 1, as sucessdes uy(r), vp(r), wy(r) e zy definidas

como na Secgdo 2 mas para o processo (Xj,ie £), e tendo em conta as hipéteses (P) e
(N), existe C > 0 tal que, para n suficientemente grande,

up(0) £ C (h)Vr-12 v (1) < C (hd)Mf, wy(r) < Cezy <Chd.,
As quatro primeiras condi¢des do Teorema 2.1 séo entdo satisfeitas com >0 fixo,

yg—;—+2% <5 e7y1€]0,y], onde vy é tal que 11msup n'hd <o (hip6tese (3.2)). Resta-nos

determinar a forma da variincia assintética.
Como

Jm_ BolHn(Y,2)1% = 02= [ 00 dx [ (KeK)2a) d,

onde Y e Z sdo varidveis aleatdrias independentes e em distribuicio iguais a X,
concluimos do Teorema 2.1, que Uy converge em lei, quando n tende para infinito,
para a lei normal de média zero e de variéncia 262.

Estabelegcamos agora a normalidade assintética de Ty. F4-lo-emos, mostrando que
as variaveis Ty e Uy sdo assintoticamente equivalentes.

Tendo em conta, a simetria da funcéo Hy e a estacionaridade forte do processo
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(Xj,ie £), temos que
Bo| {fa(x)-Eofa(x)}2dx =
-L j K2wdu + O() + o > Z (n-i) EoHa(X1,Xo),

onde da primelra das desigualdades anteriores, e do Lema 1 de Yoshihara (1976), se
conclui que para n suficientemente grande e parar > 1:
n 1 n-1

n-1
Z (n-i) EgHy(X3,X0) | <Y, | EgHn(X;,X0) | <4 C (hd)!r- 1’22 BE-Drr(y,
1—1 i=1 i=1

A convergéncia exponencial do coeficiente de mistura, permite deduzir a conver-
n-1
géncia da soma 2 BE-D/(j), e assim o termo de covariéncia é, em médulo, limitado
i=1
. x 1
superiormente, por uma sucess&o que converge para zero com _, desde que r < 2.

Podemos entio escrever:

1 1
EoJ {£00-Eofa(0)2dx = — [ K2(wdu + o3 45,
o que permite concluir que a v.a. Ty € assintoticamente equivalente a Uy. Deste modo,
(4.1) é a regido critica dum teste da hipétese Hp, de nivel assintético o.

De forma a obtermos a convergéncia do teste, suponhamos que (Xj,ie £) tem
densidade marginal g . Assim, como

[ {£a0)-Bofa(x))2dx = | {g(0)-fo(x)}2dx + op(1),

Ty, converge em probabilidade para +ee, quando n tende para infinito. ¢

Observacgiio 4.2: O teste de regido critica (4.1) tem nivel assintético o; seria
obviamente interessante conhecer a influéncia duma escolha adequada de hy, na forma

como o nivel do teste se aproxima de o, & medida que n aumenta. A realizagio de
estudos de simulagfo serd importante na abordagem deste problema.

5. POTENCIA LOCAL DO TESTE

Nesta secgdo supomos que (Xj,i€ £) é um processo de dimensdo d fortemente
estacion4rio, sendo fp a sua densidade marginal. De forma a analisarmos a poténcia
local do teste construido a partir de Ty, vamos estudar o comportamento da estatistica
de teste sob uma sucessio de alternativas locais, convergente para fy, da forma:

gn(x) = fo(x) + aps(x) + o(an)sn(x), (5.1
para xe R4, onde
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su Is(x)l < oo, SuKI Isn(x)l < oo, (5.2)

Xe

J' Is(x)l dx < oo, § RI j [sp(X)l dx < oo, (5.3)

e (ap) € uma sucessdo que tende para zero, quando n tende para infinito.
As hipotéses seguintes serfio designadas por (AL).

5.1. Hipdéteses sobre a sucessio de alternativas locais (AL)

Seja (Xjp,i€ &)pe N uma sucessdo de processos estocdsticos de dimensio d,
fortemente estaciondrios e B-misturadores, cujos coeficientes de mistura definidos por
(2.1) satisfazem (2.2). Para ne M, seja gy, definida por (5.1), a densidade marginal do

processo (Xjp,i€ &); designemos por gin(-Ix), a densidade da lei de Xj, | Xon=X.
Supomos ainda que

sup sup gin(ylx) < eo.
n,ie N xe {ulgn(w)>0},ye Rd

Observacfio 5.1: As condi¢Oes anteriores, com excepg¢do da (5.1), sdo satisfeitas se
considerarmos, para cada ie £ e ne M, Xj, = X;+8, Z; , onde (X;,ic #) satisfaz a
condicéo (P), (8y) tende para zero, quando n tende para infinito, e (Z;,ie £) é um

processo fortemente estaciondrio de dimens#o d, independente de (Xj,ie £) que possui
um coeficiente de mistura que satisfaz (3.1). Adequadas condicdes de regularidade
sobre fj e de existéncia de momentos de terceira ordem de Z, sdo ainda necessdrias
para obtermos a decomposigéo (5.1).

5.2. Estudo da poténcia
Sejam
Tan=nh92{ [ {£an(x)-Egfa(x)}2dx - 5 | K2(u)du )
nn= nn' 0in nhd wau j,
onde fyy, é definido, parane M e xe R4, por

RS ¢
fan(0=—5 >, KC3D).
i=1

Neste pardgrafo 62 é definido pela férmula (4.2).
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Teorema 5.2: Suponhamos satisfeitas as hipéteses (AL), (N) e (S). Se fg é limitada

em Rdese
1

n = 7 hd/4
entfo a distribuigdo de Tpy € assintoticamente normal de média I s2(x)dx e de
variincia 202.

Demonstrac¢fio: De forma andloga & do Teorema 4.1, a varidvel aleatéria

92 | {£n (-0 12dx - =15 [ K2(u)du),

converge em lei para a lei normal de média zero e de variancia 262, Para concluir, basta
observar que

[ (£an(0)-Efan(3)}2dx = [ {fan(x)-Eofa(x)}2dx + 2A, - By,
onde, tendo em conta (5.2) e (5.3),

An= [ {(£a0(0)-Efan(0)} {Eofa(x)-Efan(x)}dx = Op(L ),

Bn = | {Eofa(0)-Efan(0)}2dx = a2 [ s2(x) dx + o(ad) . o

Observacdo 5.3: Se h,=0(n-%), 0 < & < d-1 , obtemos para a, ordens de
convergéncia para zero sempre inferiores a n-1/2, Contudo estas ordens sdo tdo
"préximas" de n-1/2 quanto queiramos, desde que escolhamos § "préximo" de zero.
Isto nfo permite, no entanto, resolver o problema da escolha de hy; para
compreendermos esta afirmagfo basta notar que [ {] K(z)s(x-zh)dz}2dx é uma melhor

medida do verdadeiro desvio de Tpp do que | s2(x) dx. Independentemente da escolha

de 0, este teste detecta as alternativas locais da forma considerada desde que aj tenha
uma ordem de convergéncia para zero igual ou inferior a n-1/4,
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