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Resumo

O objectivo principal deste trabalho € o estudo do problema de condic¢des inciais e de fronteira definido
pela equacgdo do telégrafo. Embora esta equagdo tenha um grande nimero de aplicagcdes e tenha
sido largamente utilizada na literatura, recentemente surgiu associada a libertacdo de farmacos e seu
transporte em dispositivos médicos de entrega de farmacos responsivos a ultrasons.

No ponto de vista analitico, a existéncia e unicidade de solugao fraca s@o estabelecidos. No ponto
de vista numérico, varios métodos numéricos sio estudados analitica ou numericamente. O suporte
tedrico para a estabilidade e convergéncia sdo desenvolvidos para o método de diferencas finitas
implicito construido utilizando operadores de diferencas de segunda ordem para aproximar as derivadas
espacial e temporal de segunda ordens e o operador de diferencas backward implicito para a derivada
temporal de primeira ordem. O resultado de convergéncia mostra que as derivadas numéricas da
solucdo numérica convergem para as correspondentes derivadas da solugdo continua. Outros métodos
de diferencas s@o considerados ao londo deste trabalho que sdo estudados pelo menos numericamente.
Resultados numéricos que pretendem ilustrar os resultados tedéricos obtidos estdo também contidos
neste trabalho.






Abstract

The main objective of this work is the study of the initial boundary value problem defined by the
telegraph equation. Although the telegraph equation as a huge number of applications and was largely
considered in the literature, recently it has been used to describe drug transport and drug delivery
within ultrasound responsive drug delivery systems.

From analytical point of view the existence and uniqueness of the weak solution are established. From
numerical point of view, several numerical methods were studied analytically or numerically. The
stability and convergence supports were developed for the implicit finite difference method defined by
the second order finite difference operators for the second order derivatives and the implicit backward
finite difference operator for the first order time derivative. The convergence result shows that the
numerical space and time derivatives of the numerical approximations converge for the correspondent
derivatives of the theoretical solution. Other methods were also studied at least numerically. Numerical
experiments illustrating the obtained theoretical results are also included.
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Capitulo 1

Introducao

A equacdo do telégrafo € uma equacdo de derivadas parciais de segunda ordem, linear, que pertence a
classe das equagdes hiperbdlicas. Esta equacdo tem sido utilizada para descrever um conjunto vasto de
fenémenos fisicos e bioldgicos cldssicos. A evolucao tecnoldgica recente e a sua aplicagdo na saide,
mais especificamente, no desenvolvimento de dispositivos médicos para o tratamento de patologias
como o cancro, coloca novos problemas matematicos entre os quais a equagdo do telégrafo tem um

papel de relevo.

Entre os dispositivos médicos em estudo para o tratamento oncoldgico, ha que destacar dispositivos
para a libertacdo de farmacos em que se recorre a ultrasons para estimular a libertacdo dos farmacos
bem como o seu transporte e absor¢@o pelo tecido alvo. Um ultrasom é uma onda sonora que tem
frequéncias superiores a 20kHz e portanto ndo € audivel pelo ser humano ([8]). Salientamos que,
desde do século XX, os ultrasons sdo utilizados no diagndstico de patologias.

Nos sistemas de entrega de farmacos anteriores, os firmacos sdo colocados em sistema polimérico
que sdo introduzidos no sistema circulatério. Uma alternativa a este procedimento € o recurso a
uma injecc¢do para colocar o farmaco directamente no tecido alvo. Posteriormente, o tecido alvo é
bombardeado com ultrasons que estimulam o transporte e a absorcdo de farmacos.

A evolugdo de um fadrmaco num tecido alvo sob a ac¢@o de um ultrasom dever4 ser descrito por uma
equacdo para o ultrasom e uma equacao para a a concentracdo do farmaco. A propagagdo da onda
acustica € descrita por uma equagdo hiperbdlica que depende naturalmente do tipo de tecido. Assim,
no caso de, num tecido mole ([7], [6]), foi proposta a equacdo

2
<aat§(x,t) +2acaa];(x,t)) = (V2 - ;Vp.V) p(x,t),x € Q1 >0, (1.1)

em que  denota o dominio espacial (tecido alvo), ¢ denota a velocidade do som, p a densidade do
tecido e & o coeficiente de atenuacdo. Por V? representamos o operador de Laplace e V o operador

gradiente, isto é, caso Q C R", VZu(x) = ¥, g—jc‘{(x) e Vu(x) = (g—;‘l(x), : ..,%(x)). A equagdo

anterior é naturalmente modificada em funcéo das caracteristicas do tecido.

Se a densidade do tecido € inalterada, entdo a equagdo (1.1) reduz-se a
32p( t)+o¢ap( 1) =cAAp(x,t),x € Q,t >0 (1.2)
—(x, —(x,t)=c X,1), X , . .
ot? ot P



2 Introducio

Observamos que a equacdo (1.2) se reduz a tradicional equagdo de onda caso se considere uma
mudanga de varidvel conveniente. De facto, se tomarmos p(x,t) = et v(x,t), x € Q,t > 0, entdo
para v(x,1) obtemos a seguinte equagdo de onda
2 2

3;()@0 :czAv(x,t)—i—%v(x,t),xe Q,t>o. (1.3)
Observamos que as equacdes anteriores sdo complementadas com condicdes iniciais para a posi¢do e
para a velocidade, e caso Q seja limitado, entdo ha que considerar condicdes de fronteira.
O objectivo central deste trabalho é o estudo no ponto de vista analitico e numérico de problemas de
condig¢des inicias e de fronteira definido por (1.3). Este estudo € relevante por si s, mas tal estudo
tem um papel relevante no estudo de sistemas de libertacdo de farmacos estimulados por ultrasons em
que a equacdo para a onda de pressao acustica € acoplada a equacdo de convecgdo-difusao

du

P (x,1) +div(v(p(x,1))u(x,t)) = div(D(p(x,1))u(x,t)), x € Q,t >0, (1.4)
em que v representa a velocidade e u representa a concentragdo do fairmaco. Na equacio anterior, div
representa o operador divergéncia definido por div(w(x)) =Y, %;V_" (x), w(x) = (wi(x),...,wy).

Além deste capitulo introdutdrio, este trabalho é composto por mais 5 capitulos que descrevemos de
um modo sumdrio seguidamente.

No capitulo 2, "A Equacio Do Telégrafo- O Modelo Continuo", € feita a apresentacdo de um resultado
de existéncia e unicidade para o problema de condi¢des iniciais e de fronteira envolvendo a equacéo
do telégrafo. Salientamos que este problema serd posteriormente estudado no ponto de vista numérico
nos capitulos seguintes.

No capitulo 3, "A Equacdo do Telégrafo - Aproximag@o Semi-Discreta”, € introduzida a discretizacio
espacial que serd objecto de estudo neste trabalho. Neste capitulo apresentamos alguns resultados
para a aproximacio semi-discreta que mais ndo sdo do que versdes discretas de resultados conhecidos
para as solucdes continuas.

O estudo de um método numérico obtido por integracdo do sistema estudado no capitulo anterior com
o método de Euler implicito, é apresentado no capitulo 4, "Equacdo do Telégrafo - Modelo Discreto".
E aqui apresentando um resultado de estabilidade utilizando o método de energia e um resultado de
convergéncia. A prova para malhas ndo uniformes foi mostrado em ([4]).

Com o objectivo de comparar o método estudado no capitulo anterior com outros métodos que surgem
na literatura, no capitulo 5, "Outros Métodos para a Equagdo do Telégrafo", sdo apresentado outros
métodos recolhidos na literatura da especialidade e sdo apresentados alguns resultados.

No ultimo capitulo, "Simulacdo numérica", capitulo 6, sdo apresentados resultados numéricos que
pretendem ilustrar os resultados tedricos apresentados nos capitulos anteriores.



Capitulo 2

A Equacao do Telégrafo - Modelo
Continuo

2.1 Introducao

No capitulo introdutério, a equacio do telégrafo foi associada a propagagdo de uma onda de pressao
acustica num tecido alvo utilizada para estimular a libertacdo de farmacos de sistemas poliméricos,
0 seu transporte e a absorcdo nos tecidos alvo. Este cendrio surgiu enquadrado no contexto das
doengas oncoldgicas onde a quimioterapia constitui o tratamento tradicional e onde novos sistemas de

tratamento sao urgentemente necessarios.

Seja p a pressdo acustica descrita pela equagdo do telégrafo

2
(‘Z 9P e 2ae L r)) <v2—;Vp.V) plri)+ flen) e QieR?, @D

em que Q denota o dominio de propagacao, ¢ a velocidade de propagacdo, p a densidade do tecido
alvo e o o coeficiente de atenuag@o. Recordamos que no caso particular da densidade p ser inalterada,
entdo obtemos

9%p dp 2 +
82( )+O£E(xt)—cAp(xt)+f(xt)xGQIER (2.2)
A equagdo anterior é completada por condi¢des iniciais e de fronteira obtendo-se o problema de
condi¢des iniciais e de fronteira que, no caso particular de condi¢des de fronteira de Dirichlet

homogéneas, toma a forma

%2 (xt)—l—aat(xt)—czAp( 1)+ f(x,t) emQxR",
plx,t)=0 JQ,reR", 23)

p(x,0)=¢(x) emxeQ,

% (x,0)=y(x) emxeQ.

em que JQ denota a fronteira do Q.



4 A Equagdo do Telégrafo - Modelo Continuo

Se considerarmos a mudanca de varidvel p(x,7) = e~ 2'v(x,1), a equacdo anterior d4 lugar 2 equacio
da onda com termo fonte

g—j;(x,t) = 2Av(x,t) + %zv(x,t) +e?'f(x,r) em QxRT,
v(x,t) =0 09Q,r e R

x) emx€ Q,

x) emx€ Q.

(2.4)

A solugdo no sentido usual, isto &, p € C**(Qx RI)NCMO(Q xRS )NCOO(Q x RY), requer condigdes
adicionais para as fungdes ¢ e y. Por exemplo, no caso particular f =0, Q =R, y € C5(R),y €
C}(R). Na definigdo anterior, C"/(@; x €) denota o espago das fungdes com derivadas parciais,
de ordem inferior ou igual a i no primeiro argumento e de ordem inferior ou igual a j no segundo
argumento, em Q X €.

Com o objectivo de introduzir um conceito de solu¢do num sentido mais geral e que ndo requer
condicdes tdo restritivas, neste capitulo introduzimos o conceito de solugdo fraca para o problema
(2.2) e posteriormente estabelecemos um resultado de existéncia e unicidade para a solucao deste
problema. Neste capitulo seguimos fundamentalmente a referéncia [3].

2.2 Solucao Fraca para a Equacao com Termo Fonte

Introduzimos seguidamente algumas notagdes que serdo utilizadas posteriormente. Seja g : Q x
[0,7] — R. Parat € [0,T], por g(t) denotamos a seguinte fungio g(¢) : Q@ — R, definida por g(t)(x) =
g(x,1),x € Q. Por g'(t) denotamos a fungdo g'(¢)(x) = g—f(x,t),x € Q,t € R™. De modo andlogo é
definida a fungdo g”(¢). A notagdo introduzida é dada por €;°(Q) denotamos o espago das fungdes
com suporte compacto em e com derivadas de todas as ordem continuas em Q.

O conceito de solucdo fraca é seguidamente motivado. Consideremos o problema (2.4) com RJ
substituido por [0, T]. Seja g € 65°(Q). Por (.,.) denotamos o produto usual em L?(Q). A partir da

primeira equacio de (2.4), vem

(v(1),9) (2.5)

€ portanto,

(v'(1).4) + & (Vo(0), V) = % (v(1),9) =0 (2.6)

Atendendo a que H{} (Q) = 4;°(Q) relativamente 2 norma do espago H{ (Q), consideramos a seguinte
igualdade

2
(V' (1),q) + 2 (V(t),Vg) — %(V(z),q) —0 vwe H\(Q). 2.7)

para caraterizar a solugdo de (2.4) no sentido fraco.
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Na defini¢do que introduzimos seguidamente vamos ainda utilizar as notagdes seguintes: o dual
de H'(Q) é representado por H~!'(Q) e por < .,. > denotamos o produto dual; por L*(0,T,V)

T
representamos o espaco das fungdes g : [0,7] — V tais que / lg(h)||# < oo, para V = H}(Q),
0
L*(Q)e H Q).
Definicio 1. Diz-se que a fungdov € L*(0,T; H} (Q)) tal que v' € L*(0,T;L*(Q)) ev" € L*(0,T; H~1(Q))
é uma solucdo fraca do problema (2.4) com Rar substituido por [0,T], se

2

1. <V'(t),g > +c*(Vv(t),Vg) — % (v(t),g) =0, para g € H}(Q) et € [0,T],

2. v(0) = (0): v/(0) = v+ 9.

2.3 Solucao Fraca Aproximada e sua Caracterizacao

Com o objetivo de construir uma solug@o do problema (2.4) e tendo em conta a definicdo anterior
(1), fixemos o conjunto de fungdes {wy };>_; que € simultaneamente uma base ortogonal de Hj (Q) e
ortonormada de L?(Q). Seja agora m € N e consideremos

(1) ==Yl () wi. (2.8)
k=1
Pretendemos determinar v,, tal que
a2
(Vi (), we) +¢* (Vou(t), Vivg) — = n(@0)w) =0, 1 €[0,T]ek=1,....m (2.9)
e
d5(0) = (9,wy) (k=1,...,m) e d5(0)=(w+Lo,wp) (k=1,...,m). (2.10)
T

De (2.9) obtemos para os coeficientes d, () = [d,sql) (1),... ,d,g,m) (r)| o seguinte sistema diferencial

ordindrio de segunda ordem

d)(t)—Ad,(t)=0 1€][0,T] @.11)
d,(0),d!,(0) dados '
em que A = ¢*M — %zld, e M = Diag(r;), em que r; = HVWH[ZLZ(Q)]” parai=1,...,m, e I; representa

a matriz identidade.
O problema de condig¢ao inicial de segunda ordem (2.11) tem solucao tnica que € estabelecida no
resultado seguinte:

Teorema 1. Para m € N, existe uma tinica solugdo vy, (t) = Y, d* (t)wy, em que os coeficientes d,
sdo solucoes do sistema diferencial ordindrio (2.11).

No resultado seguinte caracterizamos a solu¢@o aproximada vy, ().

Teorema 2. Existe uma constante positiva C dependente apenas de Q, ¢, o tal que,
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2 2 2
I[g%’]‘ (HV HLz(g) + va(t)HHg(g)> 1V O2 071 (0)) <

a
<C<||V¢||[2L2(Q)]"+Hw+ E‘I)Hiz(g)) (2.12)

param € N.

Proof. Considerando a equacdo (2.9). Observamos que esta igualdade vale para w € .2 ({wi}; ;)
(espago gerado por {wi};_,). Atendendo a que v}, (¢) € L ({wi},), de (2.9) vem

2
((0):0(1)) +E (V1) V¥ (0)) = 5 (v0), ), (1)) = 0 @13)
Atendendo a que se tem
1
(m(0), () < 5 om0 + € 1V (20 € #0, (2.14)
2
2dt H m HLz(Q) = (vm(t)7vf11(t)) (215)
e
1d
S dr ||VVm(f)H[2L2(Q)]” = (Vom (1), Vv, (1)) (2.16)
obtemos

d

2
= () [72i0 + IVl )_882||vm()||L2 +ag

2

HV HL2(Q) (217)
2

< 87§||VVm(t)H[2L2(Q)]n + T Hvﬁn(t)HLz(Q) . (2.18)

em que a ultima desigualdade resulta por aplicacio da desigualdade de Poincaré com constante Cp.
Seja 1 (¢) definida por

() = va HL2 —I—CZHva( )H[ZLZ(Q]H)- (2.19)

Utilizando a defini¢ao anterior, (2.17) € reescrita na forma equivalente seguinte

22 022
o°Cs; o
(1) < — P == t 2.20
n()_max{gczgz, 5 () (2.20)
€ portanto,
o’} 242
maxy -5y, &5 — ¢t
n(t) <e {8(,»252 2 } <HV HL2 +c2Hva )HiZ(Q))' (2.21)

Uma vez que

o
V() [72(0) < W+ 5 0lli2(0)
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e que,

199y < 1990120y

De (2.21) e aplicando novamente a desigualdade de Poincaré, concluimos que existe uma constante

positiva C tal que

2 o
om0 By + 1m0) oy < € (190 iz + 19+ Z01aiey). 222)
onder € [0,T].
Por dltimo, sejauEH (Q), ||uHH <L e consideremos u = u; +up, em que u; € L{wy,wa,...,wy}
(espago gerado por wy,wa,. wm) e (up,wy) =0ek=1,...,m. Temos ||u1HH1 < 1. De facto,

1< H”H%I(}(g) = HL‘IH,%{(;(Q) + H”ZH,%{(;(Q)

De (2.8) e (2.9) vem

2
<V (t),u>= (Vi (t),u) =V (t),u) = fcz(va(t),Vul) +%(vm(t),u1), (2.23)

e portanto facilmente obtemos

o? 1/2 1/2
<> | <made, %3 (190 P+ on) ) (V0 iy + )

< C||vm<r>||H(;-

(2.24)

Consequentemente,
/ [[vir (s) HH ) ds —/ sup | <vI(s),u>|*ds (2.25)

0 ueH(},HuHHd:l
r 2 2 o »

< [ 1m0y @ 45 <€ (19010 + ¥+ 5 0 (2.26)
Conjugando as desigualdades (2.22) e (2.25), estabelecemos a relacao pretendida. ]

2.4 Resultados de Existéncia e Unicidade

De seguida, utilizando o Teorema 2, pretendemos provar a existéncia de solucdo fraca do problema

em estudo bem como concluir a sua unicidade.
Teorema 3. O problema de condicdes iniciais e de fronteira (2.3) tem pelo menos uma solugdo fraca.
Proof. A desigualdade (2.12) do Teorema 2 permite concluir o seguinte:

o {vm}o_, élimitada em L*(0,T; H} (Q)),
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o {V/}>_, élimitada em L2(0,T;L*(Q)),

m=1
o {v/1=_, élimitada em r L2(0,T;L*(Q)).

Entdo existem uma subsucessdo {v,, }72, de {v,, }o°_; e v € L2(0,T; H} (Q)) comV' € L*(0, T; HY(Q)),
V! € L2(0,T; H~'(Q))tais que

v, — v em L*(0,T;H} (Q))
v, =V emL*(0,T;L*(Q)) (2.27)
vy, =V em L*(0,T;H'(Q))

em que — denota a convergéncia fraca no espago correspondente.

Fixemos um inteiro N e uma fungdo u em €' ([0, T]; H} (Q)) definida pela expressdo seguinte
N
u(t) =Y d"(t)w (2.28)

em que {d*(t)}}_, sdo fungdes regulares.
Consideremos agora m > N. De (2.9) vem facilmente

T " ) o’
/0 ( <V (5),u(s) > +A(Vvm(s)Vuls)) — T(vm(s),u(s)))ds —0. (2.29)

Se considerarmos m = m; e a convergéncia definida em (2.27) obtemos a forma anterior da seguinte

forma,
2

/0' ' ( < (s),u(s) > +c2(Vv(s)Vu(s)) — %(v(s), u(s)))ds = 0. (2.30)

A igualdade anterior é verdadeira para qualquer fungio u € L?(0, T;H& (Q)) pois o conjunto das
fun¢des definidas por (2.28) € denso neste espaco. De (2.30) obtemos

2

(OV'(t),u) + (Vv(t),Vu) — %(v(t), u) =0, u € Hj(Q)e quase certamente em [0,7]. (2.31)

Temos ainda v € €([0,T];L*(Q)) e v € €([0,T]; H ' (Q)). Mostremos que v verifica as condigdes
iniciais, isto é,

W) =9 ; V(0)=y+ 29 (232)

Para o efeito, consideremos uma fungdio u € €%([0, T]; H} (Q)) tal que u(T) = u/(T) = 0. Integrando
por partes, duas vezes em ordem a ¢, a igualdade (2.30), vem

T 2
/O ((v(t),u"(t)) +E(Vv(t), Vu(r)) — %(vm(t),u(t))>dt = — < V(0),u(0) > +(v(0),u/(0)).
(2.33)
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De forma idéntica, deduz-se a igualdade

T " 2 @’
/O ((u (), vm(t)) + (Vv (t), Vu(t)) — 4(Vm(t)’”(t))> dt = (2.34)
= — < (0),u(0) > +(vu(0),/(0)).

Fazendo m = m; e tendo em atengdo que d% (0) = (¢, w),d"* (0) = (¢ + Sy,wi), k=1,...m, das
convergéncias fracas (2.27) obtemos a igualdade
2

T I 2y \V4 o d
/0 ((u (1),v(1)) +A(Vv(t), u(f))—j(v(f%“(f))) t (2.35)

= (0,4/(0)) + (w+ 5 9,u(0).

Comparemos as equagdes (2.33) e (2.35). Atendendo a que «'(0) e u(0) sdo arbitrérios, obtém-se que
v € uma solucdo fraca do problema (2.3). O

Estabelecemos seguidamente o teorema de unicidade
Teorema 4 ([3]). A solucdo fraca de (2.3) é tinica.

Proof. A demonstracio pode ser encontrada em [3]. O






Capitulo 3

Equacao do Telégrafo - Aproximacao
Semi-discreta

3.1 Introducao

Consideremos o problema de condig¢des iniciais e de fronteira (2.2) envolvendo a equagdo do telégrafo
para Q = [a, b]. Neste capitulo seguindo [9] e [10], introduzimos a aproximag@o semi-discreta para
a solucdo de (2.3) definida a partir do operador de diferengas centradas de segunda ordem definido
numa particdo uniforme e estudamos algumas das suas propriedades de estabilidade e convergéncia.
No que diz respeito a estabilidade utilizamos o método de energia e estabelecemos uma desigualdade
que é uma versao discreta da correspondente versao continua. O resultado de convergéncia mostra que
o erro da aproximacao semi-discreta, da sua derivada no tempo e da sua "derivada" no espaco, apre-
sentam convergéncia de segunda ordem. Salientamos que o resultado de convergéncia € estabelecido
assumindo que a solugdo do problema diferencial é suave, isto &, p(t) € C*(Q) parat € [0,T].

3.2 A Aproximac¢io Semi-Discreta

O objectivo central desta sec¢do € a introducdo de uma aproximacao para a solucdo do problema
diferencial (2.3) introduzindo a discretizagio do operador de Laplace. Consideremos em Q = [a, b]
b—a

uma malha uniforme Q, de espacamento h = N

ﬁh: {xi,i:O,...,N,xoza,xN =b,x; = Xx;_ —l—h,i:O,...,N}.

Seja Q, o seguinte conjunto Q, = Qy, (a,b) . Por V, o denotamos o espago das fungdes de rede definidas
em Q;, nulas em xp € xy.
O estudo de estabilidade e convergéncia que apresentamos seguidamente utilizamos a norma ||.||,
definida em W), o e que € induzida pelo produto interno
N-1
Vnswi)n =Y, b (x)wi(x:), vie,wi € Vo,
i=1

11
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isto é
1valln = v/ Vi, i)y vie € Who.

Por D_, denotamos o operador de diferencas backward

D,xvh(xi) = Vh(Xi) _th(Xi_l) ,i = 1, e ,N,Vh € Wh70,

e por D, denotamos o operador de diferengas centradas de segunda ordem

Vip(Xig1) = 2vp(xi) +vip(xiz1) .
Dzvh(x,'): h( l+l) 2(2 ) h( 1),121,...,N—1,vh€Vh70.

Seja py(t) € Wi, parat € [0,T], a solugdo do sistema diferencial ordindrio

Ph(t) +ap)(t) = ZDapy(t) + fult) em Q% (0,7}
pi(x0,t) = pp(xn,t) =0 em (0,T]
ph(O) =V, em Qh
Pp(0) =¢n emQy,
em que, por simplicidade, tomamos f(7)(x;) = f(x;,2), i=1,....,N—1, ¢p(x;) = ¢ (x;), ¥p(x;) =
v(x),i=1,....N—1.

A solugéo py(t) é dita aproximagdo semi-discreta para p(t).

(3.1)

A existéncia da aproximagcdo semi-discreta py(t) é facilmente garantida uma vez que pj,(¢) é solucdo
de um sistema diferencial ordinério de segunda ordem que se pode reescrever na forma matricial

lez(t) :AhZh(t) —i—Fh(l‘), te (O,T]
Z;(0) dado,

em que Z,(¢) = [pn(x1,t) .. pn(en—1,8) P}, (x1,2) ... Pl en—1,)]T, Fy =1[0...0fn(x1) - .. fu(xuN — 1)]T,

0 Iy
Ah = 2 )
—oly_q WM

em que
-2 1 0 0 0
1 -2 1
M, = 0 0
0
0O 0 O 1 -2

3.3 Estabilidade de p(¢)

Comecemos por considerar o problema diferencial (2.2) e vejamos de forma sumdria a estabilidade da
soluc@o p(t). Da equagido diferencial vem

(p" (1), P (D) +allp' ()72 +(VP(1), VP (1) = (f(1), p(1))
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e portanto
1
(P"(1),P' (1) + (e = )||p )|z +*(Vp(2), VP (1)) < @Ilf(f)\\iz(g)

em que € # 0.
Atendendo a que a desigualdade anterior pode ser reescrita na forma equivalente seguinte

d 12 o T2 2 2 1 2

1P O +20—e) [ 156)0ds +EIVp0E0) < 5170 e
concluimos

10/ (6) 220y + 20— €2) Ji 1/ ()22 gy s+ 2 Vi ||Lz ) o)

< 202 o IOz ds + 1V T2 + IVl )t € [0,T].

Para o > 0 e €% < «, a Gltima desigualdade mostra a estabilidade do problema (2.2).

Pretendemos seguidamente estabelecer um resultado de estabilidade que pode ser visto como uma

versdo discreta da desigualdade (3.2). Utilizamos a notag¢do seguinte

N
|D_sup |3 = Zh(D,xuh(x,-))27uh € Who.
i=1

Observamos que se tem a identidade seguinte
(Daup,vi)h = —(D—xup, D_xvi) 4, up, vy, € Who,

em que
N

(D—xuhaD—xvh)—i- = ZhD—xuh(xi)D—xvh (xi>-
i=1

Teorema 5. A solucdo do problema semi-discreto (3.1) satisfaz
b0l +2a—e) [ [P} ds+22 Do) <
< sex L I6) R ds+ Wl + ID-10 R € 0.7,
emque € #0e20—¢€ > 0.
Proof. Da primeira equagdo de (3.1) obtemos
(Ph (1), Ph(1)), + e (pi(0), Pi(1)), = & (D2pn(t), (1)), + (ful1), Ph(1)),,

Atendendo a que
(D2ph(t)7p;1(t)>h = (Dfxph(t)vaxp;l(t))h

ld

2

(D_xph(t),D—xPZ(t))h

(3.3)

(3.4)
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de (3.4) concluimos

1d 2 2 1d
S PO+ e[ ph0) [ = =25 S ID—pn(®)1 + (fule), (1)), (33)
Uma vez que vale a desigualdade seguinte
1 2
(Fu®), Ph(0)) < 7z I i+ PO, (3.6)
com & # 0, vem ainda
LTIV ENTINTE Y 2 1 2
POl +2(e =) [|pa)]];, + e ID-pu @15 < 55 1Fa)]l5 £ € (0,7, (3.7)

A desigualdade anterior admite a representacdo equivalente seguinte

1 / T L
i (Hm(r>Hi+2<a—£2> L 1P ds +eID-apu)IE =5 [ 150613 ds) <0,1€(0,7],
(3.8)

€ portanto,

40l +20a—e) [ 1A ds+ID-m)IE <

1/ 2
< 55 |, IG) 1 ds+ i+ D] € 0.7
(3.9

O]

Comparando as desigualdades continua (3.2) e a semi-discreta (3.3) concluimos que esta ultima pode
ser efectivamente vista como uma versao discreta da primeira.

O conceito de estabilidade estd associado a propagacdo de perturbacdes das condigdes iniciais de
um problema diferencial. Uma vez que o problema em estudo € linear facilmente concluimos a
estabilidade no sentido anterior. De facto, sejam py(t) e pj(¢) duas solugdes de (3.1) com condi¢des
inicias definidas por ¢y, W, € @y, W, respetivamente. Consideremos agora wy,(t) = p(t) — py(t) que
é solucio do problema semi-discreto (3.1) com f;,(t) = 0 e condigdes iniciais ¢, — ¢, € W), — ¥,. O
Teorema 5 permite concluir o resultado seguinte

W@ ;+2(a—e) [ [wio); ds-+D-am0lf <

<y = wlz+ID-o(9 = )|, 1 € [0,7]. (3.10)

A desigualdade anterior mostra que o problema semi-discreto (3.1) é estavel.
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3.4 Anailise da Convergéncia

Seja Ej(t) o erro de semi-discretiza¢do espacial definida pelo operador D,

En(t) = Rpp(t) — pa(t), (3.11)
isto €,
E/l(-xiut) = p(-xht) _ph(-xht)) i= 07' '°N7

em que py(r) € a solucdo de (3.1), p(t) € a solugdo de do correspondente problema diferencial e R,
denota o operador de restricao usual.

Seja Tj,(t) o erro de truncatura espacial associado ao operador D,. Observamos que este erro satisfaz
a igualdade seguinte.

Note-se que,

p"(6) +ap/(t) = Dap(t) + fi () + Ti(1),
e portanto admite a representagdo

4 4

N2 J*p _ 2*p _ 2
Tt = ¢ (5 G+ S H ) ) .

parai=1,.... N—1e&,n; € [xi—1,xi+1]-

Atendendo a que

Pi(t) + apy(t) = Dapu(t) + fit)

concluimos que Ej () € solu¢do do problema de condig¢des iniciais e de fronteira,

E/(t)+aE;(t) = *DaEp(t) — Ty(x;,t) em &, x (0,7,

E,(0)=0 Q
W(0) =0 cm &, (3.12)
E;(0) =0 emQy,
Ej(x0,1) = Ep(xn,t) =0 em (0,T].

O Teorema 5 permite estabelecer um majorante para o erro Ej(t). De facto, considerando o teorema
mencionado obtemos

2 ! 2 o
[0+ @a—e) [ IE; ds+ DB < 5 [ 1T ds. re 0,71, G.13)
Concluimos deste modo o seguinte resultado:

Teorema 6. Se o problema (2.3) tem solugdo p(t) € €*(Q), entdo existe uma constante C positiva
tal que
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8
| E5(1) .

ds, t€0,T]. (3.14)

O]+ a—e) /HEh Hhds+c2HD_th()||+<Ch4

onde C = 2(.92122’ ee#0,2(0—€%) >0.

Proof. O resultado € uma consequéncia imediata de (3.13) pois

”Th(t)H%:[:Z_’]h( L TP ))>

2
(3.15)

O]

O Teorema 6 mostra que, embora o erro de truncatura 7,(r) seja de segunda ordem, E} () e D_Ej(t)
séo também de segunda ordem. Atendendo a que o erro Ej(¢) verifica a desigualdade

_max By ()] < QfIDEN0)].

concluimos também que se tem || Ej(t) || < Ch?.

3.5 Método de Diferencas Finitas versus MEF

O Teorema 6 mostra que o método introduzido apresenta ordem de convergéncia igual a 2. Uma vez
que, como mostramos seguidamente, o método considerado € equivalente a um método de elementos
finitos segmentado linear completamente discreto no espago, este resultado mostra que esta solugdo de
elementos finitos apresenta as mesmas propriedades de convergéncia. No que diz respeito a "derivada
no espago” da solucdo de elementos finitos segmentada linear, este resultado permite concluir que tal
derivada apresenta convergéncia quadratica para a correspondente derivada da solucao fraca.
Seguidamente mostramos que o método de diferencgas finitas introduzido é efectivamente equiva-
lente ao método de elementos finitos segmentado linear combinado com férmulas de quadratura
convenientes.

Recordamos que a solucdo fraca do problema envolvendo a equagao do telégrafo em andlise, verifica,
além das condicdes iniciais anteriormente introduzidas, a igualdade seguinte

(p"(1),8(t)) + 0 (p'(1),8(1)), = = (Vp(1),Veg(t)) + (f(1),&(t)), Vg € Hy (Q) (3.16)

quase certamente em [0, 7] ([3]).

Seja P, o operador de interpolacdo segmentado linear associado a particdo €, e seja Vj, = { Pygn, g1 € Wh70}
o espaco das funcdes segmentadas lineares associadas a tal particdo. Observamos que V;, C Hé (Q). A
aproximacgao de elementos finitos segmentada linear P,p;,(f) € V}, satisfaz a igualdade
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((Pupn(1))" Pugn) + & (Pupn(t)), Pugn) = —c* (YPupu(t), VPugn) + (f(t), Pagn) ,Yh € Wio
(3.17)

Pupi(0) = PiRy ¢, Pup),(0) = PuRpy.

Notamos que
(VPupi(t), VPugh) = (D—xpn(t), D—x8n)+-

Por outro lado, se considerarmos a seguinte aproximacao

(Pugn, Pattn) =~ (qnsun)n,qn, un € Who,

nos restantes termos de (3.17) envolvendo o produto interno de L?(Q), obtemos

(p;t/(t)vgh)h +a (P;L(f)’gh)h = _C2 (D—xph(t)7D—xgh>)+ (fh(t)agh>h 7Vgh € Wh,O; (3.18)

em que fy(x;,t) = f(x;,t),i=1,....,N—1.
Finalmente, escolhendo a fun¢do g; de modo conveniente, obtemos

pZ(t) +ap;;(t) = czszh(t) +fh(t)7 em Qp X (OvT]v (3.19)

que € justamente a identidade que caracteriza o método das diferencgas finitas em estudo. Obser-
vamos ainda, uma vez que py(t) € W, entdo py(xo,t) = pp(xy,t) = 0 e, por outro lado, p,(0) =
Ry, p},(0) = Ry






Capitulo 4

Equacao do Telégrafo - Modelo Discreto

4.1 Introducao

Neste capitulo pretendemos estudar o comportamento da solu¢do do problema (3.1) quando con-
sideramos a integracdo temporal deste sistema com um método adequado. Notamos que, uma vez
que o sistema diferencial de segunda ordem (3.1) pode ser reescrito como um sistema diferencial
ordindrio de primeira ordem (como vimos no capitulo anterior), poderiamos ter recorrido a métodos
numéricos para equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, como métodos de Euler ou
métodos de Runge-Kutta. A abordagem adoptada permite introduzir um método numérico cuja analise
de estabilidade e convergéncia sio facilmente construida a partir do método de energia.

Consideremos a malha temporal uniforme {t,,,m = 0,...,M} em que At = ty1] —ty € MAt =T.
Substituimos em (3.1) a derivada temporal de segunda ordem p} (t,,) por D2 pp(tm), em que D,
denota operador de diferencas centradas de segunda ordem

n(tms1) — 200 (tm) + Pr(tm—1
DZ,zPh(t,n):p(m+) PAt(Zm) piu(tm_1)

e a derivada temporal de primeira ordem mas calculada em t,11, p), (fm+1), por D_;py(tm+1), em que
D_; denota o operador backward

t — t
thph(thrl) = ph( m+l)At ph( m) .

Observamos que esta tltima aproximagao € equivalente a substituir pj,(t,) por D, pj(tm), em que D;
denota o operador de diferencas forward
_ Pultms1) — Pa(tm)

A velocidade inicial é também substituida considerando a o operador D;.

19
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Somos entdo conduzidos ao seguinte sistema completamente discreto no tempo e no espago

Dyt aD_ pitt = EPDop T + fultn) em Qp x 1,1, ty—1,
P)=Ryp emQy,

1_.0 4.1)
phAtph = Rhl,l/ em -Qh
Pi(x0) = pp(an) =0,m=1,....M.
4.2 Estabilidade
O resultado seguinte estabelece a estabilidade do método numérico (4.1)([2]):
1
Teorema 7. Seja p;' € Wy 0,m =0,...,M definida por (4.1). Entdo para At < 5 tem-se,
2T
1D+ ID-phIE < e (IR + (1D Rid | MD_ Ry,

+ymaxj—i, -1 |fi(t)|7,

param=2,...,M.

Proof. Consideremos a primeira equagdo de (4.1). Fazendo o produto interno membro a membro,

desta equacdo por D_; pZ”l, obtemos a expressdo seguinte

(Dapfy, D-1py ™)+ (Db ™ Dap ™), = & (Dot Dby ™)+ (il ). Dey ™

4.3)
Para (DQ[ Py, D— pZ“’l ) 5 obtemos, sucessivamente,
D._ m+l_D7 m
(DZZPquD*tp’;:Jrl)h _ ( tPp " tPh 7Dtpz1+l> (44)
h
Doy Ml = (Dey, D),
= 4.5)
At
D._ m+1(2 D_.p" 2 D_ m+112
Z H tph ||h H tph Hh” fph Hh 2 (46)
At
D._ m+112 D _.p" 2
> 1D—Py™ Nl — 1P Pyl 4.7)
2Af
Para (sz Py Dy pf“) , obtemos as representacdes equivalente seguintes
(DZxPZanthlH)h :(Dfo;,nH,DfxD—tthH)Jr
D_ m+l_D7 m
= (D, T2 Py, 48)

At
1
= (ID-p 2 = (D Db )
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Atendendo a que se tem

1 1
(D_ep ™ Dxp)+| < §||D,xp’,j’“ I3+ EHD—xP'Zin,

de (4.8) vem ainda

1
= (Do D), < i (= 10— B+ D).

Conjugando (4.3) com (4.4), (4.9) e atendendo a que se tem

1 1
(i) Do) < 5 i) 7+ EIID—zPZ+1 17,

obtemos

201 —tPp

2At

2 +112
- Dt | gy 2 SCZ(uD)dp;,"||+—uz)xp;;l \|+>

1 1
3 it 2+ S 1D
e portanto

(1=2A0)||D— py 7 + A IDpy A < PP |7+ ID—appt 12
""At”fh(tm)Hia

param=1,.... M —1.

Assim, para At < %, de (4.10) concluimos

102 3+ D 12 < i (ID-0pp R+ ID-p 1)
+ 155 )17

param=1,.... M —1.
A desigualdade (4.11) permite estabelecer a seguinte estimativa
m—1
1D+ ID-pi P < ()" (ID-mhli+ID-p}l})
1\
s (s )" IR,
param=2,...,M.

Observamos agora que se tem as seguintes estimativas

( | >ml :(1+ AL >ml
1-2A¢ 1-2A¢t
2A1(m—1)
< e 1-2A
2T
<el—2At’

4.9)

(4.10)

@.11)

(4.12)
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e ainda
m=1 j m—1
1 m—j 1 m—1 .
At < ) t: 2 :At( ) 1—2AIJ71 t 2
E (o) M@l =2 jﬂ( V)12
1 m—1 —
:At(l—ZAt> max o)l Z — 2407
..... =~
I ym-l 51— (1—2Ar)"!
i) ,
1 -2A jlme ”fh(f)H 1—(1-24¢)
o 1
<erwo max £t
Jj=1,...,

Conjugando as tltimas estimativas com a desigualdade (4.12) obtemos

2T
ID_ B+ ID-pl < et (I p} I+ 21D}

1 (4.13)
+ymax =11 | fu(t))I[7
param=2,....M.
Para concluir o resultado pretendido notamos que se tem
D_.pj,=D_R,0 +AtD_ R, y.
De facto, de D,,p}l = R,y vem
D_.D_,;p} =D_R,y
isto é
D_D_.pj, = D_ R,y
ou ainda
D_.pt=D_.pd+AtD_,R,y.
O

Sejam pj' e p)’ duas solugdes definidas por (4.1) com condi¢des iniciais ¢, ), € ®p, Wy, respectiva-
mente. O teorema anterior permite facilmente concluir para @' = p}’ — p}' a estimativa

_2r . ~
1D e [l7 + 2| D—xoop ||} < e (llllfh = Willi + ¢ (ID—x (91 — @) l| -+

(4.14)
FAD- (v = ) 4)?).

Concluimos a estabilidade do esquema numérico para perturbacdes das condicdes iniciais tais que
12
W — Wills,

HD—XWh - qsh) H+7

At|[D—c(yh = W)+,

sa0 pequenos.
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4.3 Convergéncia

Pretendemos seguidamente estabelecer a convergéncia do método numérico (4.1). Com este objectivo
observamos que o erro de truncatura verifica

D2 p(Xistm) + AD—_ p(Xistms1) = 2 Daxp(Xistms1) + f(Xistm) + Ti(xis 1) em Qpum=1,.... M —1,
D_;p(xi,t1) = W(xi) + Th(xi 1) i=1,....N—1,
pxi,t0) = ¢(x;) i=1,....N—1,

(4.15)
e portanto, parai=1,..., N—1,m=1,... M, T, admite a seguinte representagao

HQ%M):ZD?p@h%)+a?46Q”%+O—C?buﬁmmm4)—f@h%)
= Gt + 5 (G o0+ G0
(S 5 )
22 (x;, )+24(314(m,tm+1)+ 314(772,tm+1)>>
Vi ) ()
(f; (1.8 + 220 8)) 4 2L 185

d°p
24(? f n17tm+1) ﬁ(’h»%ﬂ))
a°p
—* Mt J1ox 2()6,,54)

*C

2At 9°p

Para Tj,(x;,#1) temos
Ty(xi,t1) = D—zP(XiJl) —y(x)

em que & € (tm—1,tm+1),M) € (Xi—1,Xit1)-
Atendendo a que a solu¢do numérica é definida por (4.1), obtemos para o erro global e definido por

E;zn = Rup(tm) — P?

isto é
Elrln(xi) = p(Xj,tm) _P'}?(xi)ai = 07 s 7M7
o seguinte problema de diferencas
Do EM +aD_ pitt = 2Dy pi N + T(ty) em Qpum=1,...,M 1,

D_E}(x)) =Ty(xi,t1) i=1,...,N—1, (4.16)
E)=0 i=1,....N—1.
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. 1
Considerando agora o Teorema 7 obtemos, para At < X

_2r
1D BB+ DB < e (T [+ (A DT )%+

1 : 4.17)
+§ maxX;—i,....m—1 HTh(t]) Hh)

param=2,....M. Assim, se p € C*(Q x [0,T]) (espago das funcdes definidas em Q x [0, 7] com
derivadas parciais até a ordem 4 continuas naquele dominio), entdo

1D B+ DB < Clplesiaeom (A2 +14). (4.18)

Por outro lado
IE4ln < CAZ Pl 2oz (4.19)

Provamos o resultado seguinte:

1 _
Teorema 8. Se At < S€ep € CHQ x [0,T]), entdo existe uma constante positiva C, independente de
h e At tal que o error E;" verifica (4.18) e (4.19).



Capitulo 5

Outros Métodos para a Equacao do
Telégrafo

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos de forma muito suméria outros métodos retirados da literatura e que sdo

considerados no capitulo de experimentacdo numérica.

Com o objectivo de simplificar, consideramos o problema (2.3) com a = 0 isto €, consideramos a
equacdo de onda

=c" =5, xe€Q, t€(0,T], (5.1)

’p _ 29°p
o2 9x2

para o problema da seccdo 5.2.

5.2 Meétodo de Ordem mais Elevada

Comecemos por introduzir os métodos proposto em [1] . Uma aproximagdo de ordem mais elevada
para derivada de segunda pode ser obtida a partir da seguinte representagdo

%p(x;,t, 1 . m
) = g |awnt X an (o) + )| + 00) 52)

desde que os coeficientes ag € a,, sejam calculados de forma conveniente.

* No caso particular de M = 1 obtemos, sucessivamente,
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92 iyIn 1
1;(;) = 13 laopi +a (p(xiet,tn) + p(xis1,1a))] + O(h*) (5.3)
1 d h? 94
= aop(xl,tn)+a1 <2p(x,,t,1)—|—hza 127( i)+ —= 33 é)(xl,tn)>] +0(h?)
5.4
1 23217 2
= ﬁ aop(xz,fn)+201P(Xzafn)+alh 2 (xlatn) +ﬁ(h ) (5.5)
. 2
_ (a0 200 plsi ) Far 2P (1) + O0R). (5.6)

12 a9

Assim, para termos a dltima igualdade, os coeficientes ag e a; deverdo verificar as igualdades
seguintes

ap+2a; =0
a1:1

ag=—2
ar=1

Obtemos deste modo a usual discretizagdo da derivada de segunda ordem de segunda ordem.

isto €

* Consideremos agora M = 2. Neste caso obtemos

9% p(xitn) 1 4
ox2 = 2 [aop)+ar (p(xi-1,1,) —i—p(x,-+1,t,l))] +ax (pxio2.t) + p(xiv2,tn)) O ()

= Jaoplosistn) + ar (20 (ait) + W58 (5ita) + 4 i i) |
i (2p (5t ta) + (20258 (xista) + 255 SR (x1) ) ()

= h% (ao +2ay +2a2) p(x;,ty)

(a1 +4a2) 2 L8 (xi 1)

(G + Fan) 58 (xi )| +O(h).

Assim, os coeficientes a; deverdo verificar

ap+2a1+2a =0

ai+4a, =1
ay+16a, =0.
Obtemos assim
_ 5
ap = )
4
a) = 3
1
a) = 12

No primeiro caso, se At = O(h?) entdo o Teorema 8 permite concluir

|D_E |} + D ELIP. < CH?
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IEs [In < Ch2.

No segundo caso, ndo podemos garantir que se At = O(h*), entio o erro E;" € também de ordem 4.
No capitulo seguinte ilustramos o comportamento do método obtido considerando esta discretizagdo

espacial e a integracdo temporal andloga a estudada no dltimo capitulo.

5.3 Outro método

De seguida consideremos um novo método que foi introduzido em ([5]). Este método € obtido
considerando a discretizacdo temporal de segunda ordem. De facto, os autores consideram

22 Ar?) 94
th@,zm) — Doy p(xi ) — ( > ) a—:(xi,tm) + oAt (5.7)
ap B A2 d3p 4
E(Xi,tm) = Dctp(x,-,tm) — 7W<Xi,tm) + O(At ) (58)
2?2 Ar?) 94
a—xf = Do p(Xistm) — (12)8154‘@)(&54) (5.9

(5.10)

em que Dy, e Dy, denotam os operadores de diferencas centradas de segunda ordem em ¢ e em x,

respectivamente,
p(Xistmi1) = p(Xistm—1)
D ivtm) = )
Clp(xH m) 2A[
ei=1,....N—1len=0,...,M— 1. Assim, os autores introduzem o método seguinte
il _ 24+ OcAt—Zsp,} s(pio +riy) 1 ] 5.11)
! 1+oAr ! 1+ oAt 14+ oAt ’
em que s = Ciﬁéz )

O método anterior apresenta erro de truncatura de segunda ordem em x e em ¢ e portanto, assumindo
que o método é estavel, poderemos inferir que tal método apresenta convergé€ncia quadratica. Notamos

que tal estudo analitico ndo foi objecto deste trabalho.






Capitulo 6

Simulacao Numérica

6.1 Introducao

O objectivo principal deste capitulo € ilustrar os resultados tedricos apresentados ao longo deste
trabalho. Além de ilustrarmos o comportamento qualitativo do modelo (2.3) em fun¢do dos diferentes
pardmetros envolvidos na equacdo do telégrafo, pretendemos ilustrar o teorema central de convergéncia
demonstrado no capitulo 4 - Teorema 8- estabelecido para o método (4.1). Iremos ainda averiguar as
propriedades de convergéncia dos métodos introduzidos no tdltimo capitulo e que ndo foram estudados

analiticamente.

Para tal, consideremos como exemplo as fungdes ¢, y e a fungdo f(x,7) tal que

p(x,t) =e 'sin(2nx), x€[0,1] 7€ [0,1] (6.1)

¢ a solucdo do problema (2.3) com as condicdes iniciais

p(x,0) = sin(27x),
{ % (x,0) = —sin(2mx). (6.2)

Na sec¢do 6.2 comecamos por considerar o método estudado nesta dissertacdo no capitulo 4, na sec¢io
6.3 consideremos o método descrito na sec¢cdo 5.2 e por ultimo, na sec¢do 6.4, consideramos o método
descrito na sec¢do 5.3.

No célculo dos erros que sdo apresentados seguidamente nas Tabelas (6.1), (6.2) e (6.3), foi considerada
a solugdo do problema dada em (6.1), a solu¢do numérica obtida com cada método e o erro

E}'(xi) = ply (xi) — p(Xis tm). (6.3)
Recordamos novamente que relativamente ao método por nds estudado, uma vez que provamos que
ID_E}|l+ < C(At+17),
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entao
max ||} [l = max |E} (x;)| < C(Ar +h?).
m 1

Logo se At = O(h?), obtemos
|Ep"|| < Ch?.

Por fim foi calculado || E}"||c.

6.2 Método Implicito

Comec¢amos com uma pequena ilustragdo do comportamento qualitativo da solugdo da equacio do
telégrafo. Os graficos apresentados nas figuras (6.1) e (6.2) foram obtidos com N =400 e M = 200.
A figura (6.1) ilustra a influéncia do pardmetro ¢. No gréfico da figura da esquerda consideramos
¢ =0.4 e c = 10 no géfico da imagem direita. Em ambos os casos tomdmos o = 1.

Na figura (6.2) pretendemos ilustrar a influéncia do parametro ¢. O gréfico da imagem da esquerda
foi obtido com & = 2.1 e tomdmos o = 0 no grafico da imagem da direita.

Pl
=
|
\

o a1 0z 03 04 as 08 Liky os o9 1 a 01 oz 03 04 o5 s a7 o8 o9 1
Coordenadas em (x) Coordenadas em {x)

(a)c=04. (b) c =10.

Fig. 6.1 Solug¢do numérica de p;’ para uma malha N =400 e M = 200 e &t = 2. As imagens superiores
representa o perfil da onda no instante final.

Salienta-se que em cada uma das figuras de (6.1) e (6.2), a imagem inferior apresenta a solugdo
numérica obtida para uma malha uniforme para todos os instantes de tempo considerados, enquanto
que a figura superior representa o perfil da onda no instante final.

Pelas imagens (6.1) podemos inferir, para os casos considerados, que para uma constante ¢ maior
observamos uma maior vibra¢do na onda.

A imagem (6.2) ilustra o comportamento da solugdo para dois & distintos. Observamos ¢ maior induz
uma menor propagac¢do da onda. Salientamos que o caso & = 0 corresponde a um caso particular da
equacdo do telégrafo - a equagdo da onda.
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o a1 a2 03 04 as 06 o7 a8 08 1 a 01 02 a3 a4 05 a6 a7 LiF:] 08 1
Coordenadas em (x) Coordenadas em (x)

a5 05

05

500 200 -1 200
400 300 200 o 100 500 400 300 o0 100

(a) oo =2.1. (b) a =0.

Fig. 6.2 Solugdo numérica p}' paraamalha N =400e M =200e c =1
As imagens superiores representam o perfil da onda no instante final 7 = 1.

No que se segue, pretendemos ilustrar a convergéncia do método numérico (4.1) considerando sempre
o exemplo descrito no inicio deste capitulo, bem como a ordem de convergéncia obtida no capitulo
(4.1) estabelecida no Teorema (8). Fixdmos ¢ =1 e a@ = 2.1. Na figura (6.3) ilustramos a solucéo
obtida numericamente e a solugéo exata.

450

(a) Solugao numérica a azul e solugdo tedrica a verde,

no instante final 7 — 1. (b) Zoom dos graficos de 6.3a.

Fig. 6.3 Comparacdo entre solucdo numérica e a solugdo tedrica, parac =1, a =2.1, N =400 ¢
M =200, (6.1).

Para terminar esta seccdo, pretendemos ilustrar o resultado do Teorema 8, ou seja, pretendemos ilustrar
a convergéncia quadritica do erro global. Com este objectivo fixemos At = % Na expressao (6.4), r
denota a aproximacdo numérica para a ordem de convergéncia do método. Consideramos 4 malhas
com N; =20%2=D paral=1,...,4,e hy = N% Seja Ej) o erro associado a malha {. A ordem de
convergéncia r; é dada por

5 chi\"

1

—L = — (6.4)
E}, <ch2 )
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isto é

(6.5)

Na Tabela (6.1) sdo apresentados os erros obtidos para cada uma das malhas referidas anteriormente

bem como as ordens de convergéncia correspondente. Notemos as ordens de convergéncia encontradas

sdo aproximadamente 2, como estabelecido no Teorema 8.

N Erro r

20 0.010463408721689

40 0.002608317801437 2.004161357219479
80 | 6.505174765762956e-04 | 2.003459938932922
160 | 1.615474081575474e-04 | 2.009630212001453

Tabela 6.1 Erros para diferentes malhas com ¢ = 10, & =2 e M = 2000 obtidos com o método (4.1).

6.3 Meétodo de Ordem Mais Elevada

Nesta seccdo iremos apresentar um estudo de simulagdo numérica para o método proposto em [1].
Este método apresenta uma discretizagdo espacial com erro de truncatura de quarta ordem e, com o
a = 0, o erro de truncatura temporal € de segunda ordem em Az. Uma vez que pretendemos observar
ordem 4 globalmente, ¢ suficiente considerar At = O(h?). Os gréficos contidos nas figuras 6.4 foram
obtidos com N = 100 e M = 1000 e T = 0.1. A semelhanca do que foi feito anteriormente, a imagem
(6.4a) pretende ilustrar a influéncia do parametro c. Na figura (6.4a) tomdmos c =1e ¢ =0.5 na
figura (6.4b).

Acoustic Wave Equation with ¢ =1 and r = 0.0001
time(t) = 0.1

Acoustic Wave Equation with ¢ =0.5and r = 2.5¢-05
time(t) = 0.1

LE} a5 06 a7
Spatial co-ordinate (x)

a1 02 03

(a) Solugao numérica para c = 1. (b) Solucao numérica para ¢ = 0.5.

Fig. 6.4 Soluc¢do numérica p;’ para uma malha N =100 e M = 1000 e T = 0.1. As imagens superiores
representam o gréfico da solugdo da equacao da onda instante final.
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Salienta-se novamente que em cada uma das figuras de (6.4), a imagem inferior representa a solucio
numérica obtida para a malha uniforme em todos os instantes de tempo considerados, enquanto que a
figura superior representa o perfil da solugdo no instante final.

08

04

02

-02

-0.4

-08

Fig. 6.5 Solucdo Numérica para no instante 7 = 0.1.

Na figura (6.5) verificamos que a solugdo numérica estd proxima da solucdo real. De seguida, na Tabela
(6.2) pretendemos ilustar a ordem de convergéncia do método utilizado. Nas condi¢des anteriores, o
erro de truncatura é de ordem 4 pois tomamos o = 0, 1 = 1072 e At = 10~* ou seja At = h*. Assim,
€ expectavel que a ordem de convergéncia seja aproximadamente 4.

N Erro r
20 | 0.023544498241461
40 | 0.012345362986502 | 0.931420721409439
80 | 0.006161388622317 | 1.002641816252781
160 | 0.003074588818990 | 1.002862050688937
320 | 0.001519504453073 | 1.016792581280102
Tabela 6.2 Erros para diferentes malhas para o método proposto em [1].

Contrariamente ao anteriormente anunciado, os resultados apresentados na tabela anterior (6.2) apenas
permitem inferir que o método em estudo tem ordem de convergéncia igual a 1. Esta questao deverd
ser estudada posteriormente.

6.4 Método Explicito

Por dltimo, ilustramos o comportamento método explicito considerado na dltima sec¢do do capitulo
anterior. Os resultados apresentados nas figuras (6.6) foram obtidos com uma malha uniforme com
N =100 e M = 1000. A figura (6.6a) ilustra o comportamento da solu¢ido do problema em estudo
parac=10e o = 2 e a figura (6.6b) ilustra o comportamento para c = 1 e o = 0.05.
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centration prafie (u)

Con

2

o

Acoustic Wave Equation

with ¢ =10and r=1
time(t) = 1

a1

0z

04 as &
Spatial co-ordinate (x)

03

o7

centration profie (u)

Con

2

-

Acoustic Wave Equation with ¢ =1 and r = 0.01

timel(t) = 1

[} 0z

(a) Solugdo numérica parac=10e ox = 2.

(b) Solu¢do numérica parac=1e o = 0.05.

Fig. 6.6 Solu¢do numérica pj' para uma malha N = 100 e M = 1000. As imagens superiores represen-

tam o perfil da olucdo no instante final.

Notamos que o erro de truncatura, tanto no espago como no tempo, é de segunda ordem. A ordem de
convergéncis quadratica observada para o método (6.2) foi obtida considerando uma escolha particular
de Ar. De facto, tomamos nesse caso Ar = h2. No caso presente tal restricio ndo é necessdria. As
ordens de convergéncia apresentadas na tabela seguinte foram calculada utilizando a relacio (6.4).

N Erro r

20 0,004729525848100

40 0,001165020201888 2,021340583500526
80 | 2,825448695493726e-04 | 2,043803073892238
160 | 6,249274252434489¢-05 | 2,176719432991499
320 | 1,111655640290143e-05 | 2,490978704017532

Tabela 6.3 Erros para diferentes malhas com ¢ = 1, @ = 0.05 e M = 2000 para o Método Explicito.

A Tabela (6.3) resume o resultado dos erros obtidos para cada uma das malhas referidas bem como as

ordens de convergéncia obtida numericamente. Como facilmente constatamos, a ordem de convergén-

cia observada é aproximadamente 2.



Capitulo 7

Conclusao

A libertacdo, transporte e absor¢do de farmacos estimulados por ultrasons € um campo onde a
investigacdo tem sido intensa nas dltimas décadas. Dispositivos médicos de transporte e entrega de
farmacos onde a utilizac¢do de estimulos € frequente t€m sido utilizado em oncologia com o objectivo
de substituir o tradicional administracdo da quimioterapia. Assim, os firmacos sdo colocados em
dispositivos poliméricos que sdo introduzidos na corrente sanguinea e que apresentam alguma afinidade
com o tecido alvo. Este tecido € posteriormente "bombardeado" com um ultrasom que gera uma onda
de pressdo acustica que se propaga e que induz altera¢des significativas no dispositivo polimérico
bem como no tecido alvo. A completa descricdo do transporte e absor¢do do farmaco depende das
caracteristicas da onda de pressdo que € descrita por uma equacio do telégrafo.

A aplicacdo da equagdo do telégrafo na libertacdo de farmacos foi a principal motivacdo para este
trabalho. A necessidade de estabelecer a existéncia e unicidade do problema diferencial que descreve a
propagacdo da onda de pressdo bem como o transporte e absor¢do do farmaco, passa necessariamente
pelo estudo da primeira equagao.

Apds uma breve introducio, inicidmos este trabalho com o estudo da existéncia e unicidade de solucio
fraca do problema de condi¢des iniciais e de fronteira envolvendo a equacgdo do telégrafo - capitulo 2.
Uma vez que nio é conhecida a expressao da solucio do problema em estudo, € necessdrio desenvolver
ferramentas numéricas que permitam de forma precisa determinar, pelo menos de forma aproximada,
a solugdo do problema continuo.

No capitulo 3 inicidmos o estudo do modelo discreto que ird substituir a equagao do telégrafo continua,
considerando a aproximacgao semi-discreta definida pelo operador de diferengas centradas de segunda
ordem definido a partir de uma malha uniforme. Mostramos que esta aproximacdo € estavel e
convergente com ordem de convergéncia igual a 2. Esta propriedade vale para a aproximacao semi-
discreta, para a sua derivada temporal e para a sua "derivada" no espaco. Temindmos este capitulo
observando que a aproximacao semi-discreta introduzida coincide com a solucio de elementos finitos
segmentada linear combinada com férmulas de integragdo convenientes.

O estudo de um método implicito foi considerado no capitulo 4. Neste capitulo destacamos o Teorema
7 onde se caracteriza a solu¢do numérica a partir das condic¢des iniciais e que tem com consequéncia
a estabilidade do método numérico (4.1). A convergéncia deste método € estabelecida no Teorema
8. Neste resultado provamos que as "derivadas numéricas" temporal e espacial a solu¢cdo numérica
convergem para as correspondentes derivadas da solugdo continua.
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Com o objectivo de comparar o método (4.1) com outros métodos propostos na literatura, no capitulo
5 introduzimos de modo sumadrio outros métodos apresentados na literatura. Entre estes métodos
destacamos o método proposto em [1] em que a discretizag@o espacial apresenta ordem 4.

A simulac¢do numérica que ilustra os resultados apresentados neste trabalho estd incluida no capitulo
6. Neste capitulo ilustramos a influéncia dos parametros da equagdo do telégrafo no comportamento
da solucdo do modelo continuo. Ilustramos ainda o resultado de convergéncia demonstrado para o
método (4.1). Mostramos numericamente que método explicito obtido discretizando as derivadas
temporais de segunda e primeira ordens com os operadores de diferencas centras de segunda ordens,
apresenta convergéncia quadratica. Finalmente, os resultados de simulagdo nao permitem concluir
que o método numérico obtido discretizando a derivada espacial com um operador de diferencas que
induz um erro de truncatura de quarta ordem e considerando At = O(h?) com o = 0 apresenta ordem
de convergéncia igual a quatro.
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