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RESUMO

Esta dissertacdo aborda a modelacao e a analise de lajes retangulares de comportamento elastico
linear com apoios pontuais ou, alternativamente, planos em dois lados opostos, tendo por
objetivo a comparacdo dos modelos e das solugdes de elementos finitos para elementos planos
e para elementos solidos, para o caso particular da acdo de uma carga pontual.

A razdo de ser deste estudo centra-se nos resultados inesperados, para a distribuicdo transversal
da carga em tabuleiros de pontes mistas, obtidos por Fernandes (2017). Tendo em vista o
esclarecimento deste resultado, Fernandes (2017) desenvolveu um modelo mais simples, de
uma laje homogénea sobre apoios pontuais, com elementos finitos planos de laje. Os resultados
para este segundo caso foram ainda mais surpreendentes, tendo ele concluido que a explicacao
para tais respostas estaria, eventualmente, numa eventual incapacidade do tipo de elemento
finito utilizado para se combinar com apoios e forcas pontuais aplicadas. Assim, no termo da
sua investigacdo, propds o aprofundamento deste topico.

Os elementos finitos planos podem ser obtidos, analiticamente, a partir dos elementos finitos
solidos por supressdo de uma dimensdo, constituindo, pois, uma aproximacao dos elementos
solidos: por este motivo, a sua eficacia pode ser averiguada comparando as solucBes obtidas
com modelos de elementos planos e de elementos sélidos.

Depois de realizada a comparacdo referida no pardgrafo anterior, expandiu-se o ambito do
estudo segundo duas direcOes distintas. Na primeira, adotou-se uma modelacdo mais realista
dos apoios, considerando as suas dimensdes finitas em planta. A segunda, necessaria para
comparar, e validar, os resultados dos problemas descritos nos dois paragrafos anteriores,
consistiu em considerar apoios pontuais flexiveis.

Este estudo permitiu (i) identificar as formas mais apropriadas de modelacdo de apoios de
tabuleiros de pontes, (ii) os casos em que 0s modelos com elementos finitos planos de laje
podem — e nesse caso devem, dado 0 seu menor custo — ou néo ser utilizados, (iii) determinar a
tendéncia de distribuicdo lateral de forcas no tabuleiro considerado e, (iv) responder, talvez de
forma ainda ndo totalmente conclusiva, a questdo colocada por Fernandes (2017).

PALAVRAS-CHAVE: Elementos finitos planos de laje; Elementos finitos sélidos; Apoios
pontuais; Apoios planos; Distribuicdo lateral de forgas em pontes.
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ABSTRACT

This dissertation considers the modeling and analysis of linear elastic rectangular slabs with
point and plane supports on two opposite sides. Its objective is the comparison of finite element
models and solutions using plane and solid elements, for the particular case of a point load.

The reason for this investigation are the unexpected results for the transversal load distribution
in timber-concrete composite decks of bridges, obtained by Fernandes (2017). Having in view
the explanation of these results, Fernandes (2017) developed a simpler model, of a
homogeneous slab on point supports, using plane finite elements. The results were even more
unforeseen for this second case, and he concluded that the possible cause for such responses
might lay in the inability of the used plane finite element to deal with point supports and applied
forces. He therefore proposed, by the end of his dissertation, further investigations on this topic.

In their analytical formulation, the plane finite elements can be obtained from solid finite
elements by suppression of one dimension, and can therefore be considered as an approximation
of the solid elements. Hence, to verify their effectiveness, the solutions obtained with plane
finite elements models can be compared to the solution for solid finite elements models.

After the comparison referred to in the previous paragraph, the investigation scope was
expanded along two different directions. First, a more realistic modeling of the supports was
adopted, considering their finite dimensions in plan. Secondly, flexible point supports were
considered in order to enable the comparison and validation of the previous results.

This investigation allowed (i) to identify the most appropriate forms of bridge deck supports
modeling, (ii) the cases where models with plane finite elements may — and in this case should,
because of their lower cost — or may not be used, (iii) to determine the trends of lateral
distribution of loads in considered type of decks, and, last but not least, (iv) to give an answer,
albeit not totally satisfactory, to the question identified by Fernandes (2017).

KEYWORDS: Plane slab finite elements; Solid finite elements; Point supports; Plane supports;
Transverse load distribution in bridge decks.
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1. INTRODUCAO

1.1. Enquadramento geral

Em projeto corrente de edificios e pontes, nos modelos estruturais utilizados na andlise,
considera-se a simplificacdo (i) da geometria dos elementos estruturais, adotando modelos de
elementos lineares (estruturas reticuladas) ou laminares, (ii) das condicGes de apoio, (iii) das
relacBes constitutivas e (iv) das préoprias acdes. Como é 6bvio, s6 de forma aproximada (i) um
elemento linear (1D) ou mesmo um elemento plano (2D) podem aproximar um corpo
tridimensional, e (ii) um apoio pontual ou uma carga concentrada podem aproximar dominios
de apoio e de aplicacao de tensdes bidimensionais. Para além destas aproximacdes, os modelos
utilizados em projeto simplificam também frequentemente a geometria da deformacéo,
linearizando-a, e, geralmente mais importante para o dimensionamento em engenharia civil, é
a linearizacdo das relagdes constitutivas: estas duas simplificagcdes sdo adotadas neste trabalho,
que considera a hipotese das deformacdes infinitesimais e um comportamento material elastico
linear homogéneo e isotrdpico.

Uma peca linear € uma peca em que uma das dimensdes € consideravelmente superior as outras
duas. Como refere Dias da Silva (2013), as pecas lineares sdo muito utilizadas no campo das
engenharias Civil, Mecanica (muitos 6rgdos de maquinas podem ser analisados como pecas
lineares), Aeronautica (por exemplo as asas de planadores e avides de baixa velocidade), entre
outras.

As pecas lineares sdo definidas pelo seu eixo, sendo as cargas e as condi¢des de apoio definidas
relativamente a determinados pontos desse eixo. A teoria das pecas lineares considera entdo
uma Unica dimensao segundo o eixo da peca.

De forma semelhante a uma peca linear, uma peca laminar é um corpo em que uma das
dimensGes € muito menor que as outras duas. Este facto proporcionou o desenvolvimento da
teoria das pecas laminares, em que essa terceira dimensdo é como que condensada, sobejando
duas dimensGes para descrever o problema. Esta é a principal diferenca relativamente a teoria
das pecas lineares, que apenas considera uma dimenséo (Providéncia et al., 2014).

As pecas laminares s@o definidas pelo seu plano médio, sendo as cargas e as condi¢des de apoio
definidas relativamente a pontos desse plano. Além disso, admite-se que estas cargas sao tais
que conduzem principalmente a esfor¢os e momentos “transversais” a esse plano (Leitdo e
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Castro, 2014), ou seja, momentos fletores e de torsdo em torno de eixos paralelos ao plano
médio.

Por laje, entende-se uma estrutura laminar, pois a sua espessura é bastante inferior as outras
duas dimensdes, plana sujeita sobretudo a esfor¢os e momentos “transversais’’ ao seu plano
médio. Claro que se tratando estas lajes de tabuleiros de pontes, também podem apresentar
outros tipos de esforgcos para além destes. Todavia, nos casos estudados nesta dissertacéo tal
néo se verifica em virtude do carregamento transversal considerado e das condigdes de apoio
isostaticas no plano médio.

De acordo com Leitdo e Castro (2014), num sélido elastico tridimensional a teoria da
elasticidade determina o comportamento dos elementos de laje, nomeadamente os campos de
deslocamentos, tensGes e deformacdes. Porém esta solucdo é bastante pesada do ponto de vista
matematico e a sua aplicacdo pelos projetistas ao dimensionamento é complexa.

O facto de as lajes serem estruturas laminares planas permite exprimir, pelo menos
aproximadamente, o seu comportamento em funcao de grandezas definidas apenas sobre o seu
plano médio, nomeadamente o0s deslocamentos e os campos de esfor¢os referidos a esse plano.
Todavia, para definir estas grandezas, é necessario admitir como véalidas algumas hipdteses
sobre o comportamento destes elementos estruturais, as quais ndo vao ser aqui descritas porque
se afastam do &mbito numérico proposto para esta dissertacao.

Como referem Providéncia et al. (2014), as lajes adotadas em estruturas correntes podem ser
classificadas como lajes finas, ou seja, apresentam uma esbelteza definida pela relagcéo entre a
menor dimensdo em planta e a espessura superior a 10. Para este feito é usual utilizar-se a teoria
de Kirchhoff para lajes, equivalente a teoria de Euler-Bernoulli para vigas, que se baseia na
hipGtese de que um segmento reto inicialmente normal a superficie média da laje se mantém
reto e normal a sua configuracdo deformada, o que equivale a ignorar a deformacéo por corte
(hipdtese de Kirchhoff).

Porém, se a esbelteza da laje for inferior a 5, ou seja, se a sua espessura for muito elevada
guando comparada com as outras dimensdes, a laje é classificada como laje espessa: neste caso
néo faz sentido adotar uma teoria bidimensional, devendo, em vez disso, empregar-se elementos
finitos volumétricos (elementos solidos) para a sua modelacao.

Como jé foi referido anteriormente, a utilizacao de elementos solidos implica uma metodologia
bastante pesada tanto do ponto de vista matematico, como de modelacdo e tempo de execucéo
computacional, o que torna a sua utilizacdo pouco frequente em engenharia civil estrutural.
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Todavia, ha construcdes onde se utilizam lajes espessas, como por exemplo para contencao de
radiagdes, bunkers ou algumas lajes de ensoleiramento geral (Providéncia et al., 2014): nesses
casos ndo faz sentido utilizar modelos de elementos finitos que ndo sejam solidos.

Interposto a estes dois tipos de laje, tem-se a laje moderadamente espessa, que é uma laje que
apresenta deformacéo por corte ndo desprezavel: neste caso, € habitualmente adotada a teoria
de Reissner-Mindlin, a qual se baseia na hipdtese cinemética de que um segmento reto
inicialmente normal a superficie média da laje se mantém reto, mas ndo obrigatoriamente
normal & superficie media.

1.2. Objetivos e ambito da dissertacao

Esta dissertacdo centra-se na modelacdo e analise de lajes retangulares de comportamento
elastico linear cujos apoios considerados sdo pontuais ou planos, sendo o seu objetivo a
comparacdo dos modelos e das solucdes para os elementos finitos planos e para os elementos
finitos sélidos disponibilizados no programa de andlise estrutural utilizado, particularmente
guando sujeitas a acdo de uma carga pontual — que € o tipo de acdo considerado para analisar a
distribuicdo ou reparticdo lateral de cargas em tabuleiros de pontes. O ponto de partida para
este estudo foram os resultados inesperados obtidos com um modelo de elementos planos por
Fernandes (2017): de facto, as solucBes para modelos com elementos planos deste tipo de lajes,
podem apresentar conjuntos de reacbes com gradientes muito elevados, particularmente junto
aos bordos longitudinais (Fernandes, 2017). Nesta dissertacao, pretende-se, sempre no ambito
da andlise linear por elementos finitos, avaliar se esta resposta inesperada € uma carateristica
do problema fisico ou se é resultado da aproximacdo associada a utilizacdo conjunta de
elementos finitos planos com apoios pontuais.

Acrescente-se um esclarecimento relativo ao interesse pratico deste topico. Os apoios pontuais
constituem possivelmente a solucdo mais frequente para os tabuleiros das pontes. Além disso,
a capacidade de distribuicdo lateral dos tabuleiros é normalmente avaliada pela forma dos
“campos” transversais de momento fletor, reagdes de apoio e flechas causados por uma forca
pontual aplicada a um ponto interior da laje. Era justamente quando investigava um problema
deste tipo que Fernandes (2017) se deparou com o resultado inesperado referido anteriormente.

Nesta dissertacdo, por forma a avaliar se estas teorias simplificadas, utilizadas para estabelecer
os elementos finitos planos, conduzem a erros grosseiros quando se procede a modela¢do com
esses elementos, (i) aborda-se a modelacdo e anélise de lajes elasticas lineares homogéneas e
isotrdpicas de espessura constante e comportamento eléstico linear sobre apoios pontuais e
planos, e (ii) comparam-se as solugdes numéricas determinadas com modelos de elementos
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finitos planos e de elementos finitos sélidos, procurando-se assim responder a questdo levantada
por Fernandes (2017) ou, pelo menos, dar uns primeiros passos para tal.

1.3. Organizacao da dissertacao

A presente dissertacdo encontra-se organizada em seis capitulos, excluindo as Referéncias
Bibliograficas. No capitulo 1 é realizada uma breve introducdo ao tema, apresentando-se
também os objetivos e ambito do trabalho realizado e finalizando-se com a presente
organizacao da dissertacao.

No capitulo 2, apresentam-se 0s antecedentes para o problema em anélise, onde se descrevem
0s modelos desenvolvidos por Fernandes (2017), assim como os resultados obtidos por aquele
investigador.

No capitulo 3 sdo desenvolvidos os modelos de elementos finitos planos e sélidos da laje com
apoios pontuais, é efetuado o estudo de convergéncia das solu¢des com o refinamento da malha
e procede-se a comparacao entre as duas soluces.

No capitulo 4 procede-se ao desenvolvimento de modelos de elementos finitos planos e solidos
da laje com apoios planos. E realizado o estudo de convergéncia das solugbes com o
refinamento da malha e posteriormente procede-se a comparacao dos resultados determinados
por estes dois modelos. Também, neste capitulo, é avaliado o efeito da variacdo do valor da
rigidez vertical dos apoios.

No capitulo 5 sdo desenvolvidos novos modelos de elementos finitos planos e solidos com
apoios pontuais, com rigidez vertical finita, de forma a analisar como varia a reparticao da carga
pelos apoios, avaliar a diferenca de resultados entre os modelos com elementos finitos planos e
os modelos com elementos finitos sélidos e comparar os resultados obtidos com modelos de
apoios pontuais e de apoios planos.

No capitulo 6 sdo reunidas, de forma concisa, as principais conclusdes retiradas desta
dissertagéo e elencadas sugestOes para trabalhos futuros relativas a questdes despoletadas pelo
presente trabalho.
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2. ANTECEDENTES PARA O TEMA EM ANALISE

2.1. Introducao

Em geral, as dissertacbes de mestrado apresentam a seguir ao capitulo da introducéo, um
capitulo de revisdo bibliogréafica ou estado da arte, onde se faz um levantamento do trabalho de
outros investigadores cujos resultados podem ser pertinentes para o tema da dissertacdo. No
caso presente porém, (i) ndo s6 o problema a analisar foi totalmente definido por Fernandes
(2017), (ii) como os elementos finitos considerados sdo simples, os disponibilizados pelos
programas de analise considerados (SAP2000 e Robot), (iii) como o método consensualmente
aceite para este tipo de averiguacOes esta perfeitamente estabelecido (Cook et al., 2001),
consistindo na modelag&o alternativa da estrutura com elementos solidos e na analise do desvio
dos resultados entre as solugdes para elementos finitos planos de laje e para elementos finitos
solidos.

Na dissertacdo de mestrado de Fernandes (2017) que teve como tema a anélise da distribuicéo
transversal de cargas em tabuleiros de pontes mistas madeira-betdo com interagéo parcial, foi
observada, como se referiu, uma distribuicdo ndo previsivel, e dificilmente justificavel, para os
valores das reacdes de apoio: por exemplo, a segunda viga mais perto da carga concentrada
quase ndo contribuia para a suportar a carga aplicada.

Assim, Fernandes (2017) recorreu a dois modelos simplificados, ndo mistos, para tentar
determinar se na origem deste resultado para as lajes mistas estava (i) uma caracteristica
comportamental (da solucdo exata) do prdprio problema, sendo nesse caso a surpresa perante o
resultado uma mera consequéncia do desconhecimento desse comportamento para este tipo de
problemas com lajes mistas, (ii) um erro no modelo de elementos finitos desenvolvidos, que
envolvia elementos lineares, elementos planos e elementos link — utilizados tanto para modelar
os ligadores entre as malhas dos outros elementos como a condicdo de nao
descolamento/interpenetracdo entre a laje de betdo e as vigas de madeira —, ou (iii) uma
“deficiéncia numérica” dos elementos finitos de laje do programa de analise estrutural utilizado
(SAP200) que impedia a sua conjugacdo com apoios pontuais rigidos, e portanto tornava
inadequada a sua utilizacdo para modelar a laje do tabuleiro neste tipo de problemas. Assim,
julgou-se mais adequada, e conveniente para o leitor deste trabalho, uma exposicao precisa do
problema levantado por Fernandes (2017), do que uma descricdo dos elementos finitos de laje
e dos elementos finitos solidos considerados nos programas de anélise utilizados.
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2.2. Modelos simplificados desenvolvidos por Fernandes

O primeiro modelo simplificado considerado por Fernandes (2017), e 0 que mais interessa para
a presente dissertacdo, consiste num modelo de elementos planos de uma laje com 15 m de
comprimento, 6 m de largura e 30 cm de espessura, uma laje fina portanto, homogénea,
isotropica e elastica linear, com modulo de elasticidade de 33 GPa (correspondente a um betéo
C30/37) e coeficiente de Poisson de 0,2, diretamente suportada por 8 apoios pontuais, tal como
o0s do tabuleiro misto, ou seja, um triplo que restringe todas as translacées (X, y e z), um duplo
que restringe as translacfes em z e y (transversal) e seis apoios simples que restringem apenas
a translacéo em z (vertical), como se representa nas Figuras 2.1 e 2.2.

Uma carga pontual de 100 kN foi aplicada a meio véo sucessivamente a 1 m (Posi¢do 1), 2 m
(Posicdo 2) e 3 m (Posicédo 3) do bordo da laje, ou seja, y =1 m, 2 m e 3 m, como no tabuleiro
misto madeira-betdo. Note-se que a posicao, a que sera considerada mais pormenorizadamente
nesta dissertagdo (Posicédo 1), fica “entre” o primeiro e o segundo apoio da laje.

Esta laje foi modelada, com elementos finitos planos de laje que serdo caracterizados mais a
frente, e analisada por Fernandes (2017) com o programa de calculo automéatico SAP2000.

15,0

N — [m]
— A

N 'D S

~— 'S S|

~— 'S S
- Y

N PT S
i VAN
- A

0,5 ‘ ‘ 14,0 ‘ ‘ 0,5

Figura 2.1 — Planta da laje com localizacdo e caracterizagdo dos apoios pontuais
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15 1.5 0,75

0

Legenda:

S - Apoio simples (vertical)

D - Apoio duplo [vertical e transversal)
T - Apoio triplo

Figura 2.2 — Corte A-A da laje e representagéo das condic6es de apoio (no modelo com
elementos planos; os apoios, tal como a carga pontual, referem-se ao plano médio da laje)

O segundo modelo simplificado, considerado por Fernandes (2017), “consiste numa viga
rigida, simulando uma secc¢ao transversal rigida do tabuleiro de betdo armado, assente sobre
apoios pontuais verticais elasticos, que simulam a rigidez vertical proporcionada pelas vigas
de madeira” (Fernandes, 2017), como representado na Figura 2.3.

.0)

;i

B3

L e B T T

e v,
i

vl L . . L !- W gl . . '-‘
B4 B2 B1

Figura 2.3 — Viga rigida sobre apoios elasticos lineares (Figura retirada de Fernandes (2017))

Visto que este modelo apresenta apenas dois graus de liberdade, ou seja, a rotacdo e o
deslocamento vertical — uma vez que se ignora o deslocamento transversal, é facilmente
analisado pelo método dos deslocamentos, tendo-se para uma forga vertical de 100 kN, a reacao
no apoio i, dada pela expressao 2.1 (Providéncia e Andrade, 2015). Uma vez que a rigidez dos
apoios é igual, é irrelevante o seu valor para este modelo.

5 _ 100 kN - Ri-1-n)(20-1)

i 1 > |, comn =4 (2.2)
L (3@-n-1)

n
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em que:
B; — Valor da reacao de apoio i para uma forca vertical de valor 100 kN;

[ — distancia do ponto de aplicagdo da carga ao bordo livre direito do tabuleiro, dividida pela
largura total do tabuleiro, ou seja, para a carga na Posi¢do 1 toma o valor de 1/6, para a Posicéo
2 toma o valor de 2/6 e para a Posi¢do 3 toma o valor de 3/6;

n — numero total de vigas (4 para o caso estudado).

2.3. Resultados obtidos por Fernandes

A presente dissertacdo tem como ponto de partida justamente o primeiro destes dois modelos
simplificados, ou, mais especificamente, a informacao sobre 0 mesmo e respetivos resultados
apresentados por Fernandes (2017).

Como é requerido pela analise por elementos finitos, Fernandes (2017) efetuou um estudo de
convergéncia da solucdo com o refinamento da malha: os valores das reacdes para as malhas
com elementos finitos planos de laje de dimensdo 0,25 x 0,25 m e 0,125 x 0,125 m, e 0 seu
desvio relativo, para a carga na Posicdo 1, foram lidos no Quadro 6.2 daquela dissertacédo e
estdo apresentados no Quadro 2.1. Estes valores levaram Fernandes (2017) a concluir que a
aproximacdo obtida com a malha regular de elementos finitos planos de dimensdo 0,125 m era
adequada, passando ele a utilizar essa malha na analise que efetuou subsequentemente.

Quadro 2.1 — Variacdo das reacoes de apoio com o refinamento da malha, para a carga na
Posicdo 1 (Fernandes, 2017)

Reacdo no apoio | R1 (kN) | R2 (kN) | R3 (kN) | R4 (kN)
Malha 0,25 m 47,71 -7,68 13,90 -3,93
Malha 0,125 m 47,72 -7,73 13,97 -3,96
Desvio relativo [%] | 0,02 0,65 0,50 0,76

De referir que os apoios foram numerados segundo o eixo Yy, da esquerda para a direita de acordo
com o esquema da Figura 2.4, correspondendo a reagao de apoio, R;, a0 apoio, 4;.

Fernandes (2017) apresentada nas suas Fig. 6.19 a 6.21 os resultados relativos a reparti¢éo
transversal da carga pelas vigas/apoios, para os seus trés modelos e para as diferentes posi¢oes
de carga; esses resultados reproduzem-se nas Figuras 2.5 a 2.7 do presente documento. O
resultado menos espectavel no modelo misto é o reduzido valor da reag&o no segundo apoio.
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15,0
3 W (m]
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—
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05 14,0 05

Figura 2.4 — Planta da laje com identificacdo/numeracédo dos apoios pontuais

Como se referiu anteriormente, a Posicdo 1 da carga situa-se entre os apoios Al e A2,a 0,25 m
do primeiro e 1,25 m do segundo: porque motivo €é entdo, para 0 modelo misto, tdo reduzido o
valor da reacdo no apoio A2, por exemplo por compara¢do com a reacao no apoio mais afastado
A3?

100,00%
80,00%

60,00%
® Modelo misto

40,00%
Modelo viga

20,00%

I I Modelo laje
0,00%

R1 R2 R3 I R4
-20,00%

Reparticdo transversal

Figura 2.5 — Comparacdo dos trés modelos para a carga na Posi¢do 1 (Fernandes, 2017)

Ora, os resultados para o modelo de laje revelam um agravamento desta tendéncia, com
inversdo do sinal da reacdo do apoio A2, o que levou Fernandes (2017) a concluir que “0S
resultados para o modelo de laje isotropica, particularmente para a posi¢ao da carga central,
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mas ndo sO, permitem confirmar as suspeitas levantadas /.../ acerca da estranheza da
distribuicdo dos valores das reacOes: a componente laje parece ser a causa para tais
resultados, possivelmente em resultado da combinacédo da sua componente de tor¢do com
cargas e apoios pontuais” (Fernandes, 2017).

A andlise da reparti¢do transversal das reacdes para 0 modelo de laje, para a carga na Posicao
1, permite observar tendéncias surpreendentes, sobretudo de R1 e R2, uma vez que o0 apoio Al
suporta quase a totalidade da carga e 0 apoio adjacente A2, em vez de suportar um valor superior
ao apoio A3, tem sinal oposto, revelando a tendéncia da laje para descolar.

70,00%
60,00%
50,00%

40,00%
m Modelo misto

0,
30,00% = Modelo viga
20,00% = Modelo laje
10,00% I I I
0,00% —_ N
R1 R2 R3 R4

Reparticdo transversal

Figura 2.6 — Comparacgéo dos trés modelos para carga na Posicao 2 (Fernandes, 2017)

50,00%

40,00%

30,00%
® Modelo misto

20,00% = Modelo viga
= Modelo laje
10,00% I I
0,00%
R1 R2 R3 R4

Repartigdo transversal

Figura 2.7 — Comparacéo dos trés modelos para carga na Posic¢ao 3 (Fernandes, 2017)
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3. MODELOS NUMERICOS COM APOIOS PONTUAIS
RIGIDOS

3.1. Introducao

De forma a tentar perceber se, efetivamente, em lajes de comportamento elastico linear com
apoios pontuais se confirmam as tendéncias comportamentais referidas no capitulo anterior,
decidiu-se efetuar uma nova modelacgéo desta laje (em tudo igual a descrita no capitulo anterior:
dimensGes, material, apoios e carga aplicada), desta vez com elementos finitos solidos, e
comparar os resultados determinados com os dois modelos: o anterior de elementos planos e o
novo de elementos solidos, sendo que inicialmente se procedeu a modelacdo do modelo de
elementos planos, de forma a confirmar a solucao determinada por Fernandes (2017).

As comparacOes efetuadas nos Quadros desta dissertacdo baseiam-se sempre na determinacgéo
dos desvios relativos ao modelo que, a partida, aproxima melhor o comportamento real
(ValoTmais rigoreso): OU Seja, no denominador considera-se sempre o resultado para este
modelo, ver expresséo 3.1.

Valormais rigoroso — Valormenos rigoroso

Desvio [%] = x 100 % (3.1)

Valormais rigoroso

3.2. Modelacao e Analise para a carga aplicada na Posicao 1

3.2.1. Modelos de elementos planos

3.2.1.1. Modelacao e convergéncia da solucao

No Robot, este modelo ¢ desenvolvido através de um “Projeto de placa”, tendo-se optado
inicialmente por uma malha regular de elementos de quatro néds, e efetuado o estudo de
convergéncia da solugdo com o refinamento da malha, cujos resultados se apresentam no
Quadro 3.1.

Analisando este quadro, conclui-se que o desvio relativo entre as malhas de 25x25cm e
12,5 x 12,5 cm ¢ significativamente superior ao obtido por Fernandes (2017). Neste sentido,
continuou-se a refinar a malha, de forma a obter uma solugéo com desvio relativo mais baixo.
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Todavia, nem com uma malha de 0,781 25 cm se conseguiram desvios relativos suficientemente
baixos (p. ex. abaixo de 5%).

Quadro 3.1 — Solugdes para a malha regular de elementos planos, para carga na Posic¢ao 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

fom] | [KNT | 161 (o= TR | 1961 (=50 RN | 1961 == kNI | 196 =
25 146,35|92,70 -4,801-9,60 12,22 (24,44 -3,77|-7,54

12,5 |46,05(92,10| -0,65 |-4,22|-8,44|-13,74 |11,95|23,90| -2,26 |-3,78|-7,56| 0,26
6,25 |4586|91,72| -0,41 |-3,79|-7,58|-11,35 |11,68|23,36| -2,31 |-3,74|-7,48| -1,07
3,125 |45,70/91,40| -0,35 |-3,43|-6,86|-10,50 | 11,42|22,84| -2,28 |-3,69|-7,38| -1,36
1,5625 45,56 |91,12| -0,31 |-3,10|-6,20| -10,65 |11,18|22,36| -2,15 |-3,64|-7,28| -1,37
0,78125|45,43|90,86 | -0,29 |-2,78|-5,56 | -11,51 |10,94|21,88| -2,19 |-3,59|-7,18| -1,39

O Quadro 3.2 apresenta o numero de elementos finitos e o tempo de célculo para cada uma das
malhas.

Quadro 3.2 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas regulares, para
a carga na Posigéo 1

Malha Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 1440 1
12,5 5760 1
6,25 23 040 3
3,125 92 160 14
1,5625 368 640 66
0,78125 1474 560 342

Pode-se concluir que um modelo de elementos planos de uma simples laje, cuja analise
computacional demora 342s, e que, apesar disso ainda apresenta um desvio relativo
relativamente alto, ndo é uma solugdo adequada para um projetista, 0 qual necessita de
fiabilidade conjugada com alguma velocidade.

Para fazer face a este elevado esfor¢o de calculo e com o objetivo de reduzir o desvio relativo,
decidiu-se experimentar uma malha nédo regular. O Robot oferece o algoritmo de triangulagéo
de Delaunay para malhas planas de elementos de trés nds. Assim, definiu-se uma malha de
Delaunay com emissores nos nos dos apoios e da carga pontual, num total de 9 emissores, a
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qual se representa na Figura 3.1. Os emissores da malha s&o os pontos em que a malha
apresentara refinamento méximo, ou seja, dimensdo minima.

.

Figura 3.1 — Malha de Delaunay (cada elemento de quatro nés corresponde a dois de trés)
baseada em nove emissores (Robot)

Este tipo de malha, caraterizado por um refinamento que aproxima o gradiente estimado da
solugdo, permite reduzir o nimero total de elementos finitos e, dessa forma, o esforgo de calculo
computacional. No Robot, define-se uma malha do tipo Delaunay localizando os seus
emissores, a dimensdo do menor elemento, parametro HO, e a razéo entre as dimensfes de
elementos contiguos, parametro Q, ver Figura 3.2. Neste caso, usou-se Q = 1,2, que € o valor

por defeito.

11 Emissores —

Incremento de densidade da malha:
(®) Constante () Varidvel

Emissar de definicio
() Define um né com um emissor
(®) Emissor de definicio em (um) né(s)

(O Excluir o emissor

w- o2 | ®

1,00 2.00

Cancelar Ajuda

It Opgoes de criacdo de malha

?

Métodos de criacio de malha  Parémetros de método

Parémetros do método Delaunay
[IMalha regular
Ajuste fino (Delaunay + Kang)
[ 5uavizacio
Emissores

|:| Padrio Q= (1,2

[ Usuzrio HO = | 0,03

Descrigao

A malha refinada sera gerada proxima aos

(m}

Emissores; Nos paingis restantes, sera gerada a

malha Delaunay.

¥

. 0 =Hn+1#Hn

Hn Hnst

Cancelar

Ajuda

Figura 3.2 — Robot: especificacdo da malha de Delaunay para superficies
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Para este tipo de malha foram adotados elementos planos “quadrangulares” (um “elemento” de
quatro nos é constituido por dois de trés (Shewchuk, 2012; George e Frey, 2008)) e triangulares
para 0 mesmo valor de HO, de forma a comparar as soluces.

Nos Quadros 3.3 e 3.4, estdo apresentados os valores das reagdes de apoio, assim como 0s
desvios relativos para cada uma das malhas.

Quadro 3.3 — Solugdes com malha de Delaunay de elementos “quadrangulares”, para carga na

Posicédo 1
R1 R2 R3 R4
HO Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %
fom | LNT | 8] =0 TRNT | 18] (== kN | 961 (o= TND | (9] =
3,125 |46,10(92,20 -4,12 |-8,24 11,60 | 23,20 -3,68-7,16

15625 |4594(91,88| -0,35 |-3,74|-7,48| -10,16 | 11,33 |22,66 | -2,38 |-3,53|-7,06 | -1,42
0,78125 |45,80(91,60| -0,31 |-3,41|-6,82| -9,68 |11,10|22,20| -2,07 |-3,48|-6,96| -1,44
0,390625 |45,65|91,30| -0,33 |-3,07|-6,14 | -11,07 |10,85|21,70| -2,30 |-3,44|-6,88| -1,16
0,1953125|45,54191,08| -0,24 |-2,80|-5,60| -9,64 |10,64|21,28| -1,97 |-3,39|-6,78 | -1,47
0,0976563 | 45,52 91,04 | -0,04 (-2,77|-5,54| -1,08 |10,63|21,26| -0,09 |-3,39|-6,78| 0,00

Quadro 3.4 — Solugdes com malha de Delaunay de elementos triangulares, para carga na

Posicédo 1
R1 R2 R3 R4
HO Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %
fomy | NT | D261 == IkNT | 1961 (== [kND | (9] (== (kN | 18] [~
3,125 |46,18|92,36 -4,25|-8,50 11,62 | 23,24 -3,551-7,10

15625 |46,02(92,04| -0,35 |-3,92|-7,84| -8,42 |11,44|22,88| -1,57 |-3,54|-7,08| -0,28
0,78125 |45,88|91,76| -0,31 |-3,57|-7,14| -9,80 |11,16|22,32| -2,51 |-3,47|-6,94| -2,02
0,390625 (45,73|91,46| -0,33 |-3,21|-6,42|-11,21 |10,91|21,82| -2,29 |-3,42|-6,84 | -1,46
0,1953125|45,62|91,24| -0,24 |-2,93|-5,86| -9,56 |10,68|21,36| -2,15 |-3,37|-6,74| -1,48
0,0976563 45,59 | 91,18 | -0,07 |-2,88|-5,76| -1,74 |10,66|21,32| -0,19 |-3,37|-6,74| 0,00

Dos Quadros 3.3 e 3.4 conclui-se que para ambos 0s casos se atinge um valor adequado para o
desvio relativo com a malha com HO = 0,976 563 mm, ou seja, aproximadamente 1 mm, sendo
os valores das reacGes muito parecidos. Como foi referido anteriormente, este tipo de malha
requer um menor numero de elementos finitos comparativamente a uma malha regular, o que
permite reduzir o esfor¢co computacional de calculo (ou seja, tempo de calculo), como se pode
concluir dos Quadros 3.5 e 3.6.
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Quadro 3.5 — Numero de elementos finitos e tempo de calculo para as malhas de Delaunay
com elementos “quadrangulares”, para a carga na Posi¢ao 1

HO Elementos | Tempo de Caélculo

[cm] Finitos [s]
3,125 2 489 1
1,5625 3521 1
0,78125 4 668 1
0,390625 5895 1
0,1953125 7 154 2
0,0976563 8 348 2

Quadro 3.6 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay

com elementos triangulares, para a carga na Posicao 1

HO Elementos | Tempo de Célculo

[cm] Finitos [s]
3,125 4608 1
1,5625 6 639 1
0,78125 8 897 1
0,390625 11 346 1
0,1953125 13 859 2
0,0976563 16 271 3

Note-se que para um dado valor do parametro HO, 0 um nimero de elementos triangulares é
aproximadamente o dobro do de “quadrangulares”.

Comparando os valores para as reacdes de apoio com os determinados por Fernandes (2017),
detetam-se algumas diferencas, sobretudo na reacdo R2, que toma neste caso um valor absoluto
significativamente mais baixo, como se verifica no Quadro 3.7.

Quadro 3.7 — Comparacéo dos valores das reacdes de apoio com os de Fernandes (2017), para
a carga na Posicao 1

Modelo R1[kN] | R2 [KN] | R3 [KN] | R4 [kN]
Fernandes (2017) - SAP2000 | 47,71 -7,68 13,90 -3,93
Elementos “Quadrangulares” | 45,52 -2,77 10,63 -3,39

Elementos Triangulares 45,59 -2,88 10,66 -3,37
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Recorde-se que em ambos os casos foi previamente garantida a convergéncia da solugéo:
observe-se primeiro que Fernandes (2017) conseguiu garantir esta convergéncia com uma
malha regular muito grosseira, enquanto que nesta dissertacdo, com o Robot, o processo foi
muito mais complexo, o que podera indiciar uma maior efic&cia do algoritmo implementado no
SAP2000 para este tipo de problemas. Mas, o mais perturbante sdo as diferencas entre as duas
solucBes, que revelam que ou o problema que esté a ser comparado ndo é exatamente 0 mesmo,
ou 0 modelo numérico difere ou o tipo de elemento finito difere.

3.2.1.2. Modelacao no SAP2000

De forma a tentar identificar a origem para esta disparidade, optou-se por desenvolver um
modelo desta laje também no SAP2000, com elementos de dimensdo 25 x 25 cm, tendo-se
considerado também o seu refinamento, correspondendo a dimenséo de 12,5 x 12,5 cm.

O desenvolvimento deste modelo e a analise subsequente permitiram encontrar uma explicacao
para a discordancia entre os valores referidos. De facto, Fernandes (2017) usou o elemento
shell-thin do SAP2000, ou seja, a sua solucdo decorre da teoria das lajes finas, que adota a
hipdtese de Kirchhoff, a qual ignora a distorcdo. Todavia, a teoria das lajes moderadamente
espessas (Reissner-Mindlin) funciona melhor em engenharia civil porque ndo ignora aquela
parcela da deformacéo, sendo aconselhavel a utilizacdo do elemento shell-thick. Para o tipo de
espessuras usuais em lajes de betdo armado, por exemplo, o grau de aproximacao determinado
pela teoria de Reissner-Mindlin é naturalmente superior ao da teoria de Kirchhoff (Arnold et
al., 2002).

Em contrapartida, 0 Robot sé oferece 0 modelo de lajes moderadamente espessas. De acordo
com Providéncia et al. (2014), os elementos finitos de laje disponibilizados pelo Robot,
desenvolvidos por Katili (Katili, 1993) sdo generalizacdes do DKQ e do DKT (Bathe et al.,
1983), elementos quadrangular e triangular baseados na teoria discreta de Kirchhoff. Esta teoria
é estabelecida a partir da teoria de Reissner-Mindlin de forma a garantir a conformidade do
elemento finito, mas constrange o valor da deformacao de corte num numero discreto de pontos.

Assim, ainda no SAP2000, desenvolveram-se dois novos modelos: um com elementos shell-
thick e outro com elementos shell-thin.

O Quadro 3.8 apresenta o valor das reagoes e desvios relativos determinados para a andlise com
0 modelo de elementos shell-thin, os quais sdo exatamente iguais aos obtidos por Fernandes
(2017).
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Quadro 3.8 — Valores das reacdes de apoio para 0 modelo com elementos shell-thin, para a
carga na Posicéo 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

fomy | KNI | 18] g INT | (98] == [ND | [o6] (== [kNT | [ =
25 [47,71]95,41 -7,68|-15,35 13,90 | 27,81 -3,93|-7,86

12,5 |47,72|95,44| 0,03 |-7,73|-15,46| 0,69 |13,97(2795| 0,49 |-3,96|-7,92| 0,76

Por outro lado, o Quadro 3.9 apresenta as reacdes e desvios relativos para 0 modelo com
elementos shell-thick.

Quadro 3.9 — Valores das reac@es de apoio para 0 modelo com elementos shell-thick, para a
carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

oy | IENT | 981 (=0 TRNT | (9] (=0 TN | (%] (=0 RN | 6] (o
25 |46,69 93,38 -5,31|-10,62 12,22 | 24,43 -3,60 | -7,19

125 [46,55[93,09| -0,32 |-4,98| -9,95 | -6,75 |11,98|23,95| -2,00 |-3,55|-7,10| -1,24

Os valores das reacOes de apoio do Quadro 3.9, aproximam-se dos determinados para a malha
regular no Robot, ver Quadro 3.1. Também se observa que o desvio relativo, para este modelo
com elementos shell-thick, é mais elevado, tal como no Robot. Justificada a aparente
disparidade de resultados determinados pelo SAP2000 e pelo Robot, conclui-se que a solugéo
para 0 modelo de elementos planos € a que se apresentou no Quadro 3.3, referente a malha de
Delaunay de elementos “quadrangulares”, que dispGe de um menor esforco de calculo
comparativamente a malha de Delaunay de elementos triangulares.

3.2.2. Modelos de elementos soélidos
3.2.2.1. Modelacao e convergéncia da solucao

Seguidamente, desenvolveu-se um modelo de elementos solidos para a laje, para o que, na
interface grafica do Robot, se deve selecionar um “Projeto de estrutura volumétrica”. O novo
modelo é representado de forma esquematica nas Figuras 3.3 e 3.4.

De forma a aproveitar a numeracao dos nos estabelecida no Robot, no no 1 localiza-se um apoio
triplo (impede todas as translagfes), no né 4 um apoio duplo (impede as translacdes em y e z)
e nos nos 2, 3, 5, 6, 7, e 8 apoios simples (impedem as translacbes em z).
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lej.wo.qp_ ' :Y

Figura 3.3 — Representacdo esquematica do modelo de elementos solidos da laje (Robot)

FZ=-100.00

L.

Figura 3.4 — Caraterizacdo dos apoios pontuais para 0 modelo de elementos solidos (Robot)

Em seguida, foram definidas varias malhas regulares de dimensdo decrescente, igual em planta
a dos modelos de elementos planos, por forma a analisar a convergéncia da solucdo. O
algoritmo de geracdo da malha do Robot divide sempre a espessura da laje em 5 camadas de
igual espessura, ou seja, 0s elementos finitos volumétricos para a malha regular sdo
paralelepipedos de 8 nds com 6 cm de espessura, como se representa nas Figuras 3.5 e 3.6.

No Quadro 3.10, estdo apresentados os valores das reacGes de apoio, assim como 0s desvios
relativos para cada tipo de malha regular de elementos solidos.

Analisando o Quadro 3.10, verifica-se que o desvio relativo, nomeadamente em R2, é muito
elevado. Além disso, como ja se referiu, a modelagdo com este tipo de elementos € bastante
pesada dos pontos de vista matematico e computacional: por exemplo, como se pode verificar
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no Quadro 3.11, para a malha com elementos de 3,125 x 3,125 x 6 cm o tempo de célculo ja foi
de 578 segundos.

FZ=-100.00 i Y

Figura 3.5 — Malha de elementos finitos sélidos de 25 x 25 x 6 cm, para carga na Posi¢édo 1
(Robot)

Figura 3.6 — Pormenor dos nds dos elementos finitos sélidos (Robot)

Quadro 3.10 — SolucGes para a malha regular de elementos solidos, para carga na Posicao 1

Desvio Desvio Desvio Desvio
[kN] | [%]

[cm] %] [kNT | [%] %] [kNT | [%] %] [kNT | [%] %]

25 |42,5485,08 -0,23|-0,46 14,51|29,02 -6,82|-13,64

12,5 [43,44|86,88| 2,07 | 0,16 | 0,32 | 243,75|11,02|22,04 | -31,67 |-4,62| -9,24 | -47,62

6,25 |42,96(8592| -1,12 | 2,02 | 4,04 | 92,08 | 8,75 | 17,50 | -25,94 |-3,73| -7,46 | -23,86

3,125 (42,11|84,22| -2,02 | 4,01 | 8,02 | 49,63 | 7,31 |14,62|-19,70 |-3,43 | -6,86 | -8,75
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Quadro 3.11 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas regulares de
elementos solidos, para a carga na Posicdo 1

Malha |Elementos| Tempo de Célculo
[cm] Finitos [s]
25 7200 3
12,5 28 800 14
6,25 115200 78
3,125 460 800 578

Decidiu-se, assim, tentar utilizar também neste caso uma malha de Delaunay com emissores.
Esta malha é definida apenas em planta, analogamente ao estabelecido para elementos planos.

De acordo com o knowledge.autodesk@2015, no caso dos elementos solidos, os elementos com
dimensao menor em planta, HO, sdo colocados até a distancia r1 do emissor; a partir dai aplica-
se a dilatacdo de razdo Q, a qual é interrompida quando se atinge a distancia r2 ao emissor, ou
seja:
e rl - raio da circunferéncia em que cujo interior da malha ser& caracterizado pelo
comprimento inicial HO;
e r2 - raio da circunferéncia que, conjuntamente com a anterior, define um anel em que
cujo interior da densidade da malha sera progressivamente diminuida.

Para estes parametros foram utilizados os valores definidos por defeito no Robot, os quais séo
indicados na Figura 3.7. Do mesmo modo, também para o pardmetro Q se usou o valor por
defeito, ou seja, Q = 1,20. Foram analisados modelos com malhas de elementos de base
“quadrangular” e triangular, com igual valor de HO, originando prismas quadrangulares (8 nos)
e triangulares (6 nos), por forma a comparar as solugoes.

Procedeu-se seguidamente a uma analise linear com estes modelos, tendo-se verificado que a
solucdo ndo era simétrica, sendo que eram diferentes os valores das reacdes nos apoios com
mesma ordenada transversal y, como 0 mostram as Figuras 3.8 e 3.9.

A solugdo escolhida para ultrapassar esta inconveniéncia foi modelar apenas metade da laje,
impedindo os deslocamentos longitudinais dos nés situados sobre a superficie de simetria, e
reduzindo-se o valor da carga, que manteve a posicdo, a 50 kN. Optou-se por modelar a parte
esquerda da laje com quatro apoios: um duplo, que restringe as translacdes em z e y e trés
simples que restringem apenas a translacdo em z. Como se explicou, na face que esta sobre o
plano de simetria foram impedidos todos os deslocamentos Ux, como exibido na Figura 3.10.
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Métodos de criacio de malha Pardmetros de método
[
1 Parametros do método Delaunay
;‘m [Imalha reqular
Ajuste fino {Delaunay +Kang)
[ suavizaciio
Emissores
- [Jradréo Q= l:l
Incremento de densidade da malha:
= ol Ari =
() Constante (@) Varidvel Usuario Ho (m)
) - Descrigdo
ErserraRaETER A malha refinada serd gerada préxima aos

(O Define um né com um emissor emissores; nos painéis restantes, serd gerada a

(®) Emissor de definicio em (um) nd(s) malha Delaunay.

() Exdluir o emissor

0 =Hna/Hn
Ho = |2.03125 [ (m) Jm, @ E
e [ ] [2% |
Mimero de elemento estimado na esfera ri: Hn Hrist
27297
Cancelar Ajuda Cancelar Ajuda

Figura 3.7 — Robot: especificacdo da malha de Delaunay para elementos sélidos

FZ=40,61 |

Figura 3.8 — Reacdes de apoio para malha de Delaunay de elementos de base “quadrangular”,
com HO = 3,125 cm, para carga na Posicdo 1 (Robot)

Seguidamente, efetuou-se a analise de convergéncia da solucdo, para as malhas com os dois
tipos de elementos solidos definidos acima, ver Quadros 3.12 e 3.13.

Os Quadros 3.12 e 3.13 mostram que nao se atingiu um desvio suficientemente pequeno, sendo
que o desvio relativo para 0 modelo com elementos de base “quadrangular” é maior que para o
modelo com elementos de base triangular, além de que a convergéncia para o ultimo tende a
piorar para as malhas com elementos iniciais, (HO), mais pequenos. Note-se tambem que as
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reag0es de apoio tomam valores muito diferentes quando se adotam elementos de base

triangular ou “quadrangular”.

o Fz=12,03 |

.

F2=13.18 |

)ﬂi@ﬂd

FZ-33,10.

Figura 3.9 — Reacdes de apoio para malha de Delaunay de elementos de base triangular, com
HO = 3,125 cm, para carga na Posicao 1 (Robot)

Figura 3.10 — Reacdes de apoio para malha de Delaunay de elementos de base
“quadrangular”, com HO = 3,125 cm, para carga na Posi¢do 1 (Robot)

Relativamente ao esfor¢co de célculo (nimero de elementos finitos e tempo de célculo),
apresentado nos Quadros 3.14 e 3.15, respetivamente para elementos sélidos de base
“quadrangular” e base triangular, ambas as solugfes requerem tempos de calculo semelhantes:
porém, quando se define uma malha de elementos de base “quadrangular”, o numero de
elementos finitos € muito inferior (quase metade).
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Quadro 3.12 — Solug¢bes com malha de Delaunay de elementos solidos de base
“quadrangular”, com Q = 1,20, para carga na Posic¢do 1

R1 R2 R3 R4
HO Desvi Desvi Desvi Desvi

kN] | o] esvio [kN] | [o6] esvio kN] | [%] esvio kN] | [%] esvio
[em] [%] [%] [%] [%]
3,125 40,07 |80,14 589 (11,78 9,66 | 19,32 -5,63 |-11,26

15625 [39,08|78,16| -2,53 | 7,94 |15,88| 25,82 | 8,55|17,10| -12,98 |-5,57 |-11,14| -1,08
0,78125 |38,46|76,92| -1,61 | 9,10 |18,20| 12,75 | 8,10 |{16,20| -5,56 |-5,65|-11,30| 1,42
0,390625 |38,03|76,06| -1,13 |10,41|20,82| 12,58 | 6,75|13,50| -20,00 |-5,19 |-10,38 | -8,86
0,1953125 |37,19|74,38| -2,26 |11,50(23,00| 9,48 |7,09|14,18| 4,80 |-578|-11,56| 10,21
0,09765625 | 38,80 | 77,60 | 4,15 | 9,67 |19,34| -18,92 | 5,93 | 11,86 | -19,56 |-4,40 | -8,80 | -31,36

Quadro 3.13 — Solugcbes com malha de Delaunay de elementos solidos de base triangular, com
Q =1,20, para carga na Posi¢éo 1

R1 R2 R3 RZ
HO kN] | (%] Desvio KN] | [%] Desvio KN] | [%] Desvio kND | 1] Desvio
[cm] [20] [%] [%] [96]
3,125 | 34,02 68,04 11,83 23,66 15,93|31,86 -11,79|-23,58

15625 [34,58|69,16| 1,62 [12,73|25,46| 7,07 |12,46|24,92|-27,85 | -9,77 |-19,54| -20,68

0,78125 |34,45|68,90| -0,38 |13,06|26,12| 2,53 |12,18|24,36| -2,30 | -9,70 |-19,40| -0,72

0,390625 |33,80|67,60| -1,92 |14,26|28,52| 8,42 |11,73|23,46| -3,84 | -9,80 |-19,60| 1,02

0,1953125 |33,35|66,70| -1,35 |14,90|29,80| 4,30 |11,83|23,66| 0,85 |-10,07|-20,14| 2,68

0,09765625 | 33,98 67,96 1,85 |14,52|29,04| -2,62 |10,69|21,38|-10,66 | -9,19 |-18,38| -9,58

Quadro 3.14 — Numero de elementos finitos e tempo de calculo para as malhas de Delaunay
de elementos sélidos de base “quadrangular”, com Q = 1,20, para a carga na Posicao 1

HO Elementos | Tempo de Calculo

[cm] Finitos [s]
3,125 6200 2
1,5625 8 800 4
0,78125 11715 4
0,390625 14 755 6
0,1953125 17 890 7
0,0976563 20 960 8
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Quadro 3.15 — NUmero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay
de elementos sélidos de base triangular, com Q = 1,20, para a carga na Posi¢do 1

HO Elementos | Tempo de Célculo

[cm] Finitos [s]
3,125 11515 2
1,5625 16 595 4
0,78125 22 315 6
0,390625 28 375 7
0,1953125 34 650 8
0,0976563 40 785 10

Uma vez que com este modelo ndo se conseguiu atingir um desvio relativo suficientemente
pequeno, ou seja, pelo menos inferior a 5 %, arbitrou-se um novo valor para o parametro Q,
Q =1,10, ou seja, o tamanho do elemento seguinte sera 10% superior ao anterior, mantendo-se
o valor dos restantes parametros, ou seja, o incremento da dimensdo em planta dos elementos é
mais progressivo, ou suave, que no caso anterior. Esta opcéo origina um maior esfor¢o de
calculo, pois requer um maior nimero de elementos finitos, apresentando-se os resultados nos
Quadros 3.16 e 3.17.

Os Quadros 3.16 e 3.17 permitem verificar que os desvios relativos, para as malhas com os dois
tipos de elementos, sdo muito inferiores aos obtidos para Q = 1,20, tendo sido considerados
adequados. Observa-se, também, que os valores para as reacdes de apoio obtidos com elementos
de base triangular se aproximam mais dos valores das reacdes de apoios obtidos com elementos
de base “quadrangular”.

Quadro 3.16 — Solugdes com malha de Delaunay de elementos solidos de base
“quadrangular”, com Q = 1,10, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4

HO Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

o] LEND | 960 o= TN [06] (== (RN | [96] | == kN | D8] =
3,125 41,64 | 83,28 427 | 854 8,21 | 16,42 -412 | -8,24

15625 |40,76 |81,52| -2,16 |6,17|12,34| 30,79 | 7,05 |14,10| -16,45 |-3,98 |-7,96 | -3,52
0,78125 |40,36|80,72| -0,99 |6,98|13,96| 11,60 | 6,63 |13,26| -6,33 |-3,97|-7,94| -0,25
0,390625 |39,76|79,52| -1,51 |8,11|16,22| 13,93 | 6,17 |12,34| -7,46 |-4,04|-8,08| 1,73
0,1953125 |39,10|78,20| -1,69 |9,21|18,42| 11,94 | 595|11,90| -3,70 |-4,26 |-8,52| 5,16
0,09765625 | 39,03 | 78,06 | -0,18 | 9,24 | 18,48| 0,32 | 6,10 |12,20| 2,46 |(-4,37|-8,74| 2,52
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Quadro 3.17 — Solucbes com malha de Delaunay de elementos solidos de base triangular, com
Q =1,10, para carga na Posi¢éo 1

R1 R2 R3 R4

HO Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

o | (KNT | 16] e kN | 196] ey RN | 6] = kN (6] =
3,125 38,40 76,80 7,31 | 14,62 11,85(23,70 -7,56 | -15,12

1,5625 |38,04|76,08| -0,95 | 8,49 |16,98| 13,90 |10,55(21,10| -12,32 |-7,09 | -14,18| -6,63
0,78125 |37,65|75,30| -1,04 | 9,56 |19,12| 11,19 | 9,62 |19,24| -9,67 |-6,82 |-13,64| -3,96
0,390625 |37,52|75,04| -0,35 |10,19|20,38| 6,18 | 8,71 |17,42| -10,45 |-6,42 |-12,84 | -6,23
0,1953125 | 37,13 |74,26| -1,05 |11,04|22,08| 7,70 | 8,19 |16,38| -6,35 |-6,36|-12,72| -0,94
0,09765625 | 36,82 | 73,64 | -0,84 11,37 (22,74 2,90 | 8,48 |16,96| 3,42 |-6,66|-13,32| 4,50

No que diz respeito ao esforco de calculo, acontece o esperado, o nimero de elementos finitos
aumenta substancialmente e o tempo de célculo triplica, como se verifica nos Quadros 3.18 e
3.19. Porém, é perfeitamente aceitavel o tempo de célculo maximo de cerca de 35 s.

Quadro 3.18 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay
de elementos sélidos de base “quadrangular”, com Q = 1,10, para a carga na Posi¢do 1

HO Elementos Tempo de Calculo

[cm] Finitos [s]
3,125 13100 5
1,5625 20 730 8
0,78125 29 905 14
0,390625 40 070 20
0,1953125 50 710 29
0,0976563 61 560 35

Quadro 3.19 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay
de elementos sélidos de base triangular, com Q = 1,10, para a carga na Posicdo 1

HO Elementos Tempo de Calculo

[cm] Finitos [s]
3,125 24 785 6
1,5625 39 700 10
0,78125 57775 15
0,390625 78 015 21
0,1953125 99 265 29
0,0976563 120 900 34
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De modo a esclarecer a alteracdo substancial com o parametro Q do valor das reagdes para as
malhas com elementos de base triangular, foram desenvolvidos novos modelos, com Q = 1,05,
ou seja, no anel de expansdo, o tamanho do elemento seguinte sera apenas 5 % superior ao
anterior, mantendo-se 0s restantes parametros. Desta forma, obtiveram-se modelos muito
pesados, cujos tempos de calculo quadruplicaram relativamente aos modelos com Q = 1,10.
Todavia, observou-se uma boa convergéncia tanto para elementos de base “quadrangular”
como para elementos de base triangular, com desvios inferiores a 1 %.

Mais relevante é o facto das reacfes de apoio para as malhas de elementos de base
“quadrangular” e triangular, tomarem valores muito parecidos, com as primeiras situadas na
gama determinada para Q = 1,10, e as segundas a aproximarem-se destas, como se constata no
Quadro 3.20. Conclui-se que hd uma grande variacao de valores para as malhas de elementos
de base triangular, os quais, tendem a convergir para valores obtidos para as malhas de
elementos de base “quadrangular”.

Quadro 3.20 — Reacdes de apoio para as malhas de Delaunay, com HO = 0,097 656 3 cm e Q
= 1,05, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4

Elementos Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN 01 kN % kN 01
depase | <N | 6] g ND | D8] e IND | D8] (== (kN | 6] o
“Quadrangular”| 39,60 | 79,20 | -0,13 |8,73 |17,46| 1,03 |5,40|10,80| -0,93 |-3,73 |-7,46| -0,27

Triangular | 38,87 |77,74| -0,10 | 9,34 |18,68| 1,07 |6,36|12,72| -1,26 |-4,57 |-9,14| -0,66

Os desvios apresentados no Quadro 3.20 s&o relativos a malha de Delaunay, com HO = 0,195
3125 cme Q = 1,05, respetivamente, para elementos de base “quadrangular” e triangular.

3.2.3. Comparacao entre solucoes de modelos de elementos planos e

elementos soélidos

Tendo ja a convergéncia da solugdo sido realizada para a carga na Posicdo 1, e tendo ja sido
determinado quais sdo os modelos (malhas) que proporcionam uma melhor solugéo — (i) malha
de Delaunay com HO = 0,097 656 3 c¢m, de elementos planos “quadrangulares” com Q = 1,20
para 0 modelo com elementos planos (Figura 3.11) e (ii) malha de Delaunay com HO = 0,097
656 3 cm, de elementos de base “quadrangular”, com Q = 1,10 para o0 modelo com elementos
solidos (Figura 3.12), — procedeu-se a comparacgdo destas duas solugdes, como apresentado no
Quadro 3.21.
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FZ#45,52 |

Figura 3.11 — Reac0es de apoio para malha de Delaunay de elementos “quadrangulares”
planos com HO = 0,097 656 3 cm e Q = 1,20, para carga na Posi¢éo 1 (Robot)

Figura 3.12 — Reac0es de apoio para malha de Delaunay de elementos solidos de base
“quadrangular”, com HO = 0,097 656 3 cm e Q = 1,10, para carga na Posi¢do 1 (Robot)

Quadro 3.21 — Comparacéo das solugdes: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, para carga na Posicédo 1

| R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN] | [%
ND | [98] (=i INT | 6] (=) TN | (9] (== T | 196 =
Elem. Planos | 45,52 | 91,04 -2,77 | -5,54 10,63 | 21,26 -3,39 | -6,78
Elem. Solidos | 39,03 | 78,06 | -16,63 | 9,24 | 18,48 129,98 | 6,10 | 12,20 | -74,26 | -4,37 | -8,74 | 22,43

Do Quadro 3.21 conclui-se que os valores do desvio nas reacfes sdao muito significativos,
superiores a 10% nos quatro apoios. Embora a grandeza relativa da rea¢do no apoio Al continue
a ser dominante, observa-se que para a solugdo com elementos sélidos a sua importancia
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diminui ligeiramente. Verifica-se também que a reacdo no outro apoio extremo, A4, conserva
o sentido (tracdo), sofrendo para a solugdo com elementos sélidos, um aumento de cerca de 2%
da carga. Todavia, as grandes diferencas verificam-se nos apoios centrais, sobretudo no apoio
A2, visto que com uma solucdo de elementos planos a laje revelava uma tendéncia para
descolar, e com a solugdo de elementos sélidos, a reacdo ndo so troca de sinal, como também
passa a suportar cerca de 18% da carga, ou seja, contribui de forma significativa para a
sustentacdo da carga aplicada. Por sua vez, a reacdo de apoio R3 diminui substancialmente e
torna-se inferior a R2, correspondendo a um padréo para a reparticdo de carga entre os quatro
apoios menos oscilante, como representado na Figura 3.13. Em termos praticos, e no que
respeita a redistribuicdo transversal de forcas, que era o objetivo da investigacdo de Fernandes
(2017), observa-se que o modelo de elementos solidos revela que é mais eficaz do que o modelo
de elementos planos faria supor.

Reparticéo transversal
100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00% I

0,

R - - -
-20,00%

m Elementos Planos Elementos Sélidos

Figura 3.13 — Comparacdo das solucdes, apos convergéncia, determinadas para modelos de
elementos planos e de elementos sélidos, para carga na Posi¢édo 1

3.3. Outras posicoes da carga aplicada

3.3.1. Carga aplicada na Posicao 2

3.3.1.1. Modelos de elementos planos

Apos a comparacdo das solugdes determinadas com o modelo de elementos planos e com o
modelo de elementos solidos para a carga na Posicéo 1, procedeu-se & comparacao das solugdes
para a carga aplicada na Posicdo 2, de modo a verificar se as conclusdes determinadas
anteriormente sdo independentes da posi¢cdo da carga. Uma vez que ja se investigou a
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convergéncia da solucdo e quais os tipos de elementos finitos mais eficazes, agora ja sé foram
criados modelos com elementos finitos quadrangulares ou de base “quadrangular”, tanto no
modelo de elementos planos como no de elementos sélidos.

Mesmo sabendo a priori que os resultados com malhas regulares ndo sdo 0s mais adequados,
comecgou-se por criar um modelo de elementos planos com uma malha regular com as
caracteristicas consideradas para a analise com a carga na Posicdo 1, ver Figura 3.14.

Figura 3.14 — Malha de elementos finitos planos de 25 x 25 cm, para a carga na Posicéo 2
(Robot)

Os Quadros 3.22 e 3.23 apresentam o0s resultados da convergéncia da solugdo com o
refinamento da malha, assim como o nimero de elementos finitos e o tempo de calculo.

Quadro 3.22 — Solugdes para a malha regular de elementos planos, para carga na Posicao 2

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN] | [% kN % kN %

fomy | KNI | 126] = (kN | [96] == kNI | [o6] (== [kND | [96] =
25 32,02 | 64,04 1,31|2,62 9,66 | 19,32 7,01 (14,02

125 |31,82|63,64| -0,63 |1,65|3,30| 20,61 |9,57(19,14| -0,94 |6,96 |13,92| -0,72
6,25 |31,71,63,42| -0,35 [1,88|3,76| 12,23 |9,46 |18,92| -1,16 | 6,96 |13,92| 0,00
3,125 |31,61/63,22| 0,32 |2,07|4,14| 9,18 |9,35|18,70| -1,18 | 6,97 |13,94| 0,14
1,5625 | 31,53 63,06 | -0,25 |[2,25|4,50| 8,00 [9,24|18,48| -1,19 | 6,98 |13,96| 0,14
0,78125|31,45/62,90| -0,25 | 2,42 (4,84 7,02 |9,14|18,28| -1,09 | 6,99 |13,98| 0,14

Visto que nem com uma malha de com elementos de 0,781 25 cm de lado se conseguiu um
valor suficientemente baixo para o desvio relativo, sobretudo na rea¢do R2, e com um tempo
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de célculo de 525 s, procedeu-se ao desenvolvimento de uma malha de Delaunay com emissores
nos nds dos apoios e da carga pontual, similar a da Figura 3.1.

Quadro 3.23 — Numero de elementos finitos e tempo de calculo para as malhas regulares, para
a carga na Posigéo 2

Malha Elementos | Tempo de Célculo
[cm] Finitos [s]
25 1440 1
12,5 5760 1
6,25 23040 3
3,125 92 160 14
1,5625 368 640 64
0,78125 1474 560 525

Os Quadros 3.24 e 3.25 apresentam os resultados da convergéncia da solucdo com refinamento
da malha, assim como o nimero de elementos finitos e 0 tempo de célculo para cada uma das

malhas.

Dos Quadros 3.24 e 3.25 conclui-se que se atinge um valor muito bom para o desvio relativo
com a malha com HO = 0,976 563 mm, ou seja, aproximadamente 1 mm, como ja sucedera
anteriormente para o caso da carga na Posicdo 1, com tempos de célculo de apenas 1 s. Conclui-
se que a tendéncia para a convergéncia da solucdo anteriormente verificada parece ser geral e
ndo depender da posicao da carga.

Quadro 3.24 — Solugdes com malha de Delaunay de elementos “quadrangulares”, para carga

na Posicéao 2
R1 R2 R3 R4
HO Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kNT | [% kN1 | [% kNT| [%
[cm] [kN] | [%] %] [kN] | [%] 6] [kN] | [%] %] [kN]| [%] %]
3,125 [31,88|63,76 1,67 (3,34 9,36 118,72 7,09 | 14,18
15625 |31,79|63,58| -0,28 | 1,87 |3,74| 10,70 | 9,23 18,46| -1,41 |7,11|14,22| 0,28
0,78125 |31,70|63,40| -0,28 | 2,04 |4,08| 8,33 |9,15|18,30| -0,87 |7,11(14,22| 0,00
0,390625 |31,62|63,24| -0,25 | 2,22 |4,44| 8,11 |9,04|18,08| -1,22 |7,12|14,24| 0,14
0,1953125|31,54 (63,08| -0,25 |2,38|4,76| 6,72 |8,95(17,90| -1,01 |7,13|14,26| 0,14
0,0976563 | 31,53 (63,06 -0,03 |2,40|4,80| 0,83 |8,94(17,88| -0,11 |7,13|14,26| 0,00
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Quadro 3.25 — Namero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay
com elementos “quadrangulares”, para a carga na Posic¢ao 2

HO Elementos | Tempo de Calculo

[cm] Finitos [s]

3,125 2523 1

1,5625 3553 1

0,78125 4707 1

0,390625 5928 1
0,1953125 7194 1
0,0976563 8390 1

3.3.1.2. Modelos de elementos sélidos

Dispondo ja de uma solucdo aceitavel para o0 modelo de elementos planos, desenvolveu-se o
modelo de elementos sélidos para a laje, para a carga na Posicéo 2. Tal como para a carga na
Posicdo 1, foram definidas varias malhas regulares de dimensdo em planta dos elementos finitos
decrescente, igual a dos modelos de elementos planos, de forma a analisar a convergéncia da
solucéo.

Nos Quadros 3.26 e 3.27 sdo apresentados os resultados da convergéncia da solugdo com
refinamento da malha, bem como o respetivo nimero de elementos finitos e o tempo de calculo.

Quadro 3.26 — Solugdes para a malha regular de elementos sélidos, para carga na Posicao 2

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

fomy | KN | [8) e kN D8] (—oe=y DND | [96] =5 Tk | (98] o
25 |29,04 58,08 4,63 | 9,26 11,96 | 23,92 4,37 | 8,74

12,5 {29,90(59,80| 2,88 |4,43| 8,86 | -451 | 9,77 | 19,54 | -22,42 | 5,90 | 11,80 | 25,93
6,25 |29,72|59,44| -0,61 |5,30|10,60| 16,42 | 8,57 |17,14| -14,00 | 6,41 | 12,82 | 7,96
3,125 | 29,22 158,44 | -1,71 | 6,37 |12,74| 16,80 | 7,93 |15,86| -8,07 | 6,48 |12,96| 1,08

Analisando os Quadro 3.26 e 3.27, constata-se que, quando se procede ao refinamento da malha,
o valor do desvio relativo é excessivo, nomeadamente em R2 e R3, e que para a malha com
elementos de 3,125 x 3,125 x 6 cm o tempo de calculo ja foi de 585 segundos, sendo, pois,
conveniente, também neste caso, a op¢do por uma malha de Delaunay com emissores.
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Quadro 3.27 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas regulares de
elementos solidos, para carga na Posicao 2

Malha |Elementos| Tempo de Célculo
[cm] Finitos [s]
25 7200 3
12,5 28 800 15
6,25 115 200 77
3,125 460 800 585

Apbs a definicdo da malha de Delaunay, e tal como sucedido para a carga na Posicdo 1,
verificou-se que a solucdo ndo era simétrica. Assim, decidiu-se novamente modelar apenas
metade da laje, impedindo os deslocamentos longitudinais dos nds sobre a superficie de
simetria, e considerando apenas uma carga de 50 kN na mesma posicao.

Visto que para a carga na Posicdo 2 também ndo foi possivel atingir um desvio relativo
suficientemente pequeno entre refinamentos sucessivos com Q = 1,20, adotou-se Q = 1,10,
correspondendo a uma expansdo mais lenta da dimenséo dos elementos, apresentando-se 0s
resultados nos Quadros 3.28 e 3.29.

Quadro 3.28 — Solucbes com malha de Delaunay de elementos solidos de base
“quadrangular”, com Q = 1,10, para carga na Posicao 2

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

fom] | KN | 6] = [N (9] == (KN (6] == kN | 26]
3,125 29,33 (58,66 6,09 | 12,18 8,14 116,28 6,43 12,86

15625 |29,23|58,46| -0,34 |6,71|13,42| 9,24 |7,21|14,42|-12,90 | 6,84 |13,68| 5,99

0,78125 |28,52|57,04| -2,49 |7,60|15,20| 11,71 |7,57|15,14| 4,76 |6,31|12,62| -8,40

0,390625 |28,55|57,10( 0,11 |7,83|15,66| 2,94 |7,02|14,04| -7,83 | 6,60 (13,20 4,39

0,1953125 |28,00|56,00| -1,96 |8,60|17,20| 8,95 |7,14|14,28| 1,68 |6,26|12,52| -5,43

0,09765625 | 27,83 55,66 | -0,61 |8,85|17,70| 2,82 |7,14|14,28| 0,00 |6,18 |12,36| -1,29

Tal como ja foi referido anteriormente, em termos praticos, para o problema em anélise o tempo
de calculo maximo de cerca de 34 s obtido € aceitavel.
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Quadro 3.29 — Numero de elementos finitos e tempo de célculo para as malhas de Delaunay
de elementos sélidos de base “quadrangular”, com Q = 1,10, para a carga na Posicao 2

Malha Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
3,125 13 365 5
1,5625 21 045 9
0,78125 30 230 13
0,390625 40 405 19
0,1953125 51050 25
0,0976563 61 915 34

3.3.1.3. Comparacao entre solucoes de modelos de elementos

planos e elementos soélidos

A comparacao dos resultados entre as duas solugdes para a carga na Posicdo 2 é realizada de
forma analoga a da carga na Posicdo 1. As malhas que proporcionam uma melhor solucéo sdo
as mesmas: (i) malha de Delaunay com HO = 0,097 656 3 cm, de elementos planos
“quadrangulares” com Q = 1,20 para 0 modelo com elementos planos (Figura 3.15) e (ii) malha
de Delaunay com HO = 0,097 656 3 cm, de elementos de base “quadrangular”, com Q = 1,10
para 0 modelo com elementos sélidos (Figura 3.16). A comparacdo das duas solucdes é
apresentada no Quadro 3.30.

FZ=8)04 B¥%sen Y
PP, ST FZ=-10000 | L
0
< FZ=2{40 [200 ; \
o NS - 2 - -
) - E —
AR . - | e
e b7 . s F2=7,13
FZ:BN : 5 ¢ ‘.((W)il. 31 e 77 FZe8 AT
—_— 55 pzefio [
\ LI -

' FZ=31,53

Figura 3.15 — Reac0es de apoio para malha de Delaunay de elementos “quadrangulares”
planos com HO = 0,097 656 3 cm e Q = 1,20, para carga na Posi¢édo 2 (Robot)
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L

Figura 3.16 — Reacdes de apoio para malha de Delaunay de elementos sélidos de base
“quadrangular”, com HO = 0,097 656 3 cm e Q = 1,10, para carga na Posi¢do (Robot)

Quadro 3.30 — Comparacdo das soluges: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, para carga na Posigdo 2

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
[kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%]
[%] [%] [%] [%]
Elem. Planos | 31,53 | 63,06 24 | 480 8,94 17,88 7,13 | 14,26

Elem. Solidos | 27,83 | 55,66 | -13,30 | 8,85 (17,70 | 72,88 | 7,14 | 14,28 | -25,21 | 6,18 | 12,36 | -15,37

Analisando o Quadro 3.30 verifica-se que a existéncia de desvios muito elevados se mantém,
sendo superiores a 10% para todas as reacdes de apoio. Todavia, para este caso ja nao ha reacdes
de apoio com sinal negativo, suspendendo a tendéncia da laje de descolar.

O apoio Al continua a apresentar a reacdo de apoio mais elevada, mais de 50% da carga, mesmo
sofrendo uma significativa reducdo para modelo com elementos sélidos. No mesmo sentido,
nos apoios A3 e A4, os valores da reacdo sofrem pequenas reducdes, cerca de 3% e 2%
respetivamente, resultando de uma diferenca de aproximadamente 1 kN entre as duas reagdes.

Mais uma vez, a principal diferenga, ocorre no apoio A2, visto que na solucdo de elementos
planos o apoio suporta apenas cerca de 5% da carga, enquanto que na solugéo de elementos
solidos ja suporta cerca de 18% da carga (curiosamente, 0 mesmo valor que se observou quando
a carga foi aplicada na Posicdo 1), correspondendo a uma tendéncia mais regular de reparticéo
de carga entre os apoios A2, A3 e A4, ou, pelo menos, ndo oscilatoria, ver Figura 3.17.
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Figura 3.17 — Comparacéo das solucdes ap0s convergéncia determinadas para modelos de
elementos planos e de elementos sélidos, para carga na Posi¢édo 2

3.3.2. Carga aplicada na Posicao 3

3.3.2.1. Modelos de elementos planos

Por fim, efetuou-se a comparacao das solucGes para a carga aplicada na Posi¢éo 3, ou seja, no
centro da laje. Realizado o modelo de elementos planos, procedeu-se a criagdo de uma malha
regular, para a qual, e contrariamente ao sucedido para a carga nas Posicdes 1 e 2, se
encontraram desvios muito reduzidos, inferiores a 1%, logo ap6s o segundo refinamento, como
se verifica no Quadro 3.31, ndo sendo necessario criar uma malha de Delaunay.

Quadro 3.31 — Solugdes para a malha regular de elementos planos, para carga na Posicao 3

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %

oy | LNT | 1261 (o= N 196] (o= IND | [6] (== N | (] =
25 [18,86(37,72 6,14 112,28 6,14 (12,28 18,86 37,72

12,5 [18,75|37,50| -0,59 |6,25|1250| 1,76 |6,25(12,50| 1,76 |18,75|37,50| -0,59
6,25 [18,69|37,38| -0,32 |6,31|12,62| 0,95 |6,31|12,62| 0,95 |18,69/37,38| -0,32

O Quadro 3.32 exibe o nimero de elementos finitos e o tempo de célculo para cada uma das
malhas.
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Quadro 3.32 — Numero de elementos finitos e tempo de calculo para as malhas regulares, para
a carga na Posicao 3

Malha | Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 1440 1
12,5 5760 1
6,25 23 040 3

3.3.2.2. Modelos de elementos solidos

Fruindo de uma solucdo credivel para o0 modelo de elementos planos, desenvolveu-se o modelo
de elementos solidos para a laje com carga na Posi¢do 3, onde inicialmente também se procedeu
a criacdo de uma malha regular de dimensdo decrescente. Tal como no modelo de elementos
planos, no modelo de elementos sélidos também foram obtidos desvios relativos muito
reduzidos no segundo refinamento, como se pode verificar no Quadro 3.33.

Quadro 3.33 — Solugdes para a malha regular de elementos sélidos, para carga na Posi¢cdo 3

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %
oy | END [ 1961 == IKNT 1961 (=0 TN (9] | == RN | 18] =
25 |16,28 32,56 8,72 117,44 8,72 17,44 16,28 | 32,56
125 |17,34|34,68| 6,11 |7,66|15,32|-13,84|7,66|15,32|-13,84 |17,34|34,68| 6,11
6,25 |17,49|34,98| 0,86 |7,51|15,02| -2,00 |7,51(15,02| -2,00 |17,49|34,98| 0,86

No Quadro 3.34 estdo apresentados o nimero de elementos finitos e o tempo de célculo para

cada uma das malhas.

Quadro 3.34 — Numero de elementos finitos e tempo de calculo para as malhas regulares de
elementos solidos, para a carga na Posi¢édo 3

Malha | Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 7 200 3
12,5 28 800 16
6,25 115 200 78
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Analisando os Quadros 3.33 e 3.34, observa-se que, para a malha com elementos de 6,25 x 6,25
X 6 cm, se obtiveram desvios relativos maximos de 2%, que em termos praticos € um valor
adequado para a presente analise linear pelo método dos elementos finitos. Apesar do tempo de
calculo ter sido de 78 segundos, mais do dobro do tempo de calculo requerido pela anélise com
0s modelos de elementos sélidos para a carga nas Posi¢oes 1 e 2 (34 s), ndo foi necessario criar
malhas de Delaunay, o que tornou o procedimento muito menos moroso que 0s anteriores.

3.3.2.3. Comparacao entre solucoes de modelos de elementos

planos e elementos soélidos

Posto isto, procedeu-se a comparacao dos resultados determinados com (i) a malha regular de
elementos finitos planos quadrangulares 6,25 x 6,25 cm, (Figura 3.18) e (ii) a malha regular
com elementos finitos sélidos de 6,25 x 6,25 x 6 cm (Figura 3.19). A comparacdo das duas
soluces € apresentada no Quadro 3.35.

FZ«.100 00 7

[ rz-6.3 |
[ rz-o1 Il 12000

FZ#18,69

FZ=18.69

| Fz=18.09

Figura 3.18 — Reac0es de apoio para malha de elementos finitos planos de 6,25 x 6,25 cm,
para a carga na Posicdo 3 (Robot)

O Quadro 3.35 permite constatar, como era espetavel, que os apoios Al e A4 suportam a mesma
carga, assim como os apoios A2 e A3 também suportam a mesma carga, visto que a carga é
aplicada no centro da laje. Observa-se também que os desvios relativos s&éo muito inferiores aos
obtidos quando a carga ¢ aplicada nas Posi¢des 1 e 2, sendo inferiores a 10% em Al e Ad e
apresentando maximos de aproximadamente 16% nos apoios centrais, 0 que se traduz em
diferencas inferiores a 2 kN na reacdo de apoio entre 0 modelo de elementos planos e o de
elementos solidos. A Figura 3.20 mostra que a reparticdo da carga transversal determinada para
dois os modelos é muito parecida. De uma forma sintética, embora a dupla simetria deste caso
pareca reduzir o desvio associado a utilizagdo de um modelo de elementos planos, observa-se
que, no que respeita ao topico investigado por Fernandes (2017), o modelo de elementos sélidos
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mostra que a distribuicéo lateral de forcas € um pouco mais eficaz do que o modelo de elementos
planos deixaria supor.

Quadro 3.35 — Comparacdo das soluges: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, para carga na Posicao 3

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

[kN] | [%] [kNT| [%] [kN]| [%] [kN] | [%]
[%] [%] [%] [%]

Elem. Planos | 18,69 | 37,38 6,31 12,62 6,31 12,62 18,69 | 37,38
Elem. Solidos | 17,49 | 34,98| 6,86 | 7,51 (15,02 | 15,98 | 7,51 | 15,02 | 15,98 |17,49|34,98| -6,86

| Fz=-10000 |
[ i v

FZ=7.51

27|

lfzrlzg!.? | : : F2=1749 |

F2=17.49 |

Figura 3.19 — Reaces de apoio para malha de elementos finitos sdlidos de 6,25 x 6,25 x 6
cm, para carga na Posi¢cdo 3 (Robot)

Reparticdo Transversal
40,00%

35,00%
30,00%
25,00%
20,00%
15,00%
10,00%
5,00%
0,00%
R1 R2 R3 R4

m Elementos Planos  m Elementos Sélidos

Figura 3.20 — Comparacdo das solugdes, apds convergéncia, determinadas para modelos de
elementos planos e de elementos solidos, para carga na Posicao 3
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4. MODELOS NUMERICOS COM APOIOS PLANOS
ELASTICOS

4.1. Introducao

Concluiu-se anteriormente que numa laje homogénea, isotrdpica e elastica linear com apoios
pontuais, a distribuicdo lateral de forcas, determinada pelo modelo de elementos solidos, é mais
eficaz do que aquela que o modelo de elementos planos deixaria supor. Assim, decidiu-se
investigar o que sucede quando na modelacdo dos apoios se considera a area de contacto efetiva
(apoios planos), o que se aproxima mais da realidade, pois o tabuleiro de uma ponte ndo esta
assente em “pontos”, mas sim em aparelhos de apoio, os quais constituem uma superficie de
contacto “plana” entre o tabuleiro e a infraestrutura que o suporta.

Os resultados obtidos nesta investigacao contradizem as conclusGes de Rombach (2004), ver
também Pacoste et al. (2012), os quais sugeriam que a modelacdo dos apoios através de
elementos planos tenderia a introduzir momentos de encastramento: de facto, constatou-se a
inexisténcia de tais momentos, os quais por outro lado, sdo inevitaveis no caso de elementos
planos rigidos bilaterais.

O desenvolvimento desta tarefa segue os passos definidos no capitulo 3: (i) modelacdo da laje
com elementos planos, (ii) estudo da convergéncia da solucdo com o refinamento da malha de
elementos planos, (iii) modelacdo da laje com elementos sélidos, (iv) convergéncia da solucéo
com o refinamento da malha de elementos sélidos e (v) comparacdo dos resultados
determinados com aqueles dois tipos de elementos.

De uma forma resumida, os aparelhos de apoio sdo dispositivos que fazem a transicdo entre o
tabuleiro da ponte, ou seja, a superestrutura, e 0s encontros ou os pilares, ou seja, a infraestrutura
(Figura 4.1): as suas principais fungdes séo a transmissao das cargas as fundacdes e a garantia
da estabilidade do tabuleiro sem se restringir excessivamente 0 seu movimento natural. Estes
dispositivos sdo necessarios para responder as condi¢des de estabilidade e movimento previstas
durante o periodo de vida util da estrutura. Devido a sua relevancia, os aparelhos de apoio tém
de ter certas caracteristicas, de forma a permitir o seu correto funcionamento e durabilidade.

Embora existam varios tipos de aparelhos de apoio, para esta dissertacdo foram considerados
apenas apoios elastoméricos (apoios NEOARM, segundo o FIP Industriale (2012)), que
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consistem em placas de um elastomero (neopreno ou um material similar) intercaladas com
chapas em ago, que se encontram unidas as primeiras por vulcanizacdo (Figura 4.2). Estes
apoios sdo utilizados para a transmissao das cargas, particularmente das verticais, e permitem
pequenas rotacdes e deslocamentos do tabuleiro.

Figura 4.1 — Transicdo entre o tabuleiro de ponte e os pilares através de apoios elastoméricos
(Fonte: fercanorte@)

3

Figura 4.2 — Pormenor de um aparelho de apoio elastomérico (Fonte: FIP Industriale (2012))

Para a modelacdo da laje torna-se necessario determinar as dimensdes e a rigidez do aparelho
de apoio, visto que este serd modelado por elementos pontuais, ou seja, molas. Relativamente
as dimensdes do apoio considerou-se apenas a carga vertical maxima que o aparelho tem de
suportar. Este valor foi determinado por Fernandes (2017) que no seu Quadro 5.2, para t = oo,
apresenta um valor do esforco transverso atuante maximo de 408 kN em cada viga.

Recorrendo ao FIP Industriale (2012), adotando um apoio retangular e considerando que a
deformacéo lateral maxima é aproximadamente 7 mm (simplificagdo devida a uma variagéo de
temperatura de 50 °C, para um vao longitudinal de 14 m e um coeficiente de dilatagdo térmica
linear do betdo de 107>/ °C, Al =50-14-10"5 = 0,007 m ), verifica-se que um apoio
NEOARM de dimensdes 150 x 200 x 31 mm, constituido por trés camadas de elastomero, cada
uma com uma espessura de 6 mm, apresenta uma capacidade de carga acima daquele valor.
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Segundo Guerreiro (2003) a rigidez vertical de uma lamina de elastdmero resulta da
contribuicdo devida a deformagéo por distorcao, K,,,,, com a contribuicdo devida a variagao de
volume das laminas de elastomero, K, ,,,;. Admitindo que a deformagéo total € a soma das duas
componentes de deformacéo, obtém-se a seguinte expressdo para o célculo da rigidez vertical
individual de cada camada, K, ;:

LR (4.1)
Kv,i Kv,y Kv,vol .

em que a rigidez vertical de cada camada associada a distorgéo, K,,,,, € a variagdo de volume,
K, 01,580 dadas pelas expressoes 4.2 e 4.3:

GS%A
Kv,y = p, A (4.2)
el
E,A
Kv,vol = h_ (4.3)
el
em que:
B, — coeficiente dependente da forma da seccéo;
G — mddulo de distorcdo da ldamina de elastomero (G ~ 0,7 a 2 MPa);
S — fator de forma (S = Acarregada/Ativre):
A — &rea em planta da Iamina de elastdmero;
h.; — altura de cada lamina de elastomero (h,; = 6 mm);
E;, — modulo de compressibilidade do elastomero (E;,, ~ 2000 MPa);
Segundo a Parte 3 da EN 1337 Strutural Bearings, para uma sec¢éo retangular 8, = 5.
O fator de forma de cada camada de elastomero, S, é dado por:
S = 2-015°0,20 = 14,29 (4.4)
~2:0,20:0,006+2-0,15-0,006 '
Assim vem que a rigidez vertical de cada camada é de:
700 - 14,292 -0,15- 0,20
K,, =5" 5008 = 3573572 kN/m (4.5)
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E,A  2000000-0,15-0,20

ol = 2006 0000 000 kN/m (4.6)
. _3573572:10000000 _ . . @)
vi = 3573572 + 10 000 000 /m '

Sendo o apoio NEOARM constituido por trés camadas iguais, a sua rigidez é dada por:

K, B 2632743
n 3

= 877 581 kN/m (4.8)

(4

De forma simplificada, em cada um dos oito apoios, foi considerado para a rigidez vertical o
valor K, = 1 000 000 KN /m.

Como ja foi referido anteriormente, 0 modelo de apoios planos ndo s6 aproxima melhor a
estrutura real que o modelo de apoios pontuais, como pode evitar eventuais inconsisténcias
numeéricas no modelo de elementos finitos.

Da mesma forma, modelou-se a carga pontual de 100 KN como uma pressdo equivalente.
Sabendo que uma pressdo é uma forca por unidade de area, torna-se necessario definir a area
onde seré aplicada esta forca, a qual se admitiu corresponder a area de contato da roda de um
veiculo. De acordo com a Parte 2 da EN 1991, a area de contacto de cada roda é definida por
um quadrado de 0,4 m de lado. Assim sendo, a pressao exercida nesta area vale:

F
—= —— = 625 kPa (4.9)

4.2. Modelacao e Analise para a carga aplicada na Posicao 1

4.2.1. Modelo de elementos planos

4.2.1.1. Modelacao e convergéncia da solucao

Dispondo das dimensdes e da rigidez vertical de cada um dos apoios, procedeu-se a criagdo do
modelo de elementos planos, considerando inicialmente a carga na Posi¢do 1. No Robot, tal
como o modelo de elementos planos com apoios pontuais, este modelo é desenvolvido através
de um “Projeto de placa”, como apresentado na Figura 4.3.
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Figura 4.3 — Desenvolvimento de modelo de laje de elementos planos com apoios planos:
representacdo esquematica (Robot)

Este modelo fica concluido com a criacdo da malha de elementos finitos, e requer a analise da
convergéncia da solugdo com o refinamento desta malha. Foram ent&o criados dois tipos de
malha, uma malha regular de elementos quadrangulares para a zona dos apoios planos e carga
(A+C) e uma malha de Delaunay de elementos “quadrangulares” para o resto da laje (L).

No Robot, um apoio plano é representado por uma série de elementos pontuais em paralelo.
Cada apoio tem dimensdes em planta 15 x 20 cm e a area de contacto da carga é 40 x 40 cm.
Assim, por forma a criar uma malha A+C regular, foi necessario encontrar um divisor comum
para ambas as dimensdes, ou seja, 5 cm, valor que definiu o lado do elemento da malha.
Relativamente a malha L, foi definida primeiramente uma malha de Delaunay com uma
dimensdo méxima dos elementos de 25 cm, tal como na sec¢do 3.2.1.1. A sequéncia de
refinamento adotada nesta anélise considerou inicialmente uma malha regular de elementos
quadrangulares de 5 cm de lado nos apoios e na carga (A+C) e 25 cm no resto da laje (L),
seguida de trés refinamentos desta, 12,5 cm, 6,25 cm e 3,125 cm, até se atingir a convergéncia.
Seguidamente, de forma semelhante, consideram-se malhas de elementos quadrangulares de
2,5cm, 1,25 cm e 0,625 cm nos A+C, e, para cada um destes casos, consideram-se no resto da
laje (L), as mesmas quatro malhas anteriormente referidas.

Uma vez que cada um dos oito apoios planos da laje € modelado por n elementos pontuais de
apoio no Robot, a reagdo em cada apoio plano, Ry, € dada pelo somatdrio das n reagoes
nesses elementos pontuais,

Rapoio = Z Ry i (4.10)

n

i=1
Por exemplo, com uma malha regular de 5 cm nos apoios planos, cada apoio é modelado por
20 elementos pontuais, ou seja, 20 reagcOes de apoio, sendo a reagdo no apoio plano dada pelo
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somatario das 20 reagdes naqueles elementos pontuais (Figuras 4.4 e 4.5). Como se observa no
Quadro 4.1, a malha regular de 2,5 cm apresenta 63 reacdes pontuais, a de 1,25 cm 221 e a de
0,625 cm 825.

S
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Figura 4.4 — Modelo de elementos planos: malha regular de 5 cm nos A+C e malha de
Delaunay de 25 cm no resto da laje, para carga na Posicdo 1 (Robot)

Figura 4.5 — Modelo de elementos planos: representacdo dos 20 elementos pontuais num
apoio com uma malha regular de 5 cm (Robot)

Da mesma forma, a rigidez vertical de cada apoio plano é dada pelo somatdrio da rigidez
vertical de todos os elementos pontuais que o modelam. Visto que a rigidez vertical de cada
apoio plano vale K., = 1 000 000 kN/m, a rigidez vertical de cada elemento pontual, K,

é dada por:
K .
Ky = —222 (4.11)

O Quadro 4.1 apresenta 0 numero de nos e a rigidez vertical de cada nd, em fungdo da malha
regular considerada no apoio. Note-se que se considerou que a rigidez é idéntica em todos 0s
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nos; uma alterativa seria considerar esta rigidez de acordo com a &rea de influéncia de cada,
tendo nesse caso 0s nds de canto um quarto da rigidez e os laterais metade.

Quadro 4.1 — Numero de elementos pontuais e rigidez vertical de cada elemento pontual

Numero de | Rigidez vertical de cada
Malha
elementos elemento pontual
[cm] pontuais [kN/m]
5 20 50 000,00
2,5 63 15 873,02
1,25 221 4 524,89
0,625 825 1212,12

O Quadro 4.1 permite verificar que, por exemplo, para uma malha regular de 5 cm nos apoios,
resulta uma rigidez vertical por elemento pontual de K,,; = 50 000 kN/m; é este o valor da
rigidez a considerar no Robot.

Comecando por fixar a malha regular de 5 cm nos A+C, e refinando a malha no resto da laje
(L), e efetuando a analise, obtiveram-se as reacdes de apoio e 0s respetivos desvios relativos
apresentados no Quadro 4.2.

Quadro 4.2 — Modelos de elementos planos: analise de convergéncia com malha regular de 5
cm nos A+C, para carga na Posi¢édo 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN7 | [% kN % kN %

oy | LKNT | 1961 == DN | (98] (== N | D061 == DN | 18] =
25 [41,36|82,71 4,15 18,31 8,91 (17,83 -4,42 |-8,85

12,5 [41,25/82,50| -0,25 |4,30(8,61| 3,52 [8,93|17,86| 0,19 |-449|-8,98| 1,42
6,25 (41,22 |82,43| -0,09 (4,36|8,72| 1,23 |8,93|17,87| 0,04 |-4,51|-9,02| 0,46

Observada a convergéncia da solucdo com base nos refinamentos mencionados, nos Quadros
4.2 a 4.5 verifica-se que seja qual for a malha nos A+C, existe sempre convergéncia logo no
primeiro refinamento, ou seja, para a malha de Delaunay de 12,5 cm em L. Porém para um
maior rigor na comparacdo de resultados, foi efetuado outro refinamento para cada um dos
casos, tentando-se alcancar desvios relativos maximos proximos de 1%. Dos Quadros 4.2 a 4.5
observa-se que, independentemente da dimenséo dos elementos da malha nos A+C, R1 tende a
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diminuir com a diminuigdo da dimensao dos elementos no resto da laje e, em contrapartida, R2,
R3 e R4 tendem a aumentar em valor absoluto.

Quadro 4.3 — Modelos de elementos planos: analise de convergéncia com malha regular de

2,5 cm nos A+C, para carga na Posicédo 1

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN7 | [% kNT| [% kN7 | [%
oy | KN | (98] (== IKND | 6] == kN | [96] (== KNI | (9] =
25 |41,68|83,36 3,83|7,66 8,65(17,31 -4,16 |-8,33
125 |41,57|83,14| -0,27 (3,99 |7,97| 3,94 |8,68 17,35 0,24 |-4,23|-8,46| 1,58
6,25 |41,53/83,07| -0,09 |4,04|8,08| 1,29 |8,68|17,36| 0,03 |-4,25|-850| 0,46

Quadro 4.4 — Modelos de elementos planos: analise de convergéncia com malha regular de
1,25 cm nos A+C, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN7 | [% kN % kN %
fomy | LENT | D261 == RN (9] (== kT (961 | == KN | 1961 =
25 |41,84/83,68 3,68(7,35 8,50(17,01 -4.02 |-8,04
125 [41,73|83,47| -0,26 |3,82|7,65| 3,88 [8,54(17,07| 0,39 |-4,09|-8,19| 1,80
6,25 |41,70|83,40| -0,08 (3,87 |7,75| 1,33 |8,54 (17,08 0,05 |-4,11|-8,23| 0,48

Quadro 4.5 — Modelos de elementos planos: analise de convergéncia com malha regular de
0,625 cm nos A+C, para carga na Posi¢éo 1

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN7 | [% kNT| [% kN %
fomy | LEND [ D961 == DN | [96] (== KN 6] (== TR | 18] =
25 |41,94(83,88 3,57 7,14 8,44 116,89 -3,95|-7,91
125 |41,82(83,64| -0,29 |3,74|7,48| 450 |8,46[16,93| 0,23 |-4,02(-8,04| 1,70
6,25 |41,7883,57| -0,08 |3,79|7,58| 1,35 [8,47|16,94| 0,06 |-4,04|-8,09| 0,51

Os Quadros 4.6 a 4.9 apresentam o numero de elementos finitos e o0 tempo de calculo para cada
malha, observando-se um aumento considerével do esforgo de célculo, em termos relativos
apenas, quando se atinge 825 elementos pontuais em cada apoio.
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Quadro 4.6 — Modelos de elementos planos: numero de elementos finitos e tempo de calculo
para malha regular de 5 cm nos A+C, para carga na Posic¢ao 1

Malha Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]

25 1927 1

12,5 6141

6,25 23124

Quadro 4.7 — Modelos de elementos planos: numero de elementos finitos e tempo de calculo
para malha regular de 2,5 cm nos A+C, para carga na Posic¢ao 1

Malha Elementos | Tempo de Célculo
[cm] Finitos [s]

25 2 823 1

12,5 7 045 1

6,25 24 004

Quadro 4.8 — Modelos de elementos planos: numero de elementos finitos e tempo de calculo
para malha regular de 1,25 cm nos A+C, para carga na Posi¢éo 1

Malha Elementos | Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]

25 5788 1

12,5 9783 2

6,25 26 682 5

Quadro 4.9 — Modelos de elementos planos: numero de elementos finitos e tempo de calculo
para malha regular de 0,625 cm nos A+C, para carga na Posicéo 1

Malha Elementos | Tempo de Célculo
[cm] Finitos [s]

25 12 828 7

12,5 19195 8

6,25 35989 10

Em seguida, foram comparadas as solu¢des mais refinadas em L, para cada uma das quatro
malhas regulares dos A+C. Fixando a malha de Delaunay de 6,25 cm em L, obtiveram-se os

desvios reunidos Quadro 4.10.
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Quadro 4.10 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para 0s modelos de elementos e apoios
planos, para carga na Posicdo 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
kN % kN] | [ kN % kN %

oy | FEND | D061 (=r=) IKNT | [96] (== kT | (96 | == KN | 196 (== oeis
5 141,22|82,43 4,36 18,72 8,93 (17,87 -4,511-9,02

2,5 |41,53|83,07| 0,76 |4,048,08| -7,89 |8,68|17,36| -2,96 |-4,25|-8,50| -6,07
1,25 [41,70|83,40| 0,40 |3,87|7,75| -4,25 |8,54|17,08| -1,61 |-4,11|-8,23| -3,33
0,625 (41,78 |83,57| 0,20 |3,79|7,58| -2,19 |8,47|16,94| -0,85 |-4,04|-8,09| -1,75

4.2.2. Modelos de elementos sélidos

4.2.2.1. Modelacao e convergéncia da solucao

O passo seguinte consistiu na criacdo do modelo de elementos sélidos para a laje, agora com
elementos de apoio planos. Selecionando na interface grafica do Robot um “Projeto de estrutura
volumétrica”, o novo modelo da laje é representado de forma esquematica na Figura 4.6, sendo
que as condicdes de apoio sdo iguais as do modelo de elementos solidos com apoios pontuais,
apresentado na seccdo 3.2.2.1, com excecao das restricdes das translagdes segundo z, que
passam a ser elasticas.

™
<

pZ=625.00

Figura 4.6 — Desenvolvimento de modelo de laje de elementos s6lidos com apoios planos:
representacdo esquematica (Robot)

Posto isto, foram consideradas as malhas ja referidas para os A+C e para L. Verificou-se que a
analise resultava numa solucéo sem simetria nos valores das rea¢cdes nos apoios com a mesma
ordenada transversal y, como também j& fora observado nos modelos de apoios pontuais.
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A solugédo para esta questdo passou novamente por modelar apenas metade da laje, com
condicGes de apoio analogas as do modelo de elementos sélidos com apoios pontuais de apenas
metade da laje, apresentado na seccdo 3.2.2.1, e cuja pressédo aplicada se manteria nos 625 kPa,
em virtude da reducdo da forca aplicada para 50 kN e da area para 0,20 x 0,40 m, ver Figura
4.7.

Figura 4.7 — Desenvolvimento do modelo de elementos sélidos de apenas metade da laje com
apoios planos (Robot)

Gerando-se uma malha de 5 cm nos A+C, e refinando a malha em L, obtiveram-se as reacoes
de apoio e os respetivos desvios relativos apresentados no Quadro 4.11.

Quadro 4.11 — Modelos de elementos solidos: analise de convergéncia com malha regular de
5 cm nos A+C, para carga na Posi¢édo 1

Desvio Desvio Desvio Desvio

[kNT | [%]

& 6] [kNT | [%] 6] [kNT | [%] 6] [kNT | [%] %]

25 [39,03|78,06 6,89 13,78 10,51 (21,01 -6,42|-12,85

12,5 [40,39|80,78| 3,36 |5,27|10,54|-30,70 | 9,62 [19,25| -9,18 |-5,28|-10,56 | -21,65

6,25 [40,80/81,60| 1,00 (4,80| 9,61 | -9,71 | 9,31 |18,62| -3,36 |-4,91| -9,82 | -7,54

3,125 {40,91|81,81| 0,26 |4,69| 9,39 | -2,36 | 9,21 |18,42| -1,09 |-4,81| -9,61 | -2,16

Como se observa do Quadro 4.11, a convergéncia da solugdo so se verifica para a malha de
Delaunay de 3,125 cm em L, ou seja, requer mais dois “refinamentos” que para o modelo de
elementos planos. Nos Quadros 4.12, 4.13 e 4.14 observa-se a mesma tendéncia, concluindo-
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se que independentemente da dimensdo dos elementos da malha nos A+C, s6 hé& convergéncia
para a malha de Delaunay de 3,125 cm em L.

Dos Quadros 4.11 a 4.14 observa-se que para todos os casos de malha nos A+C, existem desvios
muito elevados, sobretudo no primeiro refinamento da malha em L, quando se compara com 0s
modelos de elementos planos. Este resultado pode-se dever ao facto dos elementos finitos
volumeétricos dos A+C serem bastante distorcidos, pois como ja se referiu na sec¢do 3.2.2.1 0
algoritmo de geragéo da malha do Robot divide sempre a laje em 5 camadas de igual espessura.

Outro possivel fator para este resultado baseia-se na grande diferenca entre a dimensdo dos
elementos da malha nos A+C e a dos elementos do resto da laje (25 cm), originando elementos
finitos muito distorcidos na transi¢cdo dos A+C para o resto da laje, ver Figura 4.8.

Quadro 4.12 — Modelos de elementos solidos: analise de convergéncia com malha regular de
2,5 cm nos A+C, para carga na Posicéo 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kNT| [% kNT| [% kN %

oy | KNT | (9] (== DN D061 (=0 N 6] == TN (9 =
25 |40,95(81,90 5,20 | 10,40 8,14 (16,27 -4.29| -8,57

12,5 |40,61|81,22| -0,83 |5,06 |10,12| -2,71 |9,41|18,82| 13,55 |-5,09|-10,17 | 15,74
6,25 [41,07/82,13| 1,11 (454 9,09 |-11,38 9,08 |18,15| -3,68 |-4,69| -9,38 | -8,48
3,125 141,19|82,38| 0,30 |4,41|8,82 | -3,07 |8,98|17,96| -1,10 |-4,58| -9,15 | -2,43

Quadro 4.13 — Modelos de elementos solidos: analise de convergéncia com malha regular de
1,25 cm nos A+C, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kNT| [% kN % kNT | [%

fomy | LNT | 6] == RNT | 6] (== I 98] =) TN | (98] =
25 140,82|81,64 5,22 (10,43 8,53 (17,07% -4571-9,14

12,5 [41,43|82,86| 1,46 |4,34| 8,68 | -20,23 | 8,44 |16,88% | -1,09 (-4,21/-8,41| -8,63

6,25 [41,21/82,42| -0,53 (4,41| 882 | 1,64 |895|17,90%| 568 |-4,57|-9,13| 7,89

3,125 141,34|82,67| 0,31 |4,27|854 | -3,31 |8,85|17,70%| -1,13 |-4,45|-8,91| -2,56
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Quadro 4.14 — Modelos de elementos solidos: analise de convergéncia com malha regular de
0,625 cm nos A+C, para carga na Posi¢édo 1

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kNT| [% kN % kN %

oy | (KNI | [ == DN D8] (o=t TN | 6] o= TN 96 =
25 |39,36|78,73 6,56 | 13,12 10,24 | 20,49 -6,17|-12,34

12,5 (41,42|182,83| 4,96 |4,34| 8,68 | -51,10 | 8,49 (16,97 | -20,73 |-4,24 | -8,49 | -45,36

6,25 [41,29/82,59| -0,30 (4,33 | 8,66 | -0,28 | 8,87 |17,74| 4,32 |-4,49| -8,98 | 5,53
3,125 (41,41|82,82| 0,28 |4,20| 8,40 | -3,03 | 8,78 |17,55| -1,04 |-4,39| -8,78 | -2,36

Figura 4.8 — Modelo de elementos s6lidos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 25 cm em planta em L, para carga na Posi¢do 1 — modelacdo de apenas
metade da laje (Robot)

Relativamente ao nimero de elementos finitos e ao tempo de calculo para cada um dos casos,
através dos Quadros 4.15 a 4.18 verifica-se o esperado, ou seja, um aumento muito significativo
do esforco de célculo, provocado pelo acréscimo do numero de elementos finitos.

Analogamente ao que se fez anteriormente, foram comparadas as solugfes para cada uma das
quatro malhas regulares dos A+C, considerando sempre a malha mais refinada no resto da laje.

Assim, fixando a malha de Delaunay com elementos de dimensdo maxima de 3,125 cm em L,
obtém-se os valores para os desvios apresentados no Quadro 4.19.
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Quadro 4.15 — Modelos de elementos solidos: nimero de elementos finitos e tempo de célculo
para malha regular de 5 cm nos A+C, para carga na Posic¢ao 1

Malha Elementos Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 4 825 1
12,5 15330 6
6,25 57 810 30
3,125 230010 187

Quadro 4.16 — Modelos de elementos sélidos: numero de elementos finitos e tempo de célculo
para malha regular de 2,5 cm nos A+C, para carga na Posicao 1

Malha Elementos Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 7 465 2
12,5 17 660 6
6,25 60 050 33
3,125 231 370 208

Quadro 4.17 — Modelos de elementos sélidos: nimero de elementos finitos e tempo de célculo
para malha regular de 1,25 cm nos A+C, para carga na Posicdo 1

Malha Elementos Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 14 385 5
12,5 26 140 9
6,25 66 575 35
3,125 237 110 210

Quadro 4.18 — Modelos de elementos solidos: nimero de elementos finitos e tempo de célculo
para malha regular de 0,625 cm nos A+C, para carga na Posic¢ao 1

Malha Elementos Tempo de Calculo
[cm] Finitos [s]
25 32070 13
12,5 49 555 21
6,25 94720 50
3,125 259 745 214
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4. MODELOS NUMERICOS COM APOIOS

PLANOS ELASTICOS

Quadro 4.19 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos sélidos e

apoios planos, para carga na Posicao 1

o | (N1 | 4 Df;)vlm [kN] | [%] Df;)vlm kN] | [%] D;,Zm [kN] | [%] D[e;ov]"’
5 40,91 (81,81 4,69 (9,39 9,21 118,42 -4,811-9,61

25 (41,19|82,38| 0,69 |4,41(8,82| -6,42 [8,98|17,96| -2,57 |-4,58(-9,15| -5,03
1,25 (41,3482,67| 0,35 |4,27|854| -3,30 (8,85|17,70| -1,46 |-4,45|-8,91| -2,78

0,625 |41,41|82,82| 0,18 |4,20|8,40| -1,58 |8,78|17,55| -0,82 |-4,39|-8,78| -1,48

4.2.3. Comparacao entre solugcoes de modelos de elementos planos e

elementos sodlidos

Dispondo da solucdo, apds a convergéncia, tanto para elementos planos como para elementos
solidos, para a carga na Posicao 1, (i) malha regular de 0,625 cm nos A+C e malha de Delaunay
de 6,25 cm em L (Figura 4.9) e (ii) malha regular de 0,625 cm nos A+C e malha de Delaunay
de 3,125 cm em L (Figura 4.10), respetivamente, procedeu-se a comparacdo destas duas
solucdes, a qual é exibida no Quadro 4.20.

Quadro 4.20 — Comparagdo das soluges: reagcdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos solidos, para carga na Posicéo 1

Desvio Desvio Desvio Desvio

[kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%]
[%] [%] [%] [%]

Elem. Planos |41,78 | 83,57 3,79 | 7,58 8,47 | 16,94 -4.04 | -8,09
Elem. Solidos |41,41|82,82| -0,90 | 4,20 |8,40| 9,78 |8,78|17,55| 3,52 |-4,39|-8,78| 7,87

Figura 4.9 — Modelo de elementos planos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 6,25 cm em L, para carga na Posi¢édo 1 (Robot)
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L.

Figura 4.10 — Modelo de elementos sélidos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 3,125 cm em planta em L, para carga na Posicdo 1 — modelacéo de
apenas metade da laje (Robot)

O Quadro 4.20 permite verificar que contrariamente ao sucedido para apoios pontuais, 0S
valores do desvio das reacdes de apoio sdo sempre inferiores a 10%, ou seja, para todos 0s
apoios a diferenca entre a reacdo de apoio, quando modelado com elementos planos ou
elementos solidos é inferior a 1 KN. Uma conclusdo muito importante é, pois, que para apoios
planos, o modelo de elementos solidos é dispensavel. Em termos préticos, o tempo de célculo
do modelo de elementos planos, com um total de 35 989 elementos finitos, foi de 10 segundos,
enguanto que para o modelo de elementos solidos, com um total de 259 745 elementos finitos
volumétricos, sete vezes superior ao anterior, o tempo de calculo foi de 214 segundos, vinte
vezes superior.

4.3. Restantes posicoes da carga aplicada

4.3.1. Carga aplicada na Posicao 2

Tendo-se concluido que para a carga na Posicdo 1 é desnecessario o desenvolvimento de um
modelo de elementos solidos, procedeu-se a comparacao das solugcdes para a carga aplicada nas
Posicdes 2 e 3.

Relativamente a situacdo de carga aplicada na Posicédo 2 e aplicando o mesmo procedimento de
refinamento, verificou-se a ocorréncia de convergéncia da solu¢do ap6s um Unico refinamento
da malha no resto da laje (malha de Delaunay de 12,5 cm), no caso de elementos planos, e apds
trés refinamentos (malha de Delaunay de 3,125 cm — igual a carga na Posigéo 1), para o caso
de elementos sélidos. De referir que para o caso do modelo de elementos sélidos também se
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verificou a assimetria dos valores das reacGes nos apoios com a mesma ordenada transversal y,
tendo sido necessario desenvolver o modelo de apenas metade da laje.

Em ambos os casos foram atingidos desvios inferiores a 2% e os tempos de calculo e o nimero
de elementos finitos sdo praticamente iguais aos obtidos para a carga na Posicao 1, ver Quadros
4.6 a 4.9, para o caso dos modelos com elementos planos e Quadros 4.15 a 4.18, para 0 caso
dos modelos com elementos solidos.

Fixando a malha de Delaunay de 12,5 cm em L, para o caso de elementos planos e a malha de
Delaunay de 3,125 cm para o caso de elementos sélidos obtém-se, respetivamente, os valores
para reacOes de apoio e desvios apresentados nos Quadros 4.21 e 4.22.

Quadro 4.21 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos planos,
para carga na Posicdo 2

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
kN 1% kN 0t kN 1% kN 0t
fomp | LN | 18] [ [N | 961 (o= kNI 6] == (KN | 196] == ise s
5 128,30|56,60 7,01 14,02 9,23 118,45 5,46 |10,92

2,5 |28,60(57,19| 1,04 |6,72|13,43| -4,43 8,96 17,92 -2,98 | 5,73 |11,46| 4,66
1,25 |28,75|57,51| 055 |6,56|13,12| -2,37 |8,81|17,63| -1,65 | 5,87 |11,75| 2,45
0,625 | 28,83 |57,67| 0,28 |6,48|12,96| -1,25 |8,74|17,49| 0,82 | 594 |11,89| 1,22

Quadro 4.22 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos sélidos,
para carga na Posicdo 2

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
kN % kN] | [% kN]| [% kN]| [
fomy | (<N | 1961 == INT | (9] o=y (kN | [o6] (== kNI | 196] ==
5 |27,94|55,89 7,38 (14,77 9,56 | 19,11 5,12 110,23

2,5 |28,21|56,42| 094 |7,12|14,23| -3,75 | 9,32 |18,63| -2,56 | 5,36 |10,71| 4,46
1,25 128,35|56,70| 0,49 |6,98|13,96| -1,96 |9,19|18,37| -1,41 |5,48|10,96| 2,32
0,625 | 28,42 56,84 0,25 |6,91|13,83| -0,97 |9,12|18,23| -0,77 |555|11,10| 1,20

Deste modo, as duas soluc¢des a comparar para carga na Posi¢éo 2 séo (i) malha regular de 0,625
cm nos A+C e malha de Delaunay de 12,5 cm em L (Figura 4.11) e (ii) malha regular de 0,625
cm nos A+C e malha de Delaunay de 3,125 cm em L (Figura 4.12), respetivamente, para
elementos planos e elementos sélidos. A comparacdo das duas solucdes é apresentada no
Quadro 4.23.
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Figura 4.11 — Modelo de elementos planos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 12,5 cm em L, para carga na Posi¢édo 2 (Robot)

k.

Figura 4.12 — Modelo de elementos sélidos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 3,125 cm em planta em L, para carga na Posi¢do 2 (Robot)

Quadro 4.23 — Comparacdo das soluces: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, para carga na Posi¢édo 2

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

kN % kN]| [% kN % kN %
N | [o6] == (kNT) 1961 o= D | 6] == TN | 6] =

Elem. Planos | 28,83 |57,67 6,48 | 12,96 8,74 117,49 5,94 | 11,89
Elem. Solidos |28,42|56,84| -1,45 (6,91 (13,83| 6,28 |9,12(18,23| 4,11 |5,55|11,10| -7,14

O Quadro 4.23 permite manter a conclusdo anteriormente apresentada, de que para apoios
planos, a utilizagdo de elementos sdlidos é desnecessaria, pois os valores do desvio de todas
as reacOes de apoio se mantém sempre inferiores a 10%, tendo tendéncia a diminuir a medida
que a posicdo da carga se aproxima do centro da laje.
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4.3.2. Carga aplicada na Posicao 3

Para finalizar, resta comparar as solucdes para a carga aplicada na Posi¢do 3. Repetindo o
procedimento de refinamento, verificou-se que no caso de elementos planos a convergéncia da
solucdo ocorre também apds um refinamento da malha em L (malha de Delaunay de 12,5 cm),
e para o caso de elementos solidos ap0ds dois refinamentos (malha de Delaunay de 6,25 cm),
tendo também sido necessario desenvolver 0 modelo de apenas metade da laje.

Com os modelos de elementos planos foram atingidos desvios inferiores a 1%, enquanto que
com os modelos de elementos solidos foram obtidos desvios méximos de 3%. Todavia, a titulo
de curiosidade, no caso dos modelos de elementos solidos, efetuando o terceiro refinamento em
L (malha de Delaunay de 3,125 cm), todos os desvios obtidos foram inferiores a 1%. Os tempos
de calculo e o nimero de elementos finitos também se mantém praticamente iguais aos obtidos
com a carga na Posicdo 1, ver Quadros 4.6 a 4.9, para o caso dos modelos com elementos planos
e Quadros 4.15 a 4.18, para o caso dos modelos com elementos solidos.

Assim sendo, para uma malha de Delaunay de 12,5 cm em L, para o caso de elementos planos
e uma malha de Delaunay de 6,25 cm em L, para o caso de elementos solidos obtém-se,
respetivamente, os valores para reacdes de apoio e desvios relativos apresentados nos Quadros
4.24 e 4.25.

Comparando as duas soluc¢des para carga na Posicdo 3, (i) malha regular de 0,625 cm nos A+C
e malha de Delaunay de 12,5 cm em L (Figura 4.13) e (ii) malha regular de 0,625 cm nos A+C
e malha de Delaunay de 6,25 cm em L (Figura 4.14), respetivamente para elementos planos e
elementos solidos, obtém-se os seguintes desvios relativos apresentados no Quadro 4.26.

Quadro 4.24 — Reacdes de apoio, apos convergéncia, para os modelos de elementos planos,
para carga na Posicdo 3

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
kN % kN % kN]| [% kN %
fom] | FEND | D961 == kN 1961 (o= N (9] | == DN | [06] (=2
5 116,32|32,64 8,68 (17,36 8,68 117,35 16,32 | 32,65

25 |16,61(33,21| 1,71 |839|16,79| -3,39 |8,40|16,79| -3,34 |16,61|33,21| 1,70

1,25 |16,75/33,51| 0,89 |8,25|16,49| -1,80 |8,24|16,49| -1,84 |16,76|33,51| 0,90

0,625 (16,83 |33,66| 0,46 |8,17(16,34| -0,96 |8,17|16,34| -0,91 |16,83|33,66| 0,45
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Quadro 4.25 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos sélidos,
para carga na Posicdo 3

R1 R2 R3 R4

Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
kN] | [% KN]| [% KN] | [% KN] | [%

fomp | LN | 1) [—oer= O 9] (o= kN 6] == KN | [96] == =e
5 115,90|31,80 9,09 |18,19 9,12 118,24 15,89 31,78

2,5 |16,14|32,28| 1,51 |8,85|17,70| -2,76 |8,88 |17,75| -2,75 |16,13|32,27| 1,51

1,25 |16,27(32,54| 0,79 |8,72|17,44| -1,49 |8,75|17,50| -1,46 |16,26 |32,52| 0,79

0,625 16,34 32,68 | 0,42 |8,65|17,30| -0,80 |8,68|17,36| -0,78 |16,33|32,66| 0,42

Figura 4.13 — Modelo de elementos planos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 12,5 cm em L, para carga na Posi¢éo 3 (Robot)

Figura 4.14 — Modelo de elementos sélidos: malha regular de 0,625 cm em planta nos A+C e
malha de Delaunay de 6,25 cm em planta em L, para carga na Posic¢éo 3 (Robot)
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Quadro 4.26 — Comparagdo das solucdes: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, para carga na Posicéo 3

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

kN 01 kN 01 kN % kN o
(ND | 98] (= DN 98] o= (kN 6] == kN | 1] =

Elem. Planos | 16,83 | 33,66 8,17 | 16,34 8,17 [ 16,34 16,83 | 33,66
Elem. Solidos | 16,34 | 32,68 | -3,01 |8,65|17,30| 558 [8,68|17,36| 5,88 |16,33|32,66| -3,07

Os valores do Quadro 4.26 permitem concluir novamente que para apoios planos o
desenvolvimento de modelos de elementos solidos é desnecessario. A tendéncia de diminuigédo
dos desvios a medida que a posicdo da carga se aproxima do centro da laje € mais uma vez
observada, sendo que para o caso de carga na Posi¢do 3 foi possivel atingir a convergéncia com
menos “refinamentos”, como ja havia sucedido na modelagdo da laje com apoios pontuais.

4.4. Avaliacao do efeito do valor da rigidez dos apoios

Depois de se ter chegado a concluséo de que para apoios planos o desenvolvimento de modelos
de elementos solidos é desnecessario, foi necessario verificar se este resultado se mantinha para
outros valores da rigidez vertical dos apoios, de modo a cobrir eventuais variacdes verificaveis
na pratica, pois basta utilizar um apoio NEOARM com dimens®es diferentes ou com uma forma
diferente (circular), ou pontes ou viadutos de dimensao, tipologia ou sujeitas a agdes diferentes,
para se altear o valor daquela rigidez.

A titulo de curiosidade apresentam-se dois exemplos: se fosse utilizado um apoio NEOARM
de dimensfes 150 x 250 x 31 mm, com trés camadas de elastomero, cada uma com uma
espessura de 6 mm, a rigidez vertical aumentaria cerca de 42%, e se fosse adotado um apoio
NEOARM circular de 200 x 23 mm, com duas camadas de elastdbmero, cada uma com uma
espessura de 6 mm, a rigidez vertical quase que duplicava, como se mostra no Quadro 4.27.

Quadro 4.27 — Comparacéo da rigidez vertical de diferentes aparelhos de apoio

[mm] [KN/m] [%]
150x200x31 877 192,98
150x250x31 124729160 42,19

$200x23 1712706,28| 95,25
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Face a este pressuposto, foi repetido o estudo de convergéncia para apoios planos com uma
rigidez 10x inferior e 10x superior a considerada na analise apresentada acima, de forma a
verificar como variava a reparticéo da carga pelos apoios e o nimero de refinamentos da malha
necessario para se atingir a convergéncia. De forma a ndo ultrapassar o limite de paginas
regulamentado para este documento, sé se apresentam resultados relativos a situacdo da carga
aplicada na Posicdo 1, ou seja, a mais desfavoravel.

Assim sendo, para K, = 100 000 KN/m, a convergéncia da solucédo foi obtida ap6s um Unico
refinamento da malha em L (malha de Delaunay de 12,5 cm em L), para elementos planos
(desvios abaixo de 1%) e apds trés refinamentos (malha de Delaunay de 3,125 cm em L), para
0 caso de elementos sélidos (modelacdo de apenas metade da laje).

Relativamente a K, = 10 000 000 kN/m, a convergéncia da solucdo também foi obtida com
apenas um refinamento da malha em L (malha de Delaunay de 12,5 cm em L), para elementos
planos (desvios abaixo de 4%) e também com trés refinamentos (malha de Delaunay de 3,125
cm em L), para o caso de elementos solidos (modelo de apenas metade da laje).

Como um dos objetivos deste estudo € o de analisar a variacdo do valor das reacdes de apoio
para as trés situacdes de rigidez vertical, procurou-se comparar solu¢des determinadas para uma
mesma malha. Posto isto, visto que para o caso de K, = 1000 000 kN /m, foi necessario
efetuar mais um refinamento no caso dos elementos planos, também para o caso de elementos
planos se apresentam os resultados para uma malha de Delaunay de 6,25 cm em L.

Os Quadros 4.28 a 4.31 apresentam os valores das reagdes de apoio e respetivos desvios para
0s modelos de elementos planos (malha de Delaunay de 6,25 cm em L) e para modelos de
elementos solidos (malha de Delaunay de 3,125 cm em L), consoante a rigidez vertical dos
apoios.

Quadro 4.28 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos planos,
com K, = 100 000 kN /m, para carga na Posi¢édo 1

R1 R2 R3 R4
Malha Desvio Desvio Desvio Desvio | Napoios
KN] | [% kN] | [% KN] | [% KN] | [%
[cm] [kN] | [%] %] [kN] | [%] %] [kNT | [%] 6] [kN] | [%] 6] | Apoio
5 |36,44|72,88 13,88 27,76 4,45 | 8,89 -4,76 | -9,52

2,5 |36,46|72,93| 0,07 |13,86|27,72| -0,13 |4,43|8,85| -0,43 |-4,75|-9,50| -0,22
1,25 |36,48(72,96| 0,04 |13,85|27,70| -0,06 |4,42|8,83| -0,22 |-4,75|-9,49| -0,11
0,625 (36,48 |72,97| 0,02 |13,85|27,69| -0,03 |4,41(8,82| 0,11 |-4,74|-9,49| -0,05
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Quadro 4.29 — Reac0es de apoio, apos convergéncia, para os modelos de elementos sélidos,
com K, = 100 000 kN /m, para carga na Posi¢édo 1

R1 R2 R3 R4
“E';an [kN] | (9] D‘E;OV]"’ [kN] | (9] D[e;v]"’ [kN] | [96] D[e;)v]"’ [kN] | o6 Df;v]'° IZA;’;’;‘:
5 36,16 72,32 14,15 28,31 4,72 19,45 -5,04 | -10,08
25 [36,19|72,37| 0,07 |14,14|28,28| -0,10 |4,71(9,41| -0,35 |-5,03|-10,06| -0,16
1,25 |36,20|72,40| 0,03 |14,13|28,26| -0,06 |4,70(9,40| -0,19 |-5,03|-10,05| -0,09
0,625 | 36,21|72,43| 0,04 |14,12|28,23| -0,10 | 4,69 |9,37| -0,24 |-5,02|-10,03| -0,20

Quadro 4.30 — Reac0es de apoio, apds convergéncia, para os modelos de elementos planos,
com K, = 10 000 000 kN /m, para carga na Posicdo 1

R1 R2 R3 R4
“E'f,:;a [kN] | [9] D[e;‘;"’ kg | (9] ijov]“’ [kN] | [9%] Df;ov]"’ kN] | o] D[e;ov]"’ IZ“‘;;;‘;S
5 37,28 74,55 6,05 (12,09 16,23 | 32,45 -9,55(-19,10
25 [38,00|7599| 1,90 |5,14|10,28|-17,63 |16,05|32,10| -1,08 |-9,19|-18,38 | -3,92
1,25 [38,44|76,89| 1,16 (4,59 9,19 |-11,93 |(1591(31,81| -0,91 |-8,94|-17,89| -2,75
0,625 |38,69|77,38| 0,64 |4,30| 8,59 | 691 |1581|31,62| -0,60 |[-880|-17,60| -1,65

Quadro 4.31 — Reacdes de apoio, ap0s convergéncia, para os modelos de elementos solidos,

com K, = 10 000 000 kN /m, para carga na Posic¢éo 1

R1 R2 R3 R4
“f'f,:}a [kN] | [2%] D[e;‘;“’ [kN] | (9] Df;)v]“’ [kN] | [9%] ijov]"’ [kN] | o] D[e;ovlw 'Z“;’;’;‘j
5 38,32 (76,63 476 19,53 15,98 | 31,95 -9,05|-18,11
25 (3883|7767 1,34 |4,15|8,29|-14,90 |15,77|31,54| -1,30 |-8,75|-17,50| -3,46
1,25 [39,20|78,40| 0,93 |3,72|7,44|-11,41 |15,61|31,21| -1,06 |-8,53|-17,05| -2,65
0,625 |39,43|78,85| 0,58 |3,46(6,93| -7,45 |15,48|30,96| -0,79 |-8,37|-16,75| -1,82

Em paralelo, relacionando as trés situacdes, Quadros 4.10, 4.28 e 4.30 para modelos de
elementos planos e Quadros 4.19, 4.29 e 4.31 para modelos de elementos sélidos, conclui-se
que para ambos 0s casos, 0s desvios relativos diminuem com o aumento da flexibilidade dos
apoios e, regra geral, aumentam com o0 aumento da rigidez dos apoios, possivelmente em
virtude do acréscimo dos gradientes de tensGes com a rigidez dos apoios. A grande diferenca
perante as trés situacOes analisadas é a reparticdo transversal da carga pelos apoios, que sera
posteriormente analisada.
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Analisando os Quadros 4.32 e 4.33, que comparam as solu¢des com modelos de elementos
planos e modelos de elementos solidos para cada um dos casos, verifica-se que perante uma
situacdo mais flexivel, a utilizacdo de elementos sélidos mantém-se desnecessaria,
observando-se desvios inferiores a 10%.

Perante uma solugdo mais rigida foi obtido um desvio de cerca de 24% na reacdo R2, que em
termos percentuais € um valor que ainda ndo tinha sido obtido nos modelos com apoios planos.
Porém, em termos préaticos, também se pode concluir que mesmo perante uma solu¢do mais
rigida, a utilizacdo de elementos sélidos continua a ser desnecessaria, visto que em termos
absolutos, a diferenca entre as solugdes é inferior a 1 kN.

Quadro 4.32 — Comparacdo das soluces: reacdes de apoio, ap0s convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos solidos, com K,, = 100 000 kN /m, para carga na

Posicédo 1
R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN] | [% kN %
[kN] | [%] %] [kN] | [%] %] [kN] | [%] %] [kN] | [%] 6]
Elem. Planos | 36,48 | 72,97 13,85 (27,69 441 |8,82 -4,741 -9,49
Elem. Solidos | 36,21 | 72,43| -0,75 |14,12|28,23| 1,91 |4,69|9,37| 585 |-5,02|-10,03| 5,44

Quadro 4.33 — Comparacéo das solugdes: reacdes de apoio, apos convergéncia, para 0s
modelos de elementos planos e elementos sélidos, com K,, = 10 000 000 kN /m, para carga

na Posicéo 1
R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN 0 kN] | [ kN 0 kN 0
ND | [o6] (== IND | [o6] (o= kN | [96] == [N | 18] =
Elem. Planos | 38,69 | 77,38 4,30 | 8,59 15,81 (31,62 -8,80|-17,60
Elem. Solidos | 39,43 (78,85| 1,87 | 3,46 |6,93| -24,05 | 15,48 |30,96| -2,13 |-8,37|-16,75| -5,08

Relativamente a reparticdo transversal da carga pelos apoios, 0s Quadros 4.34 e 4.35
apresentam as variagOes/desvios das reacOes de apoio relativas a situacdo de K, =
1 000 000 kN /m, respetivamente para elementos planos e elementos sélidos, para a malha
mais refinada.

Os Quadros 4.34 e 4.35 permitem concluir, uma vez mais, que a utilizacdo de modelos de
elementos solidos é dispensavel, em virtude de os resultados obtidos com os modelos de
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elementos planos e de elementos sélidos serem semelhantes, por isso a analise que se segue
baseia-se unicamente no Quadro 4.34 (modelo de elementos planos).

Quadro 4.34 — Reparticéo transversal da carga pelos apoios, para os modelos de elementos
planos, para carga na Posicdo 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN o kN I kN o
(ND | o8] (== N | 98] [ TN 6] == (kN [] =
100 000 |36,48(72,97|-12,68 | 13,85|27,69 (265,20 | 4,41 | 8,82% | -47,90 | -4,74| -9,49 | 17,34
1 000 000 |41,78|83,57 3,79 | 7,58 8,47 16,94% -4,041| -8,09
10 000 000 | 38,69 77,38 | -7,40 | 4,30 | 8,59 | 13,31 |15,81|31,62% | 86,71 |-8,80|-17,60| 117,62

Quadro 4.35 — Reparticéo transversal da carga pelos apoios, para os modelos de elementos
solidos, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN 0 kN % kN %

o | LN | D61 ) TRND | [ == [N | 18] =
100000 |[36,21|72,43|-12,55 | 14,12 (28,23 (235,92 | 4,69 | 9,37 | -46,61 | -5,02|-10,03 | 14,32
1 000 000 |41,41|82,82 4,20 | 8,40 8,78 [ 17,55 -4,39| -8,78

10 000 000 | 39,43 |78,85| -4,78 | 3,46 | 6,93 | -17,59 | 15,48 30,96 | 76,39 |-8,37|-16,75| 90,81

[kN] | [%]

Assim sendo, adotando uma rigidez 10x inferior, observa-se uma diminuicdo das reacdes de
apoio R1 e R3, devendo-se evidenciar o facto de R3 diminuir para aproximadamente metade
do valor original. Em contrapartida, nos apoios A2 e A4 o valor das rea¢fes sofre um aumento
significativo, sendo que R2 aumenta de forma impressionante (265%), passando este apoio a
suportar cerca de 30% da carga, em vez de 8% (aproximadamente).

Quando se considera uma rigidez 10x superior, também se observam algumas alteracGes,
sobretudo nos apoios mais distantes transversalmente a posicdo da carga (A3 e A4). Estes dois
apoios sofrem um acréscimo substancial, 87% em R3 e 118% em R4, aliviando assim 0s apoios
mais proximos da carga, que, em contrapeso, sofrem uma diminuicdo da carga suportada. Ou
seja, 0 acréscimo da rigidez dos apoios diminui a eficacia de transmissdo lateral de cargas do
tabuleiro.

Dos Quadros 4.34 e 4.35 verifica-se também que os desvios relativos entre as trés solugdes,
guando se modela com elementos sélidos, sdo, regra geral, inferiores aos desvios relativos
aquando a modelagéo com elementos planos.
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Nas Figuras 4.15 e 4.16 comparam-se as trés solugdes, observando-se a oscilagdo do valor das
reacOes de apoio provocada pela alteracéo da rigidez vertical. E de realcar que a variagdo do
valor da reagdo com a rigidez dos apoios ndo é monotona em todos os apoios. Por exemplo, R1
aumenta inicialmente quando se aumenta a rigidez dos apoios, mas depois reduz-se quando a
rigidez continua a aumentar, indiciando a presenca de pelo menos dois mecanismos resistentes
concorrentes.

Reparticéo transversal

100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%

| [—

-20,00% R1 R2 R3
-40,00%

= 100000 =1000000 =10 000000 Rigidez vertical [KN/m]

Figura 4.15 — Comparacdo da reparticdo transversal da carga pelos apoios consoante a rigidez
vertical, para os modelos de elementos planos, para carga na Posi¢éao 1

Reparticdo transversal

100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00% I
0 [ | [ | .
0,00% -
20.00% R1 R2 R3 R4
-40,00%

=100 000 =1 000 000 =10 000 000 Rigidez vertical [KN/m]

Figura 4.16 — Comparacéo da reparticdo transversal da carga pelos apoios consoante a rigidez
vertical, para os modelos de elementos solidos, para carga na Posicéo 1
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5. MODELOS NUMERICOS COM APOIOS PONTUAIS
ELASTICOS

Nos modelos com apoios pontuais anteriormente analisados estes apoios eram rigidos, o0 que
impede que se proceda a comparacdo dos resultados entdo obtidos com os resultados agora
obtidos para apoios planos, que apresentam rigidez vertical finita. Verificou-se, pois, ser
necessario criar novos modelos com apoios pontuais com rigidez vertical finita, para permitir a
realizacdo de tal comparacao.

Assim sendo, foram criados modelos de elementos planos e modelos de elementos sélidos,
agora com apoios pontuais flexiveis, para a carga na Posi¢do 1, com os trés valores de rigidez
vertical anteriormente estabelecidos para os apoios, de forma a analisar como varia a reparticdo
da carga pelos apoios, verificar se diferem os resultados entre os modelos com elementos planos
e 0s modelos com elementos sélidos e, seguidamente, comparar os resultados obtidos com
modelos de apoios pontuais e de apoios planos.

Para ambos os casos, foram adotados os modelos (malhas) que proporcionaram uma melhor
solucdo na modelacdo dos apoios pontuais com rigidez infinita, ver sec¢do 3.2.3, (i) malha de
Delaunay com HO = 0,097 656 3 cm, de elementos planos “quadrangulares” com Q = 1,20 para
0 modelo com elementos planos (Figura 3.11) e (ii) malha de Delaunay com HO = 0,097 656 3
cm, de elementos de base “quadrangular”’, com Q = 1,10 para 0 modelo com elementos sélidos
(Figura 3.12), sendo que a Unica alteracdo se traduzira na rigidez vertical.

De realcar que foi sempre efetuado um modelo com malha de Delaunay com HO = 0,195 312 5
cm, por forma a verificar a convergéncia da solucdo para as malhas adotadas, o que ocorreu
para todos 0s casos, independentemente da rigidez vertical.

O Quadro 5.1 apresenta a reparticdo transversal da carga pelos apoios e as variacGes/desvios
das reacbes de apoio relativas a situacdo de K, = 1000000 kN/m para modelos com
elementos planos, ver também Figura 5.1.

Do Quadro 5.1 conclui-se que na modelagdo com apoios pontuais, a rigidez vertical continua a
ter grande importancia na reparticdo transversal da carga, existindo grandes varia¢fes tanto
quando se reduz a rigidez dos apoios como quando se aumenta a mesma, como mostra a Figura
5.1. Porém, esta figura revela uma tendéncia mondétona da variagdo do valor da reacdo em cada
apoio com a rigidez dos mesmos, exceto no apoio R4.
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Quadro 5.1 — Apoios pontuais elasticos: repartigdo transversal da carga pelos apoios, para 0s
modelos de elementos planos, para carga na Posicao 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %
[ND | (98] (== IND | (98] | ==y kN | [06] == N | 96 (=
100 000 |36,60 (73,20 -14,43 | 13,77 |27,54| 318,54 | 4,32 | 8,64 | -36,38 | -4,69|-9,38 | 65,14
1 000 000 |42,77|85,54 3,29 | 6,58 6,79 13,58 -2,84|-5,68

10 000 000 | 45,15(90,30| 5,56 |-1,90 |-3,80 [-157,75|10,01|20,02 | 47,42 |-3,27 |-6,54 | 15,14

Reparticédo transversal

100,00%

80,00%

60,00%

40,00%

20,00% I

0,00% [ | X
R1 R2 R3 RA
-20,00%
=100 000 1,000 000 i T
10 000 000 Infinito igidez vertical [kN/m]

Figura 5.1 — Apoios pontuais: comparacao da reparticdo transversal da carga pelos apoios
consoante a rigidez vertical, para os modelos de elementos planos, para carga na Posicdo 1

Comparando os Quadros 4.34 e 5.1 verifica-se que quando maior a flexibilidade dos apoios
maior € a aproximacao da solugdo entre apoios pontuais e apoios planos, porém, para apoios
mais rigidos, as reac6es de apoios ja se alteram substancialmente, ver Quadros 5.2 a 5.4.

Quadro 5.2 — Comparacéo das solucdes entre modelos de elementos planos com apoios planos
e pontuais elasticos, com K,, = 100 000 kN /m, para carga na Posicdo 1

| R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

kN 0 kN 0t kNT | [% kN 01
-[ 1| 18] [ INT | 98] | INT | D961 == TRNT | (%] =

Planos | 36,48 | 72,97 13,85 | 27,69 4,41 |8,82 -4,74 | -9,49
Pontuais | 36,60 | 73,20 | 0,32 |13,77|27,54| -0,56 |4,32|8,64| -2,09 |-4,69(-9,38| -1,13

Daniel Filipe Ferreira Bastos 66



Modelagédo e andlise por elementos finitos de lajes 5. MODELOS NUMERICOS COM APOIOS
de comportamento elastico linear com apoios PONTUAIS ELASTICOS
pontuais e planos: comparacéo das solugfes para

elementos planos e sélidos

Quadro 5.3 — Comparacéo das solucdes entre modelos de elementos planos com apoios planos
e pontuais elasticos, com K,, = 1 000 000 kN /m, para carga na Posi¢édo 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

kN % kN] | [% kN % kN %
NT | 191 [~ KNI | 6] [0 = RN | D061 (=00 =) RN | (9% =0

Planos | 41,78 | 83,57 3,79 | 7,58 8,47 | 16,94 -4,04 | -8,09
Pontuais | 42,77 | 85,54 | 2,36 | 3,29 |6,58| -13,23 | 6,79 | 13,58 | -19,82 | -2,84 | -5,68 | -29,75

Quadro 5.4 — Comparacéo das solucdes entre modelos de elementos planos com apoios planos
e pontuais elasticos, com K,, = 10 000 000 kN /m, para carga na Posi¢do 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

kN % kN % kN % kN %
[ND | 1961 | (KNT | [08] == (KN | D06 (== [kND | [o6] (=0

Planos |38,69|77,38 4,30 | 8,59 15,81 (31,62 -8,80(-17,60
Pontuais | 45,15 (90,30 | 16,70 |-1,90 |-3,80|-144,23 | 10,01 | 20,02 | -36,69 |-3,27 | -6,54 | -62,83

Os Quadros 5.2 a 5.4 permitem verificar que embora para K, = 100 000 kN /m, os desvios
entre ambas a solucgdes sejam desprezaveis, a medida que a rigidez vertical dos apoios aumenta,
aumenta o desvio entre as duas soluc@es, evidenciando que no modelo com apoios mais rigidos,
com apoios pontuais, 0 apoio A2 volta a apresentar reacdo negativa (como ja se verificara com
rigidez infinita), ou seja, uma diminui¢do de 144% no valor da reagdo de apoio. Verifica-se
também que para todos os casos, com o aumento da rigidez vertical, R1 tende a aumentar e R2,
R3 e R4 tendem a diminuir.

Relativamente aos modelos de elementos solidos, o Quadro 5.5 apresenta a reparticdo
transversal da carga pelos apoios e as variagcdes/desvios das reacdes de apoio relativas a situacao
de K, =1 000 000 kN /m, ver também Figura 5.2.

Quadro 5.5 — Apoios pontuais elasticos: reparti¢do transversal da carga pelos apoios, para 0s
modelos de elementos sélidos, para carga na Posigédo 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio
kN % kN % kN % kN %
[ND | 6] == INT | 9] == TN 9] == RN (9] =
100 000 |35,34|70,68| -7,58 |15,28|30,56| 43,47 |5,09|10,18| -9,75 |-5,71|-11,42 | 26,05
1 000 000 |38,24|76,48 10,65 (21,30 5,64 111,28 -453| -9,06
10 000 000 | 38,94 |77,88| 1,83 | 9,40 (18,80 -11,74 | 6,04 |12,08| 7,09 |-4,38| -8,76 | -3,31
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Analisando o Quadro 5.5 verifica-se que na modelagdo com elementos solidos, 0s desvios
relativos sdo menos significativos quando comparados com os desvios dos elementos planos.
Neste caso, para apoios mais rigidos, os desvios até sdo muito reduzidos (maioritariamente
inferiores a 10%), havendo um maior desequilibrio para apoios mais flexiveis. A Figura 5.2
revela uma repartigéo transversal da carga pelos apoios quase linear, sem a oscilagdo observada
nos modelos de elementos planos com apoios pontuais.

Reparticéo transversal

100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%
0,00%
R1 R2 R3 R4
-20,00%
100 000 1 000 000 . .
10 000 000 Infinito Rigidez vertical [KN/m]

Figura 5.2 — Apoios pontuais: comparacao da reparticdo transversal da carga pelos apoios
consoante a rigidez vertical, para os modelos de elementos sélidos, para carga na Posicéo 1

Comparando as Figuras 5.1 e 5.2 é possivel voltar a concluir que no que respeita a redistribuicao
transversal de forcas, que constituia o objetivo da investigacdo de Fernandes (2017), o modelo
de elementos planos nem sempre permite chegar a uma solucdo semelhante a determinada com
o0 modelo de elementos sélidos. Relacionando os Quadros 4.35 e 5.5 verifica-se que quando
maior a flexibilidade, maior é a aproximacdo da solucdo entre apoios pontuais e apoios planos,
como ja se observara para modelos de elementos planos, mantendo-se também a tendéncia de,
para apoios mais rigidos, as reac6es de apoios ja variarem significativamente, ver Quadros 5.6
ab5.8.

Quadro 5.6 — Comparacdo das solugdes entre modelos de elementos s6lidos com apoios
planos e pontuais elasticos, com K,, = 100 000 kN /m, para carga na Posicdo 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

[kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%] [kN] | [%]
[%] [%] [%] [%]

Planos |36,21|72,43 14,12 | 28,23 4,69 | 9,37 -5,02 (-10,03
Pontuais | 35,34 | 70,68 | -2,41 |15,28(30,56| 8,24 |5,09(10,18| 8,61 |-5,71|-11,42| 13,82
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Quadro 5.7 — Comparacdo das solugdes entre modelos de elementos s6lidos com apoios
planos e pontuais elasticos, com K,, = 1 000 000 kN /m, para carga na Posi¢do 1

R1 R2 R3 R4
kN] | 6] Desvio kN] | 4] Desvio kN] | 6] Desvio kN] | [94] Desvio
[%] [%] [%] [%]

Planos |41,41|82,82 4,20 | 8,40 8,78 | 17,55 -4,39|-8,78
Pontuais | 38,24 | 76,48 | -7,65 |10,65|21,30|153,42|5,64 | 11,28 | -35,74 |-4,53 |-9,06 | 3,23

Quadro 5.8 — Comparacéo das solucdes entre modelos de elementos sélidos com apoios
planos e pontuais elésticos, com K,, = 10 000 000 kN /m, para carga na Posic¢do 1

R1 R2 R3 R4
Desvio Desvio Desvio Desvio

[KN] | [%] [KN]| [%] [kN] | [%] [kN] | [%]
[%] [%] [%] [%]

Planos |39,43|78,85 3,46 | 6,93 15,48 | 30,96 -8,37 | -16,75
Pontuais | 38,94 | 77,88 | -1,24 |9,40|18,80|171,43| 6,04 |12,08| -60,99 | -4,38 | -8,76 | -47,69

Analisando os Quadros 5.6 a 5.8 verifica-se, novamente, que para K, = 100 000 kN /m, 0s
desvios entre as duas solugdes sdo desprezaveis, e que a medida que a rigidez vertical dos apoios
aumenta, 0 aumento dos desvios entre as duas solugdes permanece. O apoio A2 é sempre 0
mais critico, dispondo sempre de desvios superiores a 150% para 0s outros casos de rigidez
vertical. Todavia, com elementos sélidos, constata-se que a tendéncia para uma reagao
aumentar ou diminuir j& ndo depende da rigidez vertical, sobretudo em R3 e R4 onde se
observam oscilagBes. Porém, nos apoios mais proximos da carga, Al e A2 a tendéncia mantém-
se, com 0 aumento da rigidez vertical, R1 tende a diminuir e R2 tende a aumentar.

Assim sendo, é possivel concluir que ao contrario do que se observou com apoios planos, se se
optar por um modelo simplificado, utilizando apoios pontuais, deve-se adotar um modelo de
elementos sélidos, pois os resultados obtidos com um modelo de elementos planos séo bastante
diferentes, e, portanto, ndo merecem confianca.
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6. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

6.1.

Conclusoes

Listam-se em seguida as principais conclusdes alcancadas, e justificadas neste trabalho:

1.

O principal objetivo da presente dissertacdo consistiu na comparacdo dos modelos e das
solucdes para elementos finitos planos e para elementos finitos solidos, particularmente
para 0 caso da acdo de uma carga pontual. Assim sendo, perante uma laje de
comportamento elastico linear, modelada com apoios pontuais, e no que respeita a
distribuicdo transversal de forcas, que era o objetivo da investigacdo de Fernandes
(2017), conclui-se que no modelo de elementos s6lidos a distribuicéo lateral de forcas
revela ser um pouco mais eficaz do que o modelo de elementos planos deixaria supor —
em termos praticos, do projeto, pode pois afirmar-se que a solugdo baseada no modelo
de elementos finitos planos de laje é conservadora.

Relativamente ao tipo de malha adotado para problemas deste tipo, conclui-se que é
recomendavel a ado¢do de malhas do tipo Delaunay de elementos “quadrangulares”
com recurso a emissores, que ¢ uma malha ndo uniforme cujo refinamento tende a
aproximar o gradiente estimado para os deslocamentos, permitindo reduzir o nimero
total de elementos finitos e, dessa forma, o esfor¢co de calculo computacional. A opgéo
por elementos “quadrangulares” ou de base “quadrangular” ndo s6 origina um menor
esforco de célculo, como também, dispde de solucbes mais estaveis que a malha de
Delaunay de elementos triangulares ou de base triangular, os quais, tendem a convergir
para os valores determinados com as malhas de elementos de base “quadrangular”.

Em relacdo a modelacdo com o programa de célculo automéatico SAP2000, conclui-se
que é aconselhavel a utilizacdo do elemento shell-thick, ou seja, a solucdo baseia-se na
teoria das lajes moderadamente espessas (Reissner-Mindlin), a qual parece dar resultado
mais rigorosos nas estruturas habituais de engenharia civil, porque ndo ignora a parcela
de deformacdo de corte, 0 que, para o tipo de espessuras usuais em lajes de betdo
armado, como ja foi referido, o grau de aproximacgdo determinado pela teoria de
Reissner-Mindlin é naturalmente superior ao da teoria de Kirchhoff. (Note-se que a laje
analisada, embora utilize um material elastico linear, tem as dimensdes de uma laje de
betdo armado, e as suas caracteristicas elasticas sao as de um betdo com comportamento
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a tracdo igual ao de compressao, e sem 0 amaciamento caracteristico do betdo, ou seja,
com uma rigidez constante.)

4. No que diz respeito a modelacéo de lajes com apoios planos, conclui-se que o modelo
de elementos solidos é dispensavel, pois, com um modelo de elementos sélidos
obtiveram-se desvios inferiores a 10%, comparativamente aos modelos de elementos
planos, e um nimero de elementos finitos aproximadamente sete vezes superior, assim
como um tempo de calculo aproximadamente vinte vezes superior.

5. Relativamente a variacdo da rigidez vertical dos apoios: tanto para modelos de
elementos planos como para modelos de elementos sélidos os desvios relativos a
solucdo mais realista, K, = 1000000 kN/m, diminuem com o aumento da
flexibilidade dos apoios e, regra geral, aumentam com o aumento da rigidez dos apoios,
possivelmente em virtude do acréscimo dos gradientes de tensdes na vizinhanca dos
apoios com a rigidez dos apoios. Porém, a grande diferenca perante as trés situagdes
analisadas ¢ a reparticdo transversal da carga pelos apoios.

6. A consideracédo de flexibilidade, na modelagdo dos apoios pontuais permitiu concluir
que a flexibilidade dos apoios continua a ter grande importancia na reparticio
transversal da carga, existindo grandes variagdes quando se varia a rigidez vertical dos
apoios. Todavia, verifica-se que na modelacdo com elementos sélidos, quando se varia
a rigidez dos apoios, os desvios relativos do valor da reagdo, sao menos significativos
quando comparados com os desvios dos elementos planos, ver Quadro 5.5 e Figura 5.2.
Assim, no que respeita a distribuicdo transversal de forgas, que constituiu o objetivo da
investigacdo de Fernandes (2017), o modelo de elementos planos nem sempre permite
chegar a uma solucdo adequada, ou seja, suficientemente proxima da determinada com
0 modelo de elementos sélidos.

7. Por comparacdo entre modelos com apoios planos e modelos com apoios pontuais
conclui-se que quanto maior a flexibilidade dos apoios maior é a aproximacao entre as
solugdes para apoios planos e apoios pontuais, ver Quadros 5.2 e 5.6; porém, para apoios
mais rigidos, as reacfes de apoio entre modelos com apoios planos e apoios pontuais ja
se alteram substancialmente, ver Quadros 5.4 € 5.8.

8. Ao contrario do que se observou com os modelos de apoios planos, conclui-se que se se
optar por um modelo simplificado, aplicando apoios pontuais, deve-se adotar um
modelo de elementos solidos, visto que os resultados obtidos com um modelo de
elementos planos sdo bastante diferentes dos obtidos com o modelo de elementos
solidos, e, portanto, ndo séo dignos de confianca.
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6.2. Trabalhos Futuros

Tendo em conta o objetivo desta dissertacdo, que tem por base a comparacdo dos modelos e
das solucGes para elementos planos e para elementos solidos, particularmente quando sujeitas
a acdo de uma carga pontual, sugere-se que se efetue o mesmo estudo, aplicando o
procedimento estabelecido no capitulo 3, para uma laje com um maior nimero de apoios nas
extremidades, correspondendo a uma situacdo com maior nimero de vigas — note-se que uma
solucdo tipica das lajes mistas madeira betdo, as vigas/longarinas, ou troncos, justapostas
transversalmente, parecem formar uma laje de madeira (Rodrigues, 2014) —, de forma a avaliar
e comparar as solugdes entre elementos planos e elementos solidos.

Uma segunda sugestdo consiste na modelacdo do tabuleiro misto estudado por Fernandes
(2017) com o mesmo numero de apoios ao apresentado na presente dissertacdo, ou seja, 8
apoios e comparar os modelos e as solugdes para elementos planos e para elementos sélidos.

Na presente dissertacdo, quando se modelam apoios considerando a area de contacto efetiva
(apoios planos), estes sdo simulados por elementos pontuais, ou seja, molas. Outra solucdo,
pouco usual (Shu et al., 2017), é a modelacdo dos apoios com elementos solidos, de modo a
simular os apoios elastoméricos ou de outros tipos.

Por fim, sugere-se que se efetue a modelacdo e analise da laje de betdo armado considerando o
comportamento materialmente ndo linear do betdo e do aco.
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