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Resumo

A atribuicdo de precos a op¢des € um problema fulcral de matematica financeira com elevada
complexidade resultante do cardter de incerteza associado ao poder de escolha do possuidor da
opcao. Nesse sentido, este trabalho pretende estabelecer limites para o preco de opgdes call europeias,
assumindo a ndo existéncia de arbitragem. Nao especificamos qualquer modelo para a dindmica do
preco do ativo subjacente a op¢do, considerando apenas restri¢des sobre a distribui¢ao probabilistica
do mesmo, na maturidade. Para isso, usamos o problema generalizado do momento e introduzimos
ferramentas de otimizacdo convexa, nomeadamente a programacio semidefinida. Partindo do trabalho
de Bertsimas e Popescu [1], comecamos por considerar separadamente restricdes sobre os momentos
das distribuicdes e sobre precos de algumas op¢des do mesmo tipo da que pretendemos estudar. De
seguida, com o intuito de melhorar os resultados obtidos pelas abordagens anteriores, propomos um
método hibrido cujas propriedades analisamos. Finalizamos este trabalho com um estudo numérico
comparativo onde observamos melhorias com a utilizagdo do método hibrido, em comparacdo as
abordagens presentes na literatura analisadas nesta dissertacdo.
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Capitulo 1

Introducao

Opcdes sdo contratos que permitem a compra de um produto financeiro, o ativo subjacente a op¢éo, e
sdo utilizadas por forma a reduzir o risco inerente a detengdo de um ativo. Estes ativos sdo geralmente
acoes, indices de agOes, matérias-primas ou taxas de juro. Opgdes sdo contratos padronizados
na medida em que tanto a quantidade de ativos, o preco a que os ativos serdo transacionados e a
maturidade, data em que a op¢ao termina, sdo pré-definidos. [2]

Podemos encontrar op¢des de dois tipos: op¢des de compra (call options) e de venda (put options).
Existem também diferentes estilos de op¢des como as de estilo americano e europeu onde as primeiras
se distinguem das segundas pelo facto de poderem ser transacionadas em qualquer momento até a
maturidade. [3]

As opcdes de compra europeias, que sdo o objeto de estudo desta dissertacdo, permitem que
o detentor da opcdo possa exercer o seu direito, mas nio o dever, de comprar um ativo por um
determinado preco, denominado preco de exercicio, na maturidade da op¢do. Assim, conforme a
evolucdo do mercado, o detentor da opc¢ao decide se pretende ou ndo exercé-la. Ao possivel ganho do
detentor chamamos payoff, sendo neste caso dado por

max(0,X —k),

onde k representa o preco de exercicio e X o preco do ativo subjacente a opcdo na maturidade.
Notemos que, por serem opgdes europeias, o ativo subjacente a op¢ao apenas pode ser transacionado
na maturidade.

Devido ao caréter de incerteza associado ao poder de escolha do possuidor da op¢do, atribuir-lhe
um preco justo, isto é, o preco que o que o comprador da op¢do paga ao vendedor para a ter em
sua posse, torna-se bastante dificil. Esta é uma questdo muito importante na matemética financeira
uma vez que, caso as op¢oes sejam mal avaliadas, poderdo existir no mercado oportunidades de
arbitragem. Estas oportunidades de arbitragem sdo estratégias em que, sem investimento inicial, ha
uma probabilidade positiva de gerar lucro no futuro sem que hajam possibilidades de perda [3].

Tal como Black e Scholes, vérios autores tém estudado a avaliagdo de opg¢des assumindo nao s
a auséncia de arbitragem mas também uma dindmica para o prego do ativo. Por outro lado, nesta
dissertacdo, apenas assumiremos a nio existéncia de arbitragem sem considerar nenhuma distribui¢@o
para o preco do ativo. Neste contexto, um resultado importante dado por Harrison e Kreps [4] e



2 Introducio

Harrison e Pliska [5, 6], foi a conexdo entre o pressuposto da nfo arbitragem e a existéncia de uma
medida de probabilidade neutra ao risco. Sob a suposi¢do de ndo arbitragem, o pre¢o de uma opgao
europeia pode ser atribuido pelo retorno esperado do ganho exercido na maturidade, descontado a
uma taxa de juro, onde a esperanga € tomada sob a probabilidade neutra ao risco [3]. Assumindo que
a taxa de juro sem risco € nula, ignorando os custos de transa¢do e considerando o payoff de uma
op¢ao call europeia, a frase anterior é equivalente a

4(k) = E[max(0,X — k)],

onde, mais uma vez, k representa o preco de exercicio e X o prego do ativo subjacente a op¢do na
maturidade. [1]

O objetivo deste trabalho é assim encontrar limites superior e inferior para o preco de opgdes call
europeias, assumindo apenas a ndo existéncia de arbitragem.

No Capitulo 2, introduziremos alguns conceitos tedricos necessarios. Lembraremos conceitos de
programacdo conica e apresentaremos um importante problema da matemadtica financeira: o problema
generalizado do momento. Este permitir-nos-4 encontrar os limites referidos anteriormente através
da resolucdo de problemas de otimizagdo num espago de distribui¢des onde o integral de algumas
funcdes € conhecido. Faremos ainda uma pequena abordagem a ndo negatividade de polinémios com
uma varidvel.

Nos Capitulos 3 e 4, através da programacao semidefinida, encontraremos os limites para os
precos das opcdes. Numa primeira fase, calcularemos esses limites com base nos dados referentes aos
momentos do preco do ativo subjacente. Seguidamente, consideramos somente os precos de op¢des do
mesmo tipo e sobre 0 mesmo ativo mas com precos de exercicios diferentes. Estes estudos serdo feitos
com base nos trabalhos de Bertsimas e Popescu [1]. Finalmente, tentaremos uma nova abordagem
reunindo as informagdes anteriores. Queremos verificar se a introdug@o de ambas as informacdes
(momentos e precos de outras opgdes) nos garante resultados melhorados. Enquanto no Capitulo
3 exemplificaremos o que foi estudado usando dados do mercado, no Capitulo 4 testaremos dados
tedricos. Procuramos com isto ter uma no¢ao mais correta da aplicagdo dos resultados encontrados
evitando os erros associados ao uso de dados reais. Por fim, no Capitulo 5 serdo expostas as conclusdes
deste trabalho.



Capitulo 2

Preliminares

O objetivo deste capitulo € introduzir alguns conceitos tedricos necessarios ao desenvolvimento dos
capitulos seguintes. Comecaremos por fazer uma revisao sobre programacio cénica e introduziremos
o problema generalizado do momento, com base no trabalho de Lasserre [7]; seguidamente, iremos
deparar-nos com a questdo da ndo negatividade de polinémios de uma varidvel, tal como estudaram
Bertsimas e Popescu [1].

2.1 Problema generalizado do momento

Nesta sec¢do iremos trabalhar com uma formulac¢io do problema generalizado do momento sob o ponto
de vista da otimizagdo convexa. Além da formulacéo deste problema e do seu dual, apresentaremos
algumas consideracdes suficientes que garantem a dualidade forte entre os mesmos.

2.1.1 Programacao cénica

Comecemos por recordar alguns conceitos de geometria convexa que serdo utilizados. Um conjunto
K diz-se um cone convexo se for fechado para a adicdo e multiplicagdo por escalares. Seguidamente
apresentamos a defini¢cdo de cone dual.

Definicao 2.1.1. Dado um cone K CR", o seu cone dual, K*, é o conjunto {y € R": (y,x) >0, Vx € K}.
Vejamos exemplos de cones e dos seus cones duais:
+ (RY)"=RY;
. (S’}r) f = S" , onde §'} representa o conjunto das matriz positivas semidefinidas;
* Cone K e K* presentes na Figura 2.1.

Recordemos também que o dual de um cone dual € o fecho do cone principal.
Nesta dissertag¢do trabalharemos com problemas de programacio conica, sendo estes definidos do

seguinte modo.
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K Ea

Fig. 2.1 Representagio de um cone K e do seu dual K*.

Dado um cone convexo e fechado K C R”, um programa cénico sobre K na forma normal é um
problema de otimizacao do tipo

p=minc’x

s.aa. Ax=0> (2.1)
xeKk,

onde A € R™" b € R™ec € R"e o seu problema dual é

* = max b’
P Y - 2.2)
sa.c—A'yeK".

Surge-nos agora a questio da aplicabilidade da dualidade forte e fraca a estes problemas. Para a
dualidade fraca, temos um teorema semelhante ao que se verifica na programacao linear.

Teorema 2.1.1 (Dualidade Fraca). Se x for solucdo admissivel de (2.1) e y solucdo admissivel de
(2.2) entdo x> bTy. Notemos, em particular, que p > p*.

Demonstracdo. Se x e y forem admissiveis para o primal e dual, respetivamente, temos
Ix—bTy=cT"x—yTAx+yTAx—yTb
= (CT —yTA) x+y (Ax—b)
=0,
uma vez que (cT — yTA) "ek'exek , por defini¢do de cone dual vem (cT — yTA) x> 0. O

Ao contrério da dualidade fraca, a dualidade forte muitas vezes exige condicdes adicionais como
as condic¢des de Slater.

Teorema 2.1.2 (Dualidade Forte com condi¢des de Slater). Se o primal (2.1) (resp. dual (2.2)) for
estritamente admissivel, isto é, se for admissivel quando substituimos K pelo seu interior nas restricoes
do primal (resp. K* pelo seu interior nas restri¢ées do dual) entdo p = p* e o primal (resp. dual) tem

um otimizante.

2.1.2 Problema generalizado do momento

O problema generalizado do momento (PGM) é um problema fundamental que surge com o propdsito
de dar resposta a problemas em muitas dreas da matematica aplicada e outras. No contexto desta
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dissertagdo, aparece com o objetivo de resolver o problema de encontrar limites para o preco de opcdes
call europeias sem ser assumido nenhum modelo para a dindmica do preco do ativo subjacente. De
um modo geral permite-nos abordar problemas de otimiza¢ao num espaco de distribui¢cdes onde o

integral de algumas funcdes € conhecido.

Defini¢do 2.1.2. Seja S um subconjunto de R" e . (S) o conjunto das medidas de Borel finitas em S.
Definimos o Problema generalizado do momento como

= max Fd
ue# (S / H

(2.3)
s.a./hj du=e;, j=1,...m,
N

onde ey,....e,, €R e F,hy,...,hy, sdo integrdveis com respeito a qualquer 1L € 4 (S).

Uma vez que iremos aplicar resultados de programag¢do cénica, teremos de reescrever o PGM
como um programa de otimizag¢do conico. Para isso, sendo e = (ey, ..., ey,), consideremos o cone

Cc(S) = {(xo,e) 1Xo = /F du, e; :/hj du, j=1,....m paratodo u € ///(S)} 2.4)
Js S
Podemos entdo reescrever o problema (2.3) como
p = max Xxp
xp€R (25)
s.a. (xp,e) € C(S).

Notemos que C(S) € um cone convexo mas, em geral, ndo fechado. Assim, iremos considerar o
problema de otimizacao sobre o seu fecho

p = max Xxp
XeR (2.6)
s.a. (xp,e) € C(S).

Este é um problema cénico. Atendamos que poderd acontecer que (2.6) tenha um maximizante quando
em (2.5) o valor 6timo ndo é atingido. No resultado seguinte apresentamos o cone dual de C(S).

Lema 2.1.1. Considerandoy = (y1,...,ym), 0 cone dual de C(S) é P(S) onde
P(S) == {(yo,y :yo F (x +Zy, i(x) >0, VxES}

Demonstragdo. Ora o cone dual de C(S) é o mesmo que o cone dual de C(S), que é dado por

{(y07Y) S Rm+] (y0>Y) (x07e) >0, Vv (X(),e) € C(S)} :

Por definicdo de C(S), a condigdo (xp,e) € C(S) traduz-se por (xo,e) = ([(Fdu, [(hjdu, j =
L,...,m, u € #(S)). Assim,
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c(s) = {<yo,y> R iy [Fdu+ Yy [hidn >0, puratodop e //z<s>},
i=1

ou seja,

C(S)*:{()’0,)’)€]Rm+1 YoF (x +Zyzz ) >0, paratodooxemS}

O
Reescrevendo o problema (2.6) na forma candnica do dual, vem
Py
s.a. (0,e) —(—1,0,..,0)xo € C(S).
E simples agora construir o primal de p como
m
p*=min Y ey
,-:Zl - 2.7)
sa. (—1,y) €C(S) =P(S).
Aplicando a defini¢do de P(S), vemos que (2.7) é equivalente a
m
p*=min Y ey
~ (2.8)
s.a. Zy, i ), Vx €S,

problema a que chamaremos PGM-D. Este problema passa por encontrar os coeficientes de peso
minimo tal que a combinagao linear das funcdes /; com esses coeficientes seja um majorante para F
emS.
Pela dualidade fraca, sabemos que p* > p mas, para garantir a igualdade, € necessario que se
verifiquem algumas condi¢des, como as condi¢des de Slater apresentadas no Teorema 2.1.2.
Notemos ainda que, se em vez do PGM original estivéssemos interessados em

= m//l/n /F du
He (2.9)
s.a. /hj du=ej, j=1,...m
Js
terfamos como dual o problema
m
p* = max Zeiyi

=l (2.10)

m

s.a. Zyzt ), Vx €S,
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e verificar-se-ia p > p*.
Pretendemos agora verificar se existe dualidade forte entre (2.3) e (2.8) e também entre (2.9) e
(2.10). Para isso, consideremos o seguinte resultado.

Proposicio 2.1.1. Se as fun¢oes F(x) e hi(x), i = 1,...,m, forem ndo negativas em S, entdo o problema
(2.10) ¢ estritamente admissivel. Nessas condigcdes temos ainda que o problema (2.8) é estritamente

admissivel se e so se for admissivel.

Demonstragdo. Comecemos por analisar o problema (2.10). O vetor nulo verifica as restrigdes pelo
que este problema é sempre admissivel. Entdo para qualquer A = (4,...,4,) € R, o vetor —A é

também admissivel uma vez que

!
=
AV

(@)
AV

M=

—7L,-h,-(x), Vx € S.
1

Assim, como —R'! estd contido nos pontos admissiveis do problema e tem interior ndo vazio, (2.10)
¢ estritamente admissivel. Pensando agora em (2.8) e admitindo que existe um y que verifica as
restri¢cOes entdo y + R’} € também admissivel e, tendo interior ndo vazio, podemos concluir que o
problema (2.8) € estritamente admissivel. O]

Podemos agora apresentar as condi¢des de dualidade forte.

Corolério 2.1.1. Se as fungdes F(x) e hi(x), i = 1,...,m, forem ndo negativas em S, entdo os proble-
mas (2.9) e (2.10) tém a mesma solucdo. Temos ainda que, se (2.8) for admissivel, entdo hd dualidade
forte entre (2.3) e (2.8).

Demonstragdo. Basta recorrer as condi¢des de Slater apresentadas no Teorema 2.1.2. 0

2.2 Nao negatividade de polinomios de uma variavel

Encontrar condi¢des para que um polindmio seja ndo negativo é uma questio importante na determi-
na¢do do limite dos precos de op¢des. Ela surge de uma forma natural porque, como vimos na secgdo
anterior, o problema da determinacfo dos limites para os pregos leva a um problema de desigualdade
entre funcdes. Quando se trata de polinémios de uma sé varidvel esta questao torna-se simples, uma
vez que basta verificar se € possivel escrever os polindmios como uma soma de quadrados (SDQ), isto
é, basta verificar se existem polinémios ¢y, ...,g, € R[x] tais que

qi(x)%, Vx € R.

(agE

g(x) =
1

Bertsimas e Popescu apresentam em [1] condi¢des para que um polinémio de uma varidvel e de
grau par seja nao negativo, usando métodos de programacgdo semidefinida, apresentadas seguidamente.
E facil verificar que, se um polinémio de uma varidvel puder ser escrito como uma SDQ ento é
ndo negativo. A condi¢do contrdria também € verdadeira. Suponhamos que um dado polinémio é ndo
negativo na reta real. Isto implica que as raizes reais do polindmio tenham multiplicidade par, digamos
2s; para cada raiz r;, uma vez que se a multiplicidade fosse impar, o sinal do polindmio mudaria perto
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dessas raizes e o polindmio ndo seria ndo negativo. Sendo m; a multiplicidade das raizes complexas e
aj+ibj, aj—ib; os pares conjugados dessas raizes, g pode ser escrito como

g(x) = e[ JOr—r)» [T (x— (aj+ i)™ (x— (a; —ib;))™ .
l J

Obviamente que se g € ndo negativo entdo o coeficiente ¢ também o é, logo podemos escrever

c= (\ﬁ)z e (x—(aj+ibj))(x—(aj—ibj)) = ((x - aj)2 +b§>. Reescrevendo g obtemos

mj

g0 = (/) TTe— )™ TT ((x—a)” +23)

l J

Expandindo os termos, vemos que g pode ser escrito como uma SDQ obtendo o resultado seguinte.

Teorema 2.2.1. Um polindmio de uma varidvel é ndo negativo se e so se puder ser escrito como uma
SDQ.

Tendo encontrado a relacio entre a ndo negatividade de polindmios e as SDQ, procuramos agora
relacionar a programacio semidefinida com o estudado. Suponhamos entdo que g é ndo negativo
de grau 2n, logo € uma SDQ. Podemos escrever g a custa de uma matriz positiva semidefinida
Q e dos vetores X, = (l,x,xz, ...,x”) Gk = (l,q’f,qg, ...,qﬁ) onde os g;(x) se podem escrever como

7T7 . ~
qi' X, i =0,...,n. Vem entdo

n n e 2 n e L n o L L -
g(x) = Z‘Ii(x)z = Z (QiT xn) = anT qi QiTxn = an (Z qi QiT> Xp = anan~ (211)
i=1 i=1 i=1 i=1
Por outro lado, se g se pode escrever como (2.11) entdo obviamente que g(x) > 0 para todo o x € R,

por definicdo de matriz positiva semidefinida. Obtemos assim o resultado que associa programagdo
semidefinida e nao negatividade de polindmios na reta real.

Proposicdo 2.2.1. O polindmio g(x) = ):%io vX" satisfaz g(x) > 0 para todo o x € R se e s se existe
uma matriz Q = [qijli j=o....n positiva semidefinida, tal que g(x) = X,’ OXp, ou seja,

Yr= Z qij, r=0,..2n. (2.12)
i,j: i+j=r

Ilustremos o que acabamos de estudar com um exemplo. Consideremos o polinémio

h(x) = x* 4 2x° — 26> —6x 45
cujo gréfico para x € [—%, %} estd presente na Figura 2.2. Podemos escrever este polindmio como uma
SDQ a custa da sua raiz real, x = 1, de multiplicidade 2, e das raizes imagindrias x = —2 —i, x = —2+1i
obtendo
h(x) = (x— 1) <(x+2)2+ 1) = (P x—2) 4+ (x—1),
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L L h L L L
-25 -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2 25

Fig. 2.2 Representacdo do polinémio A(x), x € [ % %]
Assim, 0 polinémio é nio negativo em R e a matriz Q ser dada por (—2,1,1) (=2,1,1)" +(—1,1,0) (—1,1,0)",

5 -3 -2
o=1|-3 2 1.
2 11

isto €,

Pretendemos agora verificar quando é que um polinémio é ndo negativo num sub-intervalo de
R. Comecemos por considerar o intervalo [a,b] onde a e b sdo dois nimeros reais tais que a < b.
Verificar se um polinémio g(x) = Y, y,x" é ndo negativo neste intervalo ¢ o mesmo que verificar a

condicao seguinte
2

n t
(1+7%) g(a+(b—a)1+t2> >0, teR.

Notemos que como th € [0,1] entdo a+ (b — )]j_ztz € [a,b] e a multiplicagdo de g por (1 +¢2)"

garante que a expressao anterior seja um polinémio. Fazendo as operagdes e simplificacdes necessarias
e usando o binémio de Newton, obtemos

oerafeso-ant) £ (£ EC) ()

Aplicando agora a Proposi¢do 2.2.1 obtemos uma caracterizagdo de ndo negatividade.

Proposicio 2.2.2. O polindmio g(x) =Y.', y,x" satisfaz g(x) > 0 para todos os x € [a,b] se e 56 se
existe uma matriz Q = [qijli j—0,...n positiva semidefinida tal que

q,'j:O, l:1,...,l’l,

i,j: i =211
l n+m—I —r (213)
Y ai=Y% Y yr< )( )a”"b’", [=0...n.
i,j: i+j=2l m=0 r=m —-m
Para um polinémio g(x) = ¥"_y,x" ser ndo negativo num intervalo do tipo [0,a], onde a > 0,

basta-nos garantir que

2

(1+1%)"g (16_1‘;2) >0, teR.
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- 2 . ~ . .
E de notar que I‘K = € [0,a] e mais uma vez (1 +t2)” garante que a expressdo anterior seja um

polinémio. Usando o binémio de Newton, facilmente se prova que

N at* \ & oy d n—ry\ ,
(1+¢%) g(1+t2> —l;)t (;(’)J’r(l_r)CI).

Usando novamente a Proposicdo 2.2.1 obtemos na proposi¢cao seguinte o resultado para este tipo de

intervalo.

Proposicio 2.2.3. O polindmio g(x) =Y.', yx" satisfaz g(x) > 0 para todos os x € [0,d] se e s6 se
existe uma matriz Q = [q;jli j—o,...n positiva semidefinida tal que

iji it j=21—1

Z CIU—Zyr<l_r>a, 1=0,...,n.

ij: it j=21

(2.14)

Finalmente estudaremos as condi¢des de ndo negatividade de polindmios em intervalos do tipo

[a,oo[. Basta-nos garantir que
gla(l1+1%)) >0, teR.

Notemos que a (1 + t2) € [a,o[. Usando o binémio de Newton e simplificando vem

a(147) Zﬁ’ (2»() )

Aplicando mais uma vez a Proposicao 2.2.1 obtemos a caracterizacio desejada.

Proposicio 2.2.4. O polinémio g(x) =Y y,x" satisfaz g(x) > 0 para todos os x € [a, [ se e s6 se
existe uma matriz Q = [q; j]i, j=0,....n POSItiva semidefinida tal que

Z q,'j:O, lzl,...,n,

i it j=21-1
i r (2.15)
Y aij= Zyr<l)a’, 1=0,....n.

[lustremos esta tltima proposicao com um exemplo. Consideremos o polinémio
hy(x) =223 —x?

cuja representagdo grafica para x € [—%, 1] estd presente na Figura 2.3. Queremos verificar se o

polinémio 4, € ndo negativo em [% ,00 [ Ora, isto € equivalente a verificar se

hy <; (l-i-l‘z)) %(1—}4) _%(14_;2)2:%(#(14_#)2)
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05 L L
-05 0 05 1

Fig. 2.3 Representacdo do polinémio & (x), x € [—1,1].

€ ndo negativo parat € R. Este polindmio tem como raizes x =0, x =i, x = —i todas de multiplicidade
2 podendo assim ser reescrito como uma SDQ da forma seguinte

2 2
Vs, o 2y & 4 2 (8 t? 12
4(t 1)) =5+3+5=(3 \z) T2

Assim, amatriz 0 resuliade (0,0,0,1) (0,0,0,3)"+(0,0,.5,0) (0,0, %,O)T+ (0,1,0,0)(0,1,0,0)",

ou seja,

0000
03 00
— 4

Q‘oo%o
00 0 ;

Como facilmente se verifica, esta matriz verifica as condi¢des dadas pela Proposicdo 2.2.4.

go1+q10=0, qu+qi2+q30+q903=0, q+g23=0, ¢goo=0,

1 1

1
q20+4q11+q02 = 1 q31t92+qi3 = 5 q33 =

1
Para terminar esta seccao deixamos uma breve nota sobre o caso multivariado. Neste caso, a

existéncia de somas de quadrados é apenas condi¢c@o necessdria para a nao negatividade. Por esta
razdo, o estudo de mais de uma variavel € mais delicado e esta fora do Ambito deste trabalho.






Capitulo 3

Limitar precos de opcoes

3.1 Introducao ao modelo tedrico subjacente

O objetivo deste capitulo é determinar limites para o preco de uma op¢ao call europeia com determi-
nado prego de exercicio, considerando a informagao acerca dos momentos do ativo subjacente e os
precos de outras opg¢des sobre 0 mesmo ativo e com a mesma maturidade.

Admitiremos daqui em diante que X é uma varidvel aleatéria ndo negativa que representa o preco
do ativo subjacente a op¢do que queremos avaliar na data de maturidade da mesma. Vamos designar o
preco da opg¢do que queremos limitar por g e por k o seu prego de exercicio.

Assim, dado um k, assumindo que sdo conhecidos os m primeiros momentos de X, ey, ..., e, €g =
1, e ainda possivelmente precos de n opgdes sobre esse ativo com a mesma maturidade, g1, g2, ..., qx,
cujos precos de exercicio sdo 0 < k; < ... < k,, respetivamente, estamos interessados em calcular
limites para g(k). Em termos da varidvel aleatdria temos as seguintes restri¢oes.

2. Emax(0,X —k;)| =¢qi, i=1,...,n.

Admitimos ainda que ky = 0 e g9 = ¢(0) = E[max(0,X —0)] = E[X]. Podemos definir um limite
superior K para o preco do ativo X na maturidade da call. Isto é feito estabelecendo k,+ 1 =K e
gn+1 = q(K) = 0. Caso contrdrio assumimos simplesmente k| = o.

Comecemos por verificar quais os limites para o preco das calls que obtemos quando consideramos
apenas os momentos do ativo subjacente.

3.2 Informacao acerca dos momentos do ativo subjacente

Pretendemos nesta sec¢do usar os momentos do ativo subjacente.

Para verificar a validade dos dados, geralmente sujeitos a muito ruido, é necessério averiguar

quando é que um vetor € um vetor de momentos de alguma varidvel aleatdria.

13
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3.2.1 Validade de um vetor de momentos

Queremos determinar se e = (eq, ey, ..., ey ), onde ep = 1, € passivel de ser um vetor de momentos para
uma distribuicao nao negativa. Este € conhecido como problema do momento de Stieltjes truncado,
um problema cldssico da teoria das probabilidades. Quando se trata apenas de uma varidvel aleatéria
ndo negativa, Curto e Fialkow apresentam em [8] condi¢des necessdrias e suficientes que garantem a
validade um vetor de momentos. Antes de as apresentar, consideremos alguma notag¢do necessdria.

Para j > 0e ep,...,e2j41 € R, definimos as matrizes de Hankel, A(j) e B(j), como

eo .. e] el .. ej+1
A(j) = , B(j) = :
ej e €j+1 "t €241
e 0 vetor
V(l7]) = [eiﬂ"' 7ei+j]/'

Teorema 3.2.1. Consideremos m+ 2 niimeros positivos e, ...,ey,11, m > 0, sendo g = L’";] |,h=
|5]+1,eA(g), B(h—1),v(g+1,g) ev(g+1,8—1) como definidos acima. O vetor e = (eq, ...,en11) €

C(Ry), isto é, existe uma medida de Borel positiva, [, em [0,0[ tal que
/t"d,u:en 0<n<m+1) e /tm”d,u<+<>°

seesoseA(g) =0, B(h—1)>0,v(g+1,8) €R(A(g)) seméparev(g+1,g—1)€R(B(h—1)) se
m é impar, onde A(-) = 0 representa as matrizes positivas semidefinidas e R(-) é o espago das linhas

de uma matriz.

Notemos que as condigdes deste teorema garantem-nos que (ep, €) pertence ao cone C(S) definido
no capitulo anterior, satisfazendo assim o problema (2.5). No entanto, como estamos interessados em

resolver o problema (2.6) sobre C(S), basta-nos, para isso, uma relaxac¢do do teorema anterior onde

consideramos apenas as primeiras duas condicoes.

Consideremos, por exemplo, o vetor (eg,e) = (1,1,1,2). Aplicando o Teorema 3.2.1 obtemos

A(l) = H ﬂ =0,  B(l)= H ﬂ =0, w2 1)e <H]>

Embora as duas primeiras condi¢des se verifiquem sempre, a terceira nunca é satisfeita pois v(2,1) =
(1,2) ¢ ((1,1)) e portanto (eg,e) ¢ C(R.). Considerando um & que verifique v/2—1 > & > 0, e uma
pequena perturbacdo no vetor inicial, (eg,e’) = (1,1,1+ ¢€,2), teremos as condi¢des

A(l):H l}re}to, B(l):[l}re 142“‘3]50, v(2,1):[158}€R2.

Estas trés condigdes sdo sempre verificadas e por isso concluimos que o vetor perturbado, (eo,e’)

pertence a C(R ). Assim, (eg,e) € C(Ry).



3.2 Informag@o acerca dos momentos do ativo subjacente 15

3.2.2 Limite superior

Nesta sec¢do 0 nosso objetivo é encontrar um maximo, se existir, sob todas as distribui¢des de X para
E[max(0,X — k)] considerando as restricdes dos momentos referidas anteriormente. Baseando-nos
em Bertsimas e Popescu [1], formulamos este problema da seguinte forma

p= max E[max(0,X —k)]

sa. E[X|=¢;, i=0,1,...,m.

Considerando as distribui¢des associadas a X, este problema € equivalente a

p = max /max(O,x—k)du
neA(S) Jo 3.1)

s.a. / xid,LL:ei, i=0,1,...,m.
0

Como facilmente observamos, este ¢ um caso do PGM onde S =R, F(x) = max(0,x —k) e h;(x) =

x i=0,...,m. Associamos a cada restri¢io de (3.1) as varidveis duais (wy, ..., w,,) obtendo o problema

ﬁ* = min Z e;iw;
=0 (3.2)

m
s.a. Zwix’ > max(0,x—k), VxeR,.
i=0

Foi provado por Isii [9] que temos dualidade forte entre estes dois problemas, ou seja, ao re-
solver o problema anterior, obtemos a solucdo de (3.1). De facto, recorrendo ao Coroldrio 2.1.1,
verificamos que qualquer solu¢do admissivel de (3.2) é também solucao de (3.1). Este facto deve-se
a (3.2) ser admissivel ja que as fun¢des max(0,x —k) e x,i=0,...,m, sdo nio negativas em R e
(Wo, W1, ..eywi) = (0,1,0,...,0), é uma solugdo possivel pois x > max(0,x —k) em R .

Podemos reescrever a regiao admissivel de (3.2) obtendo

wax' >0, Vx € [0,k
i=0

m
Zw,-x’ >x—k, Vx & [k,oo|.
i=0

Podemos ainda reagrupa-las obtendo as restrigdes

m
Zwix’ >0, Vxe[0,k],
=0 . (3.3)
(wo+k) + (w1 — Dx+ Y wix' >0, Vx € [k,o0].
i=2
Como facilmente se constata, encontrar esta regido passa por verificar a ndo negatividade de polinémios
em dois intervalos diferentes. Para tal, recorremos ao estudado anteriormente na Secc¢io 2.2 sobre nao
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negatividade de polinémios univariados. Assim, pela Proposicdo 2.2.3, depreendemos que, para ser
verificada a primeira condic@o, basta que exista uma matriz T = [f; j]i’ j=0,...,m positiva semidefinida

que verifique as condicdes seguintes.

Y =0, I=1,..m,

ij it+j=21—1
, B (3.4)
Z lij:ZWr<r7 r>kr, [=0,..m.
ij it j=21 r=0 -r

Usando a Proposi¢ado 2.2.4 na segunda restricdo de (3.3) verificamos que é necessdrio a existéncia de

uma matriz Z = [z;j]; j—o,...m positiva semidefinida, que verifique

zij=0, [=1,...,m,

iji i+ j=21—1
m
200 = (wo +k) + (wi — Dk + Y w, k',
r=2
. (3.5)
Z11 + 202 + 220 = (w1 — Dk + Z w,rk”,
r=2
L r
.
- Z__ Zij = Z_:Wr <l)k , 1=2,...m.
i,j:i+j=2l r=I

Reunindo estas condi¢des, obtemos o resultado que nos da o limite superior para o preco de opgcdes

calls europeias.

Teorema 3.2.2. O limite superior para o preco de uma opgdo call europeia com prego de exercicio k,
dados os m primeiros momentos do preco do ativo subjacente, e;...,en, € eo = 1, € dado pela solucdo

do seguinte problema de otimizacdo semidefinido:

m
min Zeiw,-
i=0
s.a. Y u4=0, I=1,.m,
ij: i+j=21—1
l
m—r
tij = d =0,...
RS o L
i,j:i+j=2I r=0
zij=0, [=1,...,m,
i,ji i+j=21—1 (3.6)
m
200 = (wo+k)+(wy — Dk + Z w,k",
r=2

m
i1 +202+220 = (w1 — Dk+ Y wyrk’,
r=2

I r
Z Zij:ZWr<l>kr> 1227"'7m7
iji i+ j=2l r=l

T,Z - 0.
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3.2.3 Limite inferior

Tendo agora em vista a obtencdo do limite inferior anteriormente referido, pretendemos encontrar o
minimo, caso exista, para E[max(0,X — k)] sobre todas as distribui¢cdes e considerando as restri¢des

dos momentos. Formulamos entdo o problema da seguinte forma.

p = min / max(0,x — k) du
- 0

ne(S) 3.7)
s.a. /0 xdu=e;, i=01,..,m.
Usando uma vez mais as varidveis wg, wy, ..., W,,, obtemos o problema dual.
m
p* = max Z ew;
0 (3.8)

m
s.a. y wix' <max(0,x—k), VxeR,.
i=0
Aplicando novamente o Coroldrio 2.1.1 verificamos que existe sempre dualidade forte entre estes dois
problemas uma vez que max(0,x —k) e x'i=0,...,m, sdo fungdes nio negativas em R .

A regido admissivel de (3.8) pode escrever-se como

m
— ) wix' > —max(0,x—k), VxeR,,
i=0

ou seja,

m
— ) wx' >0, Vxe[0,k],
i=0 3.9
o (3.9)
— | wo+k)+ (w1 —1)x+ ) wix' | >0, Vxe [k,oo].
i=2
Constatamos que, para encontrar a regido admissivel de (3.8), é necessdrio recorrer de novo as
condicdes de ndo negatividade de polinémios. Notamos ainda que estas sdo as condi¢des simétricas
das condi¢des presentes em (3.3). Assim, para encontrar o limite inferior para o preco das opgdes,
basta substituir no Teorema 3.2.2 a funcdo objetivo pela sua simétrica e as dltimas restricdes por 7 < 0

e Z =< 0. Posto isto, obtemos o teorema que se segue.

Teorema 3.2.3. O limite inferior para o preco de uma opg¢do call europeia com prego de exercicio k,

dados os m primeiros momentos do preco do ativo subjacente, ej...,e,, e eg = 1, é dado pela solucdo
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do seguinte problema de otimizacdo semidefinido:

m
min — Zeiwi
i=0
s.a. Y =0, I=1,.m,
iji i+j=21—1
!
m—r
Z tij:ZWr<l_r)kr7 1207"'7m7
iji i+j=21 r=0

Zij:(), lzl,...,m,
i,j: i+j=21—1 (3.10)
m
200 = (Wo+k) + (w1 = Dk + Y w,k,
r=2

m
2114202+ 220 = (w1 — Dk+ Y wyrk’,

r=2
i r
Z Zij_ZWr<l>kr7 [=2,...m,
ij: it j=2l =1
T,7 <0.

3.24 Exemplos

No que se segue serdo ilustrados os resultados anteriormente expostos considerando dados reais
referentes a um conjunto de opgdes onde o ativo subjacente é o indice S&P 500. Este ¢ um indice
composto por quinhentos ativos (agdes) cotado em bolsas norte-americanas. Consideraremos dois
conjuntos de op¢des: um com inicio no dia 4 de janeiro de 2016 e com término em 15 de janeiro do
mesmo ano e outro com infcio também dia 4 de janeiro mas com maturidade a 5 de fevereiro de 2016.
Designaremos estes periodos de tempo por 1 e 2, respetivamente. A informacao relativa aos precos
das opcdes foi retirada do site https://datashop.cboe.com/ no dia 7 de janeiro de 2017.

Os dados que analisaremos referentes a evolug@o do ativo estardo enquadrados num periodo de
tempo igual ao tempo de “vida” da opcdo, terminando no dia anterior a transacdo da mesma. Isto
significa que entre 4 e 15 de janeiro de 2016, como a bolsa esteve funcional durante 10 desses dias,
iremos considerar os precos de fecho dos 10 dias uteis anteriores a esse periodo. O andlogo sera feito
para o segundo periodo de tempo considerado. Comecemos por analisar os precos de fecho do indice
durante o primeiro e segundo periodos, ilustrados na Figura 3.1. A informacgao relativa a cotacdo de
fecho do indice S&P 500 foi retirada do site https://finance.yahoo.com/ no dia 7 de janeiro de 2017.

Iremos considerar os momentos empiricos do indice uma vez que ndo € objetivo desta dissertagcao
aprofundar a previsdo dos mesmos. Também ndo consideraremos os custos de transacdo associados.
Assim sendo, os resultados que obteremos serdo afetados por esta ingénua aproximacao. Posto isto,
0s quatro primeiros momentos empiricos do indice referido acima sdo os presentes na Tabela 3.1.

Na literatura encontramos férmulas para os limites do preco das calls quando temos informacao

acerca dos primeiros dois e trés momentos de X. Serd portanto interessante comparar estas formulas e
os resultados obtidos computacionalmente pelos Teoremas 3.2.2 e 3.2.3.


https://datashop.cboe.com/
https://finance.yahoo.com/
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Fig. 3.1 Precos de fecho do indice S&P 500 para o primeiro e segundo periodos de tempo considerados.

1° Mom. 2° Mom. 3° Mom. 4° Mom.

1° Periodo de tempo | 2047,50 | 4192688,33 | 8586293249,00 | 17585837282491,70

2° Periodo de tempo | 2056,68 | 4230546,27 | 8703426348,00 | 17908016419078,30
Tabela 3.1 Momentos empiricos do indice S&P 500 entre os periodos considerados.

Dois momentos

Comecemos por fazer uma andlise quando sdo considerados apenas os dois primeiros momentos.
Teremos, primeiramente, de garantir que e = (1,e;,e;) é um vetor de momentos. Usando o Teorema
32.1param=1, g=1, h=1, vemos que a primeira e segunda condi¢des passam por garantir que
as matrizes

A(l):[l el] e B0)=e

ey e

sejam positivas semidefinidas, isto é, que ey > e%, ey > 0ee; > 0. A terceira condi¢do do teorema é

trivialmente verificada uma vez que v(2,0) = e, e o espago das linhas de B(0) é simplesmente R.
Para uma leitura mais simples, definimos u e Y como sendo e; = Uk, e; = e%y para um k positivo.

O vetor de momentos passa a ser (1, wk, y( /,Lk)z) e as condicdes anteriores resumem-se na proposicao

seguinte.

Proposicio 3.2.1. Sejae = (1,e1,e2). Se definirmos |1 e Y como ey = [k e ey = e%}/, para um dado k
positivo, entdo e é um vetor de momentos se e s6 se Yy > 1e u > 0.

Podemos encontrar em [10] uma férmula fechada dada por Lo para o limite superior quando sdo
conhecidos apenas os dois primeiros momentos, € consequentemente, a média e a variincia do ativo
subjacente. Bertsimas e Popescu em [1] demonstram esta férmula através da resolu¢do do problema
(3.2), mas por questdes de notagdo, iremos apoiar-nos na formulagdo de Zuluaga [11] para a apresentar.
Neste artigo encontramos a férmula considerando k£ = 1, sendo feito aqui o ajuste para um qualquer k
positivo, que representa o preco de exercicio da op¢ao que estamos a avaliar.
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Teorema 3.2.4. Considerando o vetor e = (1,e1,e;) e um dado k > 0, onde U e Yy verificam a
Proposicdo 3.2.1, o limite superior para o preco de opgoes call europeias obtido pela resolucdo do
problema (3.2) é dado por:

S(e-0+ Vo= D2+ -172) sep<i,
k (,u — %,) se 1 > %,
Para o limite inferior, temos o teorema seguinte.

Teorema 3.2.5. Considerando o vetor e = (1,e1,e;) e um dado k > 0, onde U e Yy verificam a
Proposicdo 3.2.1, o limite inferior para o preco de op¢des call europeias obtido pela resolucdo do
problema (3.8) é dado por:

p = kmax(u —1,0).

Notemos que apenas o primeiro momento tem influéncia na férmula do limite inferior.

Usando a informacéo acerca dos momentos do indice S&P 500 nos dois periodos considerados,
verificimos que os limites obtidos resolvendo o problema de otimizacdo e as férmulas anteriores,
foram os mesmos. Consultando as Tabelas 3.3 e 3.4 verificamos que os limites obtidos ndo se
aproximam dos valores reais, o que era expectavel. Isto deve-se ao uso dos momentos empiricos e
ainda a outras simplificacdes como a ndo consideracdo dos custos de transacao.

Trés momentos

Iremos agora analisar que férmulas se podem encontrar quando consideramos o terceiro momento.

Uma vez mais, através do Teorema 3.2.1, obtemos as condi¢des para que e = (1,e;,e2,e3) seja um
vetor de momentos valido. A primeira condi¢do que surge é A(1) = 0, que foi analisada anteriormente.
Esta reflete-se em garantir que ey > e%. Seguidamente teremos de verificar quando é que B(1) = 0,
isto &,

B(1) = [el 62] = 0.

€ €3

Esta condigdo traduz-se por verificar quando é que ejez > e% e er,e3 > 0. Por fim, deparamo-nos
com a condicdo de v(2,1) = (ez,e3) pertencer ao espago gerado pelas linhas de A(1). Desta dltima,
surgem dois casos: se a matriz A(1) é singular entdo e; = e% e a condigdo de v(2, 1) estar no espaco
das linhas de A(1) reduz-se a existir um ¢ tal que

v(2,1) = (e2,e3) =1(1,e))

o que ¢é equivalente a e? = e3. Esta, por sua vez, € equivalente a eje3 = e%; se a matriz A(1) é ndo
singular entdo esta condi¢ao verifica-se sempre e temos ainda e, > e% 0 que implica que a condi¢do
em B(1) sejaejez > e% e e; > 0. Assim, para que (1,e1,e;,e3) seja um vetor de momentos ndo trivial,
temos de garantir uma das duas condicdes seguintes:

6226%, €] ZO € 6163283,
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ez>e%, e1 >0 e ejes Ze%.

Como anteriormente, usaremos uma forma mais legivel definindo i, ye 8 como ey = uk, e; = e%}/
e e3 = Bej com k > 0. O vetor de momentos passa a ser (1, uk, y(uk)?, B(1k)?) e resumimos estas
condicdes na proposicao seguinte.

Proposi¢iio 3.2.2. Sejae = (1,e1,e2,e3). Se definirmos 11,y e B como e| = Uk, e; = eIy e e3 = fe3,
para um dado k positivo, entdo e é um vetor de momentos se e so se é verificada uma das duas

condicoes seguintes

Ly=1,u>0 ¢ B=y
2.y>1L,u>0 e B>y

Sabendo agora como garantir que um vetor de trés momentos seja valido, analisemos as férmulas
que podemos encontrar quando se verificam cada uma das condi¢Ges anteriores. Novamente usaremos
os resultados de Zuluaga [11] apresentados seguidamente para um qualquer k real positivo.

Consideremos o primeiro caso da Proposicao 3.2.2.

Teorema 3.2.6. Considerando o vetor e = (1,e1,e3,e3) e um dado k > 0, onde L, v e B verificam a
condicdo 1. da Proposicdo 3.2.2 o limite superior e inferior para o prego de op¢cdes call europeias é

dado por
1
p=p=kmax|u—-,0].
p=p (‘u 7)

Notemos que, para este caso, os limites superior e inferior coincidem. Analisemos agora o segundo
caso da Proposicao 3.2.2.

Teorema 3.2.7. Considerando o vetor e = (1,e;,e3,e3), onde 1, Y e B verificam a condi¢do 2. da
Proposicdo 3.2.2 e um dado k > 0, o limite superior para o preco de opcées call europeias é dado por

kmin {a(u,v,B), b(1,7)},

se U < %y
kb(u, ), seF<p<

IN

P

i

=N

P k(u 1) -
= —— ], se -,
Y Y

onde

R2u+/1-2yu+Bu? <4ﬁu2777u+3+ V=27 Bu (dyu—3)+1/ 148/ 1-2yu+u>(1- \/172w+l3#27w)>
M
(4\/1727u+[3u2+\/1+8 1-2yu-+pu>-1)>»

o) =5 (=0 + =D e 12).

a(u,y,B) =

Notemos que para y > 1% temos 0 mesmo limite dado por Lo no Teorema 3.2.4. Como verificamos,
para u < %, apenas encontramos um majorante para o limite superior e aqui, somente para g < %y
é que o terceiro momento traz alguma melhoria, sendo este um caso pouco comum. Seguidamente
apresentamos um exemplo deste caso.
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2 Momentos | 3 Momentos
Férmulas 0,1837 0,1452
Prob. Optim. 0,1837 0,1441

Tabela 3.2 Limite superior obtido por dois métodos considerando dois e trés momentos.

Consideremos o vetor de momentos e = (1,e;,ez,e3) onde k=3, u =08, y=1,1e f =1,3.
Aplicando as férmulas anteriores, obtemos os resultados presentes na Tabela 3.2.

Verificamos que a adi¢do do terceiro momento diminui o valor obtido usando apenas dois momen-
tos para ambos os métodos. Notamos ainda que o valor obtido pelas férmulas usando trés momentos é
um majorante do valor que resulta do problema de otimizac¢io, como era previsto.

Averiguemos agora o limite inferior para a segunda condi¢ao da Proposicdo 3.2.2.

Teorema 3.2.8. Considerando o vetor e = (1,e1,e3,e3), onde I, ¥ e B verificam a condi¢do 2. da

Proposicdo 3.2.2 e um dado k > 0, o limite inferior para o preco de opgéoes call europeias é dado por:

(‘LL*I) Seuzﬂv
2

k
p= Ky sej<m<i,
0

se <,

onde

2(y—1) '
(B-—7)—(B=3y+2)2+4(y—1)?

Como podemos aferir, a consideracio do terceiro momento melhora o limite inferior para valores

‘1:

de u a satisfazer 7% <u<p.

Considerando os dois exemplos referentes a op¢des sobre o indice S&P 500, podemos ver a
influéncia do terceiro momento nas Tabelas 3.3 e 3.4. Comparando o segundo e terceiro momentos,
para o primeiro periodo, notamos que apenas encontramos uma ligeira melhoria de 0,02 no limite
inferior para k =2030 e de 0,102 no limite superior para k = 2085. Para o segundo periodo considerado,
encontramos uma melhoria nos limites superiores de 0,085, 0,133 e 0,137 para kK = 2070, 2100 e

2140, respetivamente.

Quatro momentos

Embora nao sejam conhecidas férmulas para o preco de op¢des quando sdo considerados os qua-
tros primeiros momentos do ativo, podemos calcula-los com base na resolugdo dos problemas de
otimizacdo, como anteriormente.

Recorrendo ao Teorema 3.2.1, verificamos que as condigdes que tornam e = (1,e1,e2,e3,e4) um

vetor de momentos vélido sdo A(2) = 0, ou seja,

1 e e
e e e3| =0,
€y €3 é4

B(1) = 0, analisada anteriormente, e v(3,1) = (e3, e4) pertencer ao espago das linhas de B(1).
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As Tabelas 3.3 e 3.4 permitem-nos observar as diferencas existentes quando consideramos o
quarto momento e os mesmos conjuntos de dados apresentados nas subseccdes anteriores relativos ao
indice S&P 500.

k=1875 k=1930 k=1970 k=2030 k=2085
L.inf. | L.sup. | L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
2 Mom. | 172,500 | 173,124 | 117,500 | 118,412 | 77,500 | 78,869 | 17,500 | 22,335| O 2,687
3 Mom. | 172,500 | 173,124 | 117,500 | 118,412 | 77,500 | 78,869 | 17,502 | 22,335| O 2,585
4 Mom. | 172,500 | 172,576 | 117,500 | 118,011 | 77,500 | 78,366 | 17,509 | 22,168 | 0O 2,113

| V.Real | 125,40 90,60 51,50 14,75 2,65

Tabela 3.3 Precos reais e limites superior e inferior de op¢des obtidos computacionalmente con-
siderando dois, trés e quatro momentos do indice S&P 500 para o primeiro periodo de tempo.

k=1995 k=2015 k=2070 k=2100 k=2140
L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
2 Mom. | 61,678 | 64,104 | 41,678 | 45,125 0 7,478 0 3,334 0 1,827
3 Mom. | 61,678 | 64,104 | 41,678 | 45,125 0 7,393 0 3,201 0 1,690
4 Mom. | 61,678 | 63,489 | 41,678 | 44,076 | 0,238 | 7,012 0 2,270 0 0,909

V. Real 44,70 42,30 14,00 6,80 1,73

Tabela 3.4 Precos reais e limites superior e inferior de op¢des obtidos computacionalmente con-
siderando dois, trés e quatro momentos do indice S&P 500 para o segundo periodo de tempo.

Facilmente se constata que, em ambos os exemplos, a adi¢cdo do quarto momento estreita o
intervalo entre o limite inferior e superior principalmente devido a diminuicao dos limites superiores.
Novamente, estes valores ndo sdo préximos dos valores reais. Como ja foi referido, dadas as

simplificacdes assumidas e a aproximacgao pelos momentos empiricos, tal era esperado.

3.3 Informacao acerca dos precos de outras calls

Tendo agora em conta o preco de algumas opgdes com precos de exercicio 0 < k; < ky < ... < ky,
procuramos novamente limitar o pre¢o de uma outra op¢do sobre 0 mesmo ativo € com a mesma
maturidade das op¢des consideradas mas com diferente preco de exercicio, k. Consideraremos que k,
estdentre kj e kj1,isto €, k; <k <kj.1, j=1,...,n— 1. Lembremos que o pre¢o de uma op¢do call

europeia sob o ativo cujo prego € representado por X é dado por
q(k) = E[max(0,X — k)],
onde consideramos a taxa de juro e os custos de transag@o nulos.

3.3.1 Validade da funcio de avaliacao do preco da opcao

Para o uso correto da informacdo acerca dos precos de opcdes e consequente boa aplicacdo da
teoria subjacente, surge-nos a questdo de verificar se os precos observados no mercado sdo validos.
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Seguidamente serdo apresentadas as condi¢des de declive que nos ddo as condicdes de aplicabilidade
dos precos observados a teoria subjacente.

Proposicao 3.3.1. Seja X a distribuicdo do preco de um ativo e k > 0 um preco de exercicio. Se
q(+) for uma funcdo vdlida enquanto fun¢do que avalia o pregco de uma op¢do call entdo serd ndo
crescente, convexa e, em cada trogo definido por k;, kj1, terd declive ndo inferior a -1.

Demonstragdo. Comecemos por demonstrar que é uma funcdo nio crescente. Ora, para isso, con-
siderando todos os k;, ki tais que k; < kj,1, temos de garantir que g(k;) — g(kjy1) >0, j =
1,...,n—1. Assim, para j =1,...,n—1, vem

q(k;) —q(kjs1) = E[max(0,X —k;) —max(0,X —kj41)]

+oo
_/ (0—0) du+/ (x—k;j—0) d,u+/ ,+1 i) du > 0.

Provemos agora que é uma funcdo convexa. Considerando um « € [0, 1], teremos de garantir que
oq(kj)+ (1 —o)q(kjr1) —gq(ak;+ (1 —a)kjp1) 20, j=1,...n—1.
Ora, para j = 1,...,n— 1, a expressdo anterior é equivalente a
E[amax(0,X —k;)+ (1 — o) max(0,X — kj;1) —max(0,X — (otk; + (1 — a)kj11)) .

Fazendo as substituicdes necessdrias e dividindo os integrais em k;, otk;+ (1 — &t)kji1, kji1, vem
kj ockj+(1 OC)k/url
/ (0+O—0)du+/ (ot(x—k;)+0—0) dp
oo k;
Kjr1
+/ (lr—k;) +0— (r— akj — (1 — o)kjs1)) dp
okj+(1—0o)kj

+/ a(x— k) + (1 a)(x—kj+1)—(x—akj—(l—a)kj+1))d,u

OCk + l OC)kj+1 41
—/ ol —k;) di+ (1—a)(kjs1 —x) dit > 0.
%/—/ akj+(1-0)kjt1
>0 >0

Resta-nos provar que o declive € ndo inferior a -1 em cada troco definido por k;, k; . Para isso
temos de mostrar que para j = 1,...,.n— 1,

qkji1) —alk;)
kjvi—kj  —

isto é,
q(kj)) —qlkji1) <kjy1—kj, j=1,...,n—1.
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Ora,
q(kj) —q(kj+1) = E[max(0,X —k;)] — E[max(0,X — kj11)]

kj ki1 ~+oo
= [Todus [Tk apt [ k) - (x— ki) dp
—oo k_,' kj+1
Uma vez que, no segundo integral x € [k;, k1], podemos majora-lo por f,:j_jH (kj+1 —k;) du obtendo

kj+1 +oo
§0+/ (kj1—k;j) d#+/ (kj1 —kj) dp
k,' kj+1

o0
< / (kjr1—kj) du

—o0

<kjr1—kj.
]

Como facilmente se constata, quando trabalhamos com dados reais, estas condi¢des nem sempre
se verificam. Por essa razao, nos exemplos que apresentaremos, sempre que os pregos das op¢des nao
verificarem estas condicdes, serdo considerados precos corrigidos, por forma a ser aplicdvel a teoria
subjacente, sem assumirmos nenhuma dindmica para o preco do ativo subjacente. Isto é conseguido
resolvendo um problema de otimizagdo em que procuramos minimizar a diferenca entre o preco real e
o corrigido impondo as condi¢des de declive, isto é, para os precos observados ¢;, i = 1,...,n, vem

n
min Y’ |g; —ril
i=1

S.a. rp—ry Z k] —kz, (3 11)
Fiel =i T lie1
kivi—ki — ki—ki—y’

ri>rit1, i=1,...,n—1.

Notemos que podemos considerar outras normas como a norma infinito ou a norma euclidiana ao invés
da norma 1. Como foi referido, sempre que nao se verifiquem as condi¢cdes de declive, trabalharemos
com os precos 7y, i = 1,...,n. Ilustremos este facto usando dados referentes a opgdes call sobre o
indice S&P 500 transacionadas dia 8 de Abril de 2005 e com maturidade no final desse més. Estes
dados foram obtidos no dia 10 de dezembro de 2016 em https://datashop.cboe.com/.

Na Tabela 3.5 s@o apresentados os precos e precos corrigidos de opcdes sobre este indice para
alguns precos de exercicio e na Figura 3.2 podemos ver a sua representacao.

Preco de Exercicio | 1100 | 1105 1110 | 1115 1120 | 1125 | 1130 | 1135 | 1140
Preco da Opcio 22,60 | 19,60 | 16,60 | 13,70 | 12,80 | 10,00 | 7,30 | 5,70 | 5,00
Prego Corrigido | 22,600 | 19,600 | 16,600 | 14,084 | 11,921 | 9,758 | 7,596 | 5,700 | 5,000

Tabela 3.5 Precos observados e corrigidos de op¢des calls transacionadas dia 8 de Abril de 2005 sobre
o indice S&P 500.

Na Figura 3.2 pode-se facilmente notar que estes precos reais ndo definem uma curva convexa.
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—#— Precosreais
Pregos corrigidos | |

Pregos das Opgoes

4 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ |
1100 1105 1110 1115 1120 1125 1130 1135 1140
Pregos de Exercicio

Fig. 3.2 Precos reais e corrigidos de opg¢des referentes ao indice S&P 500 entre 8 e 30 de abril de
2005.

Estamos agora em condi¢des de estudar os limites superior e inferior considerando precos de
outras opgoes.

3.3.2 Limite superior

Formulamos o problema de encontrar o melhor limite superior a partir da informacao acerca dos precos
de outras op¢des como um problema de otimizac¢do continuo sobre todas as medidas de probabilidade
U possiveis para o preco do ativo, como se segue:

D = max max(0,x—k) d
ueA(S) /0 ( ) H

s.a. / max(0,x—k;) du =q;, i=1,...,n, (3.12)
0

/ du=1.
0

Este problema é também um caso do PGM onde S =R, F(x) = max(0,x —k) e h;(x) = max(0,x —
kl'>, i= 1,...,}’1.
Considerando um conjunto discreto de valores S C R, que incluam os pregos de exercicio

ki€ S, i=1,...,n, podemos formular um problema mais restrito, restringido as distribui¢cdes do preco
px = P(X = x) sobre S, isto é,

Vpis = max Z (x—k)px

x>k
S.a. Z(x_ki)px:qia izl,...,l’l, (313)
x>k;
pr:]7 pr>0, VxeSs.
x>0

Facilmente se observa que D > Dp;s, uma vez que, no problema (3.13), estamos a maximizar sobre
um conjunto de distribui¢des discretas. Usando as variaveis duais uy, ..., u, € v, construimos o dual de
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(3.12)

n
D =min v+ Zu,-q,-
=1 (3.14)

n
sa. glx)=v+ Zmax(O,x—ki)ui > max(0,x —k), Vxe€R,.
i=1
O dual do problema mais restrito, (3.13), € também (3.14) excetuando o facto das restricdes apenas
terem de ser verificadas num conjunto discreto de pontos x € S, onde X toma valores. Notemos que a
fungdo g(x), para ambos os problemas, € linear por trocos e a mudanga de declive ocorre nos pontos
ki, i=1,...,n. Assim, é suficiente resolver para cada problema as restricdes nos pontos k;. Inferimos
pois que (3.14) € equivalente a
n

0, =min v+ Zu,-q,-

=1
s.a. g(k))=v>0,
g(ka) =v+ (ko —ky)u; >0,

g(kl,-) =v+ (kj —kl)ul +...+ (kj —kj,l)ujfl Z 0, (3‘]5)
g(k) = v+(k—k1)u1 +...—|—(k—kj)uj >0,
glkjr1) = v+ (kjr =k )ur + ...+ (kjr —kjuj = kjr =k,

g(kn) = v—l—(k,,—kl)ul +...+(kn—kn_1)un_1 > kn—k,
ur+uy+...+u, > 1,

onde a ultima restricdo serve para controlar o caso em que x — . Temos D; = D" e também a
existéncia de dualidade fraca para ambos os pares primal-dual, ou seja, D* > D > Dp;;. Notemos
ainda que temos dualidade forte para a versdo discreta (3.13) uma vez que estes sao problemas de
otimizag@o linear, logo Vp;; = D5 = D*. Mostrdmos entdo que D = Dp;; = D*. Assim, existe uma
distribuic@o discreta dos precos das acdes que atinge o limite D. Notemos que se estivéssemos apenas
interessados na dualidade © = 0™ ela seguiria do Coroldrio 2.1.1 sempre que k; <k, i=1,...,n.

3.3.3 Limite inferior

Baseando-nos no que foi feito para o limite superior, podemos encontrar o limite inferior de forma
semelhante. Comecemos por considerar o problema que queremos ver resolvido

V= min /maX(O,x—k) du
0

s.a. / max(0,x—k;) du =gq;, i=1,...,n, (3.16)
0

/ du=1.
0
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Recorrendo, uma vez mais, as distribui¢des discretas do preco p, = P(X = x) sobre um conjunto
discreto de valores S C R, que incluam os precos de exercicio k; € S, i =1,...,n, o problema mais
restrito serd

Vp;s = min Z (x —k)px

x>k
sa. Y (x—k)pe=gqi, i=1,...,m, (3.17)
kal'
pr:17 prO, VXES
x>0

Dualizando (3.16) vem

n
D =max v+ Zuiqi

=1 (3.18)

n
s.a. h(x) =v+ Zmax(O,x— ki)u; <max(0,x—k), Vx e Ry.
i=1
Mais um vez, o dual do problema mais restrito € o mesmo do problema inicial com exce¢ao de que em
(3.17) as restrigdes apenas tém que ser verificadas num conjunto discreto de pontos x € S. Podemos
reescrever (3.18) como

n
V; =max v+ Zu,-q,-

i=1
s.a. h(k;) =v <0,
]/l(kz) =v+ (k2 —kl)ul < 0,

h(kj) :V-l-(kj—kl)ul —{-...—f-(kj—kj,l)uj,l <0, (3.19)
h(k) :v+(k—k1)u1+...—|-(k—kj)uj <0
h(kj_H) =Vv+ (kj_H —kl)ul +...+ (kj_H —kj)uj < kj.;,.] —k,

h(kn) =v+ (kn —kl)l/ll +...+ (kn —knfl)unfl < kn —k,
ur+uy+...+u, <1,

onde, uma vez mais, a ultima restri¢do serve para controlar o caso em que x — oo. Temos que U < Up;,
e V; = V" uma vez que (3.18) e (3.19) sdo equivalentes. Novamente temos a existéncia de dualidade
fraca para ambos os pares primal-dual, ou seja, V* < v < V.. Mais ainda, temos dualidade forte
para a versdo discreta (3.17) e Vp,;, = V5 = D*. Mostrdmos entdo que L = U, = V*. Poderfamos
novamente ter aplicado o Coroldrio 2.1.1 garantindo dualidade forte entre (3.16) e (3.18) devido a néo
negatividade de max(0,x —k;), i = 1,...,n e max(0,x — k). Este caminho alternativo mostra ainda que
podemos resolver o problema usando programacao linear.

Resolvendo os problemas (3.15) e (3.19), como fizeram Bertsimas e Popescu em [1], obtemos o
teorema seguinte.
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Teorema 3.3.1. Dados precos n de opcdes que obedecem as condicdes de declive, q1,...,q,, com
precos de exercicio 0 < k; < ky < ... <k, sobre o ativo X, os valores possiveis para o pregco de uma

opgdo call com prego de exercicio k € (kj,kjy1), para algum j =0, ...,n, pertencem a [0, V), onde

k—ki | ki—k Kiva—k k—kioy
v=max (g ——+qj-1— I + "
ki—kj_i kj—kj kjjo—kjt1 kjto—kji1
(3.20)
ki —k k—kj
V=g

J qj+1 )

kjs1—k; kjv1—k;
comky =0, kys1 =k, +1, go = k1 +q1, gur1 = qn, €, na operagcdo do mdximo em v, consideramos
os valores se estiverem definidos.

Com este teorema, concluimos que as condigdes de declive sdo condigdes necessdrias e suficientes
para uma funcio ser valida enquanto funcdo que avalia os precos de opcdes. Vejamos agora algumas
aplicacdes deste resultado.

3.3.4 Exemplos

Consideremos as oito op¢Oes referidas na Tabela 3.6. Estas ndo satisfazem as condicdes de declive

pelo que usaremos corregcdes aos precos, contidas na mesma tabela.

Preco de Exercicio 1725 1745 1870 1960 | 2050 | 2070 | 2110 | 2125
Preco da Opcgao 270,65 | 247,90 | 130,55 | 58,00 | 10,60 | 4,75 | 0,84 | 0,35
Preco Corrigido | 269,386 | 249,386 | 130,550 | 58,00 | 10,600 | 4,750 | 0,840 | 0,350

Tabela 3.6 Precos reais e corrigidos de calls sobre o indice S&P 500 transacionadas no primeiro

periodo de tempo, entre 4 e 15 de janeiro de 2016.

Aplicando o Teorema 3.3.1 encontramos os limites superior e inferior para alguns precos de
exercicio entre 1850 e 2100 que apresentamos na Tabela 3.7 e representamos na Figura 3.3.

160 T T

$ —@— Pregosreas
140 —@— Lim. superior | |
—&— Lim. inferior

120 - b

8

Pregos das Opcoes
8 3
T T
Il Il

S

0 1 1 1 1
1850 1900 1950 2000 2050 2100
Precos de Exercicio

Fig. 3.3 Precos reais e limites superior e inferior dados oito precos de outras op¢des sobre o indice
S&P 500 de 4 a 15 de janeiro de 2016.
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k=1875 k=1930 k=1970 k=2030 k=2085
L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
125,797 | 126,519 | 73,800 | 82,183 | 49,939 | 52,733 | 16,450 | 21,133 | 1,657 | 3,284
| V. Real | 125,40 90,60 51,50 14,75 2,65
Tabela 3.7 Precos reais e limites superior e inferior de cinco op¢des dados oito precos sobre o indice
S&P 500 transacionadas em 4 de janeiro de 2016 e com maturidade em 15 de janeiro do mesmo ano.

Como podemos observar, por vezes, os valores reais ndo se encontram entre os limites embora
estes se encontrem muito préximos dos valores reais.

Recorrendo ao exemplo usado anteriormente sobre op¢des transacionadas no segundo periodo de
tempo, entre 4 de janeiro e 5 de fevereiro de 2016, concluimos que os pregos observados, mais uma
vez, ndo satisfazem as condi¢des de declive. Na Tabela 3.8 encontram-se os precos corrigidos que

serdo considerados no calculo dos limites.

Preco de Exercicio | 1925 1930 1990 2045 2060 | 2095 | 2170 | 2180
Preco da Opgao 97,10 | 93,25 | 47,00 | 18,70 | 16,35 | 7,75 | 0,65 | 0,40
Preco Corrigido | 97,100 | 93,246 | 47,000 | 18,700 | 15,415 | 7,750 | 0,650 | 0,400

Tabela 3.8 Precos reais e corrigidos de calls sobre o indice S&P 500 transacionadas em 4 de janeiro

de 2016 e com maturidade em 5 de fevereiro de 2016.

Aplicando novamente o Teorema 3.3.1 a precos de exercicio entre 1950 e 2160 obtemos os limites
presentes na Tabela 3.9 e que representamos na Figura 3.4.
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Fig. 3.4 Precos reais e limites superior e inferior dados oito pregos de outras op¢des sobre o indice
S&P 500 de 4 de janeiro a 5 de fevereiro de 2016.

Como podemos observar, para precos de exercicio de valor até aproximadamente 1990, os limites
praticamente coincidem. Entre 1990 e 2050 alguns pregos reais sdo superiores a ambos os limites e

para pregos superiores a 2100 os pregos reais encontram-se entre os limites.
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k=1995 k=2015 k=2070 k=2100 k=2140

L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.

43,146 | 44,427 | 27,731 | 34,136 | 13,225 | 13,225 | 6,655 | 7,277 | 1,400 | 3,490

V. Real 44,70 42,30 14,00 6,80 1,73

Tabela 3.9 Precos reais e limites superior e inferior de cinco op¢des dados oito precos sobre o indice
S&P 500 transacionadas em 4 de janeiro de 2016 e com maturidade em 5 de fevereiro do mesmo ano.

3.4 Informacao acerca dos momentos do ativo subjacente e outros precos
de opcoes

Nesta sec¢@o esperamos encontrar uma melhoria aos dois métodos anteriores, encontrados na literatura.
Iremos averiguar se a conjugacdo desses dois métodos se revela preferivel a cada um isoladamente.
Para isso, criaremos um problema de otimiza¢do em que incorporaremos nas restri¢cdes nio sé a
informagdo sobre os momentos da acdo subjacente mas também os precos de outras opcoes.

Neste capitulo ndo serd possivel a elaboragdo de exemplos com dados retirados do mercado. Isto
deve-se ao facto dos momentos empiricos do ativo e os precos das opcdes nao serem compativeis e,
consequentemente, os problemas que permitem encontrar tais limites tornam-se inadmissiveis. Uma
forma de contornar esta questdo seria ajustar os pregos e momentos de uma forma semelhante ao
que fizemos para os precos em (3.11), mas tal estudo ndo foi efetuado neste trabalho. No entanto, no
préximo capitulo, apresentaremos exemplos desta abordagem onde os dados usados ja permitem uma
comparagdo efetiva.

Consideraremos a mesma notag@o usada atrds e comecemos por estudar o limite superior.

3.4.1 Limite superior

Baseando-nos nos dois capitulos anteriores, facilmente se depreende que estamos a procura da solugéo
do problema

O = max max(0,x—k) d
ue A (S) /0 ( ) H

s.a. / Xdu=e;, i=0,1,...,m, (3.21)
0
/ max(0,x—k;) du =q;, i=1,...,n.
Jo

Dualizando obtemos

m n
6" = min Z w;e; + Z Uu;q;
i=0 i=1
m . n
sa. g(x) =) x'w;i+ Y max(0,x—k)u; > max(0,x—k), VxeR,.
i=0 i=1

(3.22)

De novo, recorrendo ao Coroldrio 2.1.1, garantimos a dualidade forte entre estes problemas pois
(Wo, Wi, ..oy wm) = (0,1,0,....,0), (ug,...,u,) = (0,...,0) é admissivel e as fungdes max (0,x —k), x', i =
0,...,m, e max(0,x —k;), i = 1,...,n, sdo ndo negativas em R . Como g toma diferentes formas con-
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soante cada sub-intervalo que estejamos a considerar, iremos analisar como esta funcdo se define em
cada um deles. Para uma leitura mais clara do que se vai expor, definimos os intervalos

Iy=[0,ki[, L =lki,kaf, -, [j=[kj,kl, Ijs1=[kkjs1], -, Iy =lkn—1,kn[, Ins1 = [kn,+oo]

como se ilustra na Figura 3.5.

0 k1 ki k kivi  kjeo Ky,

Iy I I Lo Iy

Fig. 3.5 Intervalos definidos tendo em conta o preco de exercicio requerido, k.

Lembrando que kg = 0 e k| = oo, definimos ainda

0 se k>k;,
5(i) = Y i=0,..,n+1.
1 se k<k;,

Assim, a regido admissivel do problema (3.22) pode ser escrita, para/ =0, ...,n+ 1, como

mo o 1=8()
g(x):Zx’w,-—{— ui(x—ki) >6(l)(x—k), Vxel.
i=0 i=1

Definimos agora a varidvel w' como sendo igual a w exceto nas duas primeiras coordenadas, ou
seja, w' = (wy, W], w2, -+ ,Wy), onde

i=1

1-5(1) 1-5(1)
WIOZ (Wo— Miki+6(l)k> € WIII <W1+ Z M,‘-S(l)) 5 lZO,...,I’l‘i‘l.
i=1

Portanto, paral =0, ...,n+ 1, podemos reescrever a regido admissivel do problema como

m
gx) =Y x'w;>0, Vxel.
i=0
Tendo de ser garantida a ndo negatividade de certos polindmios em diferentes intervalos, usaremos
as proposi¢des estudadas na Secgdo 2.2. Comecgando pelo intervalo Iy, aplicamos a Proposicdo 2.2.3
considerando a matriz R = [r; j]l; j=0,...,m Positiva semidefinida, obtendo

rl-j:O, 11:1,...,1’1’1,
i,jo i+j=2l—1

[y
pfMm=ry.,
Z "ij:ZWr< ., Lh=0,.,m
r=0 llir

ij: it =2l

(3.23)
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Aplicando a Proposicdo 2.2.2 a cada um dos intervalos [;, [ = 1,...,n e considerando a matriz
S=1si j],'? j=0,...,m positiva semidefinida temos

S,'J'ZO, 11:1,...,m,

i,j:i+j=2l1—1 3 24)
Iy m+N—-I r m—r ( '
Z Sij= Z Z w’( )( )kerkﬁl, -
i,j:i+j=2l N=0 r=N "\N I —N

Ao tltimo intervalo, I, , aplicamos a Proposi¢do 2.2.4 usando a matriz Z = [z;}]; j—o,... m» pOSsitiva
semidefinida obtendo

Z zj=0, L =1,.,m,
iji it =2l —1

m (3.25)
Z Zij:ZW/r<l:>k,rl, I1=0,..,m.

ij: it j=2l r=I;
Finalmente podemos resumir o que acabamos de estudar no teorema seguinte.

Teorema 3.4.1. O melhor limite superior para o preco de uma op¢do call europeia com preco de
exercicio k > 0 com base na informagdo dos m primeiros momentos do ativo e;, i =1,....,m, eg =1, ¢
em n precos de opgoes q1, ...,qn, com precos de exercicio 0 < ky < ky < ... < k,,, sobre o mesmo ativo,

é a solugdo do problema

m n
min Z wie; + Z u;q;
i=0 i=1

s.a. (3.23),(3.24) e (3.25),

(3.26)

onde as matrizes das condi¢des (3.23) a (3.25), R = [rij], S = [sijl e Z = [z;j], i,j = 0,...,m sdo
positivas semidefinidas.

3.4.2 Limite inferior

Pretendemos agora encontrar a solu¢do do problema

0 = min max(0,x —k) d
T ueA(S) /0 ( ) H

sa./)fdu:ehizoJ,ﬂm, (3.27)
0

/ max(0,x—k;)du=gq;, i=1,...,n.

0

Dualizando o problema anterior, obtemos

m n
0" = max Z wie; + Z uiqi
i=0 i=1

(3.28)

s.a. h(x) = inwi+ Zmax(O,x—k[)u,- <max(0,x—k), VxeR,.
i=0 i=1
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Garantimos dualidade forte ente estes problemas recorrendo novamente ao Corolério 2.1.1 uma
vez que as fun¢des max(0,x — k), x', i =0,...,m, e max(0,x — k;), i = 1,...,n, sio ndo negativas em
R;.

Podemos agora reescrever (3.28) como

m n
min — (Z wie; + Z Mi%')
i=0 i=1

m n
s.a. —h(x)=— ( x'wi+ Zmax(O,x— k,-)ul-> > max(0,x—k), VxeR;.
i=0 i=1

(3.29)

A funcdo h tem expressoes diferentes conforme o intervalo I; que se esteja a considerar. Assim, de
uma forma andloga ao subcapitulo anterior, aplicamos as Proposicdes de 2.2.2 a 2.2.4 a cada intervalo,
obtendo o teorema que se segue.

Teorema 3.4.2. O melhor limite inferior para o preco de uma opg¢do call europeia com preco de
exercicio k > 0 com base na informacdo dos m primeiros momentos do ativo e;, i=1,....m, eg =1, e
em n precos de opgdes q1, ..., qn, com precos de exercicio 0 < ky < ky < ... < k;, sobre 0 mesmo ativo,
é a solucdo do problema

m n
min — <Z wie; + Z ui‘]i)
i=0 i=1

s.a. (3.23),(3.24) e (3.25),

(3.30)

onde as matrizes das condi¢des (3.23) a (3.25), R = [rij], S = [sijl e Z = [z;j], i,j = 0,...,m sdo
negativas semidefinidas.

Na implementa¢do desta e das outras abordagens, usdmos o soffware MATLAB. Poderd ser
consultado o Anexo A para mais informagdes.



Capitulo 4

Resultados numéricos

Como observamos no Capitulo 3, o ruido inerente a aproximagdes nos modelos reais afeta os resultados
previstos, o que nos leva a perder a no¢ao da eficacia dos métodos estudados. Tentaremos neste capitulo
contornar esse problema testando os resultados com trés distribui¢des conhecidas por forma a verificar
se os valores obtidos sdo os esperados. Estudaremos um modelo com uma distribuicao discreta e finita,
a experiéncia do langcamento do dado, uma distribuicao discreta e infinita, a distribui¢do de Poisson, e
uma continua, de Pareto. A escolha destas distribui¢cdes e correspondentes parametros foi feita de
modo a que os seus suportes fossem constituidos apenas por valores ndo negativos, representando de
forma real possiveis precos de ativos e opgdes.

Por forma a aplicar a teoria estudada na Seccio 3.2, relativa a informacao sobre momentos do preco
do ativo, iremos considerar apenas os momentos das distribui¢des ignorando qualquer informacao
adicional conhecida sobre as mesmas. Consideraremos para cada modelo os primeiros sete momentos
da distribuicao pois, para momentos de ordem superior, surgem erros de mau condicionamento que
podem afetar os resultados. Na exemplificacdo dos resultados da Sec¢do 3.3, apenas tomaremos em
consideracgdo a informacéo sobre E[max(0,X — k)] onde X terd a distribuicdo correspondente, para
vérios valores de k, uma vez mais, ignorando outras caracteristicas das distribui¢des. Finalmente,
na exemplificacdo do estudo dos momentos e precos de outras opcoes, apresentado na Secgdo 3.4,
reuniremos as informagdes dos dois tépicos anteriores. Aqui usaremos todos os precos considerados
anteriormente mas apenas momentos de ordem nio superior a quatro.

4.1 Distribuicao discreta e finita

Para exemplificagdo de um modelo discreto e finito, consideremos a experiéncia do lancamento de um
dado equilibrado.

4.1.1 Momentos

Seja X a varidvel aleatdria que representa o nimero obtido na face virada para cima no lancamento de

um dado equilibrado. O vetor dos primeiros momentos de X é e = (1, %, %1, %7, 22%, %, 67%, 1252587 ) .

Iremos calcular limites para op¢des com pregos de exercicios entre um e seis com base neste vetor de

momentos.

35
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Na Figura 4.1 vemos os resultados obtidos considerando os momentos de um a sete. A verde
escuro estdo representados os limites superiores considerando apenas o primeiro momento e, conforme
consideramos mais momentos, os limites superiores vao sendo representados por verdes cada vez
mais claros. O andlogo ¢é feito para os limites inferiores, mas em tons de vermelho. Na Tabela 4.1 s@o

apresentados os valores obtidos para cinco pregos de exercicio diferentes.

35
s Preco real
—— Lim. sup. 1 mom.
3L ——Lim. sup. 2mom. ||
—— Lim. sup. 3 mom.
—— Lim. sup. 4 mom.
—— Lim. sup. 5 mom.
Lim. sup. 6 mom.
Lim. sup. 7 mom.
——Lim.inf. 1 mom.
—— Lim. inf. 2 mom.
—— Lim. inf. 3 mom.
—— Lim. inf. 4 mom.
—— Lim. inf. 5mom.
Lim. inf. 6 mom.
Lim. inf. 7 mom.

Precos das Opgoes

1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
Precos de Exercicio

Fig. 4.1 Precos reais e limites superior e inferior para os primeiros sete momentos do modelo do
langamento do dado.

k=1 k=2,2 k=34 k=4,6 k=5,8
Mom. | L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
1 2,500 | 3,500 | 1,300 | 3,500 | 0,100 | 3,500 0 3,500 0 3,500
2 2,500 | 2,692 | 1,300 | 1,723 | 0,100 | 0,905 0 0,466 0 0,282
3 2,500 | 2,692 | 1,389 | 1,723 | 0,487 | 0,905 0 0,368 0 0,145
4 2,500 | 2,554 | 1,389 | 1,579 | 0,699 | 0,904 | 0,142 | 0,352 0 0,070
5 2,500 | 2,554 | 1,394 | 1,574 | 0,699 | 0,868 | 0,200 | 0,352 0 0,055
6 2,499 | 2,523 | 1,494 | 1,574 | 0,701 | 0,820 | 0,253 | 0,337 0 0,040
7 2418 | 2,533 | 1,494 | 1,567 | 0,723 | 0,820 | 0,257 | 0,328 0 0,038

V. Real 2,500 1,533 0,800 0,300 0,033

Tabela 4.1 Precos reais e limites superior e inferior de algumas op¢des para os primeiros sete momentos
do modelo do lancamento do dado.

Analisando os resultados obtidos na Figura 4.1 e Tabela 4.1 verificamos que a diferenca entre
os limites superior e inferior vai diminuindo a2 medida que aumentamos o nimero de momentos até
ao sétimo. Em geral, vemos que hd uma aproximacao ao preco real com o aumento do nimero de
momentos, 0 que ndo se verificava no capitulo anterior, com o uso de dados reais. Podemos ainda
verificar que, para o preco de exercicio k = 1, a consideragdo do sétimo momento piora os resultados

obtidos com seis.
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4.1.2 Precos

Consideremos agora seis opc¢des cujos precos e pregos de exercicio estdo presentes na Tabela 4.2

como informacéo base ao cdlculo do limites do preco. Para cada preco de exercicio, k, os precos das

opgodes foram calculados de acordo com

1.6
q(k) = G ;max((r—k),O).

Preco de Exercicio | 0,679 | 0,858 | 1,743 | 3,279 | 5,818 | 5,983
Preco da Opgio 2,821 | 2,642 | 1,881 | 0,861 | 0,030 | 0,003

Tabela 4.2 Precos e precos de exercicio de seis op¢des sobre 0 modelo do langamento do dado.

Aplicando o Teorema 3.3.1 obtemos os limites inferior e superior para alguns precos de exercicio
presentes na Tabela 4.3. Na Figura 4.2 podemos ver representado a verde os limites superiores e a

vermelho os inferiores.
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—&— Pregosreais
—&— Lim. superior
—e— Lim. inferior
2 |- -
3
< 15+ B
(@]
o
o
%)
S 1r J
x
05 i
0 L 1 I b
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55

Precos de Exercicio

Fig. 4.2 Precos reais e limites superior e inferior dados seis precos de outras op¢des sobre o modelo

do lancamento do dado.

k=1 k=2,2 k=34 k=4,6 k=5,8
L.inf. | L.sup. | L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
2,500 | 2,520 | 1,488 | 1,577 | 0,780 | 0,821 | 0,233 | 0,429 | 0,033 | 0,036
V. Real 2,500 1,533 0,800 0,300 0,033
Tabela 4.3 Precos reais e limites superior e inferior de algumas opc¢des dados seis precos de outras
opg¢des do modelo do langamento do dado.

Analisando a Figura 4.2 e a Tabela 4.3 verificamos que os limites superior e inferior sdo muito
proximos dos valores reais sendo a maior diferenca observada para precos de exercicio entre 3,5 ¢ 5,
correspondentes a maior diferenga entre precos de exercicio conhecidos considerados na Tabela 4.2.
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4.1.3 Precos e momentos

Consideremos agora os primeiros quatro momentos de X e os precos presentes na Tabela 4.2. Apli-
cando os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2, obtemos, para determinados precos de exercicio, os valores presentes
na Tabela 4.4. Na Figura 4.3 podemos observar os resultados obtidos num dominio reduzido por forma
a efetuarmos uma andlise mais criteriosa. A verde estao representados os limites quando consideramos
apenas 0s primeiros quatro momentos, a vermelho apenas os seis precos e a azul temos a representagdo
dos limites envolvendo os quatro momentos € 0s Seis precos.

2 ,\ — Pregos reais

N\ L. sup. 4 mom.

18+ N L. inf. 4 mom. -
AN —— L. sup. pregos

1,61 —— L. inf. pregos i
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0,2
15 2 25 3 35 4 45

Precos de Exercicio

Fig. 4.3 Precos reais e limites superior e inferior pelas trés abordagens estudadas do modelo do
lancamento do dado.

k=1 k=22 k=3,4 k=4,6 k=5,8

Mom. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
1 2,500 | 2,520 | 1,488 | 1,577 | 0,780 | 0,821 | 0,233 | 0,429 | 0,033 | 0,036
2 2,500 | 2,520 | 1,488 | 1,577 | 0,780 | 0,812 | 0,233 | 0,338 | 0,033 | 0,035
3 2,500 | 2,520 | 1,488 | 1,577 | 0,780 | 0,808 | 0,233 | 0,313 | 0,033 | 0,034
4 2,500 | 2,520 | 1,488 | 1,577 | 0,780 | 0,807 | 0,233 | 0,308 | 0,033 | 0,034

| V.Real | 2,500 1,533 0,800 0,300 0,033

Tabela 4.4 Precos reais e limites superior e inferior de algumas opg¢des para os primeiros quatro
momentos e pregos de seis op¢des do modelo do lancamento do dado.

Pela anélise da Figura 4.3 verificamos que as linhas azuis estdo mais proximas dos precos
verdadeiros quando comparadas com as linhas vermelhas e verdes. Para alguns precos de exercicio,
as linhas a azul coincidem com as linhas vermelhas e verdes. Da Tabela 4.4 verificamos ainda que,
quando consideramos os precos € o primeiro momento do ativo, obtemos 0s mesmos resultados que
obtivemos sem o primeiro momento. No entanto, quando sdo considerados mais momentos, os limites
obtidos nesta abordagem aproximam-se mais dos precos reais. Concluimos que se obtém, neste
exemplo, uma melhoria efetiva em relagdo as duas abordagens anteriores.
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4.2 Distribuiciao discreta e infinita

Consideremos agora a varidvel aleatéria Y com distribui¢do de Poisson de pardmetro A sendo a sua
funcdo de probabilidade dada por

e MY

fy) = TlNo(Y)'

Escolheremos o pardmetro A = 5.

4.2.1 Momentos

O vetor de momentos de Y € e=(1, 5, 30, 205, 1555, 12880, 115155, 1101705). Considerando entdo
0s primeiros sete momentos, obtemos os limites, para alguns precos de exercicios, presentes na Tabela

4.5 e representados na Figura 4.4.

5 I
— PreGos reais

45+ — Lim. sup. 1mom. |
— Lim. sup. 2 mom.
4+ —— Lim. sup. 3mom. | |

— Lim. sup. 4 mom.
—— Lim. sup. 5 mom.

Lim. sup. 6 mom.

Lim. sup. 7 mom.
—— Lim.inf. 1 mom.
—— Lim. inf. 2 mom.
—— Lim. inf. 3 mom.
—— Lim. inf. 4 mom.
Lim. inf. 5mom. |
Lim. inf. 6 mom.
Lim. inf. 7 mom.
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Fig. 4.4 Precos reais e limites superior e inferior para os primeiros sete momentos do modelo de
Poisson.

k=1,5 k=2,9 k=4,3 k=5,7 k=7,1

Mom. | L.inf. | L.sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
3,500 | 5,000 | 2,100 | 5,000 | 0,700 | 5,000 0 5,000 0 5,000
3,500 | 3,750 | 2,100 | 2,583 | 0,700 | 1,522 0 0,822 0 0,484
3,500 | 3,750 | 2,100 | 2,583 | 0,951 | 1,522 | 0,066 | 0,817 0 0,377
3,500 | 3,581 | 2,100 | 2,347 | 0,969 | 1,431 | 0,378 | 0,817 | 0,037 | 0,376
3,500 | 3,581 | 2,157 | 2,347 | 0,969 | 1,373 | 0,379 | 0,747 | 0,107 | 0,376
3,500 | 3,546 | 2,157 | 2,338 | 1,102 | 1,373 | 0,379 | 0,698 | 0,124 | 0,325
7 3,432 | 3,546 | 2,160 | 2,316 | 1,102 | 1,365 | 0,447 | 0,698 | 0,124 | 0,306

V. Real 3,527 2,259 1,269 0,609 0,242

Tabela 4.5 Precos reais e limites superior e inferior de algumas op¢des para os primeiros sete momentos
do modelo de Poisson.

AN N R W=
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Pela andlise da Figura 4.4 vemos que, em geral, a medida que aumentamos o niimero de momentos
tidos em consideragdo, os intervalos definidos pelos limites obtidos vao sendo cada vez mais limita-
dores, traduzindo uma melhor aproximacdo aos valores reais. Observando a Tabela 4.5, inferimos que
a informacdo acerca do sétimo momento transporta erros de condicionamento piorando os resultados
obtidos com seis momentos, em alguns casos.

4.2.2 Precos

Comecemos por calcular os precos das op¢des que usaremos como informacdo. Estaremos assim
interessados em calcular E[max(0,Y — k)] para vérios valores de k. Admitindo que k € [, j+ 1], j € Ny,

vem
712/1
E[max(0,Y —k)] Zmasz—
o0 ] e—lll
- ¥ (-0
i=j+1 : @1
+oo f/l)u J _eikl’. +ooeflli J ef/l)ti :
:(Z’ ;) i >k<;) ! *;) i )
J —)le J e M)l
=A- Zl <1—;) T )

Calculamos assim os pregos das opcdes para alguns precos de exercicio presentes na Tabela 4.6.

Precos de Exercicio | 0,498 | 1,413 | 2,658 | 5,957 | 7,247 | 7,958
Preco da Opgao 4,505 | 3,610 | 2,472 | 0,510 | 0,223 | 0,128

Tabela 4.6 Precos e precos de exercicio de op¢des sobre o modelo de Poisson.

Aplicando novamente o Teorema 3.3.1 obtemos os limites inferior e superior. Na Tabela 4.7
apresentamos os valores para algumas opcdes e na Figura 4.5 temos a sua representagao.

k=1,5 k=2.9 k=43 k=5,7 k=7,1
L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
3,525 | 3,531 | 2,250 | 2,327 | 0,969 | 1,495 | 0,567 | 0,663 | 0,242 | 0,255
V. Real 3,527 2,259 1,269 0,609 0,242

Tabela 4.7 Precos reais e limites superior e inferior de algumas opg¢des dados seis precos de opcdes do
modelo de Poisson.

Como podemos observar na Tabela 4.7, os limites tedricos obtidos sdo muito préximos dos precos
reais das opg¢des. Na Figura 4.5, verificamos ainda que a maior diferencga entre os limites superiores e
inferiores se verifica para precos de exercicio entre trés e cinco novamente correspondente a falta de
informagao de precos de outras opg¢des, para esses precos de exercicio, na Tabela 4.6.
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Fig. 4.5 Precos reais e limites superior e inferior dados seis precos de outras opc¢des sobre o modelo
de Poisson.

4.2.3 Precos e momentos

Consideremos agora os primeiros quatro momentos e 0s precos presentes na Tabela 4.6. Aplicando os
Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 obtemos os resultados ilustrados na Figura 4.6 e, tendo em conta alguns precos
de exercicio, obtemos os valores presentes na Tabela 4.8.

3 T -\ ]
— Precos reais
—— L. sup. 4 mom.
—=—L.inf. 4 mom.
251 — L. sup. pregos B
—— L. inf. pregos

—— L. sup. 4 mom. e preg.
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N
T
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&
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=
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Fig. 4.6 Precos reais e limites superior e inferior para os primeiros quatro momentos e precos de seis
opg¢des do modelo de Poisson.

Os resultados obtidos usando a informagdo dos momentos e precos €, novamente, preferivel as
duas abordagens anteriores. Concluimos da andlise da Tabela 4.8 que, para alguns precos de exercicio,
o aumento do nimero de momentos traz melhorias nas aproximagdes. Da Figura 4.6, notamos também
uma aproximacao dos limites aos valores reais usando esta abordagem principalmente para precos
de exercicio entre 3,5 e 5. Este intervalo de valores corresponde a maior diferenga observada entre
limites superior e inferiores na subsec¢do anterior.
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k=1,5 k=29 k=4,3 k=5,7 k=7,1

Mom. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
1 3,525 | 3,531 | 2,250 | 2,327 | 0,969 | 1,495 | 0,567 | 0,663 | 0,242 | 0,255
2 3,525 | 3,531 | 2,250 | 2,306 | 0,969 | 1,360 | 0,567 | 0,640 | 0,242 | 0,255
3 3,525 | 3,531 | 2,250 | 2,306 | 1,164 | 1,360 | 0,567 | 0,640 | 0,242 | 0,255
4 3,525 | 3,531 | 2,250 | 2,294 | 1,165 | 1,311 | 0,567 | 0,633 | 0,242 | 0,255

V. Real 3,527 2,259 1,269 0,609 0,242

Tabela 4.8 Precos reais e limites superior e inferior de algumas op¢des para os primeiros quatro
momentos e precos de seis opcdes do modelo de Poisson.

4.3 Distribuicao continua

Consideremos agora a varidvel Z com distribui¢do de Pareto de pardmetros & > 1¢e 8 > 0, onde 0 é o
parametro de escala e a sua fun¢do densidade ¢ dada por

a0

flz)= G Lo, o[ (2)-

Os momentos desta distribui¢do sdo conhecidos. Para cada i > 0, o momento de ordem i de Z é

0T (i+ 1)T(a — i)
I'(a)

E(Z') =

Uma vez mais, iremos precisar de calcular E[max(0,Z — k)] para varios valores de k. Escolhendo
um k > 0, vem

E[max(0,Z —k)] = /:w(z—k)( a6” dz

z+0)ot!
[ 0%(0+x) " (k(1—a)+6+ax)]
B a—1 P

(4.2)

No que se segue, iremos considerar ¢ = 10 e 6 = 15.

4.3.1 Momentos
De acordo com os pardmetros escolhidos, os momentos de Z sdo dados pela expressdao

15T (i+ 1) (10— 1)
(10) ’

E(Z)) = i>0.

Assim, os primeiros sete momentos de Z sdo e = (1, %, %, %, %, 841*17 3. 3792%875, 1898;‘375 ) . Tendo

em conta estes momentos, os limites inferior e superior do preco das op¢des para vdrios precos de
exercicio estdo representados na Figura 4.7 sendo que alguns desses valores estdo presentes na Tabela
4.9.
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Fig. 4.7 Precos reais e limites superior e inferior para os primeiros sete momentos do modelo de

Pareto.
k=1,5 k=3,2 k=49 k=6,6 k=8,3
Mom. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
1 0,167 | 1,667 0 1,667 0 1,667 0 1,667 0 1,667
2 0,167 | 1,000 0 0,440 0 0,249 0 0,170 0 0,128
3 0,457 | 1,000 | 0,042 | 0,440 0 0,241 0 0,119 0 0,066
4 0,457 | 0,825 | 0,114 | 0,417 | 0,036 | 0,241 | 0,003 | 0,119 0 0,066
5 0,527 | 0,825 | 0,114 | 0,407 | 0,036 | 0,192 | 0,012 | 0,108 | 0,004 | 0,066
6 0,527 | 0,794 | 0,157 | 0,407 | 0,039 | 0,192 | 0,012 | 0,107 | 0,004 | 0,055
7 0,475 | 0,809 | 0,157 | 0,378 | 0,044 | 0,188 | 0,018 | 0,107 | 0,005 | 0,055
V. Real 0,707 0,292 0,131 0,063 0,032

Tabela 4.9 Precos reais e limites superior e inferior de algumas opcdes para os primeiros sete momentos
do modelo de Pareto.

Como podemos observar na Tabela 4.9 e Figura 4.7, com o aumento do nimero de momentos

diminuimos a diferenca entre limite superior e inferior e aumentamos a aproximacao dos limites aos

precos reais. Podemos constatar ainda que para alguns precos de exercicio o valor mais préximo

do real € atingido para seis momentos e para outros precos de exercicio conseguimos uma melhor

aproximacdo considerando ainda o sétimo momento. De novo, este parece ser 0 maximo que o

condicionamento do problema nos permite atingir.

4.3.2 Precos

Pelos parametros escolhidos, a expressao (4.2) vird

E[max(0,Z—k)] =

1510(15+2) 10 (—9k + 15+ 107) ]

64072265625

(k+15)°

9

k

(4.3)
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Como informagao de precos de opcdes, usaremos a Tabela 4.10.

Precos de Exercicio

Preco da Opgao

0,958
0,955

1,422
0,738

4,971
0,127

6,957
0,054

9,790
0,018

10,800
0,013

Tabela 4.10 Precos e precos de exercicio de seis opcdes sobre o modelo de Pareto.

Usando novamente o Teorema 3.3.1, obtemos os limites representados da Figura 4.8. Na Tabela

4.11 temos ainda alguns valores para cinco pregos de exercicio.

Pregos das Opcoes
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T T

o
N
T

o
[
T

—&— Pregosreas
—&— Lim. superior
—e&— Lim. inferior

5

6

Precos de Exercicio

Fig. 4.8 Precos reais e limites superior e inferior dados seis precos de outras op¢des sobre o modelo

de Pareto.
k=1,5 k=3,2 k=49 k=6,6 k=8,3
L.inf. | L.sup. | L.inf. | L.sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
0,701 | 0,724 | 0,192 | 0,432 | 0,129 | 0,139 | 0,059 | 0,067 | 0,026 | 0,037
V. Real 0,707 0,292 0,131 0,063 0,032

Tabela 4.11 Precos reais e limites superior e inferior de algumas opg¢des dados seis precos de opgdes

do modelo de Pareto.

Da andlise da Tabela 4.11 verificamos que os limites obtidos sdo muito préximos dos valores reais

sendo a maior diferenca encontrada para k = 3,2. E notéria ainda, na Figura 4.8, que a maior diferenca

entre limites superior e inferior se verifica para precos de exercicio entre dois e cinco novamente

associada a falta de informag@o relativa a precos de outras opgdes da Tabela 4.10, para esses precos de

exercicio.

4.3.3 Precos e momentos

Consideremos agora os primeiros quatro momentos e os precos presentes na Tabela 4.10. Aplicando

os Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 obtemos os resultados ilustrados na Figura 4.9 e para alguns pregos de

exercicio, os valores presentes na Tabela 4.12.
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Fig. 4.9 Precos reais e limites superior e inferior para os primeiros quatro momentos e precos de seis

opg¢des do modelo de Pareto.

k=1,5 k=3,2 k=4,9 k=6,6 k=8,3
Mom. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L.inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup. | L. inf. | L. sup.
1 0,701 | 0,724 | 0,192 | 0,432 | 0,129 | 0,139 | 0,059 | 0,067 | 0,026 | 0,037
2 0,701 | 0,719 | 0,192 | 0,345 | 0,129 | 0,135 | 0,059 | 0,067 | 0,026 | 0,037
3 0,701 | 0,719 | 0,203 | 0,345 | 0,129 | 0,135 | 0,059 | 0,067 | 0,026 | 0,037
4 0,701 | 0,718 | 0,207 | 0,339 | 0,129 | 0,135 | 0,059 | 0,067 | 0,026 | 0,037
V. Real 0,707 0,292 0,131 0,063 0,032

Tabela 4.12 Precos reais e limites superior e inferior de algumas op¢des para os primeiros quatro
momentos e precos de seis opcdes do modelo de Pareto.

Na Figura 4.9 observamos que, para precos de exercicio inferiores a cinco, esta abordagem ¢

bastante mais préoxima da realidade que qualquer uma das duas anteriores. Para precos superiores,

obtemos praticamente os mesmos valores que obtivemos sem a consideracdo dos momentos. Também

aqui podemos constatar o que ja verificamos anteriormente: quando apenas consideramos os primeiros

momentos conseguimos valores semelhantes aos obtidos usando a abordagem dos precos mas, para

certos precos de exercicio, quando aumentamos o nimero de momentos tidos em conta, melhoramos

os limites.






Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho foram encontrados intervalos que limitam o preco de opgdes call europeias, uma
questdo que se revela importante devido a dificuldade em encontrar um preco justo para as mesmas.
Iniciamo-lo com a defini¢cdo do problema generalizado do momento e com alguns conceitos de
programacao cénica que nos serviram de suporte ao longo de toda a dissertacdo. Usando programacao
semidefinida, estuddmos ainda a caraterizacdo de polindmios ndo negativos de uma variavel. Foi
também através da resolucdo de problemas semidefinidos que encontrdmos os limites referidos.

Numa primeira fase, aborddmos a relacio entre os momentos do ativo subjacente e o preco das
opgoes. Verificimos que quando trabalhdmos com dados reais relativos a opgdes call europeias cujo
ativo subjacente era o indice S&P 500, esta abordagem ndo se revelou muito eficiente. No entanto,
quando aplicdmos o estudado a distribui¢cdes conhecidas, os resultados obtidos revelaram-se muito
préximos dos esperados. Acreditamos, portanto, que o erro no uso dos dados reais se deve ao facto
dos momentos usados serem os empiricos e ndo os estimados por algum método mais fidvel.

Posteriormente, averigudmos se a informacao relativa ao preco de outras op¢des do mesmo tipo
e sobre 0 mesmo ativo se revelariam tteis. Verificimos que os precos das opcdes encontrados no
mercado, de uma forma geral, ndo verificam certas condi¢des necessdrias a este estudo. Assim, foi
necessdria usar correcao aos mesmos. Os limites superior e inferior obtidos foram préximos dos
precos reais das opcdes apesar de algumas vezes coincidirem ou serem ambos superiores ou inferiores.
Na aplicacdo as distribuicdes tedricas obtivemos, uma vez mais, valores muito préximos dos reais.

A ultima abordagem usada foi uma conjugacdo das duas anteriores. Propusemos uma nova
formulagdo semidefinida que permite calcular limites superior e inferior baseados em informacao
sobre momentos e precos simultaneamente. Provdmos a validade dessa abordagem, mostrando que
verifica a propriedade da dualidade forte. Depardmo-nos, contudo, com um problema aquando
do uso de dados reais, uma vez que a jungdo dos momentos e pregcos tornavam o problema de
otimiza¢do inadmissivel. Uma possivel solucdo para este problema seria trabalhar com precgos e
momentos aproximados obtidos de uma forma semelhante a utilizada para corrigir os pregos, referida
anteriormente. Por limitacdes de tempo, esta abordagem ndo foi explorada. Por outro lado, a utilizagdo
dos dados gerados pelas distribui¢des conhecidas, revelou-se til neste contexto. Pudemos verificar
que os resultados obtidos usando ambas as informagdes aproximaram-se, de facto, mais dos reais do

que nas duas abordagens anteriores.
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Concluimos que a nova abordagem proposta nesta dissertagdo se revelou uma melhoria em relagao
as apresentadas na literatura, para as distribuicdes conhecidas. Assim, pensamos que com um uso
mais criterioso dos momentos de um ativo e com alguns ajustes nos precos das op¢des retirados dos
mercados, esta abordagem revelar-se-ia uma melhoria relativamente as anteriores. Poderd também ser
aplicdvel a outros contextos em que dados de melhor qualidade estejam disponiveis.

Para a aplicacdo dos resultados tedricos, foram feitas implementacdes no software MATLAB. No
Anexo A, é possivel encontrar uma breve descri¢do da implementagdo usada.
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Anexo A

Algoritmo usado

Todos os resultados foram obtidos usando o software MATLAB (versdo 9.1.0 R2016b). Usdmos a
extensdo YALMIP [12] (versao R20150919) e o solver SEDUMI 1.3 [13] (versdo 1.05) para resolver
os problemas de otimizagdo. Cada varidvel de decisdo dos problemas de otimizag@o foi definida como
sdpvar. Usdmos a fun¢do optimize, definida na extensao, cujo propdsito € a obten¢do do minimo de
uma funcio objetivo linear. Esta fun¢ado tem trés parametros: restri¢des, fungdo objetivo e opcdes. O
c6digo que implementdmos permite a consideracdo de precos e momentos, funcionando assim para
todas as abordagens.

Comec¢dmos por normalizar o vetor dos momentos devido a grande ordem de grandeza dos
mesmos. Isto foi feito dividindo cada componente do vetor, a exceg¢ao da primeira, por uma poténcia
do preco de exercicio requerido, k > 0, isto &,

e e e,
e=(1,4.%,..., ).

No final o resultado obtido foi multiplicado por k. Por forma a aproximar os precos quando estes
ndo verificam as condi¢des de declive como em (3.11), usdmos uma vez mais a funcio optimize.
Posteriormente normalizamos ainda os vetores de precos e precos de exercicio obtendo, respetivamente

=~
S~—

)

n

q=(

=

).

s= (%

|

Cridmos ainda um vetor K que é constituido pelos precos de exercicio dados e pelo peco requerido,
k, por ordem crescente. Sendo o vetor s constituido pelos precos de exercicio retirados do mercado,
obtemos o vetor K de dimensdo n+ 1,

K= (S],...,SJ_l,k,SJ+1,...Sn).

onde J € a posicdo de k no novo vetor. Seguidamente temos o cddigo utilizado para o calculo dos
limites pela resolucdo de (3.26) e (3.30).

function [Lim_sup, Lim_inf] = Lim_prec_mom(qq,s,kk,e)
%Sumdrio: Calcula os limites para o prego de calls com base nos momentos

%do ativo subjacente e pregos de outras opgdes ou apenas um deles
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%Inputs

%qq: Precos das opgdes obtidos do mercado

%s: Pregos de exercicio do mercado

%kk: Preco de exercicio requerido (tem se ser positivo)

%e: Momentos do ativo subjacente

%0utputs
%Lim_sup:limite superior encontrado

%Lim_inf:limite inferior encontrado

%Garantir que os precos satisfazem as condigles de declive

g=PrecoConvexo(qq,s) ;

%Nimero de opgdes usadas

n=length(q);

%Numero de momentos usados
m=length(e)-1;

#Normalizar os vetores dos momentos, pregos e pregos de exercicio
precooriginal=kk;
for i=2:m+1
e(i)=e(i)/kk~(i-1);
end
s=s/kk; q=9/kk;
kk=1;

%Cria o vetor K
if n>0
%Desobrir a posig&o J
if s(n)<kk J=n+1;
else
for i=1:n
if s(i)>=kk
J=1i;
break;
end
end

end

%Juntar k a s
for i=1:J-1
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K(i)=s(i);
end
K(J)=kk;
for i=J+1:n+1
K(i)=s(i-1);

end

%Variavel de decisdo
u = sdpvar(n,1);

elseif n==0
K(1)=kk; u=0; s=0; g=0;

end

%Variaveis de decisdo
if m==0
Yi=sdpvar; Y=sdpvar(m+2,m+2,n+1);
else
Y = sdpvar(m+l,m+l,n+2);
end

w = sdpvar(m+1,1);

%Restrigdes

F=[1, G=[];

#Matriz A é uma matriz auxiliar que coloca o valor 1 nas anti-diagonais.
%Quando o terceiro indice & par, coloca o valor 1 nas anti-diagonais pares.
%Analogamente para os indice impares
if m==0 aux=2;
else aux=1;
end
A=zeros (m+aux,m+aux, 2* (m+aux) ) ;
for i=1:m+aux

for j=1:m+taux

A(l’J’l+J):1,

end

end

%Separar os 3 tipos de intervalos. Notar que se n=0, apenas temos o primeiro

%e tltimo intervalo

%12 intervalo- [0,k_1]
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if m>0
for 11=1:m
F=[F, sum(sum(A(:,:,2%11+1) .%xY(:,:,1)))==0];
end
for 11=0:m
aux=zeros(11+1,1);
for r=0:11
aux(r+1)=nchoosek(m-r,11-r)*K(1) “r;

end

F=[F, aux’*w(1:11+1,1)==sum(sum(A(:,:,2%11+2) . *Y(:,:,1)))];
end
else
F=[F, w==Y1];

end

%Intervalos - [K1,K1+1], 1=1,...,n-1
for 1=1:n
if 1<J
var_x=0; var_k=0; ind=1;
else

var_x=-1; var_k=kk; ind=1-1;

end
if m==0
F=[F, sum(sum(A(:,:,3).*Y(:,:,1)))==0];
% 11=0
F=[F,w-s(1:ind)’*u(1l:ind)+var_k+(sum(u(l:ind))+var_x)*K(1)==Y(1,1,1)];
%l1=1
F=[F, w-s(1:ind)’*u(l:ind)+var_k%
+(sum(u(l:ind))+var_x)*K(1+1)==sum(sum(A(:,:,4) .*Y(:,:,1)))];
else
for 11=1:m
F=[F, sum(sum(A(:,:,2%11+1).%Y(:,:,1+1)))==0];
end
for 11=0:m
aux2=zeros(m-11+1,11+1); aux1=0;
for N=0:11

for r=N:m+N-11
aux3=K(1) .~ (r-N)*K(1+1) ."N;
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aux2(r+1,N+1)=nchoosek(r,N) *nchoosek (m-r,11-N) *aux3;

end
end
for i=1:N+1

auxl=aux2(:,i)+auxi;
end
vec=[-s(1:ind)’*u(1:ind)+var_k;sum(u(l:ind))+var_x;zeros(m-1,1)];
F=[F,aux1’* (w+vec)==sum(sum(A(:,:,2%¥11+2) .*Y(:,:,1+1)))];

end
end

end
%Intervalo - [Kn,+inf]
if m==0

F=[F, sum(sum(A(:,:,3).*Y(:,:,n+1)))==0]; %11=0

F=[F,w-s’*ut+kk+(sum(u)-1)*K(n+1)==Y(1,1,n+1)]; %11=1

F=[F, (sum(u) -1)*K(n+1)==sum(sum(A(:,:,4) .*Y(:,:,n+1)))];

else
for 11=1:m
F=[F, sum(sum(A(:,:,2*%11+1) .*Y(:,:,n+2)))==0];
end
for 11=0:m
aux=zeros(m-11+1,1);
for r=11:m
aux(r-11+1)=nchoosek(r,11)*K(n+1)"r;
end
if 11==0
vec2=[-s’*u+kk; (sum(u)-1) ;zeros(m-1,1)];
elseif 11==
vec2=[(sum(u)-1) ;zeros(m-1,1)]1;
else
vec2=zeros(m-11+1,1);
end
F=[F,aux’*(w((11+1) :m+1,1)+vec2)==sum(sum(A(:, :,2%x11+2) . *xY(:,:,n+2)))];
end

end
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Algoritmo usado

G=F;

%Matrizes positivas semidefinidas
if m==0
for 1=1:n+1
F=[F, Y(:,:,1)>=0];
end
F=[F, Y1>=0];
else
for 1=1:n+2
F=[F, Y(:,:,1)>=0];
end

end

%Matrizes negativas semidefinidas
if m==0

for 1=1:n+1
G=[G, Y(:,:,1)<=0];
end
G=[G, Y1<=0];
else
for 1=1:n+2
G=[G, Y(:,:,1)<=0];
end

end

Objective = u’*q + e’*w;

sol_sup = optimize(F,0bjective);

Lim_sup=precooriginal*double(Objective);

sol_inf = optimize(G,-Objective);

Lim_inf=precooriginal*double(Objective);

end
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