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Resumo

O estudo aqui apresentado consiste, fundamentalmente, na implementacéo e teste de duas aborda-
gens para a estimacdo da fung¢do de densidade de risco neutro, utilizando para esse fim, os precos de
opg¢des de compra obtidos através da formula de Black-Scholes ou da férmula de Heston e, posteri-
ormente, precos do indice S&P 500, transacionados no mercado Chicago Board Options Exchange
(CBOE). Neste ambito foram testadas duas abordagens paramétricas: a mistura de duas densidades
lognormais e a densidade beta generalizada do tipo 2.

A implementagdo destas duas abordagens paramétricas, foi feita, fundamentalmente, com recurso
ao software R. Aqui utilizdmos os pacotes Risk Neutral Density Extraction Package (RND), Genera-
lized Beta Distribution of the Second Kind (GB2) e Numerical Methods and Optimization in Finance
(NMOF). Neste estudo utilizdmos os resultados do artigo de Fengler e Hin [15], para escalonar os
dados de entrada do problema, com o objetivo de melhorar o condicionamento dos problemas de
otimiza¢do envolvidos na estimacao dos parametros da funcio de densidade de risco neutro.

Estas duas abordagens foram analisadas, recorrendo a comparagdo dos precos tedricos e de
mercado com os pregos estimados, através das duas abordagens, inicialmente por via da andlise grafica
e, posteriormente, utilizando o root mean square error (RMSE), de modo a obter uma andlise mais
precisa.

Consequentemente, fizemos uma andlise grafica da funcdo de densidade de risco neutro, de acordo
com as duas abordagens estudadas, para os varios conjuntos de dados. De acordo com esta andlise,
salientdmos alguns aspetos relativos a fungdo de densidade de risco neutro, como a assimetria € 0 peso
das caudas da distribuicdo, e de que maneira estas podem ser reveladoras de sentimentos da economia.
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Capitulo 1

Introducao

O mercado de derivados financeiros tem sofrido grandes desenvolvimentos nos dltimos anos, com
um maior nimero de contratos e de complexidade crescente, a serem transacionados. Os precos destes
ativos, particularmente os contratos forward, contratos de futuros e as opgdes, refletem as expetativas
dos intervenientes, relativamente a evolu¢do da economia. Considerando a hipétese de neutralidade
face ao risco, os contratos de futuro e os forward dao-nos o valor esperado do ativo subjacente na
maturidade do contrato. Os precos dos contratos de opgdes contém, por isso, informac¢do muito
atrativa, sendo possivel, através deles, estimar a funcio de densidade de risco neutro implicita.

Para os agentes do mercado, a grande vantagem do uso da funcio de densidade de risco neutro
implicita, é a possibilidade de atribuir probabilidades a uma série de eventos futuros, usando as
perspetivas do mercado, em determinada altura. A estimacgao da fungdo de densidade de risco neutro
apresenta a vantagem de facilitar o calculo do preco de opc¢des novas, complexas ou iliquidas, tal
como refere Ait-Sahalia e Lo [2].

Os contratos de opgdes permitem controlar o risco de operacdes financeiras, por exemplo se o
investidor quiser proteger-se contra uma subida do ativo subjacente pode adquirir op¢des de compra
definindo antecipadamente o preco pelo qual quer comprar o ativo. As opgdes servem igualmente
para fazer especulacdo financeira e aproveitar os desfasamentos das cotacdes em mercados diferentes
procurando, assim, obter lucros sem correr riscos.

Os autores Black, Scholes e Merton apresentaram, pela primeira vez, uma férmula para a atribuicao
de pregos a opcdes do tipo europeu, que alterou significativamente a dindmica dos mercados financeiros.
Contudo, esta férmula assume que o preco do ativo subjacente ao contrato de opcdes, segue uma
distribuicao de probabilidade lognormal com retorno esperado e volatilidade constantes. Assumindo
esta hipdtese teriamos, obrigatoriamente, volatilidades implicitas ao longo dos véarios precos de
exercicio e dos diferentes prazos de maturidade constantes. Contudo, invertendo a férmula apresentada
por Black e Scholes (Black-Scholes) e calculando as volatilidades implicitas para cada preco de
exercicio da opg¢do, concluimos que estas sao distintas. Tentando resolver esta limitagdo, varios
métodos t€m sido estudados com o objetivo de extrair a funcdo de densidade de risco neutro dos
precos das opgdes; e varios estudos tém sido feitos com o objetivo de analisar a robustez e o poder

informativo das mesmas estimagdes.



2 Introducio

Breeden e Litzenberger [9] mostram que a segunda derivada da fun¢@o de preco da opgdo de
compra, em ordem ao preco de exercicio, estd relacionada com a fungdo de densidade de risco neutro.
Sendo assim conclui-se que, através da informacdo contida nos precos das opcdes de compra, é
possivel conhecer a informagdo dada pela fung¢do de densidade de risco neutro.

A literatura relacionada com a estimagdo da funcio de densidade de risco neutro, € extensa.
Os modelos descritos nessa literatura podem ser divididos em duas categorias principais: modelos
estruturais e ndo-estruturais. Um modelo é designado como estrutural, se propde uma descri¢cdo
completa para a evolucdo da dindmica do preco do ativo subjacente e, em alguns casos, para o
processo da volatilidade. E € considerado ndo-estrutural, se propde uma descri¢do para a fungdo
de densidade de risco neutro, ndo especificando uma dindmica para a evolucdo do preco do ativo.
Os modelos ndo-estruturais podem ser divididos em trés tipos, a saber: os paramétricos, os semi-
paramétricos e os ndo-paramétricos. Os modelos paramétricos especificam um conjunto relativamente
pequeno de parametros, para a funcio de densidade de risco neutro. Os ndo-paramétricos, ndo tentam
dar uma forma explicita para a fungdo de densidade de risco neutro, podendo desta forma ter mais
facilidade em captar informagdo dos precos que estejam em conformidade com a realidade dos
mercados. Finalmente, os modelos semi-paramétricos apresentam carateristicas dos paramétricos e
dos ndo-paramétricos.

Tendo em conta que as abordagens utilizadas para estimar a func¢do de densidade de risco neutro,
originam diferentes resultados, é importante analisar o comportamento dos diversos métodos. Assim,
o objetivo deste estudo é, exatamente, analisar diferentes métodos, com a finalidade de obter o modelo
mais eficiente para identificar as expetativas do mercado em relagdo ao futuro.

Neste trabalho sugerimos dois modelos paramétricos: a mistura de duas densidades lognormais
e a densidade beta generalizada do tipo 2, para estimar a func¢do de densidade de risco neutro. A
abordagem referida, foi testada com dados de precos de op¢des decorrentes do modelo de Black-
Scholes e do modelo de volatilidade estocéstica de Heston, e ainda com dados de mercado do indice
S&P500 obtidos no mercado Chicago Board of Options Exchange (CBOE), de modo a testar a sua
aplicabilidade a realidade dos mercados financeiros.

A organizacdo deste estudo assenta em cinco capitulos. No segundo, faz-se uma revisdo dos
conceitos basicos respeitantes a temdtica dos derivados e das opc¢des. Explicado o conceito de op¢des,
apresentaremos o modelo de Black-Scholes de atribuicao de precos a op¢des, explicando, de seguida,
as suas principais limita¢des. Prosseguindo, explicaremos as condi¢des necessarias a existéncia de
uma medida de probabilidade de risco neutro. Estas condi¢bes garantem, de facto, que as distribui¢des
de probabilidade estimadas sdo de risco neutro.

No terceiro capitulo apresentaremos uma revisdo de literatura onde explicaremos as vérias aborda-
gens utilizadas na estimagdo da funcdo de densidade de risco neutro, que tentam resolver as limitagdes
e restri¢des do modelo de Black-Scholes.

No quarto capitulo vamos apresentar as abordagens usadas nesta dissertagdo, para comparar os
precos de opgdes de Black-Scholes ou de Heston ou os precos de op¢des de mercado, com 0s pregos
de opcdes obtidos através dos dois modelos utilizados na estimacio das fun¢des de densidade de risco
neutro. De seguida iremos apresentar o escalonamento feito aos dados do problema, com o objetivo de
melhorar o condicionamento dos problemas de otimizac¢do, envolvidos na estima¢do dos parametros
da funcgéo de densidade de risco neutro. E abordaremos a metodologia utilizada com recurso ao R.



Deste modo vamos, a partir dos precos de opcdes de mercado ou dos precos de opcdes de Black-
Scholes ou de Heston, estimar a fun¢do de densidade de risco neutro, implicita nos pregos destas
opgdes. Desta forma, determinaremos os parametros das funcdes de densidade que pretendemos
estimar, considerando o quadrado da diferenca entre os precos de mercado ou os precos de Heston
ou de Black-Scholes; e os precos estimados decorrentes das abordagens da estimagdo da fungdo de
densidade de risco neutro usadas.

Estimaremos também os precos de op¢des de compra, de acordo com os dois modelos usados
na estimacgdo da fun¢do de densidade de risco neutro e, de seguida, vamos comparar estes com 0s
valores dos dados (teéricos ou de mercado), pela andlise grafica e do root mean square error (RMSE).
Finalmente, no quinto capitulo comentaremos os resultados obtidos na dissertagdo e vamos propor
futuras investigagdes que se possam enquadrar no Ambito desta dissertacao.






Capitulo 2

Conceitos basicos de matematica
financeira

2.1 Derivados financeiros

Os contratos de derivados s@o instrumentos financeiros transaciondveis, cujo prego é dependente
de varidveis bdsicas, entre as quais alguns bens ou ativos financeiros. Exemplos desses bens ou ativos
financeiros subjacentes a um contrato de derivados sdo as a¢des, os indices acionistas, as mercadorias,
as divisas e as obrigacdes.

O acordo que se celebra neste tipo de contrato, prevé que o mesmo seja liquidado num momento
futuro. Estes produtos sdo transacionados num mercado com carateristicas muito especificas - o
mercado de derivados.

Os derivados podem ser utilizados como investimento financeiro, juntamente com outros ativos.
Este investimento tem um forte carater especulativo. E um tipo de investimento que se torna positivo
para o mercado, porque aumenta o nimero de tomadas de decisdo do mesmo, incrementando a sua
liquidez.

Estes contratos sdo muito utilizados para gerir o risco associado a variacdo do preco de certos
ativos, como indices acionistas e taxas de juro. Pretende-se assim compensar o0 movimento do preco
do ativo em determinado sentido, tomando uma posi¢ao oposta no mercado de derivados e minorando
as possiveis perdas decorrentes de situacdes adversas no mercado.

Estes derivados também sao utilizados pelos arbitragistas, para aproveitarem desfasamentos de
cotacdes em diferentes mercados, com o objetivo de obter lucros isentos de risco. Os mesmos
arbitragistas tiram, assim, partido das imperfei¢cdes dos mercados.

Os exemplos mais bésicos de derivados sdo os contratos forward, os contratos de futuros e os
contratos de opc¢des. O contrato de futuros € um contrato pelo qual duas partes se comprometem a
transacionar, numa data futura, um determinado ativo financeiro a um preco que € estabelecido na
altura da celebragdo do mesmo contrato. Este tipo de contrato € altamente padronizado e carateriza-se
pela sua negociabilidade. Por negociabilidade entende-se que estes contratos sdo objeto de transag¢do
em mercados formais, organizados e centralizados, o que potencia a sua liquidez.

Os contratos forward sdo contratos muito semelhantes aos contratos de futuros. Este tipo de
contrato faz recair, sobre as partes, a negociacdo de todos os termos do contrato. A inexisténcia de
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6 Conceitos basicos de matematica financeira

padronizacgao neste tipo de contrato, faz com que os mesmos requeiram mais tempo negocial que
os contratos de futuros. Assim, estes contratos sdo menos liquidos que os contratos de futuros. Os
contratos forward tém um elevado risco de incumprimento por ndo possuirem qualquer mecanismo
de reducdo de risco, tendo cada contratante de suportar o risco de incumprimento da sua contraparte.
Por essa razdo, as entidades que atuam no mercado de forwards sao, normalmente, investidores
sofisticados e de grande dimensdo, pois t€m de minorar o risco de incumprimento, visto que os
contratantes sO se envolvem com outras entidades que tenham um elevado padrao de crédito.

Tal como os contratos forward e os contratos de futuros, os contratos de op¢des fixam, no presente,
o preco de uma transacio que ocorre no futuro; porém, os termos do contrato sdo assimétricos, visto
que o vendedor fica sujeito a que o comprador exer¢a ou ndo a op¢ao.

2.2 Preco de opcoes e modelo de Black-Scholes

2.2.1 Enquadramento tedrico das opcoes

Uma opgdo € um tipo de contrato através do qual, o comprador da mesma, adquire o direito de
comprar ou de vender uma determinada quantidade do ativo subjacente, por um dado valor, designado
por prego de exercicio. No caso de o contrato conferir o direito de compra, trata-se de uma opgao de
compra (call). Se o mesmo contrato conferir o direito de venda, trata-se de uma opcao de venda (put).

Definido que estd o conceito de op¢do abordam-se, a seguir, dois tipos diferentes de opcdes:
quando o direito tiver de ser exercido numa determinada data (maturidade) no futuro trata-se de uma
opcao europeia ou do tipo europeu. Caso o direito da opgao possa ser exercido em qualquer momento
antes da maturidade, trata-se de uma op¢do americana ou do tipo americano. Nesta dissertagdo vamos
focar-nos apenas em opg¢des do tipo europeu.

Quem compra a opg¢ao (comprador) adquire um direito, enquanto quem vende a op¢do (vendedor
ou subscritor) assume a obrigacdo de comprar ou vender o ativo, num determinado momento futuro
- no caso das op¢des europeias. Assim, o vendedor fica sujeito a que o comprador exer¢a ou nio a
opg¢do que detém. O prego a pagar pela opcdo, ou seja, aquilo que o comprador paga ao vendedor
quando o contrato é celebrado, é designado por prémio ou preco da op¢ao. Este preco vai compensar
o vendedor pela concessao do direito de comprar ou vender o ativo ao comprador da opcao. Quem
compra ou detém uma opcao assume uma posi¢do longa. Ao contrdrio, quem vende ou subscreve uma
opcdo toma uma posicao curta.

No caso das opg¢des europeias, na data de maturidade assumida pelas partes, o comprador da
opcao apenas a exerce se o payoff for positivo; se o preco do ativo subjacente for superior ao preco de
exercicio nas opgdes call, ou na situacdo em que o preco do ativo subjacente for inferior ao preco de
exercicio nas opgoes put.

Nao existindo custos de transacdo, podemos representar o perfil de ganho de uma opg¢éo europeia
na maturidade, de acordo com as seguintes expressdes (op¢ao call e opcao put), onde E € o preco de
exercicio da opcao, St € o preco do ativo subjacente na maturidade e T € a maturidade da opcao:

C(Sr,T,E) = max(Sy — E;0), 2.1)
P(S7,T,E) = max(E — S1:0). (2.2)
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Os perfis de ganhos relativos as posi¢des longa e curta na data da maturidade da opcao sdao dados
pelas figuras 2.1 e 2.2.

Posigéo longa, call Posicéo curta, call

E S(T)

E S(T)

Fig. 2.1 Perfil de ganho de uma opg¢do call relativos a posi¢do longa e curta, sem ter em conta o prémio
pago pelo investidor em posi¢do longa.

Posicéo longa, put L
Posigéo curta, put

E S(T)

E S(T)

Fig. 2.2 Perfil de ganho de uma opg¢ao put relativos a posi¢do longa e curta, sem ter em conta o prémio
pago pelo investidor em posi¢do longa.



8 Conceitos basicos de matematica financeira

Assim, podemos concluir que o preco da opcao call reflete a probabilidade de exercicio da mesma,
ou seja, quando esse exercicio gera lucro ao seu detentor.

Também se podem distinguir as opg¢des classificando-as como in-the-money, at-the-money ou
out-of-the-money. Uma opcao estd in-the-money no caso de exercida no imediato, a mesma resultaria
num saldo positivo. Diz-se que a opcao estd out-of-the-money se, pelo contrario, o resultado do
seu exercicio imediato gera uma perda de rendimentos. Uma opgao esta at-the-money quando for
indiferente exercé-la, ou seja, quando o lucro for nulo ou préximo de zero.

2.2.2 Modelo de Black-Scholes

Os contributos de Black e Scholes [6] e de Merton [22] permitiram que a teoria de atribui¢do
de precos a op¢des tivesse um forte desenvolvimento. O modelo conhecido como modelo de Black-
Scholes possibilitou, de forma explicita, atribuir precos a opcdes. Este modelo assume que o preco
do ativo subjacente tem uma distribui¢do lognormal e que a sua evolucdo até a maturidade segue um
movimento browniano geométrico, com retorno esperado e volatilidade constantes:

onde S; € o prego do ativo subjacente no instante ¢, dS; representa as varia¢des instantaneas do prego do
ativo subjacente, Ul € a taxa instantanea de rentabilidade esperada, ¢ é o desvio-padrdo instantaneo dos
retornos desse ativo e dW, € o incremento para 0 movimento browniano geométrico. Os parametros
U e o sdo assumidos como constantes. Esta equacdo € o modelo mais difundido para descrever o
comportamento do preco de um ativo.

O Lema de It6 ajuda a provar que o processo seguido por uma fun¢do f dependente das varidveis
S, e t obedece a seguinte equacgdo diferencial estocdstica:
of

025,2> dt + a—StGS,dW,. (2.4)

v (9f of 19%*f
df(St,t) = <8St,USt+at+28S[2

Considerando o lema de Itd e aplicando a equagdo (2.3), resulta que S; tem uma distribuicdo
lognormal e que log(S;) ~ N(c,) onde o = log(So) + (1 — %Gz)t e B = o?t, o que significa que o
preco do ativo subjacente tem uma distribui¢do lognormal.

O preco da opgdo e do seu ativo subjacente evoluem num cendrio de incerteza, que € inerente a
natureza dos mercados financeiros. Um dos principios subjacentes ao modelo de Black-Scholes € o
facto de possibilitar a constru¢io de uma carteira com retorno certo, correspondente a taxa de juro sem
risco, que se assume ser conhecida e constante ao longo do periodo de vida da op¢ao. Essa carteira é
constituida por uma posi¢ao longa no ativo e uma posi¢@o curta numa opgao sobre esse mesmo ativo

subjacente, com o montante de cada posi¢do a depender do delta da opcao, A = % Esta carteira
f
apenas se manterd imune a variagdes do ativo subjacente num periodo instantdneo de tempo, tendo

frequentemente de se ajustar as posi¢des para se manter neutra ao risco.

Neste sentido, surge a equagdo diferencial de Black-Scholes, que estabelece a condi¢do que
o preco da opcdo de compra terd de respeitar, sob as hipoteses de neutralidade face ao risco dos
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investidores, a auséncia de custos de transacio, informacdo perfeita e simétrica nos mercados e, ainda,
considerando que o ativo financeiro ndo paga quaisquer dividendos durante o tempo de vida da opcao:

2*C aC
(S;,1) + rS,ﬁ(S,,t) —rC(S;,1) = 0. (2.5)
t

W(S[,t)—i_ic St 875‘12

As férmulas fechadas de Black-Scholes para uma call e uma put europeias, que constituem a
solugdo da equacdo diferencial, serdo respetivamente:

C(S;,1) =SN(d))—Ee " " IN(dy); S, >0, 1e[0,T], (2.6)
P(S;,t) = Ee "TIN(—dy) — §,N(—d,); S, >0; 1€[0,T], Q2.7)

em que

In (LZ) +(r+ %GZ)(T —1)
dy = , (2.8)
ovT —t

In <ij> +(r— %&)(r —1)

ovT —t

dy = ) (2.9)
onde r € a taxa de juro sem risco, N(d) representa a fung@o de distribui¢do normal estandardizada
para o valor d e T a maturidade da opcao.

A atribuicdo de pregos a opcdes, segundo a teoria de Black-Scholes, ndo faz uso da rentabilidade
esperada . De facto, as preferéncias dos investidores face ao risco nao sdo tidas em conta, dado que
o0 risco, associado a uma opcao pode ser teoricamente eliminado, j4 que a componente estocastica
¢ eliminada na dedugdo da equagdo diferencial de Black-Scholes. Neste caso, considera-se que os
investidores sdo neutros face ao risco.

2.2.3 Volatilidade implicita e limitacoes do modelo de Black-Scholes

A volatilidade referente ao preco do ativo subjacente é uma medida da dispersdo do mesmo.
Quanto maior for este pardmetro, maior € a possibilidade do preco do ativo subjacente apresentar
grandes variagdes, o que leva a que o risco associado também seja maior.

O modelo de Black-Scholes assume que o preco do ativo subjacente segue um modelo estocastico
com o retorno esperado e a volatilidade constantes. Pela andlise da realidade verificamos que a
volatilidade nao € constante. Esta vai variar com o valor do ativo subjacente e com a maturidade das
opcodes. Isto faz com que haja um desfasamento entre os precos gerados por este modelo relativamente
aos precos de mercado. N6s podemos estimar a volatilidade invertendo a férmula de Black-Scholes
em ordem a ¢ (designada por volatilidade implicita) e usando os valores das op¢des no mercado como
dados de entrada.

Utilizando a férmula de Black-Scholes e especificando a taxa de juro sem risco r, a maturidade
T, o preco de exercicio E e o preco da op¢ao Cysercado, Vamos obter o valor da volatilidade implicita
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associada ao preco de mercado da opg¢ao, resolvendo em ordem a ¢ a seguinte equagao:
C(G) = CMercado (210)

Observa-se que a volatilidade implicita calculada para cada preco de exercicio € diferente; e que a
volatilidade implicita € diferente ao longo das maturidades consideradas, o que entra em contradi¢do
com as hipéteses do modelo de Black-Scholes que define a volatilidade como sendo constante ao
longo dos intervalos de precos de exercicio e maturidades considerados. Em teoria, no contexto
do modelo de Black-Scholes, a volatilidade implicita deveria ser representada por uma linha reta
horizontal (representando o), mas isto ndo acompanha a realidade dos mercados, tal como foi dito
anteriormente.

Usualmente, as volatilidades implicitas observadas no mercado, sdo uma fungao convexa dos
precos de exercicio (normalmente as opcdes out-the-money tem grande volatilidade, comparadas com
as opgoes in-the-money), o que vai criar o bem conhecido sorriso de volatilidade.

Torna-se, assim, determinante a obtenc@o de um processo eficaz de estimacgao da volatilidade.
Uma das possibilidades € considerar a volatilidade como uma varidvel estocéstica. Assim, teriamos
duas varidveis estocdsticas, que seriam o preco do ativo subjacente e a sua volatilidade, como ¢
proposto, por exemplo, no modelo de Heston [17], exposto mais a frente.

2.3 Distribuicao de risco neutro

Uma medida de probabilidade de risco neutro, assume que o valor presente do ativo é igual ao
valor esperado dos ganhos no futuro, descontado a taxa de juro sem risco. A existéncia de uma medida
de probabilidade de risco neutro estd diretamente relacionada com a inexisténcia de oportunidades de
arbitragem. Sendo assim, podemos afirmar que existe uma medida de probabilidade de risco neutro,
se e s6 se, ndo existirem oportunidades de arbitragem

Deste modo, para que as fun¢des de densidade de risco neutro estimadas tenham significado, é
condicdo necessdria que os pregos das opcoes call nao contenham oportunidades de arbitragem. Na
prética, as condi¢des de ndo-arbitragem estabelecem um conjunto de precos dos contratos onde nio se
consegue obter lucros, sem risco associado.

Reiner [23] e Gatheral [16] sdo dos primeiros a obter condi¢des necessdrias para a ndo existéncia
de arbitragem em opg¢des do tipo europeu. Carr e Madan [11] e Davis e Hobson [14] investigaram em
que condicdes um conjunto discreto de precos observados de opgdes call esta isento de oportunidades
de arbitragem. Roper [24] estuda o caso de um intervalo continuo de precos de opcdes call.

Nao existem oportunidades de arbitragem se, e sé se, a fungao prego da call, C, dependente do
preco de exercicio E, satisfizer as seguintes condi¢des enunciadas por Cornuejols e Tiitiincii [12]:

(a) C (E) estritamente decrescente, isto é, os precos das calls devem diminuir a medida que os
precos de exercicio aumentarem.

(b) C (E) estritamente convexa, isto é, os precos das opg¢des devem ser convexos relativamente aos

precos de exercicio.

(c) C (E) estritamente positiva no intervalo [E}, E,,]
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No caso dos precos das opgdes ndo proporcionarem oportunidades de arbitragem, as distribuicdes
de probabilidade estimadas com recurso aos precos das opgdes, sdo distribui¢des de risco neutro.
Dado o nosso conjunto de precos de mercado relativos a op¢des call sobre o indice S&P500, vamos
eliminar os precos que violem alguma destas condi¢des, assegurando a neutralidade face ao risco das
distribuicdes de probabilidade estimadas.

2.4 Fontes de erro no preco das opc¢oes

Os precos de opgdes call usados como dados de entrada para a estimacdo da funcdo densidade de
risco neutro, estao sujeitos a varios tipos de erros. Isto faz com que os precos observados se desviem
daqueles que representariam verdadeiramente as expetativas do mercado. Estes tipos de erros incluem:

(a) Erros nos dados - erros no registo dos precos das opcoes.

(b) Nao-sincronizagao - surge da necessidade de utilizarmos multiplos precos (preco da opgao e
preco do ativo subjacente) como dados de entrada do modelo.

(c) Efeitos da liquidez - decorrente do impacto potencial da liquidez sobre os precos.

(d) Discretizacdo - decorrente das cota¢des dos precos serem negociados com incrementos discretos.

E frequente obter evidéncias de erros no preco das opgdes; porém, nem sempre é possivel
determinar se existe, realmente, erro e qual a origem do mesmo. Sendo assim, podemos eventualmente
incluir séries de precos de opcdes que violam restri¢des basicas de ndo-arbitragem, como a monotonia
ou a convexidade.

Quando ocorrem violagdes destas restricdes de ndo-arbitragem, ndo € facil verificar se esta
violagdo € devida a erros no registo dos dados, a ndo-sincronizag¢io dos dados de entrada ou ao efeito
da liquidez diferenciada.

Os precos das opgdes call utilizadas no nosso estudo consistem na média do preco bid, que € o
preco mais alto que um investidor esta disposto a pagar pela opcdo, e o ask, que é o preco mais baixo
que um investidor esta disposto a vender determinada opcdo. Estes valores sdo registados para cada
preco de exercicio, retirados do mercado no final de cada dia de negociagcdo. No entanto, como grande
parte das transagdes com opgdes ocorre com pouca frequéncia e com grande variacdo no tempo, as
informacdes de mercado utilizadas quando sao retirados os dltimos precos bid e ask nem sempre estao
bem sincronizados.

O grau de liquidez reflete-se no preco das opg¢des. Isto representa uma fragilidade do modelo
que nds usamos para calcular as volatilidades implicitas e a funcdo de densidade de risco neutro para
os precos das opcdes. Na prdtica, temos diferentes niveis de liquidez para os diferentes precos de
exercicio, relativamente a mesma maturidade. Este problema pode ser amenizado, utilizando somente
opcdes com precos de exercicio muito liquidos. Porém, ao estimarmos a func¢do de densidade de risco
neutro, usando apenas opcdes liquidas, restringimos a estimagao ao intervalo de precos de exercicio
liquidos, ignorando assim a informacao contida nos precos de exercicio pouco liquidos. Para além
disso, quando temos poucos precos de exercicio negociados com alguma liquidez, se restringirmos a
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nossa amostra a estes precos de exercicio impedimos, assim, a aplicacdo de métodos de estimacgado da
funcdo de densidade de risco neutro implicita, que envolvam um niimero razodvel de pardmetros.

O facto dos precos das opgdes serem cotados com valores discretos, provoca um nivel de incerteza
relativo a estimacdo da fun¢@o de densidade neutra ao risco. Mesmo na situacdo em que ndo existam
outros tipos de erros, ndo conseguimos saber, com boa precisdo, o preco a que a opcao realmente
teria sido negociada, caso os precos fossem transacionados num intervalo continuo, de ndmeros reais
positivos.
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O modelo de Black-Scholes [6] apresenta muitas limitacdes, tal como vimos no capitulo anterior.
Na prética, o pressuposto de que os precos futuros seguem uma distribuicao lognormal ndo € vélida.

O objetivo deste estudo ¢ analisar e estudar diferentes métodos com a finalidade de obter o modelo
mais eficiente para capturar as expetativas do mercado em relag@o ao futuro. Na prética existem vérios
métodos para estimar a fung¢do de densidade de risco neutro, consoante a abordagem escolhida. Os
modelos vao ser divididos, fundamentalmente, em duas categorias: estruturais € ndo-estruturais.

Assim, temos os modelos estruturais, que se vao basear nos pressupostos relativos ao processo
seguido pelo ativo subjacente. Enquanto os modelos nao-estruturais geram a fungdo de densidade de
risco neutro sem descrever a dindmica do precgo e da volatilidade do ativo subjacente.

3.1 Relacao entre os precos das opc¢oes e a extracao da funcao de den-
sidade de risco neutro

Breeden e Litzenberger [9] estabeleceram uma relagdo entre os precos das opgdes e a funcao
de densidade de probabilidade neutra ao risco para o pre¢o do ativo subjacente, na maturidade das
opgdes. Assim, para um conjunto de opcdes sobre um determinado ativo subjacente com diferentes
precos de exercicio, e em que a maturidade € a mesma, é possivel obter informacao acerca da fungao
de densidade de risco neutro para o preco do ativo subjacente.

Breeden e Litzenberger [9] mostraram, assim, que a segunda derivada da funcdo preco da opcdo
relaciona-se com a funcdo de densidade de risco neutro do ativo subjacente, na maturidade do contrato.

De seguida ilustra-se a relacdo para as calls. No caso das puts, a relacdo € obtida de maneira
similar. O preco da opgéo call é o payoff esperado num ambiente de neutralidade face ao risco,
descontado a taxa de juro sem risco,

C(E)=e T :of(sr)(sr —E)dSr, (3.1)

onde a expressdo C(E) designa o prego de opgdes call europeias, com preco de exercicio E no
momento t. Breeden e Litzenberger diferenciaram o integral em ordem ao preco de exercicio E

13
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obtendo:

IC(E)
OE

— T [ fsp)dsy = —e T - F(E)), (3.2)
E

onde F ¢ a funcio de distribuicao correspondente a funcio de densidade probabilidade de risco neutro,
f- Assim, temos que a fun¢do de densidade de risco neutro f(S7) é dada pela seguinte férmula:

0°C(E)

1 = e T £(Sp). (3.3)

Tal como referimos anteriormente esta condi¢do € vélida se a fungdo dos precos das opcdes call
for monétona decrescente e convexa relativamente ao prego de exercicio; caso contrdrio significa que
haverd oportunidades de arbitragem e as probabilidades neutras ao risco estimadas podem assumir

valores nao aceitaveis [5].

3.2 Modelos estruturais

Os modelos estruturais sdo modelos aplicados ao processo estocdstico seguido pelo ativo subja-
cente. O modelo de Black-Scholes pressupde que o prego do ativo segue uma distribui¢do lognormal
em qualquer data futura. Tal como vimos anteriormente, a existéncia do sorriso da volatilidade indica
que o modelo de Black-Scholes ndo se adequa aos dados relativos aos precos de op¢des no mercado.

De maneira a suplantar esta limitacio do modelo de Black-Scholes, desenvolveram-se novos
modelos para serem alternativos ao movimento browniano geométrico. Vamos de seguida referir

alguns deles.

3.2.1 Modelo de elasticidade constante da variancia

Cox e Ross [13] demonstram a atribuic@o de precos a opcdes por meio da utilizacdo de um processo
de difusdo com elasticidade da varidncia constante, como forma de modelar a heterocedasticidade
dos retornos das agdes: ao contrario dos pressupostos do modelo de Black-Scholes, o modelo de
elasticidade constante da variancia considera que a variancia da taxa de retorno das acdes depende das
mudangas dos precos dessas nos periodos anteriores.

O modelo de elasticidade constante de variancia, num ambiente de neutralidade face ao risco,
pressupde que o processo relativo ao preco do ativo subjacente obedece a uma equacao diferencial
estocdstica:

ds; = (r—q)S,dt +6S8*dz, (3.4)

onde r € uma taxa de juro isenta de risco, g € a taxa de dividendo do ativo, z; € um processo de Wiener,
o é um parametro de volatilidade e o € uma constante positiva.

Quando o = 1, o modelo de elasticidade constante de varidncia é o modelo de movimento
browniano geométrico que utilizimos anteriormente. Quando o < 1, a volatilidade aumenta a medida
que o preco do ativo diminui. Isso origina uma distribuicao de probabilidade semelhante aquela



3.3 Modelos ndo-estruturais 15

observada para acdes com uma cauda esquerda pesada e uma cauda direita menos pesada. Para
a > 1, a volatilidade aumenta a medida que pre¢o do ativo aumenta. Isso cria uma distribui¢io
de probabilidade com uma cauda direita pesada e uma cauda esquerda menos pesada. Isto vai
corresponder a um sorriso de volatilidade no qual a volatilidade implicita é funcio crescente do preco
de exercicio.

Os parametros deste modelo sdo escolhidos por meio da minimizac¢do da soma dos quadrados das
diferencas entre os precos gerados pelo modelo e os precos de mercado.

3.2.2 Modelo de volatilidade estocastica de Heston

Heston [17] propds um modelo baseado no facto da volatilidade variar de forma estocdstica.
Enquanto que, anteriormente, consideramos a volatilidade uma fun¢do deterministica, sendo apenas
dependente do valor do ativo e do tempo, agora vamos considerar a volatilidade como sendo uma
varidvel estocdstica. Sendo assim, temos duas componentes estocdsticas no processo: o preco do ativo
e a sua volatilidade.

Comeca-se por assumir que o preco do ativo no momento ¢ segue uma evolugdo de acordo com a
seguinte férmula

dS[ - ‘LLS[dt +S[\/V>tdZ17[, (35)

este modelo, na prética vai adicionar um segundo processo de Wiener a dindmica do preco do ativo,
com objetivo de modelar a evolugdo estocdstica da volatilidade,

dv, = K‘(9 — V[)dt + Gvﬁdzz,t7 (36)

onde S; e v; sdo processos de prego e de volatilidade, respetivamente, z1, € z2; $30 processos de
Wiener correlacionados com termo de correlacdo p, 0 € a volatilidade a longo termo, p € a taxa
instantanea de rentabilidade esperada, o, € volatilidade do processo de volatilidade e k € a velocidade
com que a volatilidade retorna a sua média de longo prazo.

O parametro p define a correlag@o entre o retorno e a volatilidade, o que pode mudar a fungéo de
densidade neutra face ao risco gerando assimetria no retorno do ativo. Por exemplo, caso p > 0 entéo
a volatilidade do ativo aumenta quando o preco do ativo cresce. Quando p < 0, a diminuicio do preco
leva a um aumento na volatilidade e o peso da cauda esquerda de funcio densidade de risco neutro ird
aumentar.

Para além disto, Heston apresenta uma férmula fechada para o preco de uma opgao call europeia.

3.3 Modelos nao-estruturais

Os modelos ndo-estruturais sdo modelos aplicados a func¢do de densidade de risco neutro, ndo
apresentando explicitamente uma dindmica para o prego e para a volatilidade do ativo. Estes modelos
podem dividir-se em modelos paramétricos, semi-paramétricos e ndo-paramétricos. Os modelos
paramétricos especificam um conjunto relativamente pequeno de pardmetros para a funcio de densi-
dade de risco neutro.
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Um modelo ndo-paramétrico poderd ter mais facilidade em obter precos que estejam de acordo
com a realidade dos mercados. Estes modelos sdo, por isso, mais flexiveis, embora apresentem como
desvantagem o facto de, usualmente, necessitarem de grandes quantidades de dados. Os modelos
semi-paramétricos apresentam semelhangas com os modelos paramétricos e os nao-paramétricos.

3.3.1 Modelos paramétricos

Um modelo € considerado paramétrico se propuser uma forma para a fungdo de densidade de
risco neutro sem assumir uma dinimica para a evolug¢do do preco ou da volatilidade.

Mistura de densidades lognormais

Bahra [5] e Melick e Thomas [21] foram pioneiros na utilizacdo da mistura de densidades
lognormais para estimar a funcao de densidade de risco neutro. Melick e Thomas [21] estudaram o
impacto da Guerra do Golfo nos precos do petréleo entre 1990 e 1991, utilizando uma mistura de trés
densidades lognormais, enquanto Bahra [5] optou por uma mistura de duas densidades lognormais,
aplicando os seus estudos as expectativas de taxas de juro e de inflacdo implicitas nos pregos de opc¢des
sobre obrigacdes. Esta teoria vai assumir uma forma funcional para a funcio de densidade de risco
neutro que possa acomodar varios processos estocdsticos para o preco do ativo subjacente.

Nés sabemos que os precos da opcdes europeias call e put podem ser expressos como o valor
esperado dos ganhos em 7" descontado a taxa de juro sem risco:

CET) =T [ f(sp)(Sr — E)dsy, (3.7)
E
P(E,t,T)=e "0 /0 : f(S7)(E — S7)dSr, (3.8)

em que as expressoes C(E,t,T) e P(E,t,T) designam o prego de op¢des europeias call e put, respeti-
vamente, com pre¢o de exercicio E no momento ¢. Na realidade, a funcdo de densidade de risco neutro
depende de outros parametros para além do Sy mas, por simplicidade, escrevemo-la apenas como
funcdo de St.

Em teoria, podemos assumir qualquer forma funcional para a fun¢do de densidade de risco neutro,
f(St) e os seus pardmetros podem ser recuperados por otimizagdo numérica, como veremos mais a
frente. Esta otimizacdo € feita minimizando a diferenca entre os precos obtidos através do modelo de
mistura de lognormais e os pregos teéricos ou de mercado. Anteriormente, pelo modelo de Black-
Scholes assumiu-se que a distribuicao do preco do ativo em 7' segue uma distribuicdo lognormal e,
consequentemente, ¢ plausivel considerar que podera ser a soma ponderada de fungdes de densidade
lognormais.

Sendo assim, temos que:

k
f(Sr) =Y %fi(Sr; 06, i), (3.9)
i=1
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onde f;(S7; 04, B;) € uma distribuicdo lognormal com pardmetros ¢; e f3;, k é o nimero de densidades
presentes na mistura e ¥ sao os pesos atribuidos a cada uma, sendo assim temos

(In(St) — o)’

oo By L 2B? 3.10
fl(ST’aluBl) ST\/Eﬁl’e ) ( . )
0 = In(8,) + (1 — 5 07)(T 1), (3.11)
ﬁ,‘:O'i T —t. (3.12)

De maneira a garantir que f ¢ uma func¢ado de densidade de probabilidade, temos que assegurar

k
que ¥ >0parai=1,....ke que Y % = 1. Cumprindo estas duas condi¢des, tem-se que f € uma
i=1
combinacgdo de funcdes de densidade lognormais.

Nesta dissertagdo, utiliza-se a mistura de duas densidades lognormais (MLN2) para estimar
a funcdo de densidade de risco neutro. A escolha de uma mistura de duas lognormais baseia-se
no facto de estas necessitarem de um nimero pequeno de pardmetros, 5. Portanto, vamos ter os
seguintes pardmetros (7, o, 0, B, B2) e a funcdo de densidade de risco neutro, que pode ser, assim,

representada:

f(St) =nfi(Srsan,Br) + (1 —n)f2(Srs 00, B2). (3.13)

As funcdes fi e f», para St > 0 sdo definidas pela férmulas (3.10), (3.11) e (3.12). De acordo com
as féormulas (3.7) e (3.8) e considerando estas condicdes para a fungdo de densidade de risco neutro,

podemos expressar o preco para a call e para a put da seguinte maneira:

C(E,1,T) =T /:og ¥ fi(Sr: 0 Bi) (St — E)dSy (3.14)
=0 [ S, B+ (1= W) flSr s Bo)l(Sr —E)dSr,  B19
P(E,t,T)=¢ T /O ‘ _i Yifi(St: 04, Bi) (E — S)dSt (3.16)
=0 [CnfilSrion, B+ (- W) fa(Srin B)E - Sr)dsr, G

Segundo Bahra [5], obtemos a seguinte a férmula fechada para os precos das opgdes call europeias:

1 1
—R2 —_R2
CET) =T | ple™ 2P N(dy) — EN(d)) + (1 —m)le™ 2P N(dy) — EN(dn)] |, (3.18)
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em que

—In(E) + oy + B}

d = 3.19
1 Bl ) ( )
dry =d; — By, (3.20)
2
gy = ZIME)F o+ py 3.21)
B>
dy=ds—P,. (3.22)

Aplicando a paridade put-call, Bahra [5] obteve a seguinte formula fechada para o pregco da opgao
put europeia:

1 1
—R2 —_R2
PELT) = e T [ p[—e™ 2P N(—d)) + EN(—do)] + (1 — 1) [—e™ 27 N(—dy) + EN(—dy)]
(3.23)

Este célculo pode ser aplicado a todos os pregos de exercicio considerando de seguida um problema

de minimos quadrados, entre os precos de opcao estimados pelo modelo de distribuicdo da mistura e

os precos observados no mercado ou os precos de Black-Scholes ou de Heston, sendo as varidveis do

problema os pardmetros o, &%, 1, 3> € 0 peso ¥; . Sendo assim, vamos minimizar a seguinte funcao:
ne np

ahazr’}}i]r}m i;[c,- —C(E;,t,T)]* + ;[P,- — P(E;,t,T))% (3.24)

onde C; e P; sdo os precos de opgdes call e put de mercado ou decorrentes do modelo de Black-Scholes

ou de Heston e nc e np denotam o nimero de opg¢des calls € puts com a mesma maturidade, e para

diferentes precos de exercicio num determinado dia de negociagéo.

Adicionalmente, como assumimos o pressuposto de auséncia de arbitragem, vamos ter que a

média da funcdo de densidade de risco neutro devera serd igual ao preco forward do ativo subjacente.
Esta igualdade pode ser representada pela seguinte formula:

1
o += B 062+§I322.

As duas ultimas componentes da equagdo anterior representam as médias das componentes lognormais
da fun¢do de densidade de risco neutro. Desta maneira, a soma ponderada representa a média da
funcdo de densidade de risco neutro. Esta equacdo vai constituir uma restricdo ao problema de
minimizagdo anterior.

Densidade beta generalizada do tipo 2

Esta abordagem paramétrica, baseia-se no pressuposto de que a distribui¢do de probabilidade de
risco neutro pertence a uma familia geral de distribuicdes; e que os seus pardmetros desconhecidos
vao ser estimados a partir de um conjunto de opcoes.
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A distribuicdo de probabilidade beta generalizada de tipo 2 (GB2), foi inicialmente proposta por
Bookstaber e McDonald [8] e € utilizada, por exemplo, por Anagnou, Bedendo, Hodges e Tompkins
[3]. A funcdo de densidade beta generalizada do tipo 2, incorpora quatro pardmetros positivos
0 = (a,b,p,q), que permitem gerar combinagdes de média, varidncia, assimetria e curtose de uma
varidvel aleatdria positiva, permitindo assim que a forma da funcdo de densidade seja flexivel. A
funcao de densidade beta generalizada do tipo 2 €, assim, definida por McDonald [20]:

jalyr”!
b’ B(p,q) [1 + (y/b)e]"" 4’

gv;a,b,p,q) = (3.26)

paray > 0e g(y;a,b,p,q) =0 paray <0, em que a,b, p,q € R", a fun¢do B(p,q) é definida por:

I'(p)I(g)

B(p,q) = T(ptq)

(3.27)

sendo (1) = [o""x'~le ™ dx,t > 0.

A média e a forma da funcio de densidade beta generalizada do tipo 2 é determinada pelos quatro
parametros da distribuicdo. O parametro b afeta diretamente a média da func@o de densidade beta
generalizada do tipo 2, dado que

1 1
bB <p+ E,q— a)
E(Sr) = : (3.28)

Para valores elevados do pardmetro a, o valor de b serd préoximo da média da distribuicdo. Os
outros trés parametros da funcdo de densidade beta generalizada do tipo 2, t€ém um efeito direto sobre
a forma da distribuicdo. O parametro a estd associado a velocidade com que as caudas da fung¢do de
densidade se aproximam do eixo dos xx. Assim, valores elevados de @ implicam uma aproximacao
mais rdpida do eixo dos xx.

Nos usamos a distribuigc@o beta generalizada de tipo 2, porque esta fornece uma grande flexibili-
dade. A distribui¢do de beta generalizada do tipo 2, contempla distribui¢des tais como: gama, Burr e
Pareto podendo estas, assim, ser expressas como casos especificos da distribuicao de probabilidade
beta generalizada do tipo 2. Assim, o uso desta estimacdo paramétrica, permite estimar parametros
que podem definir um leque alargado de distribuicdes.

Sobre o pressuposto de que a distribui¢do de probabilidade de risco neutro pertence a familia
de distribuicao beta generalizada de tipo 2, os valores das opcdes call e put podem ser expressos da
seguinte forma:

~+oco

C(E,t,T)=e T /E g(Sria,b,p,q)(Sy — E)dSr, (3.29)
E

P(E,1,T) =T /O 2(Sr:a,b, p,q)(E — Sy)dSr. (3.30)

Os quatro parAmetros da funcio de densidade beta generalizada do tipo 2 sdo estimados, mini-
mizando a soma dos erros quadraticos entre os precos de opcdes tedricos e de mercado, € 0s precos
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das opcodes estimados de acordo com as equagdes acima referidas,

min f[Ci—C(E,-,t,T)]Z+§[B—P(E,-,t,T)]2, (3.31)

a,b,p,q i=1 i=1

onde C; e P, sdo os precos de opgdes call e put de mercado, ou decorrentes do modelo de Black-Scholes
ou de Heston e nc e np denotam o nimero de opg¢des calls e puts com a mesma maturidade e para
diferentes precos de exercicio, num determinado dia de negociacgdo.

Ainda para mais, como assumimos o pressuposto de auséncia de arbitragem, vamos ter que a
média da funcdo de densidade de risco neutro, devera ser igual ao preco forward do ativo subjacente.

Assim, representamos essa igualdade pela seguinte férmula:

1 1
bB <p+aq_>
a a

S = E(Sr) = — 5

(3.32)

A estimacao dos pardmetros envolve um problema de minimos quadrados. Esta equacdo vai
constituir uma restricao ao problema de minimizacdo anterior.

3.3.2 Modelos semi-paramétricos

Os modelos semi-paramétricos sdo caraterizados por apresentarem caracteristicas dos modelos
paramétricos e dos ndo-paramétricos. Por norma, o nimero de pardmetros aqui estimados vai ser
superior aos definidos pelos modelos paramétricos, e inferior ao nimero de pardmetros definido pelos
modelos ndo-paramétricos.

Abadir e Rockinger [1] propuseram uma aproximagdo semi-paramétrica, para a estimagdo da
funcdo de densidade de risco neutro, baseada numa familia de distribui¢des hipergeométricas que, de
forma semelhante ao caso da distribuicao beta generalizada do tipo 2, permite considerar um nimero
mais alargado de distribuicdes considerando, desta forma, um nimero maior de parametros a estimar -
cerca de 7. Neste abordagem podem considerar-se distribuicdes do tipo normal, gama, gama inversa,
Weibull, Pareto e misturas destas densidades de probabilidade.

Assim, este método permite a estimacao da funcio de densidade de probabilidade sem assumir
uma forma especifica para esta.

Esta funcdo tem a vantagem de ser mais eficiente do que a estimacdo totalmente ndo paramétrica,
para pequenas amostras, e mais flexivel do que os métodos paramétricos, porque alarga o conjunto

das formas assumidas para a fung¢ao de densidade.

3.3.3 Modelos nao-paramétricos

Os modelos paramétricos estudados anteriormente sao modelos que dependem da especificacio
de vérios parimetros. Muitas vezes, pode ser de grande utilidade considerar um estimador que nao
especifique condi¢des tao rigidas para o comportamento do ativo ou da fun¢do densidade de risco

neutro uma vez que se poderd adaptar melhor aos dados.
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Um estimador ndo-paramétrico ndo propde uma forma explicita para a funcio de densidade de
risco neutro nem para a dindmica do preco do ativo subjacente. Este poderd assim ter mais facilidade
em captar os precos que estejam em conformidade com a realidade dos mercados. Apesar de estes
modelos, serem mais flexiveis, estes t€tm a desvantagem de por norma necessitarem de grandes
quantidades de dados do mercado.

Métodos de suavizacio da volatilidade implicita

Este método foi inicialmente apresentado por Shimko [25]. Para que se possam calcular as
derivadas da func¢do preco das opgdes call, é preciso encontrar funcdes continuas e diferencidveis
em todos os pontos. Perante a inexisténcia de um espectro continuo de precos de exercicio, torna-
se necessdrio interpolar os valores observados. Apds serem analisadas diversas possibilidades de
interpolacdo, tendo em conta os precos de opcdes observados no mercado, Shimko [25] optou por
utilizar as volatilidades implicitas obtidas a partir da férmula de Black-Scholes.

Depois disto, é estabelecida uma interpolacao entre estes valores considerando que a fungéo de
volatilidade é representada por uma funcao polinomial, como por exemplo uma fungdo quadratica,
dentro do intervalo dos precos de exercicio. A escolha da fungcdo quadrética deve-se ao facto das
volatilidades implicitas aparentarem ter uma forma semelhante a de uma pardbola. Esta fungado é
estimada considerando um problema de minimos quadrados.

De seguida, usando a férmula de Black-Scholes, obtém-se valores para o preco da call. Usando um
processo numérico sio agora duas vezes diferenciados, permitindo obter numericamente as funcdes
de distribui¢do acumulada e de densidade de probabilidade neutra ao risco implicitas no intervalo
de precos de exercicio. Fora deste intervalo de precos de exercicio, supde-se que a volatilidade é
constante, ou seja, a fungdo de densidade escolhida € lognormal. A distribui¢do final é formada pela
juncdo das trés partes.

Volta-se a referir que a féormula de Black-Scholes serve apenas para calcular as volatilidades
implicitas, ndo se impondo os pressupostos do modelo de Black-Scholes.

Malz [19] vai fazer algumas alteragdes a abordagem apresentada por Shimko [25]. Definindo
o delta de uma opg¢do como a taxa de variacdo do preco da opg¢ao relativamente ao preco do ativo
subjacente, Malz [19] estabelece uma correspondéncia entre as volatilidades implicitas e os deltas das
opcdes. Sendo assim, este autor estabelece um polinémio quadratico para descrever o comportamento
das volatilidades estabelecidas em relacdo aos deltas dos precos das opcoes.

De acordo com os vdrios autores que aplicaram a técnica de Shimko [25] e de Malz [19] para que
a estimacao reflita a distribui¢ao implicita dos precos das opcdes, é necessario garantir a existéncia de
um nimero razoavel de precos de exercicio, dentro das op¢des analisadas. Campa, Chang e Reider
[10] vao estabelecer uma interpolagdo para as volatilidades baseada em fungdes spline ciibicas. Este
método permite que a suavidade da curva ajustada seja controlada e ¢ menos restritivo quanto a forma
da funcdo. Bliss e Panigirtzolou [7] aplicaram uma funcao spline cibica para descrever a curva da
volatilidade e, tal como na abordagem usada por Malz [19], as volatilidades implicitas vao estar
relacionadas com os deltas das opcdes. Sendo assim, depois de se calcular os pardmetros associados
a funcdo spline cubica, pode-se calcular os valores das opg¢des relativamente ao prego de exercicio.
Utilizando estes dados, pode-se agora estimar a funcéo de densidade de risco neutro.
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Na prética, as estimacdes de densidade de probabilidade com base nestes métodos vao apresentar
uma grande irregularidade. O facto de ndo existirem op¢des com pregos de exercicio muito afastados
do valor do ativo subjacente torna este método limitado na estimacdo das caudas.

Métodos com funcées kernel

Os métodos com fungdes kernel nao definem um processo especifico para o ativo subjacente,
mas propdem funcdes que se adequam aos dados relativos aos precos das op¢des. Nestas fungdes,
cada observacdo de uma amostra pode ser representada através de uma fun¢do kernel. Assim, uma
determinada funcdo pode ser representada como a média ponderada das observacdes relativas a essa
mesma fungdo. As fungdo de densidade considerada como fungdo kernel pode ser, por exemplo, a
funcdo de densidade da lei normal.

Ait-Sahalia e Lo [2] propdem um método para estimacdo da fun¢do de densidade de risco neutro,
estabelecendo uma fungdo para o preco de op¢des, com base nas fungdes kernel. Este estimador vai
considerar cinco varidveis: preco do ativo subjacente, preco de exercicio, maturidade, taxa de juro e
de dividendo. Este trabalho também propde um estimador para a volatilidade.

A estimagdo dos pardmetros desta funcdo faz-se, resolvendo um problema de minimos quadrados,
resultante do ajuste entre os precos estimados pela funcio proposta e os precos de opcdes tedricos ou
de mercado. Assim, a funcio de densidade de risco neutro obtém-se, calculando a segunda derivada
da funcao para o preco da opc¢do em relacdo ao preco de exercicio.

Este método, tal como os demais métodos ndo-paramétricos, apresenta a desvantagem de precisar
de uma grande quantidade de dados. Este estimador captura as carateristicas que sdo mais relevantes
na perspetiva de prego futuro do ativo como, por exemplo, a assimetria negativa e excesso de curtose
na func¢do de densidade de risco neutro e o sorriso de volatilidade nos precos das opgdes.



Capitulo 4

Estimacao das funcoes de densidade
neutras face ao risco

4.1 Aspetos numéricos na estimacao dos modelos de precos de opcoes

O objetivo desta estimacdo € encontrar valores para os pardmetros dos modelos, de tal forma que
0s pregos estimados se aproximem, quanto possivel, dos precos observados no mercado ou dos precos
de Black-Scholes ou de Heston. Trata-se, assim, de um problema que consiste na minimizagao da
fun¢do objetivo ndo linear, definida anteriormente. O software R serd utilizado para a resolucdo desta
otimizacdo.

Sendo assim, neste estudo vamos fazer uma estimacio da fun¢do de densidade de risco neutro,
recorrendo a abordagem da mistura de duas densidades lognormais e da densidade beta generalizada
do tipo 2. O desempenho destas abordagens serd testado com dados de precos de opgdes geradas pelo
modelo de Black-Scholes e pelo de volatilidade estocdstica de Heston, e ainda com dados de mercado,
de modo a testar a sua aplicabilidade na prética.

4.1.1 Métrica usada na comparacao dos diferentes modelos

A comparacio da estimagdo de fun¢des de densidade de risco neutro, baseadas na andlise grafica,
nem sempre nos ajuda a tirar conclusdes significativas sobre a qualidade da estimacdo. Por este
motivo, vamos estudar a qualidade da estimacdo da funcio de densidade de risco neutro, examinando
os resultados provenientes de alguns resumos estatisticos.

A escolha de uma funcao para a perda de informacao é particularmente relevante, quando esti-
mamos modelos de atribuicdo de precos a opcdes. Na extensa e crescente literatura sobre atribui¢do de
precos a opgdes, tém sido sugeridos muitos modelos diferentes para a fungdo de perda de informacao.
Contudo, é importante haver alguma consisténcia na escolha desta funcdo. Assim, ao comparar
diferentes modelos, € bom que a fun¢do de perda de informagao em todas as anélises dos modelos
seja idéntica ja que, se fosse ao contrdrio, a comparagdo entre modelos ndo seria possivel.

23
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Os instrumentos mais utilizados para testar a precisdo da estimacao sao 0S erros nos precos,
calculados como a diferenca entre os precos das opcdes tedricos e de mercado e os pregos das opcdes
obtidos a partir da funcdo de densidade de risco neutro estimada ou, alternativamente, como a diferenca
entre a volatilidade implicita observada e a volatilidade do modelo estimado.

Entre os instrumentos mais utilizados neste ambito estdo o mean square error (MSE), 0 mean
square percentage error (MSPE) e o root mean square error (RMSE). Nesta dissertacao resolvemos
utilizar o RMSE, ja que € uma métrica muito intuitiva e pratica e, tendo sido utilizada por muitos
autores, permite fazer a comparacdo com outros trabalhos nesta area.

Analise com root mean square error (RMSE)

O root mean square error (RMSE) dos residuos das opcdes relativamente aos precos de exercicio
€ usada como uma medida de resumo da qualidade geral do modelo estimado. Sendo assim, vamos
utilizar o RMSE para comparar os valores estimados C(E;, ¢, T) com os valores tedricos ou de mercado
C;.

O RMSE € assim a perda de informacdo do modelo relativamente aos precos reais das opgoes.
Quanto menor for o valor do RMSE, mais préximos sio os valores estimados dos valores reais. Este
valor dd-nos uma medida quantitativa para comparar dois ou mais modelos.

¥ (C(Ent,T) =G
RMSE =\| =

(4.1)

n

No nosso estudo, vamos usar o RMSE como métrica, para comparar o modelo estimado pela
funcdo de densidade de risco neutro com a mistura de duas densidades lognormais, e através da
densidade beta generalizada do tipo 2.

4.1.2 Escalonamento dos dados

Os dados de entrada dos processos utilizados para estimacdo das fungdes de densidade de risco
neutro, podem apresentar elementos com ordens de grandeza muito diferentes. Este facto vai fazer
com que as matrizes envolvidas no processo de otimizac¢do apresentem um nimero de condi¢do muito
elevado, o que origina problemas numericamente mal condicionados. Sendo assim, vamos ter que
escalonar as varidveis de entrada, de modo a obter um problema melhor condicionado. Utilizamos
uma abordagem apresentada por Fengler e Hin [15] para escalonar os dados de entrada.

A hipétese de taxa de juro e taxa de dividendo nulas ndo se adequa a realidade dos mercados
financeiros e estas nem sempre sdo faceis de ser obtidas com precisao. Fengler e Hin [15] introduziram
uma transformacio que permite reduzir o niimero de varidveis envolvidas, acomodando valores ndo-
nulos para a taxa de juro e para os dividendos e, além disso, permitindo reduzir a ordem de grandeza
dos dados de entrada do problema.

Dada a transformacdo proposta por Fengler e Hin [15], usamos como fator do escalonamento o
preco do contrato de futuro, cuja data de vencimento coincide com a data de maturidade das opcoes.
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Assim, consideramos, por exemplo, o preco do ativo com o valor de 1 e os precos de exercicio
divididos pelo fator do escalamento, neste caso o valor do contrato de futuro.

4.1.3 Mistura de duas densidades lognormais

A implementacg@o da mistura de duas densidades de lognormais vai ser realizada com recurso a
fun¢ao extract.min.density do pacote RND do R. Esta funcio utiliza a rotina optim do pacote stats do
R, para resolver o problema de otimizagdo associado.

Como esta implementacdo vai ter uma funcao objetivo (3.24), que ndo € linear nem convexa,
vamos ter que fornecer a fungdo boas aproximacdes para o ponto inicial. No caso das opcdes geradas
pela férmula de Black-Scholes vamos usar, como aproximagdes iniciais, os valores exatos da func¢do
de densidade lognormal tedrica.

Para a estimac@o do ponto inicial, vamos definir um vetor com pesos no intervalo [0, 1], de
acordo com a férmula (3.13). Estes valores sdo igualmente espagados com intervalos de 0.1. Assim,
vamos proceder a otimizacdo em duas fases: primeiro, fixando os valores dos pesos das distribuicdes
lognormais e estimando os demais parametros, através da minimizagdo do problema; a seguir, o
conjunto de pardmetros associado ao peso que minimiza melhor o nosso problema, vai ser considerado
como ponto inicial para a minimizagdo do problema com cinco varidveis.

Depois de encontrar os pardmetros que minimizam a func¢io objetivo vamos, através da funcao
price.min.option do pacote RND do R, estimar os precos das op¢des, de acordo com estes parametros.
Uma vez obtidos os precos estimados pela mistura de duas densidades lognormais, vamos comparar
os mesmos com os precos de Black-Scholes ou de Heston, ou com os pregos de mercado, através da
andlise gréfica e do root mean square error (RMSE).

Depois de comparar os pregos das opgdes, passamos ao grafico da funcdo de densidade de risco
neutro, cujos parametros foram anteriormente estimados. Para este efeito utilizamos a fun¢io dmin do
pacote RND do R.

4.1.4 Densidade beta generalizada do tipo 2

A implementagdo da densidade beta generalizada do tipo 2, vai ser realizada com recurso a fungao
extract.gb.density do pacote RND do R. Esta funcdo utiliza a rotina optim do pacote stats do R, para
resolver o problema de otimizacdo associado. Como esta implementacao vai ter uma funcao objetivo
(3.31), que ndo € linear nem convexa, vamos procurar dar a fungdo boas aproximagdes para o ponto
inicial.

Para a estimagdo do ponto inicial, come¢amos por definir um vetor com diferentes valores do
parametro a, de acordo com a férmula (3.26), sendo estes pontos igualmente espacados. Assim, vamos
proceder a otimizag¢do, fixando o valor do pardmetro a e estimando os demais parametros através da
minimizagdo do problema. O conjunto de parametros associado ao pardmetro a, que minimiza o nosso
problema, vai ser considerado como ponto inicial.

Depois de encontrar os pardmetros que minimizam a func¢ao objetivo, vamos, através da funcao
price.gb.option do pacote RND do R, estimar os precos das opcdes de acordo com estes pardmetros.
Depois de obtidos os precos estimados pela densidade beta generalizada do tipo 2, vamos comparar os
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mesmos com os precos de Black-Scholes ou de Heston, ou entdo com os precos de mercado, através
da andlise gréfica e do root mean square error (RMSE).

Depois de comparar os precos das opgdes, passamos ao gréfico da funcdo de densidade de risco
neutro, cujos parimetros foram anteriormente estimados. Para este efeito utilizamos a func¢io dgb2 do
pacote GB2 do R.

4.2 Resultados empiricos

Num primeiro conjunto de testes, vamos estudar a capacidade dos nossos métodos para recuperar a
funcdo de densidade de risco neutro, usando pregos de opgdes tedricos e precos de opcdes de mercado.
O primeiro conjunto de dados refere-se a precos gerados de acordo com a férmula de Black-Scholes.
O segundo refere-se a dados gerados de acordo com o modelo de volatilidade estocéstica de Heston.

Por ultimo, vamos recolher dados de mercado de opcdes call relativas ao indice S&P500, cuja
transacdo ocorre no mercado Chicago Board of Options Exchange (CBOE).

4.2.1 Dados de Black-Scholes

Comecemos por gerar um conjunto de dados relativos a precos de opg¢des, de acordo com a férmula
de Black-Scholes. Para esse efeito, vamos estabelecer valores para o pregco do ativo subjacente no
instante inicial, o preco de exercicio, a taxa de juro isenta de risco, a taxa de dividendo, a volatilidade
e um conjunto de trés maturidades.

Neste sentido, estabelecemos que o valor do ativo subjacente Sy € 100, a taxa de juro r € 5%, a
taxa de dividendo ¢ € 0%, a volatilidade o toma um valor de 0.2 e consideramos um conjunto de vinte
precos de exercicio, compreendidos entre 70 e 130. Com estes valores vamos gerar um conjunto de
vinte op¢des call. Para o nosso estudo, estabelecemos um conjunto de trés maturidades 7 = {3,6, 12},
consideradas em meses. Para gerar o preco de opgdes call de acordo com a férmula de Black-Scholes
vamos utilizar a funcdo price.bsm.option pertencente ao pacote RND do R.

A func@o de densidade de risco neutro tedrica associada a este conjunto de precos ¢ uma dis-
tribui¢do lognormal, j4 que os precos das opcdes call, gerados pela férmula de Black-Scholes, t€ém
subjacente esta hip6tese. Assim, assumindo esta hipdtese, vamos comparar os dois modelos estimados
pela mistura de duas densidades lognormais e pela densidade beta generalizada do tipo 2 com a
respetiva densidade teérica lognormal.

Sendo assim, inserimos os dados de entrada de acordo com o escalonamento de Fengler e Hin
[15] referido atrds, de modo a reduzir a ordem de grandeza dos dados de entrada do problema.

Estimacoes obtidas

Pela andlise dos graficos na figura 4.1, obtidos através da estimacao das fun¢des de densidade
de risco neutro, constatamos que a mistura de duas densidades lognormais origina uma excelente
aproximacdo relativamente & funcdo de densidade de risco neutro tedrica, neste caso, a funcio de
densidade lognormal. Este resultado era expectdvel, ja que a funcdo de densidade lognormal € um
caso particular da mistura de duas densidades lognormais quando o pardmetro do peso da primeira
lognormal € igual a 1 e consequentemente o peso atribuido a segunda lognormal é nulo.
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4.2 Resultados empiricos

Relativamente a funcio de densidade beta generalizada do tipo 2, obtém-se uma boa aproximagao
a densidade tedrica lognormal considerando uma maturidade de trés meses. Contudo, aumentando o

prazo de maturidade das op¢des geradas, vamos obter resultados menos bons para a estimagao.
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Fig. 4.1 Estimacao da funcdo de densidade de risco neutro, para os dados de Black-Scholes, usando

os modelos de MLN2 e GB2.

Pela andlise da figura 4.2 verificamos que, se aumentarmos o prazo de maturidade das opg¢des
geradas pelo modelo de Black-Scholes, em qualquer um dos modelos que utilizdmos na estimacao
da funcdo de densidade de risco neutro, criamos um incremento na curtose da respetiva func¢ao de
densidade de risco neutro. Isto é um acontecimento expetavel ja que, a0 aumentarmos o prazo de
maturidade das opcdes, estamos a aumentar o periodo temporal exposto a incerteza do mercado
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financeiro, o que faz aumentar a probabilidade de que o ativo assuma valores mais afastados do preco
inicial, aumentando assim o peso das caudas da distribuicdo.

Analisando a figura 4.1 verificamos que a estimacao obtida por qualquer um dos modelos é
reveladora de assimetria positiva nas funcdes de densidade de risco neutro estimadas. Ou seja, para
todas as func¢des de densidade estimadas, obtemos uma cauda direita mais pesada, quer dizer, existe
maior probabilidade de haver um retorno significativo positivo, do que um retorno significativo
negativo. Na figura 4.2 verificamos que ao aumentarmos o prazo de maturidade da opgdes, esta
carateristica se acentua.

Estes resultados sdo expetaveis, ja que os dados sdo gerados de acordo com a férmula de Black-
Scholes, e a funcdo de densidade tedrica lognormal vai apresentar assimetria positiva e, consequente-
mente, uma cauda direita mais pesada.

Estimagdo GB2 (Dados de Black—Scholes) Estimacdo MLN2 (Dados de Black-Scholes)
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Fig. 4.2 Comparacio da fun¢do de densidade de risco neutro estimada, para os trés conjuntos de dados
gerados pela férmula de Black-Scholes, usando o modelo GB2 e MLIN?2 respetivamente.

Pela analise da figura 4.3 , verificamos que os precos das opgdes gerados pelas duas aproximagoes,
originam uma aproximagio muito boa relativamente aos precos tedricos das opgdes, assumindo que
estes sdo gerados de acordo com a férmula de Black-Scholes.

Para melhor andlise das estimagdes, calculamos o residuo entre os precos tedricos e os precos
obtidos de acordo com as funcdes de densidade de risco neutro estimadas. Sendo assim, vamos
calcular o root mean square error (RMSE), comparando, desta forma, os precos de opcdes gerados
pela férmula de Black-Scholes com os precos das opgdes obtidos através da estimagdo dos modelos
propostos.

Considerando o residuo assim estimado, verificamos que os resultados sdo bons utilizando
qualquer uma das abordagens, como podemos ver na tabela 4.1. O RMSE, para qualquer maturidade
considerada, vai ser muito superior nas op¢des obtidas pela estimacdo da fun¢do de densidade de risco
neutro, através de uma densidade beta generalizada do tipo 2, do que na mistura de duas densidades
lognormais. No caso em que o quociente entre 0 RMSE (GB2) e RMSE (MLN2) € menor, o valor é
da ordem de 10'2. Isto mostra bem a diferenca em termos de ordem de grandeza dos erros obtidos.
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Fig. 4.3 Comparacdo entre os precos de Black-Scholes e os pregos estimados usando os modelos de
MLN?2 e GB2.
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De modo a estudar a influéncia de fornecer, como ponto inicial do processo de otimizacao, os
valores exatos da funcdo de densidade lognormal tedrica, calculdmos o RMSE, estimando o ponto
inicial da mistura de duas densidades lognormais, de modo andlogo ao que foi feito nos dados de
Heston e nos dados de mercado. O RMSE, assim obtido, para os vdrios conjuntos de dados, tem
o valor de 2.33 x 1077 para o conjunto 1, de 2.33 x 107 para o conjunto 2 e de 3.96 x 10~/ para
o conjunto 3. Assim, podemos concluir que, mesmo ndo utilizando os valores exatos da fun¢do de
densidade lognormal tedrica como ponto inicial, obtemos um excelente ajuste dos precos de opcdes
call estimados relativamente aos precos de Black-Scholes.

MLN2 GB2 RMSE (GB2) / RMSE (MLN2)
Dados de Black-Scholes (3 meses) | 1.20x 10~10 | 1.24 x 10~* 1.03 x 102
Dados de Black-Scholes (6 meses) | 7.19 x 10~17 | 3.46 x 10~* 4.81x 10"
Dados de Black-Scholes (1 ano) 1.17x1071° [ 7.83x 1074 6.68 x 102

Tabela 4.1 RMSE para os pregos das opcdes call estimados (dados de Black-Scholes).

4.2.2 Dados de Heston

Com o objetivo de testar a capacidade dos nossos métodos de recuperar a funcio de densidade de
risco neutro, atribuimos diferentes pardmetros ao processo de evolucao do prego do ativo subjacente.
Para isto, utilizamos um modelo de volatilidade estocastica, apresentado por Heston [17]. Para este
efeito, geramos precos de opgdes call para uma maturidade de um ano. Nesta maturidade, geramos
um conjunto de dezasseis precos de opgdes call. Para gerar o preco das opgdes call, de acordo com o
modelo de volatilidade estocéstica de Heston, utilizamos a funcio callHestoncf pertencente ao pacote
NMOF do R.

O valor inicial do ativo subjacente Sy € 100, sendo que os precos de exercicio estdo compreendidos
entre 70 e 130 e encontram-se igualmente espacados com um intervalo de 4. Estabelecemos, deste
modo que a taxa de juro r € 2%, a taxa de dividendo g é 1%, a volatilidade da volatilidade &, € 0.5, a
volatilidade inicial vy e a volatilidade a longo termo 8 € 0.2 e a velocidade com que a volatilidade
retorna a sua média a longo prazo, k, € 0.2.

De maneira andloga, ao que foi feito com os dados gerados com a férmula de Black-Scholes,
procedemos ao escalonamento dos dados, de forma a reduzir a ordem de grandeza dos dados de
entrada do problema.

Com o objetivo de avaliar a capacidade dos modelos em estimar uma boa aproximacao a funcio
de densidade de risco neutro, estabelecemos trés cenarios, onde se vao atribuir diferentes valores
ao p = {—0.7,0,0.7} que vai quantificar a existéncia de correlagdo entre a evoluc¢do do prego e a
evolugdo da volatilidade. Isto significa que, atribuindo valores positivos a este pardmetro, estamos a
considerar que a volatilidade do ativo aumenta, quando o pre¢o do ativo aumenta e vice-versa. Quando
0 p assume um valor negativo estamos a considerar que a volatilidade diminui, quando o preco do
ativo aumenta e vice-versa. Ao definirmos p = 0, assumimos a inexisténcia de correlacio entre a
evolucdo do preco e a evolugdo da volatilidade.
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Estimacoes obtidas

Pela anélise da figura 4.4, verificamos que a fun¢do de densidade de risco neutro, estimada por
qualquer um dos modelos, relativamente ao conjunto gerado com o parametro p = —0.7, designado
por conjunto 1, apresenta evidéncias de uma cauda esquerda pesada e de forte assimetria negativa.
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Fig. 4.4 Estimacdo da funcdo de densidade de risco neutro, para os dados de Heston, usando os
modelos de MLLN2 e GB2.

Quando consideramos a mesma abordagem usando o parametro p = 0, obtemos dados de op¢des
call, que designamos por conjunto 2. A estimagdo assim obtida apresenta evidéncias de alguma
simetria. Assim, a inexisténcia de correlagdo entre a evolugado do retorno e da volatilidade, origina

simetria na fun¢@o de densidade de risco neutro.
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Relativamente ao conjunto 3, gerado com o pardmetro p = 0.7, temos evidéncias de uma cauda
direita pesada e de assimetria positiva, para os dois modelos estimados. Desta maneira, a existéncia de
correlacdo positiva entre a evolucio do retorno e da volatilidade, faz com que a fun¢do de densidade
de risco neutro apresente assimetria positiva e, consequentemente, origina uma cauda direita pesada.

Estimacéo GB2 (Dados de Heston) Estimagdo MLN2 (Dados de Heston)
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Fig. 4.5 Comparagao da funcdo de densidade de risco neutro estimada, para os trés conjuntos de dados
gerados pela formula de Heston, usando o modelo GB2 e MLN?2 respetivamente.

Constata-se na figura 4.5 que, ao variarmos o pardmetro p do modelo de Heston, em qualquer um
dos modelos utilizados na estimacao da fun¢@o de densidade de risco neutro, estamos a influenciar o
grau de assimetria e, consequentemente, a existéncia de cauda direita ou esquerda pesada, conforme o
pardmetro p tome valores positivos ou negativos, respetivamente. A cauda da distribuicdo € tdo mais

pesada quanto maior for o valor em médulo do pardmetro p.

Pela analise da figura 4.6 , verificamos que os precos das op¢des, estimados pela aproximacao
da mistura de duas densidades lognormais, originam uma aproximagao muito boa relativamente
aos pregos das opgdes gerados pelo modelo de volatilidade estocastica de Heston. Analisando a
relacdo entre os precos de Heston e os precos obtidos a partir estimacio da funcdo de densidade beta
generalizada do tipo 2, notamos um ligeiro desvio relativamente aos precos de Heston das op¢des call,

sendo esse facto particularmente evidente no conjunto 3.

Para uma melhor anélise da situagdo, vamos comparar os precos de Heston das calls com os
estimados pelos modelos, com base no root mean square error (RMSE). Pela andlise da tabela 4.2,
podemos verificar em qualquer um dos conjuntos considerados que o RMSE ¢é superior quando
estimamos o modelo através da densidade beta generalizada do tipo 2 do que com a mistura de duas
densidades lognormais. Porém, verificamos que nos dados relativos ao conjunto 2, ou seja, quando
atribuimos ao valor 0 a correlagdo entre o retorno e a volatilidade, a diferenca entre 0 RMSE (GB2)
e o RMSE (MLN?2) é pouco significativa. Assim, podemos concluir que a simetria da funcdo de

densidade de risco neutro aproxima as estimagdes relativas aos dois modelos.
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Fig. 4.6 Comparacdo entre os precos de Heston e os precos estimados usando os modelos de MLN2 e

GB2.



34 Estimacdo das fungdes de densidade neutras face ao risco

MLN2 GB2 RMSE (GB2) / RMSE (MLN2)
Dados de Heston (tho =-0.7) | 2.82x 10~% [ 2.10 x 103 7.45
Dados de Heston (rho = 0) 723x107% [ 1.62x 1073 2.24
Dados de Heston (tho =0.7) | 9.59x 10~% [ 4.24 x 1073 4.42

Tabela 4.2 RMSE para os precos das opg¢des call estimados (dados de Heston).

4.2.3 Dados de mercado para os precos de opcoes

As estimativas da funcdo de densidade de risco neutro sdo obtidas através de dados trimestrais para
os precos das opg¢des call sobre o indice S&P500, cuja transac¢io ocorre no mercado Chicago Board
of Options Exchange (CBOE). Assim, comecamos por retirar os dados relativos ao preco do contrato
de futuro do indice S&P500 com determinadas datas de expiracdo (Marg¢o, Junho e Setembro). A
data de expiracdo dos contratos de futuro corresponde a terceira sexta-feira de cada um dos meses
anteriores. Assim, consideramos dados de opg¢des call com a maturidade a coincidir com a data de
expiracdo do contrato de futuro. Para cada conjunto de dados tomdmos como prego das opcdes call a
média aritmética dos precos bid e ask, relativos a cada preco de exercicio, tendo em conta o volume
de transaco.

De modo a assegurar a qualidade dos dados relativos ao preco das opg¢des call, retiramos todas
as op¢des com um volume de transacdo didrio inferior a 10. Como estas opg¢des tém pouca liquidez,
nao refletem, realmente, o sentimento do mercado. As op¢des com um volume de transagdo didrio
superior a 10, podem representar melhor as expetativas do mercado.

Deste modo, recolhemos informacdo de opcdes transacionadas no dia 27 de janeiro de 2017,
com vencimento no dia 15 de margo de 2017, sendo que a informagao contida nestas opc¢des vai ser
designada por Conjunto 1 . Também recolhemos dados relativos a precos de opgdes call transacionados
no mesmo dia, mas com maturidades no dia 16 de junho de 2017 (Conjunto 2) e no dia 15 de setembro
de 2017 (Conjunto 3).

Sendo assim, inserimos os dados de entrada de acordo com o escalonamento de Fengler e Hin
[15], referido atréds, de maneira a reduzir a ordem de grandeza dos dados do problema.

Estimacdes obtidas

Quando consideramos dados de mercado, a fun¢@o de densidade de risco neutro pode apresentar
uma grande variedade de formas. Nesse sentido, no préximo conjunto de testes vamos averiguar a
eficdcia dos nossos métodos a recuperar a fung¢do de densidade de risco neutro, para um conjunto de
opgoes transacionadas no mercado.

Constata-se na figura 4.7 que, para os conjuntos de dados 2 e 3, a funcdo de densidade de risco
neutro obtida pelo dois métodos de estimacao, apresenta a cauda esquerda da distribui¢do pesada,
sendo este facto particularmente evidente na estimagdo obtida através da estimacdo pela mistura de

duas densidades lognormais.
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Fig. 4.7 Estimacao da funcdo de densidade de risco neutro, para os trés conjuntos de dados relativos
ao S&P 500 , usando os modelos de MLN2 e GB2.

Assim, pela anélise das funcdes de densidade de risco neutro estimadas, da figura 4.7, parece
haver evidéncias de existéncia de assimetria negativa, principalmente nos conjuntos de dados 2 e
3. A existéncia de assimetria negativa na estimagdo de fun¢des de densidade de risco neutro com
base no preco de opg¢des, € consistente com o sentimento de que hd mais probabilidade de existir um
retorno significativo negativo, do que um retorno significativo positivo de igual ordem. Desta maneira
¢ possivel que as experiéncias passadas de crashs se reflitam nos precos das op¢des. Esta carateristica

revela, de certa maneira, o pessimismo dos investidores.

A literatura afirma que as fun¢des de densidade de risco neutro, estimadas depois de um crash,
apresentam grande assimetria negativa e curtose elevada, quando comparamos com as fungdes de

densidade de risco estimadas antes de um crash.
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A existéncia de assimetria negativa é mais evidente na estimac¢do da funcdo de densidade de risco
neutro, através da mistura de duas densidades lognormais. Dado que recolhemos opg¢des call no dia 27
de janeiro de 2017, para trés maturidades diferentes, agora vamos comparar as estimagdes obtidas para
as diferentes maturidades das opcdes. Assim, verificamos na figura 4.8 que, para qualquer um dos
modelos usados na estimacao, quando a maturidade aumenta, a curtose também aumenta, originando
assim que a distribui¢@o apresente caudas mais pesadas. Tal como referimos anteriormente, este facto

é evidente na cauda esquerda da distribuicao.
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Fig. 4.8 Comparagdo entre a funcdo de densidade de risco neutro estimada para os trés conjuntos de
dados relativos ao S&P 500 , usando o modelo GB2 e o MLN2 respetivamente.

Constata-se na figura 4.8 que o progressivo aumento da curtose da fun¢do de densidade de risco
neutro € algo expetdvel, j4 que aumentando o periodo de exposi¢do do ativo a incerteza, aumentamos
o probabilidade de o ativo assumir valores mais afastados do inicial, provocando assim o aumento do
peso das caudas da distribuicdo. A existéncia de assimetria negativa, ou seja, a crenga de que hd maior
probabilidade de existir um retorno significativamente negativo do que um retorno significativamente
positivo de igual ordem, é reveladora de um certo pessimismo dos investidores, tal como referimos
anteriormente.

Analisando a figura 4.7, verificamos que a estimacdo da fungdo de densidade de risco neutro,
através da mistura de duas densidades lognormais, parecem apresentar carateristicas que se asseme-
lham a uma distribui¢do bimodal, sendo esse facto particularmente evidente nas fungdes de densidade
de risco neutro estimadas, relativas aos conjuntos 2 e 3.

Estimamos, agora, os precos das opgdes call de acordo com os dois modelos utilizados na
estimagdo da funcdo de densidade de risco neutro. Pela andlise da figura 4.9, o ajuste entre os precos
estimados pelos modelos e os pre¢os de mercado é bom para os trés conjuntos de dados estudados,
quando analisamos a estimagao da funcao de densidade de risco neutro, através da mistura de duas
densidades lognormais. Porém, quando analisamos a relagdo entre os precos de mercado e os precos
estimados, a partir da estimacdo da funcdo de densidade beta generalizada do tipo 2, notamos um

ligeiro desvio relativamente aos precos de mercado das opgdes call. No entanto, para qualquer uma
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das maturidades consideradas, e recorrendo a qualquer das abordagens utilizadas na estimacao da
funcio de densidade de risco neutro, obtemos precos estimados que se encontram entre o bid e ask
para qualquer preco de exercicio considerado. Estas estimacgdes de precos de opcdes sdo consideradas
aceitdveis, ja que se encontram dentro do intervalo bid-ask.

MLN2 GB2 RMSE (GB2) / RMSE (MLN2)
Dados do S&P 500 (Conjunto 1) | 5.29 x107> | 4.98 x 10~* 9.41
Dados do S&P 500 (Conjunto 2) | 1.75 x107> | 1.21 x 1073 69.14
Dados do S&P 500 (Conjunto 3) | 4.23 x107° | 5.74 x 10~ % 13.57

Tabela 4.3 RMSE para os precos das opcdes call estimados (dados do S&P 500).

Para uma melhor anélise da situa¢do, comparamos os pre¢os de mercado das op¢des call e os
estimados pelos modelos, calculando o erro (RMSE). Pela andlise da tabela 4.3 podemos verificar, em
qualquer um dos conjuntos considerados, que o RMSE € muito maior quando estimamos o modelo
através da densidade beta generalizada do tipo 2 do que com a mistura de duas densidades lognormais.
Em qualquer dos conjuntos considerados, o quociente entre 0 RMSE (GB2) e o RMSE (MLN2) é
superior a 9, o que mostra a diferenca em termos de ordem de grandeza dos erro das estimacdes
obtidas.



Capitulo 5

Conclusao

Os precos das op¢des fornecem uma preciosa fonte de informacio, no que diz respeito a dis-
tribuicao futura do preco do ativo subjacente, particularmente no que se refere a incerteza sobre esse
preco. Essas informagdes sdo aqui traduzidas, inicialmente, em densidades de probabilidade neutras
ao risco, assumindo uma familia paramétrica (uma mistura de duas densidades lognormais ou uma
densidade beta generalizada do tipo 2) mas, poderiam igualmente ser traduzidas por uma abordagem
mais flexivel, definida por abordagens semi-paramétricas ou ndo-paramétricas.

Neste trabalho compardmos os dois modelos paramétricos citados anteriormente: a mistura de
duas densidades lognormais e a densidade beta generalizada do tipo 2. Para esse efeito, utilizimos
precos de opg¢des gerados pelos modelos de Black-Scholes e pelo modelo de Heston e precos de
opg¢des de mercado do indice S&P 500.

Os precos das opcdes call foram usados como dados de entrada para estimacdo da fungdo de
densidade de risco neutro. Como vimos no subcapitulo 2.4 a estimacgdo da funcdo de densidade de risco
neutro, por via do preco de opgdes, requer algum cuidado no tratamento dos dados. Neste trabalho
garantimos a auséncia de oportunidades de arbitragem, de acordo com as condi¢des apresentadas no
subcapitulo 2.4, para os dados de precos de op¢des de mercado utilizados.

De modo a diminuir o impacto da iliquidez das op¢des relativas aos varios pregos de exercicio,
reduzimos a nossa amostra somente a op¢des com volume de transacao diario superior a 10. Esta
medida, apresenta a desvantagem de ignorar a informacao contida em opg¢des pouco liquidas, limitando

assim a informagao contida na estimagao.

O facto de reduzirmos a nossa amostra, pode impedir a aplicagdo de métodos de estimacgdo da
densidade de risco neutro, com um ndmero razodvel de pardmetros. Porém, isso nfo representa
um problema no nosso estudo, visto que os modelos estimados t€m poucos parametros. Isto pode
representar uma mais valia, no caso de escassez de dados.

Quando inserimos, tanto os dados de Black-Scholes ou de Heston como os de mercado, nas
rotinas, depardmo-nos com problemas relacionados com a ordem de grandeza desses dados e também
com a obten¢do de um bom ponto inicial para o processo de otimizagdo adjacente. O escalonamento
feito aos dados do problema que foi proposto por Fengler e Hin [15], melhorou o condicionamento
dos problemas de otimizacdo, associados a obtencdo dos parametros para a estimacdo da funcao
de densidade de risco neutro. Para além disso, a estimac¢do de um ponto inicial para os processos
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de otimizacdo vai melhorar, em muito, os resultados provenientes dos problemas de otimizacao
considerados.

Os resultados que obtivemos nesta dissertacdo, mostram a eficacia dos dois modelos de estimacio
da fun¢do de densidade de risco neutro utilizados. Porém, o residuo calculado entre os pregos gerados
pelo modelo de Black-Scholes ou de Heston ou os observados do S&P 500 e os precos estimados,
mostram que a mistura de duas densidades lognormais estima precos de opgdes com menores erros.
Este facto é particularmente evidente, quando fazemos o quociente entre o RMSE (GB2) e 0o RMSE
(MLN?2), ja que estes assumem valores superiores a 1 sendo que, na maior parte dos casos, este valor
€ muito superior a 1, o que é revelador da diferenca em termos de ordem de grandeza do RMSE,
calculado para os dois modelos.

No caso dos pregos de op¢des de mercado do S&P 500, obtemos uma estimacao dos precos das
opg¢des call satisfatéria, ja que os valores estimados encontram-se sempre no intervalo de pregos
bid-ask, referente a cada preco de exercicio.

Os resultados mostram que a funcdo de densidade de risco neutro, estimada para o indice S&P
500 e para qualquer um dos modelos estudados, vai apresentar assimetria negativa e a cauda esquerda
pesada ou seja, hd mais probabilidade de existir um retorno significativamente negativo do que um
retorno significativamente positivo de igual ordem. A existéncia desta assimetria negativa justifica-se,
em grande medida, pelos traumadticos crashes existentes no passado. Isso induz um certo receio as
perspetivas dos investidores, tal como vem referenciado em Anagnou, Bedendo, Hodges e Tompkins
[3].

Também verificimos que o alargamento do prazo de maturidade, tanto para os precos das opcdes
do indice S&P 500, como para os precos gerados de Black-Scholes, faz com que a func¢do de densidade
de risco neutro fique com as caudas mais pesadas, o que € natural, j4 que ao aumentarmos o prazo de
exposi¢ao do ativo a incerteza, aumentamos a probabilidade de o ativo assumir valores mais afastados
do inicial, provocando assim o aumento do peso das caudas da distribuicao.

Assim, pela anédlise das fungdes de densidade de risco neutro, estimadas pelos dois modelos,
verificdmos que estas funcdes apresentam uma grande diversidade de formas. Este resultado vem
ao encontro dos resultados obtidos noutros trabalhos nesta area, como os realizados por Anagnou,
Bedendo, Hodges e Tompkins [3], Liu, Shackleton, Taylor e Xu [18] e Arneri¢, Aljinovi¢ e Poklepovié¢
[4].

Assim, a mistura de duas densidades lognormais provou ser muito flexivel, o que significa ser
possivel obter uma grande variedade de distribuicdes implicitas e assim capturar caracteristicas
normalmente observadas nos ativos financeiros, como assimetrias e as caudas pesadas nas fungdes de
densidade de risco neutro estimadas.

Extrair este tipo de informagdes € de primordial importincia, ndo s6 para os participantes no
mercado como para os decisores politicos, como os bancos centrais. Os participantes do mercado
estdo interessados em prever a volatilidade futura, uma vez que esta € uma varidvel importante na
gestdo de carteiras. Para o banco central, € importante ser capaz de interpretar as expectativas dos
participantes do mercado, de modo a melhor elaborar a futura politica monetéria. A capacidade do
banco central para entender as expectativas do mercado, é de grande importincia para comparar a
visdo desta institui¢do sobre a economia com a visdo do mercado, também porque as expectativas do
mercado podem ser auto-realizdveis até certo ponto.
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Uma das limita¢des do nosso estudo é que os resultados s@o realizados apenas para o indice S&P
500, ou seja, para um mercado muito transacionado. Eventualmente, a mesma pesquisa poderia ter
dificuldades em ser realizada noutros mercados, cujo volume de transagdo relativo a opgdes seja
pequeno, devido ao facto das opcdes serem negociadas com pouca frequéncia, o que origina contratos
de op¢des iliquidos.

Os modelos de estimacdo da fun¢@o de densidade de risco neutro testados neste trabalho, podem
ser aplicados a opg¢des sobre mercadorias e sobre taxas de juros, com o objetivo de comparar os
resultados obtidos.

Este estudo também pode ser aprofundado, aplicando a estimagdo da funcio de densidade de
risco neutro através de uma aproximacdo semi-paramétrica, com a mistura de duas densidades
hipergeométricas, como proposto por Abadir e Rockinger [1] ou considerando uma aproximagao
ndo-paramétrica.
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