GL. (R)C(R™’SS,

Tiago Miguel Santos Cruz

Dualidade de Schur-Weyl

Dissertagio de Mestrado em Matemitica, Area de Especializacio em
Matematica Pura, co-orientada pela Professora Doutora Ana Paula Santana
e pelo Professor Doutor Ivan Yudin e apresentada ao Departamento de
Matematica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de
Coimbra.

Junho de 2017

UNIVERSIDADE DE COIMBRA







Dualidade de Schur-Weyl

Tiago Cruz

UNIVERSIDADE DE COIMBRA
Mestrado em Matematica

Master in Mathematics

Dissertacdo de Mestrado | MSc Dissertation

Junho 2017






Resumo

Nesta dissertac@o, as nog¢des de representac¢do polinomial e polinomial homogénea do grupo linear
geral sdo apresentadas para corpos, estendendo depois a nocdo de representagdo polinomial homogénea
para anéis comutativos.

A dlgebra de Schur serd abordada, estudando algumas das suas propriedades.

De modo a relacionar os conceitos anteriores, apresenta-se a dualidade de Schur-Weyl, e compara-
se a teoria das representacdes polinomiais homogéneas do grupo linear geral com a teoria dos médulos
sobre a dlgebra de Schur. Esta comparacido conduz-nos ao estudo de epimorfismos fortes no sentido
de teoria de representagdes, sendo elaborados alguns resultados para este conceito.

Mostra-se que, caso a dualidade de Schur-Weyl se verifique, existe equivaléncia entre a categoria
dos médulos sobre a dlgebra de Schur com a categoria das representacdes polinomiais homogéneas.
Prova-se que, sobre corpos, a dualidade de Schur-Weyl ocorre se e s6 se estas categorias forem
equivalentes. Tal acontece para corpos infinitos e para corpos finitos suficientemente grandes. Para os
restantes corpos finitos, mostra-se a existéncia de casos nos quais a dualidade de Schur-Weyl néo se
verifica.

Generalizando os resultados anteriores, neste trabalho, encontra-se uma condi¢do suficiente para
que a dualidade de Schur-Weyl ocorra sobre anéis comutativos quaisquer.

Por fim, estudam-se functores de Schur, que permitem conectar a teoria das representacdes
polinomiais homogéneas do grupo linear geral com a teoria das representacdes do grupo simétrico,
como aplicacdo da dualidade de Schur-Weyl.

Palavras-chave. Algebra de Schur; grupo linear geral; dualidade de Schur-Weyl; epimorfismo forte.






Abstract

In this dissertation, polynomial representations of the general linear group are explored over an
arbitrary field and homogeneous polynomial representations are also explored over commutative rings.

The Schur Algebra is studied. In particular, some results on its structure are given.

In order to relate these two concepts the notion of Schur-Weyl duality is introduced. Over fields,
this duality is the bridge between the study of the homogeneous polynomial representations of the
general linear group and the study of the modules over the Schur algebra. Over arbitrary rings, one can
only conclude that when the Schur-Weyl duality holds then the category of homogeneous polynomial
representations is equivalent to the category of modules over the Schur algebra. This relation is linked
with the study of strong epimorphism in the sense of representation theory. So we study these maps
and give some of their properties.

It is known that Schur-Weyl duality holds for infinite fields and for finite fields sufficiently large.
We present here the proofs of these results. We also show the existence of cases when the Schur-Weyl
duality does not hold.

We establish a sufficient condition that generalizes all the known cases of Schur-Weyl duality so
far: for any commutative ring with enough units closed under addition, the Schur-Weyl duality holds.

In this work, we also briefly study Schur functors and apply the study of the Schur-Weyl duality
to connect the homogeneous polynomial representation theory of the general linear group and the
representation theory of the symmetric group.

Keywords. Schur algebra; general linear group; Schur-Weyl duality; strong epimorphism.
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Capitulo 1

Introducao

Seja R um anel comutativo com identidade. Dado um grupo G, uma representacio de G € um homo-
morfismo de grupos r: G — GL(V'), onde V é um R-médulo e GL(V') é o grupo dos R-automorfismos
de V. Uma representacdo pode ser interpretada de vérias perspectivas. Isto é, qualquer represen-
tacdo de G estd associada a uma representacdo da dlgebra de grupo RG e € equivalente a termos um
RG-moédulo [10].

Portanto, a teoria das representagdes de um grupo G € equivalente ao estudo da estrutura da
categoria dos RG-mddulos.

Dado que o grupo linear geral de grau n, GL,(R), é um dos grupos mais relevantes em diversas
dreas da Matematica, ¢ do nosso interesse estudar a sua teoria de representagdes. No caso cldssico,
em que R = C, é conhecido que as representacdes mais interessantes de GL,(C) s@o as racionais.
Por exemplo, na perspectiva de geometria dlgebrica, estas sdo exactamente as representacdes r tais
que r: GL,(C) — GLy(C) ¢ uma fungdo regular entre variedades afins. Por outro lado, toda a
representacdo racional pode ser escrita na forma (det)* ® r para alguma representacio polinomial r e
algum inteiro k, onde det denota a aplicacdo determinante. Assim, é importante estudar a teoria das
representacdes polinomiais do grupo linear geral.

Issai Schur, na sua dissertacdo, determinou, para qualquer natural 7, todas as representacdes poli-
nomais de dimensio finita do grupo linear geral GL,(C). Schur mostrou que qualquer representa¢ao
polinomial de dimensao finita de GL,(C) é equivalente a uma soma directa de homogéneas. Para
resolver o problema anterior, Schur mostrou que as representacdes polinomiais homogéneas de grau d
de GL,(C) podiam ser identificadas com as representa¢des de uma C-dlgebra de dimenséo finita, hoje
designada por dlgebra de Schur.

Esta elegante conexdo viria a ser conhecida por dualidade de Schur-Weyl, para o corpo dos
nimeros complexos.

Schur usou a dlgebra de Schur para o estudo das representacdes complexas polinomiais ho-
mogéneas do grupo linear geral da mesma forma que a dlgebra de grupo € usada para o estudo das
representagdes de um grupo finito. Note-se que, no caso de GL,(C), a dlgebra de grupo tem dimenséao
infinita, o que a torna pouco interessante, enquanto que a dlgebra de Schur tem dimensao finita.

Além disso, para n > d, Schur estabeleceu uma correspondéncia entre as representacdes da dlgebra
de Schur e as representagdes do grupo simétrico Sy, via o functor de Schur. Combinando com o
trabalho de Frobenius nos grupos simétricos, Schur conseguiu provar que as classes de isomorfismo
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das representagdes polinomias homogéneas simples de grau d de GL,(C) podem ser parametrizadas
pelas particdes de d em no maximo # partes e que qualquer representacio polinomial é semi-simples.

Com esta dissertagdo pretendem-se apresentar os principais desenvolvimentos da dualidade de
Schur-Weyl para corpos, obtidos por De Concini, C. Procesi, J.A. Green, R.-W. Carter, G. Lusztig, D.
Benson, S. Doty e R M. Bryant (2,4, 5,7, 9, 11].

Pode perguntar-se como podem estas nocdes ser generalizadas para anéis comutativos arbitrarios.
Para tal € necessério introduzir e estudar a no¢do de representacdo polinomial homogénea para estes
anéis e relacionar estas representacdes com os médulos sobre a dlgebra de Schur. Este trabalho € feito
por H. Krause [14] e € aqui apresentado e explorado.

No capitulo 5, aborda-se a dualidade de Schur-Weyl para anéis comutativos arbitrarios obtendo-se,
tanto quanto sabemos resultados originais.

Para terminar a dissertacdo, aplica-se o trabalho de Morita as dlgebras de Schur, conectando a
teoria das representagdes do grupo linear geral com a teoria das representacdes do grupo simétrico,
baseando-nos em [15, 17].



Capitulo 2

Representacoes polinomiais

2.1 Representacoes polinomiais sobre corpos

Defini¢ao 2.1.1. [12] Sejam K um corpo e n € N. Consideremos as fun¢des X;,: GL,(K) — K que
enviam a matriz g = (g;;) € GL,(K) para a sua entrada g;;, 1 <t,5s <n.
Uma representacdo de GL,(K), r: GL,(K) — GL(V), diz-se polinomial se existir uma base

(vi)ier de V, tal que as fungdes r;; definidas por

r(g)(vj) =Y rij(ghvi. g€ GL,(K), jel,
icl
possam ser expressas como polinémios, com coeficientes em K, nas funcdes X;5, 1,5 =1,...,n.
A representagdo r diz-se polinomial homogénea de grau d se as fungdes r;; forem homogéneas

com grau d .

O facto de uma representacdo ser polinomial é independente da base. De facto, se r for uma

/
LJ

obtidas na nova base sdo simplesmente a soma de um produto de constantes, que apenas dependem

representagdo polinomial de GL,(K) numa dada base de V, ao escolhermos outra base, as fungdes r

das bases envolvidas, com as fungdes r; ; da base anterior.
Este facto podera também ser deduzido como consequéncia de um teorema que veremos mais
adiante. Vejamos alguns exemplos classicos de representacdes polinomiais homogéneas.

Exemplo 2.1.2. Seja K um corpo. A representagdo det: GL,(K) — GL(K), que atribui a cada
elemento de GL,(K) o seu determinante, é uma representagéo polinomial homogénea de grau n.

Exemplo 2.1.3. Seja K um corpo. A representacdo standard r: GL,(K) — GL(K"), que a cada
elemento g € GL,(K) atribui o isomorfismo g: K" — K" definido pela multiplicagdo usual g(x) = gx,
¢ uma representacdo polinomial homogénea de grau 1.

No entanto, nem todas as representacdes sdo polinomiais como podemos ver no préximo exemplo.

Exemplo 2.1.4. Seja K = R. A representacdo r: GLy(R) — GL,(R), dada por

I log(|det(4))

0 ) , onde A € GL,(R), ndo € polinomial.

r(A) = [
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Demonstracdo. E imediato que r € uma representacdo. Suponhamos que r € polinomial. Entdo a
funcdo f: B— R,onde B={x € R4|x1x4 —xpx3 > 0}, pode ser escrita como soma de polin6nimos
., . . n . ~ 7z
nas variaveis xp, xp, x3, x4. Assim, % seria a fun¢do nula para certo n € N, o que é um absurdo. [
1
O préximo teorema afirma que, se o corpo for infinito, para estudar a teoria das representacdes

polinomiais de dimensao finita é suficiente estudar as representacdes polinomiais homogéneas.

Teorema 2.1.5. [16, 2.1] Seja K um corpo infinito. Qualquer representa¢do polinomial de GL,(K)

de dimensdo finita pode ser escrita como soma directa de representacoes polinomiais homogéneas.

Demonstragdo. Consideremos a representa¢do polinomial r: GL,(K) — GL(V) e (v;)i=1,.. n uma
base de V com

N
r(g)(vj) = Zr,-j(g)v,-, g € GL,(K), j=1,...,N, tal que todos r; j(g) sdo polinomiais.
i=1

Para cada k > 0 e A € GL,(K) definamos as matrizes My (A) = [rg.‘) (A)], onde rfjlf) (A) é a componente
homogénea com grau k de r;;(A).

Seja x € K qualquer. Para todo 0 A € GL,(K), obtemos
r(xA) = Mo(A) +xM;(A) + ... +x*My(A), para algum d > 0. (2.1)

Dado que r é uma representacdo, temos [r(xA)|[r(yB)] = [r(xyAB)], Vx,y € K, A,B € GL,(K), ou
seja,

(Mo(A) +xM3 (A) + -+ My (A) ) (Mo(B) + yM1 (B) + -+ My(B)) =

= My(AB) 4+ xyM; (AB) + - - -+ x%y*M,(AB).

Uma vez que K é um corpo infinito, comparando os coeficientes em ambos os membros da
igualdade, sai que

My(A)Mo(B) = Mo(AB),M; (A)M,(B) = M,(AB),...,My(A)M(B) = M;(AB) (2.2)
M;(A)M;(B) =0, paral <i# j<n. (2.3)

Para simplificar a notagdo escrevemos E; = M;(1,), i=1,...,d.

Assim, Iy = [r(I,)] = Ey+ ...+ Ey.

Fixando A = B = I,,, obtemos El2 =E, E;E,=EE;=0,1<i# j<n. Tomando B =1 ou
A=1,vem EM;(A) = M;(A) = EiM;(A). Observe-se ainda que E; # 0 quando M;(A) # 0, para algum
A € GL,(K).

Tem-se como factos conhecidos de Algebra Linear que uma matriz idempotente tem como valores
proprios O e 1 e € diagonalizdvel. Como E;E; = EE;, elas sdo simultaneamente diagonalizéveis.
Assim, podemos encontrar P € GLy(K) tal que para cadai,i=1,...,d, E| := P~'E;P é uma matriz

que possui um certo nimero de 1’s consecutivos ao longo da diagonal e 0’s nas restantes entradas.
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Escrevendo M|(A) = P~'M;(A)P, i = 1,...,d obtemos as relagdes

E;M(A) = M;(A)E; (2.4)
E'M{(A)=M;(A)E; =0, j=1,....d,i#] (2.5)
E;M(A) = M;(A)E; = M;(A) (2.6)

Assim, M/(A) tem entradas nulas excepto nas linhas e colunas nas quais E; tem 1. Concluimos que
P~ ![r;;(A)]P é a soma diagonal de matrizes por blocos M!(A). Finalmente r é equivalente a uma soma
directa de representagdes polinomiais homogéneas. O

Vejamos agora uma aplicagdo do teorema anterior.
Exemplo 2.1.6. Seja K = R. A representac@o polinomial r: GL,(R) — GL3(R) definida por

81,1—821 81,1 —8211T812—822 &1,1—8211+812—822
r(g) = 82,1 82,11+ 822 g21+&p—1 , &= (gij) € GLy(R),
0 0 1

¢é equivalente a uma soma directa de representagdes polinomiais homogéneas.

Demonstracdo. Apliquemos o teorema anterior, usando a mesma notacdo. Entao,

00 O 1 00
Eo(g)=10 0 —1|, Ei(g)=1|0 1 1|, E=0,i>2
00 1 000
0
Como |—1| é um vector proprio de Ey associado ao valor préprio 1 e vector préprio de E; associado
1
-1 1
ao valor préprio O e | 1 | e [0| s@o vectores proprios de Ej associados ao valor préprio 1 e
0 0
0 -1 1
vectores proprios de Eq associados ao valor préprio 0, podemos escolher P= | —1 1 0. Assim
1 0 O
1 0 0
r € equivalente a representacdo g~ |0 g2 g21/|, que € uma soma directa de representacOes
0 g12 &1

polinomiais homogéneas.
Exemplo 2.1.7. Seja K = F,. A representacdo r: GL,(K) — GL,(K) definida por

1 ai,apn,az),a
)= o T A= () < o)
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onde f(x1,x2,x3,%4) = 1 +x1x4(1 —x2) (1 —x3) +x1x0x3 (1 —x4) + 200304 (1 —x1), 5, €K, i=1,...,4
€ uma representacio polinomial, mas ndo € uma soma directa de representagcdes polinomiais ho-
mogéneas.

Demonstragdo. Comecemos por mostrar que r é uma representagdo. Observemos que S3 = GL, (K),
0 1 0 1

onde g: GL,(K) — S3, definido por g ([1 1]) =(123)eg ([1 0]) = (12), é o isomorfismo
considerado entre estes dois grupos. Esta identificacdo induz a aplicacio ’ = gorog~!. Portanto,
r'(e) =7 (132) =1 (123) = e, e r'(12) = ¥/(13) = r/(23) = (23). Temos que ' é um homomorfismo
entre grupos, logo r é uma representacao.

Pela defini¢do de representag@o polinomial € imediato constatar que r ¢ uma representacio polino-
mial que ndo é homogénea. Se r fosse uma soma directa de representagdes polinomiais homogéneas
entdo o GL,(K)-médulo originado pela representacdo admitiria uma base com 2 elementos que seriam

1
vectores proprios para a transformacao linear definida pela multiplicacdo a esquerda de [O 1] com

os elementos de V, o que ¢ falso. O

Assim sendo, o Teorema 2.1.5 falha para corpos finitos. No entanto, esta falha acaba por nédo ser
imprevisivel pois, usando técnicas de interpolagdo, vé-se que qualquer representagio de GL,(K) é
polinomial sobre corpos finitos e portanto seria soma directa de polinomiais homogéneas. Apesar de
ser do nosso interesse estudar outros contextos para além de corpos infinitos, focaremos exclusivamente
a nossa ateng¢ao em representacdes polinomiais homogéneas. Generalizemos de seguida o conceito

para anéis comutativos.

2.2 Representacoes polinomiais homogéneas sobre anéis comutativos

Definicao 2.2.1. [14] Seja R um anel comutativo com identidade.
Considerem-se R-médulos M e N tais que M € livre. A aplicacdo f: M — N diz-se polinomial

homogénea de grau d se existir uma base (x;);c; de M e uma familia (y,) (1) [p|=q de elementos em

veN
N tais que

f (Z&'M) = Z Alyv,
veN

i€l (”,\D\zd
para todos 4; € R, onde |v| = Y v;, A? = [TA" e N = {v| v: T — Np}.
i€l icl
Uma representagdo r: GL,(R) — GL(V) diz-se polinomial homogénea de grau d se puder ser
estendida para uma aplicagdo r*: Endg(R") — Endg(V') polinomial homogénea de grau d.

E importante notar que uma extensdo, r*, de uma representacio, r, de GL,, (R) é uma aplicagdo r*
tal que r*oi=r, onde i: GL,(R) — Endgr(R") é a aplicacdo definida por

i(A) = i aijbij, A= aij] € GLy(R), (2.7)
=

onde (b;;) é uma base qualquer fixa de Endg(R"). Desta forma, chamaremos extensido candnica
quando a base utilizada for a base candnica de Endg(R").
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Teorema 2.2.2. Se K for um corpo entdo as definicoes 2.1.1 e 2.2.1 sdo equivalentes.

Demonstrag¢do. Sejam r: GL,(K) — GL(V') uma representa¢do polinomial homogénea de grau d se-

gundo a definigdo 2.1.1 e (v;);cr a base escolhida de V. Consideremos a base (fi ;) e para Endg (V),

dada por fi;(v;) = &,jvk, j € 1. Seja (eij)i j—1,.. @ base canonica para Endy (K"). Fixemos arbitrari-

amente A € GL,(K). Portanto r(A) = .er,- i(A)fij. Pela definigdo, r;;(A) pode ser expresso como um
[NIS

polinémio homogéneo de grau d, isto &,

n
I",'j(A) = Z 7LU7,'7J' H a:’kl‘l.
veN"xN" |v|=d k=1

Assim, definindo y, = Y, Ay ;fij, obtemos

i,jel

ra=Y Y Av,i,j<1‘[a,1’§’)ﬁj= Y (Ha,?§l> Y Avijfi= Y, APy, (28)

i,jelv,[v|=d k=1 v,jv|=d \Kki=1 ijel v,jv]=d

v LY
onde A" = I |-
kl=1
Podemos definir a aplicagdo r*: Endg (K") — Endg (V) do seguinte modo: para x € Endyk (K"),
n n .

x= Y xjej, tem-se r'(x)= Y I x;)“-’ yy. Desta forma, r* é uma aplicacdo polinomial ho-

i,j=1 v,|v|=d i,j=1
mogénea e estende r. Por outras palavras r € uma representacdo polinomial homogénea de grau d no

sentido da defini¢do 2.2.1.
Suponhamos agora que r: GL,(K) — GL(V) é uma representag¢do polinomial homogénea de
GL,(K) de grau d no sentido da defini¢cao 2.2.1. Assim existe r*: Endg (K") — Endg (V) tal que

*

o .
r Y ajbij)| = X I1 ai.’]i’yv, em que b;; € uma base de Endg(K"). Deste modo,
i,j=L,...n U,“U‘:d i,j=1,...,n ’
existem coeficientes ¥y tais que e;; = Y ¥V {bix-
’ Lk=1"
Fixamos (v;)ic; uma base qualquer de V e definamos (f;;) como anteriormente. Dado que

yv € Endg(V), entdo existem coeficientes o x; € K tais que y, = Y, @y frs. Assim, para
klel

A € GL,(K) temos

r(A)=r" ( i a,-,je,-J) =r ( Z aij i ﬁfibl,k> =r (lkil ( i “i,jﬁ,}{) bl.,k>

ij=1 ij=1  Lk=1 ij=1
n n . Uk

= Y IT1 X vila Y wsifia

vv|=d \Lk=1 \ij=1 siel

n n . Uk

= Z Z Oy s, H Z %:liaij fs,t

sitel \v,|v|=d Lk=1 \i,j=1
= Z rs,t(A>f:v,ta

stel

onde r,(A), como se pode ver, ¢ um polindmio homégeneo de grau d com coeficientes em K nas
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entradas a; j, i, j = 1,...,n. Portanto,
=Y i) fiavy) =Y, na(A)d =Y (A, j €L (2.9)
kel kel kel

O que significa que r € uma representacao polinomial homogénea de grau d no sentido da definicao
2.1.1. -

Como resultado desta prova podemos ainda inferir o seguinte facto. As representacdes polinomiais
homogéneas de GL,(KK) de grau d num espago vectorial sdo independentes da escolha da base do
espaco vectorial V, e da escolha da base de Endg (K"), uma vez que foram escolhidas bases arbitrarias
na demonstracao.

O facto de uma representagdo ser polinomial homogénea para anéis comutativos também nao
depende da base escolhida de Endg(R"), como podemos ver de seguida.

Teorema 2.2.3. Seja R um anel comutativo com identidade. Sejam M e N R-mdodulos tais que M é
livre.

Se uma aplicacdo f: M — N for polinomial homogénea de grau d numa dada base de M, entdo
também o é para qualquer base de M. Em particular, se uma representagdo r de GL,(R), for
polinomial homogénea de grau d entdo qualquer extensdo r*: Endg(R") — Endg(V') é polinomial
homogénea de grau d.

Demonstragdo. Suponhamos que f: M — N é uma aplicacdo polinomial homogénea de grau d para
a base (x;);es. Assim existem elementos y, € N tais que

f(ZAixi)z Y A

icl veNU) |v|=d

Seja (w;) outra base de M. Entdo existem coeficientes ;; € R tais que w; = Y ¢; ;x;. Fixemos um
Jjel
elemento qualquer ¥ A;w; de M.
iel

(o) = (£am) s (£ ()
¥ (k)

= Alsl B A’lvu a] lrl e aj,ixvj yU
v,|v|=d ]EIl<s1 ..... sv <l

Assim,

lisl o llvu afla 71)1 Yo

v, jEI 1<si, <,..A<sU <l

v|=d

- H y Hx“ra[,)yv— Y (HA,-”f)yz,

v,[v[=d \j€l a,|a|=v; i€l v,|v|=d \ i€l
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para alguns coeficientes y; € N. Portanto f é polinomial homogénea para a base (w;).

Seja r: GL,(R) — GL(V) uma representacdo polinomial homogénea de grau d de GL,(R). Entdo
existe uma extensdo de r, digamos r* por e, como definido em (2.7), isto é, r* o e = r. Consideremos
a inclusdo canénica i: GL,(R) — Endg(R"), pela base canénica. Consideremos a mudanga de base
s: Endr(R") — Endg(R") definida por s(e; ;) = b; j, i, j = 1,...,n. Pelo raciocinio anterior temos
que r* os € uma aplicagdo polinomial homogénea para a base (e; j). Como soi = e, concluimos que
r* os estende r. O






Capitulo 3

Algebras de Schur

3.1 Definicao

Daqui em diante, salvo dito em contrdrio, n,d representam nimeros naturais fixos, e R € um anel
comutativo com identidade.
. . d .
Tomemos V = R", 0 R-médulo livre de rank 7. Denotemos por V" o produto tensorial V g - - Qg V.
| S ——

d vezes

Podemos definir uma ac¢do do grupo simétrico S; em v®" de tal forma que, para cada permutacio
ocS

@ ®Vg) = Vg 1) ®... Vg 13y W@ vy eV 3.1)

V& torna-se assim um RS,-médulo.
Definicdio 3.1.1. [1] A digebra de Schur Sg(n,d) é a subdlgebra Endgs, (V®") de Endp (V®“>.
Observagaes.

(a) De forma andloga a (3.1), para qualquer R-médulo M, podemos definir a ac¢do de S; em M ®d,

por troca de lugares. Em particular, podemos escolher M = Endg (V).
(b) Considerando a ac¢do de S; em Endg (V®d> definida por

G-0=copoc !, VoS, Vo c Endg (v®"),

S
vemos que Sg(n,d) = ( Endg (V®d>) ‘o que justifica o interesse pela proxima identificagio
de Sr (n, d)

S
Teorema 3.1.2. Seja R um anel comutativo com identidade. Entdo Sg(n,d) = ((EndR(V))®d> I

como R-dlgebras.

Demonstragdo. E conhecido que (Endg(V))®" = Endp <V®d) como R-dlgebras , onde a multipli-
cacdo a esquerda é a composi¢do de R-homomorfismos.

Para evitar a ambiguidade desta correspondéncia escrevamos 7(f] ® - - ® f;) quando entendermos
fi®---® f; como elemento em Endg (V@’d), para fi,...,fqa € Endg(V).

11
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Notemos agora que para Vv @ ---®@vy € V' Vo € Sg, Vfi,..., fs € Endg(V),

- n(fi® - @fa)(Vi® - Qvg) =0con(fi ®-~®fd)oo*1(vl ®---Qvg)
=00n(fi® @ fu) (Vo(1) @ ®Ve(a))
=0 (fi(ve(1)) ® @ fa(vo(a)))
= for1)(Vo(o-1(1)) @ ® fo11a) Vo(o-1(a)))
= for1)(n) @+ @ fo1(a) (va)
=T(fo11) @ @ fo1(a)) V1B @ Vq)
=m0 (i® - Rf) (ViR Qvg), W R Qvy cve,

Portanto,
cn(fiw---@fy)=n(c-(i®-f1), YoeES4 Vfi,...,fs€Endg(V). (3.2)
Entao 7 € um isomorfismo de RS,;-moédulos e assim induz um isomorfismo nos S; invariantes. Portanto,
S, S,
((EndR(V))®d> ‘o (EndR (v®")) " 0
3.2 Propriedades

Com o intuito de exibir uma base para a dlgebra de Schur e facilitar a nossa escrita precisamos de

alguma notagdo. Denote-se por I(n,d) o conjunto de todas as funcdes i: {1,...,d} — {1,...,n}.
Escreveremos i(a) =iz, a € {1,...,d}, e i = (i1,...,iz). O grupo simétrico Sy actua em I(n,d) por
troca de lugares, isto €, (i1, ...,ia) = (ig-1(1)- -1 ig1(a))s VO € S, 1 <iy,ennyig <n.

Escreveremos i ~ j para significar que i e j estdo na mesma Orbita da ac¢do de S; em I(n,d).

Assim,
i~ & doeS;: j=o(i). (3.3)

Teorema 3.2.1. Sejam R um anel comutativo com identidade e M um R-modulo livre de rank n, com
R-base (e;)i—1,. n. Entdo

s,
(i) (M®d> * admite uma R-base

Y €,®..®e,: 1<ii<...<ig<n;. (3.4)
Jel(nd)
Jr~i
.. k M®d Sd _ n+d—1
(ii) ran —( d )
Demonstracdo. (i) Dado um médulo livie M com base {ej,...,e,} entdo

{ei ® - Qey,: 1Sil,...,idSn}éumaR—basedeM®d.
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Em cada 6rbita da ac¢do de S; em I(n,d) existe um tnico elemento i satisfazendo
1 <i; <...<iy <n. Escolhemos esse elemento como representante da sua orbita.
Sa
. d I
Seja Y o, ... i,€i, @+ ®e;, um elemento qualquer de <M® ) . Temos que para toda a

1<iy,..ig<n
permutagdo o € Sy,

Oiy...ig€iy Q- Qe =0 2: Qiy....ig €5 D+ D,

1§i1,...,id§}’l lgil,...,l‘dﬁn
= Y Giisip @ Oy,
I<iy,..ig<n
= 2: Qlig1)enmsio(ay €t O " K €y
1<iy,osig<n
Como estamos perante uma base, deduzimos que
Q. iy = Otic(l)_”__’ia(d) Yo €8,. 3.5)

Por outras palavras, os coeficientes o; sdo constantes em cada Orbita. Assim, o conjunto descrito em

d Sa . d . L,
(3.4) gera (M® ) . Novamente, tendo em conta a base descrita de M®", temos que o conjunto é um

Sa
. . . A . d
conjunto linearmente independente sobre R e por consequéncia uma base de (M ® )

(if) Como os anéis comutativos tém a propriedade da dimenséo invariante para os médulos livres
¢ suficiente e faz sentido contar o nimero de elementos da base estabelecida em (i) para termos o
rank de (M ®d)Sd

Contar os elementos da base € equivalente a contar o nimero de 6rbitas em /(n,d) com respeito a
accdo definida pelo grupo simétrico Sy. Para isso, facamos a correspondéncia entre os representantes
de cada 6rbita e as palavras com n+d — 1 letras no alfabeto {x, —}.

Escrevamos n — 1 separadores '—'. Se interpretarmos os espagos vazios entre cada separador
como caixas, entdo temos n caixas. Cada uma destas caixas representard um nimero entre 1,...,n,
por ordem crescente. Seja (ij,...,i;) um representante de uma 6rbita qualquer. Para cadar=1,...,d,
colocamos um % na caixa nimero i,.

Desta forma obtemos, de forma biunivoca, uma palavra com n—1 —’s e d *’s. Assim, 0 nimero
possivel de palavras é dado pela escolha das posi¢des para os simbolos * dentro das n — 1 +d posi¢des

possiveis, isto é, o nimero de palavras possivel é ("+371). Concluimos assim o pretendido. 0

De facto, estas palavras s@o na verdade pesos.

Definicdo 3.2.2. O peso de um elemento i € I(n,d) é a composi¢do (A;,...,4,) de d em n partes,
onde A; = [{1 <pu<n:iy=j}|,paracada j=1,...,n.

Associando a cada i € I(n,d) o seu peso vemos que as Orbitas dos elementos de /(n,d) estio em
bijec¢do com as composicdes de d em n partes, pois todos os elementos numa mesma Orbita t€ém o
mesmo peso e elementos em Orbitas diferentes, pesos diferentes.
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Corolario 3.2.3. Seja R um anel comutativo com identidade. Entdo

n*+d— 1>

rankg (Sg(n,d)) = ( ;

S,
Demonstracdo. Pelo Teorema 3.1.2, Sg(n,d) = ((EndR(V))®d) ‘. Como rank(Endg(V)) = n? obte-
S,
mos, pelo teorema anterior, que rankSg(n,d) = rank ((EndR(V))®d) ‘= ("2+j_1). O

Gracas ao coroldrio anterior, ficdimos a saber que qualquer dlgebra de Schur sobre um anel
comutativo qualquer tem rank finito.
Vejamos de seguida alguns exemplos simples de dlgebras de Schur.

Exemplo 3.3.
(i) Para qualquer n > 0, Sg(n,1) = Endg(V).
(1,d) =R.
(iii) Paran =d =2, Sg(2,2) ¢ isomorfa a subdlgebra de My(R) gerada por E| 1,E 4, Es 1, Es 4,

E\2+Ei3,Er 1 +E31,E42+Es3,E0 4+ E34,E2 5+ E33,Ex 34+ E32, com (E; )i = 1seesé
se (k,1) = (i, ).

Demonstragdo. (i) Imediato.

(ii) Para qualquer d > 0, Sg

(if) Para qualquer d > 0, pelo resultado anterior, rankSg(1,d) = 1 portanto Sg(1,d) = R.

(iii) Fixemos n = d = 2 e R um anel comutativo qualquer. Considere-se a base candnica de
Ve v = Req, vyi=e1 e, v3:=eyReq, V4 := er er. BEntdo, Endg (V®2> tem base (e; ;),
onde e; j(vy) = & jvi. Parao = 07! = (12), temos 6(v1) = vy, 6(v2) =v3, 6(v3) =2, 0(v4) = V4.
Assim, obtemos uma bijeccdo 0: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} dada por 6(i) =i, i=1,4,0(2) =3¢
6(3) =2, tal que 8 = 6. Temos,

(o) '€i7j(Vk) =00¢;;0 Gil(Vk) = GOB,‘J(V@([{)) = 0'(51-79(;{)1)1-) = 63(j)7k6(vi)
= O (j)kVe(i) = €o(i)0() (i), k=1,...,4.

Portanto {e;;: i,j € {1,4}}U{ei; +eq(i)0(j): i € {2,3} ouj € {2,3}} € uma base de Sr(2,2).
Fixando a base (v;);—1,.. 4 obtemos o isomorfismo entre Endg(V®") e My(R) onde a cada elemento
€q(i),0(;) corresponde a matriz Eq ;) g(;). Concluimos assim o pretendido. O

Como podemos observar, a notagio actual para os elementos da base da dlgebra de Schur néo é
a mais compacta nem elegante. Com o intuito de resolver esta questao definamos a ac¢io do grupo
simétrico S, sobre o conjunto I(n,d) x I(n,d) do seguinte modo:

o(i,j) = (oi,0j), Vi,jel(n,d), Vo eS,. (3.6)

Escreve-se (i, ) ~ (k,1) se (i, j), (k,l) € I(n,d) pertencem & mesma Orbita.
Além disso introduzamos a ordem lexicografica nos pares:

(i1, 1) < (i, o) & i1 <irou (it =ir e j1 < jo). (3.7
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Note-se que cada 6rbita de S; em I(n,d) x I(n,d) contém um e um s6 elemento (i, j) tal que
(i1, j1) < -+ <(ig, ja)- Escolnamos esse elemento como representante da sua érbita.

Podemos também considerar a base candnica de Endg(V) totalmente ordenada:

(er,.-.- ,€11,€21--,€nn). Agora aplicando o Teorema 3.2.1 vemos que Sr(n,d) tem base
{gi,j : (ilvjl) <...< (idvjd)v l?.] € I(I’l,d)}, (38)
onde§; j:=m Yy el @ Qe i,

Portanto uma base de Sg(n,d) é indexada por um transversal das 6rbitas da ac¢do de S; em
I(n,d) xI(n,d).

Podemos agora deduzir uma férmula para a multiplicagdo em Sg(n,d), isto é, determinar os
coeficientes a(f,g,i, j,t,u) de §¢ 40&; j nabase (& ).

Sejae;, ®---Re;, € v®' um elemento qualquer da base. Temos,
Ja e d

éi7j(esl Q- esd) = Z €l ki (esl) Q- Qe k, (esd) = 6k| sy @@ 619173(16151
(l7k): (l,k)w(i,j) (lvk): (luk)N(i:j)

= Z 6161731 "'6/91»?4611 @---Qey, = Z e, @ Qey,.
(1) (1K)~ (0, ) I (Ls)~(ij)
Entdo, ao escrevermos &; j(ej, ® --- ® ej,) como combinacdo linear dos vectores da base
{ex, ®---®ey, }, a coordenada relativa a e;, @ --- ®e;, é igual a 1.

Seja u tal que (¢,u) indexa um elemento da base de Sg(n,d) considerada. Entdo, temos que
Eroo&ijlen, ®---®ey,) tem o coeficiente de e, ® - -- Qe igual a o (f,g,i, j,t,u).

Por outro lado,

éf,goéi,xesl@m@esd)=«:f,g( )} eh®~-~®ezd>: Y &rglen00e,)
L (1,s)~(i,))

) 1: (1s)~ (i)

= Z Z €q ®--Req, = Z Z €q @ Reg,

L (Ls)~(i,j)a: (a,l)~(f.8) acl(nd) 1: (1,s)~(i,))
(a,l)~(f.8)

Assim, tomando s = u, temos que §f7g o §,-7j(eu1 ®---®ey,) tem o coeficiente de ¢;, ® - -- R ¢;, igual a

y 1L
lel(nd)
(Lu)~(i.j)
@©,0~(f.8)

Logo,

a(f7g7i7j7t7u) =

{lEI(n,d): (l’”)w(i’j)}‘.
(1)~ (f.8)
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Concluimos que a multiplica¢do em Sg(n,d) é dada pela formula:

Ergo0&ij= ) a(f.g.i,j,t,u)& 4 (3.9)

tuel(n,d)
(trun) <. <(ta ua)
Como consequéncia directa desta férmula temos &r,0&;; =0 se g » i. Portanto &;;0&;; =0
para i »~ j. Assumindo (i,i), (f,u) representantes de Orbitas, verificamos que o(i,i,i,i,t,u) =0
sempre que ¢ « [ ou u ~ i. Tem-se também, o(i,i,i,i,i,i) = 1. Logo, éfi = &;;. Além disso,
Ciiles, @ Qey,) =€, @--- ® ey, supondo s ~ i, caso contrédrio &;;(e;, ® - Res,) =0, 0 que

leva a que y &ii = Lgg(na)-
1<i <. <ig<n

Associando a cada i 0 seu peso A podemos designar &; ; por ;.
Provdmos que:

Teorema 3.3.1. Existe uma base de Sg(n,d) que contém elementos idempotentes ortogonais &, onde

A é uma composigao de d em no mdximo n partes. Além disso, 1, 4) = Y&;.
i A

Terminemos o capitulo, explorando condicdes para que a dlgebra de Schur seja semi-simples.

Teorema 3.3.2. Sejam R um anel comutativo com identidade e A uma R-dlgebra. Se V for um

A-mdédulo com rank finito semi-simples entdo Ends (V') é uma dlgebra semi-simples.

Demonstracdo. Dado que V € semi-simples, por definicdo, temos V = Sll<1 @®--- @S, onde S; sdo
A-modulos simples tais que S; = S; se e sose i = j.

Temos Ends (V) = Homy <S’1<1 D--Psshp-- @S’;r) =~ PHomy (Sf.‘f,S'/‘.f ) Usando o Lema
l~J ’
de Schur, vemos que para i # j se tem Homy (Sf."' , S];.f ) =0.
Novamente Homy (S¥,8%) = @ Homy(S,S)= @ Enda(S). Porém, S é um A-médulo
st=1,...k sit=1,...k
simples, portanto Ends(S) € um anel de divisdo pelo Lema de Schur.

Logo, pelo Teorema de Wedderburn, Ends (V') é uma dlgebra semi-simples. O

Corolario 3.3.3. Seja K um corpo com caracteristica zero ou superior a d. Entdo a dlgebra de Schur,

Sk(n,d), é semi-simples.

Demonstragdo. Temos que char(K) ndo divide |Sy| = d!. Por isso a dlgebra KS,; é semi-simples,
pelo Teorema de Maschke. Assim o KS;-médulo (K”)®d € semi-simples.
Pelo teorema anterior, Sk (n,d) = Endks, ((K")®d) ¢ uma élgebra semi-simples. O



Capitulo 4

Dualidade de Schur-Weyl e epimorfismos
fortes

4.1 Definicao da dualidade de Schur-Weyl

Estudaremos agora a importéncia da dlgebra de Schur Sg(n,d) no estudo das representagdes polino-
miais homogéneas de grau d de G := GL,(R).
O grupo linear geral de grau n, GL,(R), actua sobre V = R" por multiplica¢do. Assim, G actua
sobre V&' por p: G — GL (V®d>, onde
PV ® - Rvy)=gvi® - Rgvy, EEG, VIR Qvy €V®d.

Além disso, como vimos, o grupo simétrico, S;, também actua sobre Ve’
Considerando a extensao para as dlgebras de grupo destas duas acgdes obtemos os homomorfismos
de dlgebras p: RG — Endg (V®d> e ¥: RS; — Endg <V®d).

Estas duas ac¢des comutam. Mais precisamente, Vo € Sy, g € G, Vi ® - Qvy € V®d,

o(g1®--®vg)) =0(gv1 @ @gva)
=g 1)@ ®gVg-1(g) = g(v(rl(l) R ®v671(d)) =g(o(M®:--®vy)).
Portanto, obtemos os homomorfismos entre dlgebras p : RG — Endps, (V®d> e V: RS; — Endgg (V®d).

Definicao 4.1.1. Se os homomorfismos de dlgebras p e y forem sobrejectivos dizemos que se verifica
a dualidade de Schur-Weyl.

Observagdo. Trata-se de uma dualidade no seguinte sentido:
(a) A imagem de S; em Endg <V®d> gera Endgg (V®d) ;
(b) A imagem de G em Endg <V®d) gera Endgs, (V®d>.

Assim, nas condi¢des da dualidade de Schur-Weyl a édlgebra de Schur, Sg(n,d), é gerada pela
. d
imagem de G em Endpg <V® )

17
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4.2 Restricao de escalares e epimorfismos fortes

Neste momento estudemos apenas o homomorfismo p. Para tal, necessitamos de introduzir algumas
nogdes gerais.

Sejam A, B anéis com identidade e f: A — B um homomorfismo de anéis preservando a identidade.
Dado um qualquer B-médulo M, podemos também considerar M como um A-mddulo definindo am :=
fla)m, a € A, m € M. Designemos este A-mddulo por FM. Obviamente qualquer B-homomorfismo
f: M — N é também um A-homomorfismo.

Designemos por A-Mod a categoria de todos os A-mddulos a esquerda, isto é, a categoria cujos
objectos sdo os A-médulos a esquerda e os morfismos sdo os A-homomorfismos, com a composi¢ao
usual. Designemos por A-mod a subcategoria plena de A-Mod cujos objectos sdo todos os A-médulos
finitamente gerados. Podemos assim definir o functor, por "restricdo de escalares",

F: B-Mod — A-Mod
M—FM

(M J, N) - (FM J, FN)

No caso da dlgebra de Schur, qualquer Sg(n,d)-médulo M se torna num RG-médulo definindo
gm:=p(g)(m), g€ G, me M.

Podemos ver que, no caso geral de dois anéis A e B, F': B-Mod — A-Mod tem um functor adjunto
a esquerda. De facto, podemos definir um functor G, por "extensio de escalares", da seguinte maneira.

B pode ser interpretado como um A-mddulo a direita, com a accdo B X A — B definida por
bxa:=bf(a), b€ B, ac A. Facilmente se vé que B é um (B,A)-bimddulo.

Seja M um A-médulo qualquer. Definimos o B-mddulo GM := B®4 M. Dados A-médulos M
e N e qualquer A-homomorfismo u: M — N, define-se G(u) = idg ® u. Temos assim um functor
G: A-Mod — B-Mod.

Teorema 4.2.1. G ¢ adjunto a esquerda do functor F, definido por restricdo de escalares.

Demonstragdo. Queremos provar que os functores Homg(G—,—), Homa(—,F—): (A-Mod )P x
B-Mod — Set sdo naturalmente isomorfos.

Sejam M e M’ um A-médulo e um B-mdédulo, respectivamente.

Definamos a aplicagdo oy : Homp(GM,M") — Homa(M,FM') por oy (1) = uoe, onde
e: M — B®s M é a aplicagdo definida por e(m) = 13 @m.

Definamos agora a aplicagdo oy, : Homy(M,FM') — Homg(GM,M') por Qy; ,n(v) = Wo
(idg®v), onde i é o morfismo multiplicagdo de B® M’ em M’. Entdo 0y p € 0‘1,\/17 A0 inversos.

Provemos que o = (0w pr7) € &' = (0 ;) so transformagdes naturais.

Sejam f: N —-M e h: M' — N’ A-homomorfismo e B-homomorfismo, respectivamente.

Como (idg ® f) oe = eo f, entdo, para qualquer g € Homg(GM,M’),

Homy (fF,Fh)o oy p(8) = Homa(fP,Fh)(goe) =Fho(goe)of=Fhogo(idg® f)oe
=hogoGfoe=oypn(hogoGf)= oy oHompg(Gf h)(g).

Logo, o € uma transformagcao natural.
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Para quaisquer w € Homg(M,FM') e b@n € BQ N temos,

Homg(Gf°P,h) o oty y(w)(b@n) = Homp(GfP ,h)(u o (idg @w)) (b @ n)
=ho(uo(idg@w))oGf(b®n) =hopo(idg@(wo f))(b&n) = h(bw(f(n))) = bh(w(f(n)));
oy v © Homa (f°F,Fh)(w)(b®n) = oy yi(Fhowo f)(b®n) = o (idg® (Fhowo f))(b@n)

= o (b@h(w(f(n)))) = bh(w(f(n))).

Logo o’ é uma transformagdo natural, portanto ¢ é um isomorfismo natural. O

De seguida, iremos apresentar uma nova caracterizacdo das representagdes polinomiais ho-
mogéneas de grau d, que envolve a accdo do grupo simétrico S;. Esta caracterizagdo permitird
relacionar as nogdes de representacdio polinomial homogénea e de mddulos para a dlgebra de Schur, o
que nos levard a concluir que o functor F: Sg(n,d)-Mod — RG-Mod esté definido da categoria dos
modulos sobre a dlgebra de Schur para a categoria das representacdes polinomiais homogéneas de
grau d de G.

s,
Para cada R-mddulo livre M, definimos y;: M — (M ®d) ‘ , por Yu(x) = x®d, xXeM. “4.1)

Lema 4.2.2. [3, Capitulo 4, seccdo 5.9] Seja R um anel comutativo. Sejam M e N R-médulos tais
que M é livre de rank m. Entdo a aplicacdo f: M — N ¢é polinomial homogénea de grau d se e sé se

N
existir uma aplicagcdo R-linear h: (M ®d> ‘ — N satisfazendo f = hovyy .

Demonstracdo. Primeiro facamos alguns calculos preliminares com a aplicacao ;. Consideremos
(€k)k=1....m uma base de M. Verifiquemos que:

d m m
Yu (Z )vkek) = (Z 7%6;'1) R ® (Z lideid)
k=1 =l =1

e Z )“l‘l.nﬂ’l’deh@“'@el’d

1<iy,..,ig<m

= ) Y AAje@-®e,

I<ii<..<ig<m (jy,..,ja): jovi

= Y A, ) e ®®e,
1<i)<...<ig<m (J1seesda) s Jr~i

= Z AVey,

veN™, Jv|=d

m
ondeey:= Y e;,® - ®ej,. Aqui 0 = (Vy,..., V) € 0 peso de (i1,...,iq) e AV = [TA”.
Jr i i=1
Suponhamos que f € polinomial homogénea de grau d. Entdo existem y, € N tais que

m
f ( y lkek> = Y. AVyy. Pelo Teorema 3.2.1, sabemos que (ey)yenm |y|—a € Uma base para
k=1 veN" Jv|=d

®d Sd . ~ . ®d S‘l
(M ) . Definamos a aplica¢@o R-linear h: (M ) — N por h(ey) = yyp.

m
Portanto, para x = Y, Ager € M, tem-se
k=1
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fx)=f (i A&k@c) = Z APy = Z A"h(ey)
k=1

veN" Jv|=d veN" |v|=d

=h < Z l”eu> =h (?’d (i Akek>> = h(7a(x)).
veNm |v|=d k=1

Reciprocamente, supondo que existe 4 nas condigdes do enunciado, definindo y,, = h(ey ), obtemos
m m
FlY e | =hlwu| Y he | | = Y A%hler)= )Y, A’y
k=1 k=1 veN" |v|=d veN" |v|=d
Logo, f é polinomial homogénea de grau d. 0

S
Daqui em diante, salvo dito em contrério, ¥, designa o homomorfismo Endg (V) — ((E ndR(V))®d> l ,

X~ x® para qualquer x € Endg(V).

s
Observagdo. Consideremos 7T ((EndR(V))®d> ‘5 Sr(n,d) o isomorfismo definido no Teorema
3.1.2ei: G— Endg(V) ainclusdo canénica definida em (2.7). Entdo moy;0i=p).

De facto, para qualquer elemento ey, ® - -+ ® ey, da base de v temos,

n
moYyoi(g)(er ®- - Rey,) =ToYy ( Y 8i.,jei7j> (ex, ® - @ex,)
ij=1

n n
= < Z gilJ&l’]Jl) Q- ® ( Z gids]'deid-,jd> (ekl ®"'®ekd)

i17j1:1 l.d,jdzl
n n
= Z 8i 5kl g€ | ®@® Z 8ia,ja 5kdsjdeid
inj1=1 ig,ja=1
=gep, ®---®ger, =p(g)ley, @ Rey,), Vg €G. (4.2)

Designemos por (RG)s-Mod a subcategoria plena de RG-Mod cujos objectos sdo os RG-mé6dulos a
esquerda cuja representagdo associada € uma representacdo polinomial homogénea de grau d. A estes
moédulos chamamos polinomiais homogéneos de grau d.

Lema 4.2.3. O functor F : Sg(n,d)-Mod — RG-Mod estd definido da categoria dos Sg(n,d)-médulos
para a categoria dos RG-modulos polinomiais homogéneos de grau d, isto é, existe um functor
Foaq: Sr(n,d)-Mod — (RG)4-Mod, dado por F, y(M) =F (M) e F,, a(f) = F(f), f € Homg,(, ¢)(M,M").

Demonstragcdo. Seja M um Sg(n,d)-médulo, com o a representagdo de Sg(n,d) associada.

Temos que FM = M é um RG-médulo com representagio associada r: G — GL(M), r(g)(m) =
a(p(g))(m).

Provemos que r é uma representacdo polinomial homogénea de grau d de G. Considerando a
notagdo habitual, definamos & := o o . Assim, para qualquer g € GL,(R),

. (42
hovy;0i(g) =oomoy,0i(g) (42) aop;(g) =r(g)
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Portanto /o y; estende a representacdo r, e pelo lema anterior, concluimos que r € uma representaco
polinomial homogénea de grau d. O

O nosso proximo objectivo serd mostrar que este functor € uma equivaléncia de categorias. Com
esse propdsito, descrevamos quando o functor F € pleno e fiel. E assim necessério recordar a no¢ao
de epimorfismo.

Definicao 4.2.4. Um homomorfismo de R-dlgebras ¢ : A — B diz-se um epimorfismo, se para qualquer
que seja o par @1, ¢, : C — A de homomorfismos de R-algebras, ¢ o ¢; = ¢ o ¢ implicar ¢; = ¢».

Para a demonstragdo do préximo lema usaremos argumentos semelhantes aos usados em [19].

Lema 4.2.5. Seja ¢ : A — B um homomorfismo de R-dlgebras. O functor F induzido por ¢, por
restricdo de escalares, € pleno e fiel se e s6 se ¢ for um epimorfismo de dlgebras.

Demonstragdo. Seja h: M — N um B-homomorfismo de médulos. Como F (h)(m) = h(m), Vm € M,
sai que o functor F € sempre fiel.

Suponhamos que F € pleno. Mostremos que ¢ ¢ um epimorfismo de dlgebras. Suponhamos que
existem Y1, Y, : B — C homomorfismos de dlgebras tais que yj 0 ¢ = yp 0 ¢.

Entdo, C pode ser interpretado como B-mdédulo de duas formas distintas. De facto, temos o
médulo C; := C com multiplicagdo b x| ¢ = yi(b)c, b € B, ¢ € C, e temos 0 mddulo C; := C com
multiplica¢do b X, ¢ = Y (b)c, b € B, ¢ € C.

Dado que y; 0 ¢ = y» 0 ¢, vemos que

dla)xic=vyi(d(a))c=yr(d(a))c=d(a) x2c, acA, ceC. (4.3)

Portanto FC; = FC, como A-mdédulos. Logo, temos que a identidade id¢: FC; — FC, é um A-
homomorfismo. Como F' € pleno existe um B-homomorfismo u: C; — C; tal que Fu = idc, isto é,
u—= idc.

Assim, para qualquer b € B,

v2(b) = v (b)lc = b X2 1c = b x2idc(1c) = ide(b X1 1c) = b X1 1c = yi (D).

Logo y» = v, o que implica que ¢ € um epimorfismo de dlgebras.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ é um epimorfismo de 4lgebras.

Suponhamos que M e N sdo B-médulos a esquerda. Suponhamos, por absurdo, que existe um
A-homomorfismo de médulos u: FM — FN tal que u: M — N ndo é um B-homomorfismo.

Definamos o grupo abeliano M = Homg(M,N). E ficil ver que M é um B-bimédulo. Assim, por
hipétese au = ua, VYa € A, mas bu # ub para algum b € B.

Consideremos a R-dlgebra B M com (by, f1)(ba, f2) = (b1ba, b1 f> + fib2) € r(b, f) = (rb,rf).
Vejamos apenas a compatibilidade entre a multiplica¢do escalar e a multiplicacdo no anel,

(r(by, 1)) (b2, f2) = (rb1,rf1) (b2, f2) = ((rb1)ba, (rby) fo + (rf1)b2)
= (r(b1b2),r(bi fa+ fib2)) = r((b1, f1)(b2, f2)).
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Sendo anélogo (blvfl)(r(b27f2)) = r((blafl)(b27f2))‘
Consideremos os R-homomorfismos de dlgebras B1,8,: B — B@OM, B (b) = (b,0), Ba(b) =

(b,bu— ub).
Por hipétese, B # fB,. Por outro lado,

Bro9la) = (9(a),9(a)u — ug(a)) = (¢(a),au — ua) = (¢(a),0) = Bi o ¢(a), Va € A.

Mas ¢ é um epimorfismo, logo obtemos um absurdo. Portanto qualquer A-homomorfismo de médulos
u: FM — FN é um B-homomorfismo de mddulos, por outras palavras F' € um functor pleno. O

Para mostrar que o functor F' € uma equivaléncia de categorias falta-nos uma dltima peca, isto €, a
nocao de epimorfismo forte.

Definicao 4.2.6. [14] Seja ¢: A — B um homomorfismo de R-algebras. Dizemos que ¢ é um

epimorfismo forte se

(i) ¢ for um epimorfismo de dlgebras;

(i) Um A-médulo M for a restri¢ao, por ¢, de um B-médulo, caso exista uma aplicagdo R-linear
h: B — Endg(M) tal que a representagdo r: A — Endg(M) é igual a composigdo ko ¢.

Exemplo 4.2.7. Qualquer homomorfismo sobrejectivo € um epimorfismo forte.

Demonstragdo. Suponhamos que ¢ : A — B ¢ um homomorfismo sobrejectivo. Entdo,

(i) E imediato.

(if) Seja M um A-médulo. Denotemos por r: A — Endgr(M) a representagdo associada a M.
Suponhamos que existe uma aplica¢do R-linear s: B — Endg(M) tal que so ¢ = r. Provemos que s €
uma representagao.

Sejam by, b, € B quaisquer. Entdo, existem a;,a, € A tais que by = ¢(a;) e by = ¢(az), logo

s(b1)s(b2) = s(9(ar))s(¢(az)) = r(ar)r(az) = r(aiaz) = s(¢(ar1a2)) = s(b1b2).

Além disso, s(1g) = s(¢(14)) = r(14) = idy. Logo, s é uma representagdo. Portanto, M é um
B-médulo, sendo o A-médulo M a restrigao, por ¢, do B-mddulo M. O

Teorema 4.2.8. [14] O functor F, 4: Sg(n,d)-Mod — (RG)4-Mod é uma equivaléncia entre a cate-
goria dos Sg(n,d)-mddulos e a categoria das representagcdes polinomiais homogéneas de grau d de
G se e 50 se o R-homomorfismo de dlgebras p: RG — Sg(n,d) for um epimorfismo forte.

Demonstracdo. E conhecido que F, 4 € uma equivaléncia de categorias se e sO se F;, 4 € fiel e pleno, e
cada RG-médulo polinomial homogéneo de grau d for isomorfo a F, 4M, para algum Sg(n,d)-médulo
M.

Pelo Lema 4.2.5, F, 4 € pleno e fiel se e s6 se p for um epimorfismo de dlgebras.

Suponhamos que F, 4 ¢ uma equivaléncia de categorias. Resta provar (ii) na defini¢cdo de epimor-
fismo forte.

Como Sg(n,d) = ((EndR(V))®d)Sd, pelo Teorema 3.1.2, e dado que, como podemos ver na
préxima proposi¢do, a composicdo de um isomorfismo com um epimorfismo forte permanece um
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epimorfismo forte, podemos, sem perda de generalidade, provar apenas que p’ := 7' op é um
epimorfismo forte.

Fixemos um RG-médulo M polinomial homogéneo de grau d, e seja ¢1: RG — Endgr(M), a
representagdo originada por M. Suponhamos que ¢; € factorizada por p’ através da aplica¢do R-linear
0r: ((EndR(V))®")S" s Endg(M), isto &, ¢20p" = ¢.

Seja 7y, a fungdo definida em (4.1). Tomando ¢ := ¢, 0y, vemos que ¢; é uma extensdo da
representacdo ¢ de G, pois

1

. . ) _ (42 _
pyoi=oyci=dpon 07?0%101(:)4’2075 Yop, = aop, = 01, (4.4)

onde i é o homomorfismo canénico i: G — Endg(V) definido em (2.7).

Pelo Lema 4.2.2, ¢; é uma aplica¢do polinomial homogénea de grau d. Assim, 1|, € uma
representacdo polinomial homogénea de G de grau d. Como F € uma equivaléncia de categorias,
temos que M € a restri¢do de um Sg(n,d)-mddulo, isto é, Vm e M, g € G, g-m = p(g)m.

Além disso, M pode ser considerado um ((E ndg(V) )®d) 8 -médulo usando a restricdo de escalares
induzida por 7. Atendendoaque Vme M, ge G

g-m=p(g)m=mon ' op(gym=mn(p'(g))m=p'(g)-m,

concluimos que M ¢ a restri¢do de um ((EndR(V))®d)Sd—médulo, por p’.

Verifica-se entdo (ii), e concluimos que p’ é um epimorfismo forte. Assim p é um epimorfismo
forte.

Suponhamos agora que p é um epimorfismo forte. Seja M um RG-mddulo polinomial homogéneo
de grau d e f: G — GL(M) a representacgdo associada a M. Por defini¢do, existe uma extensao
f*: Endg(V) — Endg(M) polinomial homogénea de grau d. Pelo Teorema 2.2.3, podemos supor que
a extensdo ¢ feita através do homomorfismo canénico i: G < Endg(V).

s,
Pelo Lema 4.2.2, existe uma aplica¢@o R-linear : ((EndR(V))®d) . Endr(M) tal que f* =

ho Ya-
Assim,

f(g) = froi(g) =hoysoi(g) =hom 'omoyoi(g)=hom 'op(g), Vg €G. (4.5)

Estendendo f: G — GL(M) para a dlgebra de grupo RG, obtemos f: RG — Endg(M) tal que
f=horn top. Mas, hor !': Sg(n,d) — Endg(M) é uma aplicacdo R-linear. Pela definicdo de
epimorfismo forte, conclui-se que M € a restri¢do de um Sg(n,d)-mdédulo, através de p. O

Agora que sabemos que a equivaléncia entre as categorias ocorre quando p for um epimor-
fismo forte, € extremamente relevante explorar esta no¢cao. Portanto, vejamos, de seguida, algumas
propriedades dos epimorfismos fortes.

Proposicao 4.2.9. Sejam f: B— C e g: A — B homomorfismos de R-dlgebras.

* Se g é um homomorfismo sobrejectivo e f um epimorfismo forte entdo f o g é um epimorfismo
forte.
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» Se g é um epimorfismo forte e f um isomorfismo entdo f o g é um epimorfismo forte.

* Se g é um epimorfismo e f o g é um epimorfismo forte entdo f é um epimorfismo forte.

Demonstragdo. Suponhamos que g é sobrejectivo e f um epimorfismo forte. E imediato que fog é um
epimorfismo. Seja M um A-médulo. Suponhamos que existe uma aplicagéo R-linear s: C — Endg(M)
tal que so fog = r, com r a representacdo associada a M. Como g € sobrejectivo, sai que so f é
uma representagdo de B. Como f € um epimorfismo forte, existe um homomorfismo de R-algebras
h: C — Endg(M) tal que ho f =so f. Como f é um epimorfismo temos 2 = 5. Logo M como
A-mddulo € a restricdo, por fog, de um C-mddulo. Logo f o g é um epimorfismo forte.

Suponhamos agora que g é um epimorfismo forte e f um isomorfismo. Novamente, f o g € um
epimorfismo. Seja M um A-médulo e s: C — Endg(M ) uma aplica¢do R-linear que satisfaz so fog=r,
com r a representacdo associada a M. Como g é um epimorfismo forte, existe 7: B — Endg(M) que
satisfaz 7o g = r. Assim, 7o f~! o fog = r. Logo, M é um C-médulo com a representagio associada
7o f~!. Logo fog é um epimorfismo forte.

Suponhamos agora que f o g € um epimorfismo forte e g € um epimorfismo. Temos que f é um
epimorfismo.

De facto, se existirem homomorfismos de R-dlgebras y1,y»: C — D que satisfazem yj o f =
Yo f,entdo Yo fog=yro fog. Como fogéum epimorfismo, temos que Y| = Y.

Seja M’ um B-médulo com ¢: B — Endg(M’) a representagdo associada a M’. Suponhamos que
existe uma aplica¢do R-linear s': C — Endg(M’), com s’ o f =¢. Entéo, s'o fog=rog. Como
fog é um epimorfismo forte existe um homomorfismo de R-dlgebras p: C — Endgr(M’) tal que
pofog=tog. Como g éum epimorfismo, concluimos que po f = t. Logo M’ como B-médulo € a
restri¢do, por f, de um C-mdédulo. Portanto f € um epimorfismo forte. O

Lema 4.2.10. [14] Seja K um corpo. Entdo o K-homorfismo de dlgebras ¢ : A — B é um epimorfismo
forte se e s6 se ¢ for sobrejectiva .

Demonstracdo. Suponhamos que ¢ é um epimorfismo forte. Definamos A’ = ¢(A). A’ é um espago
vectorial sobre K, portanto admite uma base. Dado um espaco vectorial sobre K, digamos M, todo
0 homomorfismo de dlgebras A’ — Endg (M) é, em particular, uma transformagdo K-linear. Con-
siderando uma base de B que contenha a base escolhida de A’, podemos estender essa transformagio
linear para B — Endyg (M). Denotemos por 1 a inclusio A" — B.

Temos que, t o ¢ é um epimorfismo forte e ¢ um epimorfismo, portanto 1 ¢ um epimorfismo forte.

Assim todos os A’-mddulos, através de 1, podem ser considerados B-mddulos. Por outras palavras,
o functor F induzido por 1t é uma equivaléncia entre a categoria dos B-mddulos e a categoria dos
A’-médulos.

Como F' é uma equivaléncia entre categorias entdo a unidade 1 : 14/_p0¢ — FH é um isomorfismo
natural, onde H ¢ o functor adjunto esquerdo de F. Como functores adjuntos esquerdos ao mesmo
functor sdo naturalmente isomorfos, podemos supor HA' = B4 A’. Assim, Ny : A" — By A,
Na(a) = 1®a, a € A’, é um isomorfismo.

Seja o B®y A" — B o isomorfismo definido por a(b ® a) = ba, b € B, a € A’. Entdo, para
qualquer a € A’, aony(a) = o(1 ®a) = 1(a). Logo 1 = con é um isomorfismo, e A" = B. O

Se R ndo for um corpo, perdermos a equivaléncia como foi observado em [14].
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Exemplo 4.2.11. Seja R = Z. A inclusdo candnica ¢: Z — Q é um epimorfismo forte de Z-algebras
mas ndo é sobrejectivo.

Demonstracdo. Sejam f,h: (Q — A homomorfismos de Z-algebras tais que foe = hoe. Seja 5 0)
qualquer. Entdo,

1(2)=rs(5) =pria) =pisi@n = pinia) =n(2).
q q q
Logo e é um epimorfismo.

Seja M um Z-mddulo. Suponhamos que existe uma aplicacdo Z-linear h: Q — Endy (M) tal que
hoe=r,onde r € a representacdo originada pelo médulo M.

Assim, podemos definir uma estrutura de (Q-médulo em M que satisfaca 5 Xm:=h (5) (m),
5 ceQ, meM.

De facto, como & € uma aplicag¢do Z-linear com imagem em Endz (M) e h(lg) =roe(l) =idy
resta provar que /& preserva a multiplicacdo de QQ para ser uma representacdo de Q.

Observemos agora que: Se g € Z\{0}, e m € M sdo tais que gm = 0 entdo m = 0. (4.6)
De facto,
= iau(n) =(1)m) =1 (£} 0n) 2 () o) (1) am) =0,

onde em () usamos o facto de & ser uma aplicacdo Z-linear e em (xx) que h (é) € Endz(M).
Vejamos agora que, para quaisquer %, % € Q, se tem

1 ) . . 1 1 1 1
q192h () =idy =idyoidy = q1h <> oq2h () =q192h <> oh <> .
q192 q1 q2 qi q2

Por (4.6), temos h (41]@) =h (%) oh (é) Multiplicando em ambos 0os membros por p; p» e usando

a linearidade de /, obtemos h (%) oh (%) =h (%), para quaisquer racionais %, %. Além disso,
pm=r(p)(m)=hoe(p)(m)=pxm, p€Z, me M. Portanto M como Z-mdbdulo € a restri¢do, por

e, de um Q-mdédulo. Logo e é um epimorfismo forte, mas néo € sobrejectivo. O

Podemos também, através do préximo exemplo, ver que nem todos os epimorfismos sdo epimor-
fismos fortes.

Exemplo 4.2.12. Seja K um corpo. O epimorfismo de dlgebras ¢ : K[X] — K(Z,+) definido por
o(ap+--+aX")=apvo+...+apvn, ap+ -+ a,X" € K[X], onde v; denota o elemento i da base
7 da algebra de grupo KZ, nao € um epimorfismo forte.

Demonstracdo. E imediato ver que ¢ é um homomorfismo entre K-algebras, pois v;v j = Vitj €
¢ (1) = 1vy. Temos que ¢ ndo é sobrejectiva pois o elemento v_; ndo pertence a imagem de ¢.

No entanto, temos que v_,, = (v,,) !, paran > 0, e como 1 gera Z sai que v, = vi 4. 11 = (V)"
Desta forma v gera KZ.

Como v; = ¢(X), temos que ¢ é um epimorfismo. Pelo lema anterior, ¢ ndo € um epimorfismo
forte, mas é um epimorfismo. O
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Assim, em geral, para R-dlgebras
sobrejectividade=-epimorfismo forte = epimorfismo;
Se R for um corpo entdo

sobrejectividade < epimorfismo forte = epimorfismo.

Observacdo. Seja R um anel comutativo. Em teoria de categorias dizemos que ¢ : A — B é um epimor-
fismo forte de R-adlgebras, se para quaisquer homomorfismos de R-dlgebras hj: A —C, hy: B—De
qualquer monomorfismo m: C — D que satisfagam m o h| = hy o ¢, existir um tinico homomorfismo
t:B—Ctalquemot=hyetod = h;.

Usando esta nocdo categérica de epimorfismo forte em R-dlgebras, temos que as nocdes de
sobrejectividade-epimorfismo forte coincidem. Assim, o conceito aqui usado de epimorfismo forte é

uma nog¢do mais fraca, neste sentido, que a usada em Teoria das Categorias.

Voltemos ao nosso problema. Usando a caracterizagdo de epimorfismo forte sobre corpos,

juntamente com o teorema anterior obtemos:
Corolario 4.2.13. [14] Seja K um corpo. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) p: KG — Sk(n,d) é sobrejectivo.
(2) A categoria dos Sk(n,d)-mddulos é equivalente a categoria das representagdes polinomiais
homogéneas de grau d de GL,(K).

Pelo exemplo 4.2.7 e pelo Teorema 4.2.8, ja podiamos observar que, quando a dualidade de Schur-
Weyl se verifica, sobre um anel comutativo qualquer, temos uma equivaléncia entre as categorias dos
Sg(n,d)-médulos e das representagdes polinomiais homogéneas de grau d de GL,(R). Portanto a
dualidade de Schur-Weyl implica a conexdo entre as dlgebras de Schur e as representacdes polinomiais
homogéneas. No entanto, no caso de corpos, este resultado levanta a questio de saber se o estudo
para as condicdes da equivaléncia entre as categorias é 0 mesmo que o estudo para as condi¢des da
dualidade.

Para j4, vejamos uma propriedade que obtemos para as representagdes polinomiais homogéneas
quando a dualidade se verifica.

Teorema 4.2.14. Seja K um corpo com caracteristica zero ou superior a d. Se a dualidade de
Schur-Weyl for satisfeita, entdo qualquer representagdo polinomial homogénea de grau d de GL,(R)

é uma soma directa de representagoes simples.

Demonstracdo. Sejar: G — GL(M) uma representacdo polinomial homogénea de grau d. Como a
dualidade de Schur-Weyl se verifica, temos, pelo coroldrio anterior, que as categorias referidas sdo
equivalentes. Assim M € a restri¢do de um Sk (n,d)-médulo, digamos M, isto é, F, ;M’ = M. Pelo
Coroldrio 3.3.3, Sk (n,d) é semi-simples, o que implica que M’ é um Sk (n,d)-médulo semi-simples.
Como a equivaléncia de categorias preserva modulos semi-simples temos que M é um RG-mddulo

semi-simples. Assim r € uma soma directa de representacdes simples. O



Capitulo 5

Quando se verifica a dualidade de
Schur-Weyl?

Neste capitulo, pretendemos estudar condi¢des para que a dualidade de Schur-Weyl seja satisfeita.
Comecemos por estudar a dualidade sobre corpos infinitos.

5.1 Dualidade de Schur-Weyl em corpos infinitos

Seja K um corpo infinito. E conhecido, ver [11, sec¢des 2.4, 2.6], que p é sobrejectivo. Para o
provar, iremos calcular a dimensdo do espago vectorial p(KGL,(K)). Para isto, é necessaria alguma
preparacdo. Em particular, apresentamos a no¢do de espaco dos coeficientes de uma representacao.

Seja G um grupo. Considere-se a dlgebra .% (G, K) de todas as fun¢des de G para K com as
operacdes definidas elemento a elemento.

Definicao 5.1.1. [8] Sejam G um grupo e K um corpo. Considere-se uma representacao
r: G — GL(M). Entdo
r(g)(m;) =Y rij(g)mi, g€G, jel,
icl
onde (m;);c; € uma base de M. Ao subespago vectorial de .# (G,K) gerado pelas fungdes coeficiente
rij darepresentagdo r chamamos espago dos coeficientes da representagdo r. Este espaco serd denotado

por C,.

Observagdo. O espaco dos coeficientes da representacdo € independente da escolha da base de M,
isto é, quaisquer duas bases distintas de M induzem o mesmo espago vectorial, C,.

Lema 5.1.2. Sejam r: GL,(K) — GL(M) e s: GL,(K) — GL(N) duas representacées de GL,(K)
de dimensao finita. Entdo C,g; = C,Cy = {fh: f € C,, h € C}.

Demonstracdo. Sejam {my,...,m;} e {ny,...,n;} bases para M e N, respectivamente.
Entdo, {m;®@n;:i=1,...,k;j=1,...,1} é uma base para M ® N. Suponhamos que para todo o

k
r(g)(m]):Zrl,J(g)mla ]:1,,k,
i=1

27
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Lj(@ni,  J=1,..0
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MN

(r®s)(g)(m;®@nj) (r®8)ap,j(@ma@ny, i=1,...k, j=1,...,L

S
Il
_
S5
I
—

Entdo, para todo o g € GL,(K),

(r®s)(g)(mi®nj):r(g)(mt)®s (Zraz a) (

ol
-
%)

N
~.
—
oQ
~—
S
S
N——

ko1
:ZZ g)spi(8)ma@np, i=1,...kj=1,...1L
a=1b=1

Assim, (r®S$)apij = raiSpj, a,i=1,....k;b,j=1,...,1. Portanto, C,gs; = C,C;. O
Daqui em diante, fixemos G = GL,(K), salvo dito em contrério.

Lema 5.1.3. [8, Lema 1.2] Sejam K um corpo e r: GL,(K) — GL(M) uma representagio de GL,(K).
Entdo dimg C, = dimg 7(KG), onde 7 é a representacdo da dlgebra de grupo KG associada a r.

Demonstragdo. Seja (v;)ic; uma base para M. Entdo Endyg (M) tem base (e; ;)i jer, onde e; j(vi) =

O, jvi, para todos k,i, j € I. Assim,

=Y rij(g)eij, g€ GL(K).

ijel
Estendendo r, por linearidade, para a dlgebra de grupo obtemos

7(a) = Z rij(a)eij, a€KGL,(K).

i,jel

Como G é uma base de KG, qualquer funcdo de G para K se estende de modo tnico a um elemento

de (KG)*. Portanto, .# (G,K) = (KG)" como espagos vectoriais. Claramente 77 ¢ a extensdo de r;
e 7;; geram a imagem de C, em (KG)* que denotaremos por C,.
Seja e; ; a base de Endyg(M)*, dual da base e, j, isto &, e;-tj(ekJ) = 0;x6j11k, onde i, j k,l €.

Entao,

7*(611 <Zrkz ek,l) Zrkz Uekl —rlj( ), VaeKG.

klel kilel

Assim, temos o isomorfismo 7 (Endg (M)*) = C, = C,.

Por outro lado, temos a factorizagao

KG —— " Endg (M)

)
sobre ]ectk %]ecnva
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o que implica a factorizacdo

(KG)* (Endyc (M)’
in jectrivx me jectiva
(F(KG))*

Logo, 7 ((Endg (M))") = (F(KG))". Concluimos que
dimg C, = dimg 7 (EndK(M)*) = dimg (?(KG))* = dime(KG). O]

Teorema 5.1.4. [9, Lema 3] Seja K um corpo infinito. Consideremos o homomorfismo de dlgebras
p: KG — Sk(n,d). Entdo, dimg p(KG) = (”2+j_1) para quaisquer naturais n,d.

Demonstracdo. Recordemos que uma funcdo f: G — K se diz polinomial se puder ser escrita
como um polinémio com coeficientes em K nas fungdes X; ; introduzidas em 2.1.1. Como K € um

corpo infinito, as fun¢des X; ; i, j = 1,...,n sdo algebraicamente independentes. Denotando por r a
representagdo dada pela ac¢do de G em V = K", € imediato verificar que r; ; = X; j, i,j=1,...,n.
n
Assim, C, = @ KX ;.
ij=1

Pelo Lema 5.1.2,
n d
Co=(C)! = (@ KX:‘J) :
i.j=1
Portanto, C,, € 0 espago vectorial sobre K de todas as fun¢des polinomiais homogéneas de grau d.
Logo dimg Cp = ("2+j_1). Pelo Lema 5.1.3, temos dimg p(KG) = (”2+j_1)_ O

Corolario 5.1.5. Seja K um corpo infinito. Entdo o homomorfismo de dlgebras p : KG — Sk (n,d) é

sobrejectivo, para quaisquer naturais n,d.

Demonstragdo. Pelo Teorema 5.1.4 e pelo Coroldrio 3.2.3, temos dimg p(KG) = dimg Sk (n,d). De
p(KG) C Sk(n,d), concluimos que p(KG) = Sk(n,d). O

Analisemos agora a sobrejectividade do homomorfismo v, definido na sec¢do 4.1. Para isso,

temos dois cendrios: n > d e n < d. Para j4, consideremos o caso n > d.

Teorema 5.1.6. [5, seccdo 3] Sejam K um corpo infinito, n e d naturais tais que n > d. Entdo o
homomorfismo w: KS; — Endgg(VE") é sobrejectivo .

Demonstracdo. Sejat € Endgg (V®d). Seja (e;)i=1,..» a base canbnica de V.

~ d . . . . . T )
Entio, V" tem base {e;, ®---®ej,: 1 < ji,..., ja <n}. Assim, existem coeficientes /' € K

tais que
n

tej®®ej)= ), e @ e, 1< ji....ja<n

i1 ,.sig=1
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Seja g = [gi ] € G, entdo ge; = Zg, jei, j=1,...,n. Deste modo,

n
g(ejl®®e]d): Z gi17j1'”gid,jdei1®"'®eid7 VgGGLn(K), 1§j17'-'7jdgn-

i1 yoig=1

Notemos que, para 1 < ji,...,jz <n,

glt(ej @ @ej)) =g | Z tde @ ®e;,

n
— J 7](1
= Z Z tzl, g 8kiiy " 8kg,iaChy Q- Qe

iyeig=1ky,....kg=1

=~

n
t1(glej, @ ®ej)) =t Y i &g @ e,

i1 yeig=1

n
- Z it '.'gidyjdt<eil ®"'®eid)

=1

_ it

= Z Z 8irjr " 8iajalk,, kdek1®"'®ekd'
ld 1](1, kd—l

Assim, obtemos que

n

n
Jlseeesd _ l i
Y e k=Y &g il 1<k, kg <o (5.1

iyeesig=1 iyeeig=1

2

Consideremos o polinémio, com n” X n? indeterminadas,

n

Iy I J1seesJd R .
Z (t kd‘xlh]l “Xig,ja til,..‘,id Xy iy xkdﬂd) :
i1y..,ig=1
Por (5.1), este polinémio anula-se para quaisquer coeficientes g; j, i,j = 1,...,n, em que [g; ;| ¢ uma

matriz invertivel. Tendo em conta que o corpo € infinito e usando indugdo sobre o facto que o tnico
polinémio de uma varidvel admitindo um ndmero infinito de raizes € o polinémio nulo, pode ver-se
que este polindmio tem de ser o nulo. Assim, obtemos a seguinte igualdade entre polinémios:

n n
Y g X = Y g, 1<k kg <. (5.2)
ilyeenrig=1 i1 yeomrig—=1
Fixemos j = (ji,...,jq) €i= (i1,...,ig) tais que i » j, segundo a rela¢do definida em (3.3). Entdo
tJ 1_’.”_;;’ =0. De facto, para qualquer k observamos que 0 monémio xi, ;, ---X,;, tem coeficiente
y tj i no segundo membro. Assim, fixando k = (1,...,d), o que é possivel dado que n > d,

I (k, )~ (ki)
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obtemos que xj ;, - - - X4, tem coeficiente ti’ 1 ”" no segundo membro. Por outro lado, 0 monémio
X1+ Xq,i, tem coeficiente zero no primeiro membro Assim, tJ b ;,jzd =0.
Como n > d, existem eq,...,e,; elementos distintos da base de V. Como vimos, t """ =0 se

i~ (1,...,d). Portanto,

e ®--®eq) = Zt o d)eg_.()®...®ec_.(d): ZIGG(€1®"'®€[1),
oESy oESy
o 1..d
onde t5 1= tO‘"(l),..‘,G—'(d)'
Provemos agora por indugdo sobre m =d — |{ji,..., ja}| que
tlej @--®ej,) = ¥ 150(ej, ®--®ej,).
oEeS,
Se m = 0, entdo ji,..., jq s@o distintos. Basta escolher g € G, tal que ge; =¢;,,i=1,...,d, e
obtemos

t(ej @---®ej,) =1(gle1 @~ Qeq)) = gt(e1 @ Veg)) = (Zto (e1®-- ®ed)>

oESy

=Y 150(g(e1®-®eq)) = Y 150(e;, @ ®ej,).

GESy OESy
Suponhamos o resultado verdadeiro parad — |[{j1,..., ja}| =m —1 > 0. Provemos que o resultado é
verdadeiro para d — |{1,..., ja}| = m. Suponhamos (ji,..., js) nestas condi¢des. Podemos supor,

sem perda de generalidade, j;—1 = j;. Fixemos 1 <1 <n,l ¢ {ji,...,ja} € escolhamos g € G tal

gle)=ei, i #1

que . Assim,
gler) =erte,

g(ejl X--Qej, ®el) =e; X -Qej,, ®(€l+ejd)
= (ejl Qe ®el)+ (ejl ®"'®ejd)- (5.3)

Observamos que d — |{ji,..., ja—1,/}| = m— 1. Portanto,

tlej, @ ®ej,) =t(glej, @ ®ej, , ®ep)) —t(e; ®--Rey)
:g(t(ejl Qe ®61))—t(€j1 ®--Qe)

induci
1n;gaog<z ZGG(€j1®"‘®ejd—1 ®el)> — Z t66(6j1®...®el)

ocESy cESy

- Z 160 611® ®ej, 1®el - Z t66(611®"'®ejd71®el)

oeSy oSy

5.3
:) Z IGO-(ejI ®®e]d)

oESy

Concluimos que t = y ( Yy t66>, logo v € sobrejectivo. O

oeS,

Observacdo 1. Como vimos, a hipétese n > d € essencial para concretizarmos esta prova. Na verdade,



32 Quando se verifica a dualidade de Schur-Wey1?

o argumento usado para provar que f(e; @ ---®eg) = Y, tc0(e1 ®@---Rey) et € Endgg (V®d)
G€S‘[

implicaque t = v < Y ts 0'> , é valido para qualquer anel comutativo com identidade R.
oESy

Para o caso n < d usaremos o primeiro teorema fundamental da teoria invariante provado por De
Concini e Procesi [7]:

Teorema 5.1.7 (Primeiro Teorema Fundamental da Teoria Invariante). Sejam R um anel comutativo

com identidade, x1,...,x; n-vectores e N1, . ..,y n-covectores:

Xi= X1, Xin), Mj=Mj1,--,Njn)-

Considere-se a ac¢do do grupo linear geral GL,(R) no anel de coordenadas R(x; j, My, dada por

n

n
8 Xi,j = Z (g_l)ijLh 8 MNs1 = Z Ns,r8ri-
r=1

r=1
n
Entdo o anel R[x,-,j, n&l]G é gerado sobre R pelos elementos (x;,n;) = Y, Xi kM ke
k=1

Para conseguirem este resultado independentemente da caracteristica do corpo, De Concini e
Procesi abordaram GL,, como um grupo algébrico do ponto de vista functorial. Na respectiva prova,
assumem n < d. Estamos agora em condigdes para concluir a sobrejectividade de y, cuja prova foi
dada pela primeira vez em [7].

Teorema 5.1.8. Sejam K um corpo infinito, n e d naturais tais que n < d. Entdo o homomorfismo
y: KSy — Endgg(V®") é sobrejectivo.

Demonstra¢do. Considerando a ac¢do de G em EndK(V®d) dada por g.¢ = p(g)op(g)~!

¢ €G,0 € Endg(V®"), obtemos que Endig(V®") 2 Endy (VE")C.

Podemos definir a transformacao linear

, com

N — (v oy
<f<¢>:v®"®<v*>®“ o )
¢
won o (o)

Mostremos que f € um isomorfismo.
E imediato que dimy (EndK(V®d )) — nénd = dimgg (V®d ® (V*)®”’) .
Seja ¢ € EndK(V®d) tal que f(¢) = 0. Considerando a base canénica de V¥, podemos escrever
¢(€j] Q.- ®ejd) =Y Qi igrja€is @ Qe;,. Deste modo,
0= f(¢)(ej1 ®-Qej® 6?1 Q- ®e;-i1) = e;'k] Q& e;'kd (Z Ol jiseeesjaly @ ®eld)

= Qi igigijer LSy ldy J1se ooy Ja S N

Logo ¢ = 0. Assim f estabelece um isomorfismo entre espagos vectoriais.
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E importante agora realcar que quando temos uma ac¢io num espago vectorial U esta induz uma
ac¢do em U* definida do seguinte modo: para cadag € Ge f € U* define-se g- f = fog~!. Entdo
temos uma ac¢do de Gem V* e em (V*)®d.

Suponhamos que ¢ € Endg (V®"), g€ G,v® { € VE" @ (V*)®". Entdo

g F@I(vel) =F(9)g ' (ve ) =f(9)g " vag - {)=f(9)g vels)
=(C8)(9(s™'V) = f(g- ) (v&{).

G
Assim, g- f(¢) = f(g-¢). Em particular, se ¢ € (EndK (V®d)) ,tem-se g- f(¢) = f(¢), Vg € G.
Consideremos r € (V&' @ (V*)®*)*’. Através de f existe um tinico homomorfismo ¢ tal que r = f(¢).
Pelo calculo anterior, f(¢) =g- f(¢) = f(g-9), Vg € G.
%0
Por f ser um isomorfismo sai que g- ¢ = @, Vg € G, por isso EndKG(V®d) = (V®d ® (V*)®d) :

«G
Portanto, queremos mostrar que fo y: KS; — (V®d ® (V*)®d) ¢ sobrejectiva.

Seja h: <V®d®(V*)®d) — Klx; j, 15, definida por
h((ej, @+ ®ej,@e| @-+-®e,)") =X1jXaj,;Muy - Nagy 1 <Ji<n, 1< <nji=1,....d

Como K € um corpo infinito, podemos identificar as fun¢des polinomiais com os polindmios. Logo,
¢ imediato que {x1 j, -~ Xg j, My -~ Nay,: Jj,I € I(n,d)} é um conjunto linearmente independente.
Assim, h € um monomorfismo de espacos vectoriais sobre K.

Provemos que 4 é G-invariante.

Por um lado, temos que, para quaisquer g € G, (¢, ® - ®e;, ®e; ®@---®e; )" € <V®d ® (V*)®d) *,

g(e}l®®ejd®ez®®e?‘d)*: Z aj|.,k]'“ajd,kdgl‘l,ll”.gld,ld(ek]®“'®ekd®e;®”'®e;)*,
krel(n,d)

onde ajy = (gfl)jk. Logo,

* * O\ k
h (g' (ejl SRR ®eja’ ®ell O ®eld) ) = Z Ajy kg Ajgkg8edy " 8t daX Lk~ Xd kg Mty - Nd gy
t,del(n,d)

Por outro lado,

g-h (ejl ®--Qej, ®€Z Q- ®67d)*) - g('xl-,jl T Xd g T 'nd,ld)
= Z Ajidy A ka8t 8tagX kg = Xd kg Mty = Nd gy
t,del(nd)
Assim s € um KG-homomorfismo. Agora, estudemos a imagem de 4. Denotemos por & o elemento
(0,...,0,1,0,...,0) com entrada 1 na posi¢do i. Como K é um corpo infinito, podemos considerar
a aplicagdo grau, deg, nos geradores de Klx; j, 7], definida por deg(x; ;) = & e deg(n; ;) = €a+i-
Deste modo, obtemos funcdes polinomiais homogéneas com respeito a deg. Além disso, podemos
considerar que deg satisfaz as seguintes propriedades deg(fg) = deg(f) + deg(g), para quaisquer
fun¢des polinomiais homogéneas f, g, e que o produto de duas fungdes polinomiais homogéneas com
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respeito a deg € ainda uma fungdo polinomial homogénea.

Logo, im(h) é o subespaco vectorial de K[x; j, 7] cujos elementos sdo fungdes polinomiais
2d
homogéneas de grau Y €.
i=1
De facto, cada elemento de im(h) é combinacdo linear de elementos escritos na forma

h ((ejl ®--®ej, Q€] ®‘“®€?;>*> = X1j e Xd M Mag,s © deg(xjy - Xa j, My - Nd,j,) =

2d
deg(xy j,)+---+deg(Nas,) = ¥ &. Além disso, notemos que K[x; ;, 7| tem uma base constituida
i=1
por fun¢des monomiais homogéneas, em relacio a deg. Como as fungdes monomiais homogéneas
2d
anteriores sao as Unicas de grau Y g e todas as outras fun¢des monomiais sao homogéneas de outro
i=1
grau concluimos que im(h) = Kl[x; ;, Ns1]q1,....1)-
G
. d a\* L
Assim, <V® ® (V*¥)® ) = K[xi,ﬁns,l]ﬁ),,,J) C Kfxi ;s n54]¢ = K[{x;,n5)], pelo primeiro teo-
rema fundamental da teoria invariante.

Logo, os elementos de Klx; ;, nsﬂg D sdo combinagdo linear de produtos da forma (x;, ;).
Observamos que (x;,1;) é homogéneo de grau & + €;4,. Assim, para qualquer r € N,

r

deg((xil , Tlsl> e <xir, ns,>) = Zl(e,-j +£d+s_,-)- Por outro lado, se (x,-l R T]S1> e (xir, Tlsr> S K[xl-J, ns,l](l7...7])
]:
entdo tem grau (1,...,1). Logor=de{i,...,ig} ={s1,...,5¢} ={1,...,d}. Assim, cada elemento

de K[x; j, n&l]& ¢ escrito como combinagdo linear dos elementos (x1, Mg (1)) * ** (Xa, No(4))» O € Sa-

)
Vejamos agora que A(f(¥(6))) = (x1.To(1)) -+ (xu Tlo(a))> com 6 € Sq.

Como,

FW(0))(e) @+ @y, @ef, @ Bef,) = ef, - @ e (€1, @+ Dei 1) = Fioy(1) iy

@’

entdo f(y(0)) = 1 X(‘, d)6lhi671(1) : "61:%"0—1([1) (e, @ - ®ej, ®ej @---Re; )*. Portanto,
Jj,lel(n,

W)= X g (1) Sty 1t X g Ty

Jl€l(n,d)
= Z XLji Xd ja Mgy Mot = Z YL Mo (1), Xd.ja Mo (d),ja
Jj€l(n.d) jel(nd)

= (X1, Ms(1)) ** (Xas No(a))-

d e
Assim, cada elemento de <V® ® (V*)® ) € combinag@o linear de elementos da forma f(y(o)),
o0 € §4. Como f € um KG-isomorfismo, concluimos que y é sobrejectiva. O

Assim, concluimos que a dualidade de Schur-Weyl se verifica para qualquer corpo infinito. Em
particular, para qualquer corpo algebricamente fechado.

Portanto, podemos ainda inferir que a categoria dos Sk (n,d)-médulos é equivalente a categoria
das representagdes polinomiais homogéneas de grau d de GL,(K), para K um corpo infinito qualquer.
Em particular, o KG-médulo v pode ser estudado como Sk (n,d)-médulo, o que é extremamente
vantajoso pois a dimensdo de KG ¢ infinita enquanto que a dlgebra de Schur tem dimensao finita.
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5.2 Interpretacio da dualidade de Schur-Weyl em corpos arbitrarios

Infelizmente, para corpos finitos temos um cendrio completamente diferente, pois a dualidade de
Schur-Weyl pode ndo ocorrer. De facto:

Exemplo 5.2.1. O homomorfismo p: KG — Sk (n,d) ndo é sobrejectivo quando K =F,, n =d = 2.

Demonstracdo. Temos nestas condicgoes,

| R RO

Assim, |G| = 6, o que implica dimg (KG) = 6. Por outro lado, dimg(Sx(2,2)) = (*'37") = 10.
Se p fosse um homomorfismo sobrejectivo tinhamos que dimg (KG) > dimg (Sk(2,2)), o que é
absurdo. O

Observamos também que a conexao entre a categoria dos médulos sobre a dlgebra de Schur,
Sk(n,d), e a categoria das representa¢des polinomiais homogéneas de grau d de GL,(K) ndo é tdo
clara para corpos finitos como foi para corpos infinitos.

No entanto, sabendo que a dualidade ocorre para qualquer corpo infinito tentemos tirar mais
conclusdes para corpos finitos sobre a dualidade de Schur-Weyl.

Teorema 5.2.2. [4, Lema 2.4] Seja K um corpo. Entdo o homomorfismo de dlgebras
y: KSy — Endg, (n.q) (V®d) estd bem definido e é sobrejectivo .

Demonstragdo. Podemos considerar Ve como um Sk (n,d)-modulo, definindo a multiplicagio
o xv=a(v),acSk(nd),veVe

Sejam o € Sk(n,d) e 0 € S; quaisquer. Como oo (v) = xoo(v),Vv € Ve, vemos que
y(KS,) C EndSK(md)(V@d), logo y: KSy — Ends, (nq) (V®d) estd bem definido.

Seja K o fecho algébrico do corpo K. Denotemos por ng =K®k V® a extensio do K-espago
vectorial V®* induzida pela extensdo K O K [6, C.12B, C.29]. Seja Vi: KSy — Endg (ng) )
K-homomorfismo de 4lgebras correspondente ao K-homomorfismo y: KS; — Endg (Vﬂgd)

Identificando KS,; com K ®x KS, € Endg (ng) com K @ Endg (V@l) obtemos yg(KS,) =

Kok y(KSy).
Como K é um corpo infinito, verifica-se a dualidade de Schur-Weyl, logo

— d d
v (KSy) = EndKG< ) End, g )<v§ ) — Endg_ya) (Vg )
Por outro lado, como Sg(n,d) pode ser identificado com K @ Sk (n,d), temos
d — d
EndSK(n,d) (VK? ) = K®KEndSK(n,d) (Vﬂg ) .
Assim,

K @x Ends, (q) (V§d> >~ K @k y(KS,).
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Logo,

dil’l’l]K l[/(KSd) = dimKK QK l[/(KSd) = dimKK XK EndSK(n,d) (VH?L]) = dimK EndSK(n,d) (V®d) R
o que implica que y(KSy) = Endy, (5 4) (V®d) : O

Corolario 5.2.3. [2, Coroldrio 4.4] Seja K um corpo qualquer. Entdo a dualidade de Schur-Weyl é
satisfeita se e s6 se 0 homomorfismo p : KG — Sk (n,d) for sobrejectivo.

Demonstracgdo. Suponhamos que p é sobrejectivo. Entdo,

V(KS)) "2 Ends,na) (V") = Endpiica) (V") = Endic (V')

Logo y € sobrejectivo e verifica-se a dualidade de Schur-Weyl. A outra implicag¢do é imediata. [

Portanto, podemos reformular o Corolério 4.2.13, culminando num dos resultados mais interes-
santes e elegantes deste trabalho.

Corolario 5.2.4. Seja K um corpo. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(1) A dualidade de Schur-Weyl verifica-se.

(2) A categoria dos médulos sobre Sk (n,d) é equivalente a categoria das representagdes polino-
miais homogéneas de grau d de GL,(K).

Assim, no contexto de corpos, a dualidade de Schur-Weyl é a conexdo entre os médulos sobre a
algebra de Schur e as representacdes polinomiais homogéneas do grupo linear geral. Deste modo,
estudar a dualidade sobre corpos é extremamente qtil.

5.3 Mais alguns resultados sobre 0o homomorfismo v : RS; — Endgg (V®d>

Uma das grandes diferencgas entre corpos finitos e infinitos trata-se da identificagdo entre o anel
dos polinémios e as funcdes polinomiais. Para tentar contornar este problema e tentar generalizar
o Teorema 5.1.6, podemos evitar usar este argumento desde que admitamos mais um elemento na
base de V, isto é, exigir n > d + 1. Assim, usando a mesma abordagem que em [2, Teorema 2.1],
conseguimos que o resultado prevaleca para um anel comutativo com identidade qualquer.

Teorema 5.3.1. Seja R um anel comutativo com identidade qualquer. Se n > d+ 1 entdo
v: RSy — Endgrg(V®") é sobrejectiva.

. . L. . d . .
Demonstragcdo. Seja (e;),i=1,...,n, abase canénica de V. Seja t € Endgg <V® ) . Assim, existem
coeficientes #;, __;, € R tais que

n
e @ ®e))= Yt ® Qe

i1y yig=1
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Como ja vimos na demonstracdo do Teorema 5.1.6 e na observacdo 1, basta mostrarmos que

tler®--®es) = Y tc0(e1 @+ ®ey), onde te =t5-1(1),  51(q)» Para concluirmos a prova da
oS, '

sobrejectividade de y. Portanto, € suficiente provar que #;,

ig =0sei= (il,...,id) lead (1,,61)
Fixemos i = (i1, . ..,is) qualquer e suponhamos que existe j € {1,...,d} tal que i; > d. Escolha-se
e, sek #ij

e, +e, sek=ij

1<i<d, tal que ! ¢ {iy,...,ig}. Consideremos g € G tal que g(ex) = De

facto, g tem determinante 1, logo ¢ invertivel.
Como ¢ comuta com g sai que g(t(e1 ® - ®ey)) =t(gle1®@ - Rey)) =t(e1 @ Rey).
Assim, comparando em ambos os membros os coeficientes do elemento ¢; @ --- QR e; X -+ R e;,

obtemos i, i ..iy ttiy,...0,.ig = tiy,...1....i,- POTANCO, 8y =

Logo, podemos supor, para j = 1,...,d, que i; € {1,...,d}. Suponhamos que existem j,k =
1,...,d tais que i; = it. Entdo {iy,...,iq} G {1,...,d}. Assim, podemos escolher 1 <1 <d tal que
1 ¢ {ii,...,iq}. Consideremos g € G tal que g(ey) = ek sek#1 . Esta escolha é admissivel

€] —€4+1, sek=1
pois, por hipétese, n > d + 1 e g tem determinante 1. Assim, o coeficiente associado ao elemento da
base ¢;, ®---®e;, nasoma g(t(e;@---Qeq)) étiy,. i,
Por outro lado,

tgle1®--®eq)) =t(e1 @ Reg)—t(e1 @ Ve Vegp1 Depp1 - @eg). (5.4)

Seja h € G tal que
eq+1, sek=1
h(ex) =< e, sek=d+1

ex, caso contrario

De facto, deth = —1, logo h € G. Assim,

He1® Qe 1 Qegr1 Qe 1 Q- Reg) =t(h(e;®@---Rey))
n

= h(t(el & ®€d)) = Z tkl,..-,kdh(ekl X ®ekd).
Ky kg=1

Logo, o coeficiente associado a ¢;, ® -~ ®e;, emt(e; -+ Qe Qegy1 Qe Q- ®eq) étiy i,
Além disso, o coeficiente associado ao elemento e;, ® --- ® e;, em (e @---®ey) €ty . i,. Por (5.4),
concluimos, que o coeficente associado ao elemento ¢;, ®--- ® ¢;, na soma 1(g(e; ®---®ey)) € 0.

Logo, t;,..;, =0.
Assimt; ;, #0implicai~ (1,...,d) esaiquet(e;® - ®ey) = Y t:0(e1 ®---Rey) para
oESy
alguns coeficientes f5 € R. A conclusdo da prova ¢ idéntica a do Teorema 5.1.6. O

Observagdo. Notemos que se n > d, entdo Y € injectiva. De facto,

ll/( Z r56> :O:> Z r66<vl®®Vd):0:> Z rgvo-—l(l)®"'®vcfl(d):().

oS, oeS, oeS,
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Mas, como {vg-1(1) ® -+ ®@Vg-1(4)|0 € Sg} € um conjunto linearmente independente, temos que ter
re = O, VG € Sd.

Assim, para n > d, a dualidade de Schur-Weyl implica a identificacdo da dlgebra centralizadora
Endgg (V®d> com KS,. Quando n < d, podemos ndo ter esta identificagdo. Suponhamos que n = 2
ed=3. Seja Y ro0 € KS; tal que l[/< Yy r0—6> =0. Entdo Y rs0(vi ®vi, ®v;;) = 0 para

oEeSs oEeSs oESs
qualquer iy,i,i3 € {1,2}.

Considerando os casos i = (1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,1, 1), respectivamente, obtemos
(
Y =0

oESs

Te+T(12) = r(13) T ra23) = r23) 7321

=0
Fe+r(13) = r(12) T r321) = r(23) + 1123 =0
re+r(23) = r(12) +r(123) = ra3z) +raen =0

Logo, r(12) = r(13) = r(23) = —Te, © I(321) = I'(123) = Te-

Denotemos a := e + (123) + (321) — (12) — (13) — (23). E fécil ver que y(a) = 0. Assim,

3
ker y =< a >. Portanto, a dlgebra centralizadora Endgg <(K2)® ) ¢ identificada com KS3/ < a >,
pela dualidade de Schur-Weyl.

Apesar de sabermos que, em corpos, para caracterizar a dualidade € suficiente estudar o ho-
momorfismo p, o Teorema 5.3.1 € ttil quando estamos interessados em procurar condi¢des para
contra-exemplos para a ocorréncia da dualidade, pois o teorema restringiu os casos em que ¥ nao é
sobrejectiva.

5.4 Dualidade de Schur-Weyl em corpos finitos

Uma possivel abordagem na caracterizac¢do da sobrejectividade de p, em corpos finitos, serd usar uma
ideia andloga a técnica da prova do Teorema 5.2.2.
De facto, temos:

Teorema 5.4.1. Seja f: M — N um homomorfismo entre Z-modulos, onde N é um Z-modulo finita-
mente gerado. Entdo f é sobrejectiva se e so se, para qualquer corpo algebricamente fechado K,
K®zM LLSIN°¢ ®z N for sobrejectiva.

Demonstragdo. A implicacdo = € imediata, pela exactiddo a direita do produto tensorial.
Suponhamos que idg ® f € sobrejectiva para qualquer corpo K algebricamente fechado.
Denotemos por Q := N /im(f) o co-niicleo de f. Portanto temos que a sequéncia M i> N—-Q0—0

¢ exacta a direita.

Seja K um corpo algebricamente fechado arbitrdrio. Como o functor, induzido pelo produto
tensorial,

F:7Z—Mod— K—Mod
M—EKzM

(MQN) s <K®ZMM>K®ZN>
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preserva sequéncias exactas a direita temos que

Koy M S Ko, N3 Ko, 0 —0

é uma sequéncia exacta a direita. Por hipétese, idg ® f € sobrejectiva. Logo K ®z Q = 0. Assim,
K ®z Q = 0 para qualquer corpo algebricamente fechado K.

Por outro lado, como N é um Z-mddulo finitamente gerado temos que Q é também um mdédulo
finitamente gerado. Portanto existem o, @, ; € Ny tais que

022 @ B(zr2)”). Lo <

p primo [>1

Usando a lei distributiva para o produto tensorial obtemos,

K@zQ%(K@zZW@( D 69(K®ZZ/PIZ>%>’ Y et <o

p primo [>1

Consideremos K com caracteristica zero. Assim K ®zZ/p!Z =0, VI > 1. De facto,

2 A
A®(a+p'Z) = %@(a—i—plZ) = opa+pz) =0,
para quaisquer A € K,a+ p'Z € Z./p'Z.

Além disso, temos que K®7 Z = K. Logo, 0 =2 K®z Q = K. Desta forma, o = 0. Portanto,

K®z0= ( D @(K@JZZ/PIZ)%Z), Y o, < oo

p primo [>1

. ) ~ ; Oseqg#p
Suponhamos agora que a caracteristica do corpo K é ¢. Entdo K®z Z/p'7Z = . De

Kseg=p
facto, suponhamos que g # p, entdo m.d.c(q,p) = 1. Assim m.d.c(q,p') = 1, VI € N. Logo existem
a,b € 7 tais que ga + p'b = 1. Assim,

2@ (z+p'2) =2 @ (qa+p'b)(z+ p'Z) = gL @ (az+ p'Z) + A @ (p'bz + p'Z)
s 0, YAeK, Vz+p'Zecz/pz.
Logo, K®z /p'Z = 0.
Para verificar que K®7 Z/q'Z = K, note-se que f: K x Z/q'Z — K, definida por f(A,z+¢'Z) =
Az, A €K,z+¢'7Z € 7./¢'Z, estd bem definida e é uma aplicagio bilinear.
Vejamos apenas que estd bem definida. Para z1,z> quaisquer tais que z; — 2 € ¢'Z temos que

721 —2 = ¢'a, para algum a € Z. Logo, Az; —Azy =q¢lal = 0.
charK=q

Assim, temos que f: K®zZ/q'Z — K definida por f(A®@z+4¢'Z) =Lz, A®(z+4'Z) €
K ®z Z/q'7Z, é um Z-homomorfismo. O homomorfismo inverso é dado por g: K — K®zZ/q'Z,
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definida por g(A) = A ® (1 +4¢'Z), A € K.

Entdo, K®yz Q = @K%, para qualquer corpo alebricamente fechado com caracteristica g. Como
>1
K ®z Q = 0, para qualquer corpo algebricamente fechado tem-se a,; = 0,7/ > 1, e todo o niimero

primo q.
Assim Q = 0, isto € f € sobrejectiva. O

No entanto, ndo podemos aplicar o resultado directamente a p : KGL,(K) — Sk(n,d) pois, para
um corpo finito K, ndo temos a identificagdo K ®z ZGL,(Z) com KGL, (K). De facto, escolhendo
K =TF,, n =1 temos que GL,(Z) = {1,—1} e portanto F» ®z ZGL,(Z) tem dimensdo 2 sobre .
Enquanto que F,GL, (F,) tem dimens@o 1.

Assim iremos fazer a caracterizagdo da dualidade de Schur-Weyl por dlgebras de Lie, trocando os
corpos subjacentes, tal como Benson e Doty fizeram em [2], passando pela forma integral da dlgebra
de Schur.

Consideremos o grupo de Lie GL,(C) e a sua respectiva dlgebra de Lie gl,,(C). Seja U a édlgebra
envolvente universal da dlgebra de Lie gl,(C).

Portanto, U € a C-algebra associativa com geradores ¢; j, 1 <1i, j < n que satisfazem
e,-,jea,b - ea7bei,j = a’jeiﬁb — 5,-7beajj, i,j,a,b = 1, N (N

Seja V um espago vectorial complexo de dimensdo n com base {vy,...,v,}. Seja gl(V) a dlgebra
de Lie com espago vectorial subjacente Endc (V) e paréntesis de Lie [f,g] := fog—gof, f,g €
Endc(V).

Defini¢ao 5.4.2. Uma representacdo da dlgebra de Lie gl,,(C) é um homomorfismo de dlgebras de
Lie r: gl,(C) — gl(V). Em particular, satisfaz r([x,y]) = [r(x),r(y)], x,y € gl,(C).

O produto tensorial de duas representacdes de dlgebras de Lie r;: gl,,(C) — gl(V;),i=1,2,¢éa
representacdo r; ® rp: gl,(C) — gl(V; ® V») dada por

(r1@n)(g)(vi®v) =ri(g)(vi) @v2+vi®r(g)(va).

Podemos definir uma representagao da dlgebra de Lie gl,,(C), r: gl,(C) — gl(V), por r(e; ;) (v) =
5]'7](\/[, 1 S i,j,k S n.
Assim, temos a representacdo r® - -- @ r: gl, (C) — gl(V®"), definida por

reij) (v @ @vp,) = 0 Vi@ - @iy + -+ 0, Vi, @@y, 1<, j ki, kg <n.

Do estudo da teoria das dlgebras de Lie é conhecido que as categorias gl,,(C) — Mod e U — Mod s@o
equivalentes [13], portanto obtemos v®' como U-médulo com

i (Vi @ Qi) =0 (ViR @V, + -+ 6V, R @vi, 1<, jki,....kqg <n.

m

et
Sejam Uy, o subanel de U gerado pelos elementos L{, 1 <i# j<n, m>0,e Uz o subanel de U
m

eii(eii— 1y)--- (eii—(m—1)1y)

gerado por U}, e pelos elementos () := -

, 1 <i<n,em>0.
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Para termos uma melhor compreensao destes elementos, introduzamos a no¢ao de peso de um

tensor.

Definicdo 5.4.3. [2] O peso de um tensor simples v; ® --- ® v;,, que denotaremos por
oV, ®---Qvj,),éopesode (ji,...,ja) -

Lema5.4.4. Sejam 1 <i# j<nevj ®---®v;, umelemento qualquer da base de Ve’ Consideremos
A=0wj®- - -Qvj,) e designemos por {€1,...,&} a base candnica de 7.".

Entdo, para qualquer m > 0, tem-se

soma de (%r{) tensores simples distintos

e’ da forma vi, @ -+ QVi,, ki € 1ji,i},
l’{(Vj1®"‘®de): 1 1 { } (55)
m: 1 <1<d, compeso A +mg —mej, seAj>m
0, caso contrdrio
€ii 8, + -+ 6, Ai
, D@y )= [ / RV ) = R @i, 5.6
(4 enmom = (0T e wu) = (Y wpeeeon). 60

Demonstragdo. Provemos as féormulas por inducdo sobre m. Comecemos por m = 1. Se 4; =0
entdo 9 j, =...=08; ;, =0,logoe; j(vj, ®---®v;,) =0. Se A; > 1 entdo existem A; indices a tais
que 0j, = 1,isto &, ¢; j(vj, ®---®vj,) é a soma de A; tensores simples vy, @ - @ v, k; € {1, i},
1 <1 <d, em que cada um destes tensores simples tem peso A + & — €;.

o
( fl>(vjl @ @vjy) =iV @ ®vj,) = 8 Vi@ @ vyt 4 8y @ @V

= (ai,j| + - +5i7jd)(vjl ®"'®de)'

Suponhamos agora m > 1 e que o resultado se verifica para m —1. Se A; < m — 1 entdo
emn. ..

l’{ (v ®--®vj,) = @(0) = 0, por hipétese de indugdo. Se A; > m — 1 entdo
m m

em. e
i L
J(Vj1®"'®vjd): / Z Vig @@y,
m! m .-
kie{ji, i}, 1<I<d
O(vgy @ @vgy )=A+(m—1)gi—(m—1)¢;

1
= — e j(vi, @ Q).
m kiedji, i}, 1<I<d
O(vg @@, )=A+(m—1)&—(m—1)g;

emn.
SeAj=m—1entdo &, ; =0, paratodoo/=1,...,d, logo ﬁ(vj1 ®---®v;,) =0. Suponhamos agora
n

emn.
l’{ (vj,®---®vj,) é asoma de (mljl) elementos da forma e; (v, @ -+ @ vy, ).

Aj > m. Temos que
Cada um destes originé uma soma de A; — (m — 1) tensores simples com peso A +me; —me;. Logo
m

€ p A .
W(vjl ®---®vj,) éasomade (,”,)(A;— (m— 1)) tensores simples com peso A + me; — me;.
No entanto, é facil observar que nesta soma cada tensor simples surge repetido m vezes. Logo
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emn.
L{(le ®---®@vj,) é asoma de (f:;) tensores simples distintos com peso A + me; —me;.
m!

Falta mostrar o caso indutivo para (‘;;1')

ei eii(eii—1y) - (eji+(—m+1)1y)
(V:)(vh@'”@"jd): — ml!l (v, ®@--®@v;,)
€'7i(€l’7'—IU)...(e.’A_i_(_m_i_z)lU)
_ ! i (m_zll)!m (ei,i+(_m+1)1U)(Vj]®'--®de)
1/ e
_m<ml—ll> (Si’j]+"'+6ivjd_(m_l))(vjl®"'®de)
Suj e Oy, —(m=1) (e
)| ”ll]d ml_ll (Vj1®”'®vjd)
Sijy++ 8, —(m=1) (&) + - +8,
_ Y n;Jd i, 1 o i, ja (Vj1®"'®vjd)
S +--+8;
= ( 5,J1 . l,Jd> (Vj1®"'®vjd)' 0

Vejamos agora que a ac¢do de U em V® comuta com qualquer elemento o € S,;. Mais precisa-
mente, para 1 <i,j ky,...,k; <n, tem-se

€ij(0(ve @ @viy)) = eij(vi, ., @ @ve )

=8k ViQ @k Ly Yk ® @i

(d)
o(eij(vi, @ ®@vi,)) =0 (81 Vi® @V, + -+ 8j vy @+ @ vy)

-° <6j’k6*](6(1))vi B @yt 6j’k6*](6(d))vk' . ®Vi>
= Ok VD @V o Bk Vi) @ Vi
. e?jj e?fj e eii ®4
Em particular, o ﬁ(v) = E(G(v))’ o ((“)(v)) = (“)(a(v)),Ym >0, Vv € V. (5.7)
Estamos agora preparados para estabelecer o contexto a estudar.
Seja Vz 0 Z-mdédulo livre com base {vy,...,v,}. Pelo Lema 5.4 .4, (VZ)®d é um Uy-médulo. Assim,

para qualquer anel comutativo R com identidade temos o R ®z Uz-médulo R ®z VZ®d. Escreve-se
Ur =R®z Uz, Uy = R®7 U}, e Vg = R®y V7. Entido, dado que

®{l
n
(Rn)®d = (@sz) = (R®z VZ)®d = VR®d ~ R®y V®d, como R-mdédulos,
i=1

temos R ®z,57(n,d) = Endgszs, (VE‘KI) = Endgs, ((R”)®d> = Sg(n,d).
Diz-se nestas condicdes que a dlgebra de Schur é definida sobre Z.

Denotemos por &: R®z ng — Vlé@d 0 R-isomorfismo natural
a(1®vl~, ®"'®V,‘d) = (1®v,~1)®-~®(1®vid).

Consideremos a representacdo ) de Ug em Vlgz’d. Por (5.7), temos que ¥ comuta com qualquer
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elemento o € S;.

Assim obtemos os homomorfismos xr: Ur — Endgs, (V,?d) e Xg: Up — Endgs, (V,?d) , com
Xg = (AR)), -

Podemos comecar a ver semelhancgas entre as representacdes p e xg. Na verdade, o nosso objectivo
serd comparar p e Yg. Para isso, serd necessdrio ver como obter GL,(R) neste contexto. Neste aspecto
o préximo lema € fundamental.

nm

e'mn.

Lema 5.4.5. [2, Lema 4.1] Para qualquer m > d, temos Xr (1® l{) = (1l ® ("’r'nl)) =0,
m!

1<i#j<n

Demonstragdo. Sejal®@vj ®@---®vj, € V,?d qualquer. Se (@(vj, ®---®vj,)); > m ter-se-ia
d>(0v;®--@vj,));2m>d, logo (0(vj @ ®vj)); <m.

em

n, em.
Pelo Lema 5.4.4, yr(1® ﬁ)(l Qv ® - ®vj,)=1® ﬁ(v,-1 ®---®@v;,) =0. Além disso,

xr(1® () (v, @ @v,) =10 () (v;, @ @v,) = 1@ (P T %) (v @ @v;,) =0. O

Seja R = K um corpo qualquer. Considere-se agorad = 1. Paratodot € K, 1 <, j < n, definimos
os elementos E,’J(l‘) S EndK(VK), Ew’(l‘) = idvJK —i—t)(]K(l ®e,-7j).

Temos que para i # j,
Eij(s)Ei (1) = (idv +syx(1®ei ;) (idvy +1xx (1 @€ j))
. 545 .
=idy, +syr(1®e; ;) +ixr(1®@e; ) +stxx(1® 61'2,]') = idyy + (s +H1) (1 ®e; )

:EiJ(S—i-t), s,t € K.

Portanto, E; ;(¢) ¢ invertivel para 1 <i# j <n,t € K, com inverso E; j(—t). Escolhamos  <i<ne
t € K. Vejamos que,
Eii(t)(1®@v) = (idy, +1xx(1®ei))(1@w) = 10w+t ®@e;i(vi) = 1@ v + Gt @i

1 ®vy, sekF#1i
(1+1)®v;, sek=i ‘

Logo temos que exigir r # —1 para E; ;(¢) ser invertivel.

Como K é um corpo, SL(Vk) € gerado pelos elementos E; (1), 1 <i# j<n,t €K, e GL(Vx) é
gerado por SL(Vi) e pelos elementos E;;(¢), 1 <i<n,—1#tecK

Tal como ja foi visto anteriormente GL(Vi ) actua de forma natural em Vﬂg’d. Portanto, temos o
homomorfismo de dlgebras px : KGL(Vk) — Endks, V§d> definido da forma usual. Assim, pk €
sobrejectivo se e s6 se p: KGL,(K) — Sk(n,d) o for.

Por restricdo de px a SL(Vk ) obtemos o homomorfismo de dlgebras p]k : KSL(Vk) — Endks, <V§d> .

Os dois proximos lemas sdo fundamentais para os nossos propdsitos e ainda justificam o motivo
de termos recorrido a 4lgebras de Lie para estudar a sobrejectividade de pg. Como observado em [2]:
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Lema 5.4.6. Para 1 <iz# j<n,t € K temos
' d e?lj d €ii
px (Eij(1)) = px (Eij(t) = ) " xx <1 “ m'> ¢ pulbul) = ) " <1 N <m>> '
m=0 : m=0

Para a segunda igualdade exigimos t # —1.

Demonstragdo. Provemos a primeira igualdade por inducio sobre d.
A igualdade verifica-se trivialmente para d = 1.

Suponhamos que d > 1, e que o resultado € verdadeiro parad — 1. Seja 1 ®v;, ®---®v;, € VH?J
um elemento da base qualquer. Entdo,

pK(EiJ(t))(l KV ®--- ®V,'d) = (idv]K +IXK(1 ®€,’ﬁj)) QR (id\/]K +tX]K(1 ®€,‘7]’))(1 KV ®--- ®Vid).

d vezes

m m

el ey

Notemos que, pelo Lema 5.4.4, se (v,l ®---®v;,) # 0 entdo (v,l ®---®v;,) € a soma de
m!

tensores simples para os quais m dos d vectores v; que constituem o tensor Vi, ®--- ®v;, foram

substituidos por v;. Desta forma,

emn. emfl emn.

#(V,-l ®"’®Vid) = (m’i o (v,-l ®'--®Vid—|)®ei7j(vid) —l—ﬁ(yil ®"'®Vid_1)®vi,,- (5.8)

Assim, usando a hipétese de indugo,

(idvg +txx(1®e; ;) @ @ (idy +1xx (1 ®ei ) (1 RV @ @v;,)
d—1
= Z lm)C]K <1 &

em. d emfl
_ Z (l ®7 Vz|® Qv 1)®vl">+Za<tm®(mlil)!(w'®'”®vid1)®ei7j(vid)>

m=1

m

e'mn.
) (1w v ) i + i1 93)) (1 9w,)

m

)( ®V11® ®V1d 1)®(1®vid+t®ei7j(v,-d))

Por (5.8) obtemos,

m d m
m €ij
—2 " ® vl,® - ®vi,) :2 " ¥k 1®m! (vi, ®---®@vy,).

m=0

Logo obtemos o primeiro resultado. Seja 1 ®v; ®---v;, € Vﬂgd qualquer. Entdo,

PK(Ezz(t)>(1 ®V,‘1 & ®Vid>

+ix(1®e)(1@vi) @@ (1+1xx(1®ei)) (1@ v;,)
1@V, +18;;, ®vi,) @R (1 @V, +16;i, ®Vvi,)
L418;3)(1@vi) @+ ® (14 8,t) (1®v;,)

1+6;0) - (1+68:,0)(1Qv, ®--®v;,)

(1
(
(
(
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_ (1 —I—I)Ei'[‘ 40, (1 RV, Q-+ ®Vid)

d /8 4 ...h§::
_ Z ( 1,01 + + l"ld>tm(1®vi1®"‘®vid)~

m=0 m
Pelo Lema 5.4.4, concluimos o pretendido. O
Lema 5.4.7. [2, Lema 4.2] Seja K um corpo.

(i) Se a ordem do corpo for estritamente superior a d, entdo py é sobrejectiva se e s6 se Xj; for
sobrejectiva.

(ii) Se a ordem do corpo for estritamente superior a d + 1, entdo pk é sobrejectiva se e s6 se Yk

for sobrejectiva .

Demonstragdo. Pelo lema anterior, impy, C imyj, e impg C imyx para qualquer corpo K. Suponha-
mos que K tem ordem estritamente superior a d. Fixemos d + 1 elementos distintos, f,...,t; € K.
Como yx, x]k coincidem nos geradores da forma Eih,-(t), 1 <iz# j<n,t €K, usando o lema anterior,
obtemos as equagdes

d em.
pic(Eij(t)) = Y ' xic (1 ® m() , k=0,....d.
m=0 :
Assim, na forma matricial, obtemos
[ id ]
d Y /
1 19 --- Iy Xﬁ((1®ei,j) pK(Ei,j(tO>)

14

1oty e 1 /< ed.) Pk (Eij(ta))
XK

Temos que a matriz [r/] ¢ uma matriz de Vandermonde portanto tem determinante  [] (1, —#;) # 0.
0<i<j<d
Assim, admite inversa, por outras palavras, existem escalares a,,; € K tais que

m
e,

d
X (1 ® n;{) =Y amipi(Eij(t)), m=0,....d.
/0

m
€ij

Como (1 ® = ' ) 0 sdo geradores de Uy, e X (1 ®
m>

em.

L) ) =0, param > d temos que imyj C impy.
m!

Portanto mostramos (i).

Suponhamos agora que K tem ordem estritamente superior a d + 1. Pela alinea (i) temos
m

XK(1® ’7{> €impg,m>0,1<i#j<n.

m!

Fixemos d + 1 elementos distintos, fo, . ..,z; € K\{—1}. Obtemos pelo lema anterior que para
i=1,...,n,

d .
pr(Eii(t) = Y 7' xx <1 ® <Zl>> , k=0,....d.
m=0
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Escrevendo este sistema de equagdes na forma matricial obtemos uma vez mais no membro es-
querdo uma matriz de Vandermonde, (d + 1) x (d + 1), logo xx (1® (%)) € impx, para qualquer
1 <i<n, m>0. Portanto, imyx C impx. OJ

Finalmente, temos todas as condicdes para caracterizar a dualidade de Schur-Weyl em corpos
finitos.

Teorema 5.4.8. [2, Teorema 4.3] Seja K um corpo com ordem estritamente superior a d. Entdo o
homomorfismo pk : KGL(Vk) — Endks, (Vﬂgd) é sobrejectivo, isto é, a dualidade de Schur-Weyl
verifica-se .

Demonstracdo. Seja IL um corpo algebricamente fechado qualquer.

Comecemos por observar que GL,(IL) é gerado por SL,(IL) e pelas matrizes diagonais da forma
cl,, ¢ € L. De facto, dada uma matriz invertivel A € GL, (L), det(A) # 0, logo existe ¢ € L\ {0} tal que
" = det(A). Como S := 1A tem determinante 1, temos que S € SL,(LL). Logo A = cI,S. Da mesma
forma, GL(V,) é gerado por SL(V1,) e os operadores escalares ¢ -idy, , ¢ € L. Logo pr,(LGL(VL,)) é
gerado por {cp’(S): c € L,S € SL(V1,)}, isto é, pr,(LGL(V,)) = pf (LSL(VL)).

Como a dualidade de Schur-Weyl se verifica para qualquer corpo infinito obtemos que
pr: LGL(W) — Endys, <V£§d> ¢ um homomorfismo sobrejectivo.

Assim, p{ : LSL(V1,) — Endys, (Vf’d) ¢ um homomorfismo sobrejectivo. Pelo Lema 5.4.7, x| é
sobrejectivo. Mas x; = idy, ® x7,, onde x7,: U, — Endzs, (Vf’d) e S.(n,d) 2L ®Sz(n,d).

Notemos ainda que Endzg, (Vg)d> = Sz(n,d) tem rank finito como Z-mddulo.

Assim, pelo Teorema 5.4.1, como L é um corpo algebricamente fechado arbitrario, o homomor-
fismo x5, : U}, — Endys, <V§d> é sobrejectivo.

Como o produto tensorial preserva sequéncias exactas a direita, sai que Yp = idg ® X7, € so-
brejectivo para qualquer anel comutativo com identidade. Dado que xj € a restri¢do de yg entdo
Xr: Ur — Endgs, <V1§9d) ¢ um homomorfismo sobrejectivo para qualquer anel comutativo com iden-
tidade. Em particular, Y é sobrejectivo para qualquer corpo K com ordem estritamente superior a
d.

Pela alinea (i) do Lema 5.4.7, pj. é um homomorfismo sobrejectivo para qualquer corpo K com
ordem estritamente superior a d. Por py ser restri¢do de pg, obtemos que pg é um homomorfismo
sobrejectivo para qualquer corpo com ordem estritamente superior a d. Pelo Corolario 5.2.3, conclui-se
o pretendido. O

O teorema anterior diz-nos que a dualidade de Schur-Weyl se verifica para corpos finitos com mais
de d elementos. Assim, a conexdo entre as categorias Sk (n,d)-Mod e a categoria das representagdes
polinomiais homogéneas de grau d de GL,(K) mantém-se verdadeira se exigirmos que o corpo
subjacente tenha mais que d elementos. Como vimos no Exemplo 5.2.1, a dualidade de Schur-Weyl
pode falhar no caso |K| = d, logo ndo é possivel obter uma condi¢do melhor que |K| > d, envolvendo
apenas a ordem do corpo, para a dualidade de Schur-Weyl se verificar.

Generalizemos agora o Teorema 5.1 de [2] e vejamos que em corpos finitos, quando d € suficien-
temente grande, a dualidade acaba sempre por falhar.
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Teorema 5.4.9. Seja K um corpo finito e fixemos n € N. Para d suficientemente grande a dualidade
de Schur-Weyl falha.

. . . n?+d—1 " n_ |neli—1
Explicitamente, a dualidade falha para os d que satisfacam ( 4 ) > 11 (]K\ K] )
i=1

(n2+d—1

Demonstragdo. Se p for sobrejectivo entdo dimg (p (KG)) > dimg (Sk(n,d)) = (" "{ ). Portanto,

se tivermos ("2+j_1) > dimg p(KG), o homomorfismo p ndo é sobrejectivo. Além disso,
dimg p(KG) < dimg KG = |G|. Determinemos, assim, a ordem do grupo linear geral sobre um
corpo finito.

Temos que uma matriz A € GL,(K) se e s6 se as suas colunas forem vectores linearmente
independentes em K",

Notemos ainda que um espago vectorial de dimensao n sobre um corpo finito K tem |K|” elementos.
Assim, K" tem |K|" elementos. Como qualquer vector ndo nulo é linearmente independente temos
|K|" — 1 escolhas possiveis para a 1* coluna. Queremos que a 2* coluna néo pertenga ao espago
vectorial gerado pela coluna 1, que tem |K| elementos. Logo, temos |K|" — |K| possibilidade para a
2% coluna. Assim, acontece para a escolha de todas as colunas. Isto é, a coluna i ndo pode pertencer
i1

ao subespaco vectorial gerado pelas colunas 1,...,i— 1, com |[K elementos. Logo existem

. n .
|K|" — |K|"~! maneiras de escolher a coluna i. Concluimos que |GL,(K)| = [T (|K|" — [K[1).
i=1

n4d—1Y 4 i n i—1) % ~ .
Como (" "7") é crescente em d e [] (|K|" — |K|"~") ndo depende de d, entdo para d suficiente-
i=1
mente grande a dualidade de Schur-Weyl falha. O
Portanto, sabemos que para um corpo K e n € N a dualidade verifica-se parad = 1,...,|K| -1, e

falha para d > dp, em que dj é o menor valor que satisfaz a condi¢ao (”2;5%’17 1) > ﬁ (K" — K|~ 1).
Assim resta saber o que acontece para valores de d = |K]|,...,dy— 1, isto &, para c;clla escolhade K e
n € N, existe no maximo um nimero finito de casos para os quais nao se conhece se a dualidade de
Schur-Weyl se verifica. Por exemplo, fixando K = IF, e n = 2 obtemos que a dualidade se verifica
parad = 1 e falha parad > 2.

Vejamos ainda uma aplicacio do Teorema 5.4.8.

Corolario 5.4.10. Seja K um corpo com caracteristica zero ou superior a d. Entdo qualquer
representacdo polinomial homogénea de grau d é uma soma directa de representacoes simples.

Demonstragdo. Um corpo com caracteristica zero € sempre infinito, logo a dualidade de Schur-Weyl é
satisfeita. Um corpo com caracteristica superior a d tem cardinalidade superior a d, pois 0,1,...,d1k
sdo elementos distintos. Logo a dualidade de Schur-Weyl verifica-se para corpos com caracteristica
superior a d. Aplicando o Teorema 4.2.14, o resultado segue-se. O

Podemos ver que a hipétese do corpo ter caracteristica zero ou superior a d € essencial.

Exemplo 5.4.11. Seja K = [F,.
A representagdo polinomial homogénea de grau 2, r: GL, (F>) — GL (E3), definida por

g1, 2811812 g2
g1 &i12 ' '
”([ ]) = |81,1821 81,1822+ 812821 81,2822

82,1 822
8 2821822 82
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ndo é simples, nem é uma soma directa de representacdes simples.
Como a dualidade de Schur-Weyl se verifica para [F», temos que a 4lgebra de Schur SE(Z, 2) nédo
¢é semi-simples.

5.5 Dualidade de Schur-Weyl em anéis comutativos

E relevante, neste momento, para 0s nossos propdsitos observar que na prova do Teorema 5.4.8
obteve-se que xg: Ug — Sg(n,d) é um homomorfismo sobrejectivo para qualquer anel comutativo
com identidade e quaisquer n,d € N. Na verdade, temos uma dualidade de Schur-Weyl entre Ug e S,.

Corolario 5.5.1. [2, Coroldrio 4.5] Seja R um anel comutativo com identidade. O homomorfismo
Yr: RS; — Endy, (VR®d> é sobrejectivo para quaisquer n,d € N.

Demonstragdo. Pela observacio anterior temos
d d ~d
Endy, (Vi) = Endgyuy (Vi) = Endsy0) (Vi)

Pelo Teorema 5.2.2, yik: KSy — Endg, (n.q) (Vfd> é sobrejectivo para qualquer corpo. Logo,
yi: KS; — Endy, (Vﬂgd) é sobrejectivo para qualquer corpo.

Por outro lado, Z € um PID e Endy, (ng) é finitamente gerado. Entdo Endy, (Vzgd) é noetheriano.
Logo, Endy, (Vzg’d) ¢ Z-finitamente gerado.

Pelo Teorema 5.4.1, sai que yz: ZS; — Endy, (V§d> ¢ sobrejectivo. Como o produto tensorial

preserva a sobrejectividade, obtemos o resultado pretendido. O

Esta nova dualidade permite-nos interpretar a dlgebra de Schur por outra perspectiva. De facto,
notemos que Uz = U e pela dualidade de Schur-Weyl entre Uy, e Sy, xz(Uz) = Sz(n,d). Logo
xc(Uz) = Sz(n,d). Assim, a forma integral da dlgebra de Schur pode ser vista como a imagem de Uy,
na representacdo Yc: U — Sc(n,d). Usando o produto tensorial R ®7 Sz (n,d) obtemos a dlgebra de
Schur sobre qualquer anel comutativo.

Voltemos a nocao de dualidade de Schur-Weyl usual. Usando o corolério anterior podemos ver
que o Teorema 5.2.2 se verifica para qualquer anel comutativo com identidade.

Corolario 5.5.2. Seja R um anel comutativo com identidade. Entdo o homomorfismo de dlgebras
V: RSy — Ends, (. a) (V®d> ¢ sobrejectivo para quaisquer n,d € N.

Demonstracdo. Basta aplicar o coroldrio anterior juntamente com o facto

@d d ~ d
Endy, (Vi) = Endgu (Vi) = Ends o) (Vi) 0

Como fizemos no caso para corpos, também & verdade para anéis comutativos que € suficiente
estudar o homomorfismo p para estudar a dualidade de Schur-Weyl.

Corolario 5.5.3. Seja R um anel comutativo com identidade. Entdo a dualidade de Schur-Weyl
verifica-se se e s6 se o homomorfismo p : RGL,(R) — Sg(n,d) for sobrejectivo.
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Demonstracdo. Usando o coroldrio anterior, a prova € andloga a do Corolério 5.2.3. O

Na sec¢do 5.4 para podermos classificar a dualidade de Schur-Weyl usdmos os geradores do grupo
linear geral. Para anéis comutativos o cendrio é diferente. Uma matriz A € GL,(R) se det(A) for uma
unidade. Assim, os elementos E; ;(¢), 1 <i,j <n,t € R, sdo ainda invertiveis para qualquer anel
comutativo. De facto, considerando a base (1 ® v¢), a matriz associada a cada E; ;(¢), com entradas
k,liguaisal,se k=1,t,sel = je k=i, e 0em caso contririo, tem determinante 1.

Usando os resultados ja provados para corpos, vamos ver que no caso dos anéis comutativos, basta
usar estes homomorfismos E; ;(t), para estudarmos a dualidade de Schur-Weyl.

Usemos de novo a notagdo da sec¢do 5.4. De modo andlogo ao que ai foi feito, obtemos os
homomorfismos de dlgebras pg: RGL(Vg) — Endgs, <V§d> € pg: RSL(VR) — Endgs, (Vl?d).

Designemos por R* o conjunto de todas as unidades de R. Entdo tem-se o seguinte resultado.

Teorema 5.5.4. Seja R um anel comutativo com identidade contendo um subanel S tal que
SCR'U{0}e|S|>d.
Entdo pr: RGL(Vg) — Endgs, (Vl?d) é sobrejectiva para qualquer n € N.

. . a\ o
Demonstragdo. Como vimos anteriormente Xy, : Uy — Endgs, (Vﬁg ) € sobrejectiva.

n

d e,
Tal como na prova do Lema 5.4.6, pg (E; j(1)) = ¥ " xg <1 ® l{) ,1<i#j<n,teR.
m=0 m.
Por hipétese existem 1y, ... ,t; € R tais que 1; —1; € U(R) para 0 <i < j < d. Pela férmula anterior,

m

Pr (Eij(0) = Y 00" xr <1®m’{> 0<k<d1<i#j<n.
m=0 :

Como referido, o determinante da matriz deste sistema é [] (¢; —1;), sendo por hipétese um
0<i<j<d

produto de unidades, logo [tf ] é invertivel. Portanto imy C impp.

Assim, Endgs, <V§d> C impg C impg. Concluimos que pg é sobrejectiva. O

Pelo Corolério 5.5.3, concluimos que para anéis comutativos, nas condicdes do teorema anterior,
a dualidade de Schur-Wey] verifica-se.

Este dltimo teorema generaliza 5.4.8 para anéis comutativos, pois para um corpo K podemos
escolher S = K.

Vejamos agora alguns exemplos de anéis comutativos para os quais a dualidade de Schur-Weyl se

verifica para quaisquer n,d € N.

Exemplo 5.5.5. Seja R = C[x] o anel dos polinémios com coeficientes complexos. Entdo para
quaisquer n,d € N a dualidade de Schur-Weyl verifica-se.

Demonstragdo. Basta aplicar o teorema anterior anterior com S := C. O
Ou ainda um caso mais geral.

Exemplo 5.5.6. Seja K um corpo com ordem superior a d. Consideremos R = K[Xj, ..., X].
Entdo p: RGL,(K[X1,...,Xi]) — Sk, ... x, (n,d) € sobrejectivo para qualquer 7.
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Terminemos o capitulo analisando a dualidade de Schur-Weyl sobre o anel dos inteiros.

4 .
Exemplo 5.5.7. Sejam 7 e a nlimeros naturais tais que (”sz{fIl) > I1 (20 —271).
i=1
Se d > a, entdo o homomorfismo pyz: ZGL,(Z) — Sz(n,d) ndo é sobrejectivo. Em particular,

para n =2, pz ndo é sobrejectivo para d > 2.

Demonstracdo. Suponhamos n e d nas condi¢des anteriores. O anel Z € um dominio euclidiano,
logo os elementos E; j(t), 1 <i# j<n, t€ZeE;;(t), 1 <i<n,te{l,—1} geram GL,(Z).
Denotemos pr, 0 homomorfismo pr, : FoGL,(F2) — Sg,(n,d). Denotemos por ¢ o isomorfismo
o:R® (Z”)®d — (R”)®d e por 3 o isomorfismo canénico : R®z Sz(n,d) — Sg(n,d), onde R é um
anel comutativo qualquer.

E imediato que B ((idp, ®7 p7) (1R Ei(s))) = pr, (I,), parai=1,...,nes € {1,—1}.

Sejamt € Z e 1 <i+# j <nquaisquer. Entdo, para 1 <ij,...,ig <n,

B((idr, ® pz) (1@ Ex i (1)) (e ® - @ ei,) = ot ((ids, ® pz) (1 @ Exj (1) (1 @iy ® -~ @ e,)
=a(1QE;;(t)(e;) ® - @E;;(t)(e;,) = (e; + 8jite;) @+~ @ (e, + 0, tei)
e, R -Qe,, set =2k, keZ
(e, +6jei)@---® (ej, +8j,e)), set=2k+1, ke zZ

Logo, B ((idr, ® pz) (1® E; (t))) = pr, (I,) ou B ((idr, ® pz) (1 Q E; (1)) = pr,(Ei j(1)).
Portanto,

B((idr, ® pz) (F2 ® ZGLy(Z))) C pr, (F2GL,(F2)).

Assim, se pz for sobrejectivo, entdo idp, ® pz € sobrejectivo. Portanto, teriamos
Sr,(n,d) C pr,(F2GL,(FF3)), isto é, pr, seria sobrejectivo, o que é um absurdo. O

Logo, a dualidade de Schur-Weyl falha sobre o anel dos inteiros para d suficientemente grande.

Observagdo. Pelo Teorema 4.1 de [7], o homomorfismo y': ZS; — Endygy,,(z) <(Z”)®d) é sobre-
jectivo para qualquer n,d € N. Vimos assim um caso onde o homomorfismo y € sobrejectivo e o
homomorfismo p ndo é. Assim a sobrejectividade de y ndo implica a dualidade de Schur-Weyl,
enquanto que a sobrejectividade de p implica a sobrejectividade de y.



Capitulo 6

Functores de Schur

O nosso objectivo, neste dltimo capitulo, serd aplicar a dualidade de Schur-Weyl para conectar a teoria
das representagdes do grupo linear geral GL,(R) com a teoria das representagdes do grupo simétrico
S4, quando n > d.

Iremos fazé-lo, por intermédio da 4dlgebra de Schur, considerando o functor
Homg, () (V®d, —): Sr(n,d)-Mod — RS;-Mod. Nestas circunstancias, o functor Hom é conhecido
por functor de Schur.

Para estudarmos este functor vejamos que este se encaixa num cendrio mais abstracto.

6.1 Definicao

Sejam R um anel comutativo noetheriano, A uma R-4lgebra com rank finito e P um A-mddulo.
Consideremos B = (Ends (P))°” a dlgebra oposta de End (P).

Entdo P é um B-médulo a direita com a ac¢do p-b:=b(p), p € P, b € B.

De facto, D (b]bg) =p- (bzobl) = bz(b](p)) = b](p) by = (p-b])bz, RS P, b],b2 €B. O
célculo para os restantes axiomas é também imediato. Além disso, paraa € A, b € B, p € P,
(ap)-b="b(ap) = ab(p) = a(p-b). Portanto, P é um (A, B)-bimddulo.

Lema 6.1.1. Seja M um A-mddulo a esquerda qualquer. Entdo Homu(P,M) é um B-mddulo, com
b -y definida porb-y :=yob, b € B, y € Homs(P,M).
Demonstragdo. Sejam b,by,by € B, W, Y1, W, € Homy(P,M) quaisquer. Entdo,
(bl —|—b2) Y =yo (b1 —I—bz) =yYob +WYoby=b-Y+by-y;
b-(yi+ywr)=(yi+yr)ob=yi0b+yr0b=>b-y;+b-yn;
bl . (bz . l[/) = bl . (l//obz) = (l[lobz) Ob1 =yo (bzobl) = (bzobl) Y= (blbz) Y
lBlllzldpll/:I[/OIdp:ll/ ]

Seja f: M; — M, um homomorfismo de A-médulos. Entdo Homy (P, f) € um homomorfismo de

B-médulos. De facto, para g € Homa (P,M;) e b € B, temos

Homy(P,f)(b-g) = fo(b-g) = fo(gob) = (fog)ob=b-(fog) =b-Homu(P,f)(g)-
Definicao 6.1.2. Seja P um A-modulo finitamente gerado e projectivo. Ao functor

Homy(P,—): A-Mod — B-Mod chamamos functor de Schur.
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Proposicao 6.1.3. O functor de Schur é um functor exacto.

Demonstra¢do. O functor Homy(P,—) preserva injectividade para qualquer médulo P. Seja
f: My — M, um A-homomorfismo sobrejectivo. Seja g: P — M> um A-homomorfismo qual-
quer. Como P ¢é projectivo existe um dnico A-homomorfismo h: P — M tal que foh = g, isto
€, Homua(P, f)(h) = g. Logo Homy (P, f) é sobrejectivo. O

6.2 Progeradores e Teorema de Morita

Estamos interessados em que o functor de Schur seja uma equivaléncia. Assim, é necessario impor
mais condi¢des ao médulo P. Portanto, iremos introduzir mais uma nog¢ao categorica.

Definicio 6.2.1. Um A-médulo, P, diz-se um gerador de A-Mod se o functor
Homs(P,—): A-Mod — Set for fiel.

Teorema 6.2.2. Um A-modulo P é um gerador para A-Mod se e s6 se para qualquer A-modulo M
existir um epimorfismo @P — M, para algum conjunto 1.

iel
Demonstra¢do. Suponhamos que se verifica a segunda condi¢do. Sejam f,g: M — M’
A-homomorfismos distintos. Queremos encontrar um A-homomorfismo i2: P — M tal que foh # goh.
Por hipétese, existe um epimorfismo @ : P — M. Logo, fo o # go ¢. Assim, existe alguma injec¢ao

icl
candnica k;: P — P tal que foaok; # goaok;. Caso contrério terfamos foaok; =gooaok;, Vi€ l,
il
o que implicaria, ) foook;jom = ) gook;om, onde 7; ¢ a projeccdo candnica. Assim, tomando

h=aok COIlClul’lIGI:OS que Homy (P,le—l) é fiel.

Reciprocamente, suponhamos que P € um gerador. Seja M um A-médulo qualquer. Usando uma
apresentacdo do A-moédulo M, vemos que M € a imagem epimorfica de um modulo livre. Assim, é
suficiente mostrar que a condi¢do se verifica para o0 A-médulo A. Vamos supor, por absurdo, que

ndo existe um conjunto / tal que P — A seja um epimorfismo. Em particular para I = Homa (P,A).
i€l
Assim, 0 # coker (@P LR A> =A/@ a(P), isto é, a projec¢do m: A — A/ €D o(P) é ndo nula.
acl ael acl
Como o functor Homy (P, —) é fiel, entdo existe um morfismo 4: P — A tal que moh # 0oh =0, 0
que é um absurdo pois h(P) C P o(P).
acl

Logo, existe um epimorfismo P — A para algum conjunto /. O
iel

Para 4lgebras semi-simples, determinar geradores ¢ mais fécil.

Teorema 6.2.3. Suponhamos que A é uma R-dlgebra semi-simples com rank finito. Sejam (S;)i=1,.. k
k
representantes das classes de isomorfismos de A-modulos simples. Entdo S = @S; é um gerador para
i=1
a categoria A-Mod.

Demonstragdo. Para i =1,...,k, a projeccdao S — §; é um epimorfismo. Assim, para qualquer

conjunto I, @S — @S, € um epimorfismo.
Jjel jel
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Seja M um A-mdédulo qualquer. Entdo M pode ser escrito como soma directa de A-mddulos simples.
Pelo argumento anterior, existe um conjunto / tal que S — M é um epimorfismo. Pelo teorema
icl
anterior, S é gerador. O
Observagdo. Notemos que se P for um gerador para A-Mod e se existir um epimorfismo N — P,
entdo, pelo Teorema 6.2.2, N € ainda um gerador. Logo, para dlgebras semi-simples, qualquer médulo
que ao decompor-se como soma directa de médulos simples contenha representantes de todas as
classes de isomorfismo de A-mdédulos simples é um gerador.
Mais observagdes sobre geradores podem ser consultadas em [15, seccdo 18B].

Definicao 6.2.4. Um A-mddulo diz-se um progerador para A-Mod se for um A-médulo finitamente

gerado, projectivo e gerador.

A importancia destes objectos para os nossos propésitos € explicada pelo Teorema de Morita, o
qual apenas iremos enunciar. Para a sua prova, pode consultar-se [15, sec¢cdes 18C-D] ou [18, sec¢do
4.1], mas foi primeiro provado em [17].

Teorema 6.2.5 (Morita). Os functores Homa(P,—): A-Mod — B-Mod e P®p —: B-Mod — A-Mod

sdo equivaléncias de categorias se e so se o A-modulo P for um progerador na categoria A-Mod.

6.3 Dualidade de Schur-Weyl e functores de Schur

Voltemos ao nosso problema. Estamos agora em condi¢des de falar do functor de Schur para as
algebras de Schur. Fixemos A = Sg(n,d). Suponhamos que n > d.
Entdo a dlgebra de Schur admite um idempotente &, , onde A = (1,...,1,0,...,0).
——

Teorema 6.3.1. Nestas condicdes, Sg(n,d)&), = V' como Sg(n,d)-mddulos.

Demonstragdo. Notemos que C := Homgs, <§AV®‘1,V®‘1> ¢ um Sg(n,d)-médulo considerando a

acgio - f = oo f, a € Sg(n,d), f € C. E facil ver que, temos o Sg(n,d)-isomorfismo Sg(1,d)&; — C,

definido por o — OC§|§ _4- Considerando a notagdo usada no capitulo 3, & =&, comi=(1,...,d).
A Ve '

Provemos que & V&' = RS, como RS,-médulos. Seja e W®--Qej, € V" um elemento qual-

€, ®---Qej,, sej~i

quer da base. Temos &) (¢;, ®---®ej,) = . Assim, £,V tem

, caso contrario

base {o(e; ®---®ey): 0 € Sz}. Podemos, portanto definir um R-isomorfismo y': £V = RSy,
y(o(e; ®---®Rey)) = 0. Além disso, para qualquer y € S, tem-se

y(yo(e1® - ®eq)) =y0 =YY((eg111) @ Deg1(g)))-
Obtemos assim um RS -isomorfismo & v o RS,.
E imediato que ¢: Homgs, RSd,V®d> — V¥, com @(f) = (1), é um R-isomorfismo. Mas,
para qualquer a € Sg(n,d), tem-se, @(ao ) =ao f(1) =a(f(1)). Logo, ¢ é um Sg(n,d)-isomorfismo.
Concluimos que, Sg(n,d)&; = Homgs, (§AV®d,V®d) = Homgs, (RSd,V®d> >~y como Sr(n,d)-

modulos.
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Corolario 6.3.2. Paran > d, Ve 6 um Sr(n,d)-modulo finitamente gerado projectivo.

Demonstra¢do. Como Sg(n,d)&) = V®* entdo é imediato que V®* & finitamente gerado. Por outro
lado, como &, é um idempotente temos, Sg(1,d) = V&* D Sr(n,d)(1-&y).
Logo, V&' é um Sg(n,d)-médulo projectivo. O

Notemos que, em geral, quando uma R-dlgebra admite um idempotente e entdo
(Ends(Ae))’? = eAe. De facto, temos os isomorfismos de algebras eae ~ (d'e — d'eae) e T~ T(e)
de eAe — (Endy(Ae))?” e (Endy(Ae))’? — eAe, respectivamente.

Assim vem que B = (E”dSR(n,d) (V®d>)0p > £, Sp(n,d)E). Mas, & Sg(n,d)&) tem base
{&io(i): 0 € Sa} e é fécil de ver, usando (3.9), que & (i) © & z(i) = &ion(i)s 0,7 € S4. Logo
&i (i) ~ O define um isomorfismo de R-dlgebras entre &, Sg(n,d)&y e RS,. Portanto, o functor
de Schur Homygy, 4) (V®d, —) é definido da categoria Sg(n,d)-Mod para a categoria RS;-Mod.

Mais ainda, para qualquer A-médulo M tem-se Homy(Ae,M) = eM como eAe-médulos. De
facto, a cada f € Homy(Ae,M) fazemos corresponder f(e), e a cada em € eM, 0 A-homomorfismo
ae — aem.

Observagdo. Assim, para n > d, o functor de Schur é a multiplicagio a esquerda pelo idempotente &, .

P . . Ve . . ~ d z
Corolario 6.3.3. Seja K um corpo com caracteristica zero ou superior a d. Se n > d entdo V®" é um

progerador de Sk (n,d)-Mod.

Demonstracdo. Pelo corolério anterior, ja sabemos que V@ & finitamente gerado e projectivo. Resta
provar que V&' é um gerador de Sk (n,d)-Mod. Temos que Sk (n,d) é semi-simples. Logo ¢ suficiente
verificar que numa decomposicio de V@ como soma directa de médulos simples estdo representadas
todas as classes de isomorfismo de médulos simples sobre a dlgebra de Schur.

Seja v o Vi@ --- @V, a sua decomposi¢cdo em Sk (n,d)-médulos simples. Suponhamos,
por absurdo, que existe um moédulo simples S tal que S 2 V;, i =1,...,k. Pelo Lema de Schur,
Homg, (5,4)(S,Vi) =0, i=1,...,k, 0 que implica Homyg,(, 4) (S, V®d) =0.

Por outro lado, S é isomorfo a um submédulo simples de Sk (n,d), pois a dlgebra de Schur é
semi-simples. Por outras palavras, 0 # S C Endks, (V®d). Assim, podemos encontrar a € S, e

v e V¥ tais que a(v) # 0. Portanto o K-homomorfismo a: S — V& definido por a(s) = s(v), s € S,
¢ ndo-nulo. Além disso, a é um Sk (n,d)-homomorfismo. De facto,

a(B-s)=a(Bos)=pos(v)=P(s(v)) =Bals), p €Sk(n,d), s€S.

Logo 0 # « € Ends, 5 q) (S,V®d> . Assim, obtemos um absurdo. O

Pelo teorema de Morita, concluimos que se n > d e K for um corpo com caracteristica zero ou
superior a d entdo, as categorias Sk (n,d)-Mod e KS;-Mod sdo equivalentes.

Nestas condicdes, ja vimos no capitulo anterior que a dualidade de Schur-Weyl se verifica. Desta
forma, aplicando a dualidade de Schur-Weyl e usando o functor de Schur concluimos que a teoria das
representa¢des polinomiais homogéneas de grau d de GL,(K) e a teoria das representagdes de S, sdo
equivalentes. Estabelecemos assim, que muitos dos resultados para estas dlgebras KS;, KGL,(K),

Sk (n,d) podem ser obtidos explorando estas conexdes.
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