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Resumo

A programacao linear multiobjetivo € um caso particular de programagdo multiobjetivo, onde
se otimiza simultaneamente multiplas fun¢des lineares sujeitas a um conjunto de restricdes também
lineares. Este tipo de problemas, tipicamente, ndo admite uma tinica solugdo mas um conjunto de
solucdes incompardveis. Este conjunto de solug¢des representa o melhor resultado possivel entre os
objetivos conflituantes, visto que ndo € possivel melhorar um critério sem piorar algum dos outros.

Neste trabalho iremos introduzir as principais defini¢des de otimiza¢cdo multiobjetivo, analisar as
principais ideias da programacdo linear multiobjetivo, sumarizar os resultados mais importantes de
programacdo linear e mostrar como usar os programas lineares paramétricos para resolver programas
lineares com muiltiplos objetivos, utilizando exemplos em R? que ilustrem esses resultados. Prova-
remos alguns resultados importantes, como por exemplo o principal teorema de programacao linear
multiobjetivo que afirma que todas as solugdes eficientes sdo também propriamente eficiente.

Estudaremos também dois métodos para resolver programas lineares biobjetivo, o0 método da
soma ponderada e o método simplex, ambos implementados em Matlab. Faremos ainda uma breve
generalizacdo do método simplex para o caso de programacio linear multiobjetivo. Concluimos este
trabalho com um breve estudo computacional comparativo dos dois métodos que permite concluir que
o método simplex é mais rapido que o método da soma ponderada nos exemplos testados.
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Capitulo 1

Introducao

Em diversas situagdes do quotidiano temos que lidar com diferentes problemas, perante os quais
temos que tomar decisdes. Cada solu¢@o encontrada, pode ser avaliada de uma ou mais formas com
vista a selecionar a melhor forma possivel de resolver o problema. Quando cada solug¢do do problema é
avaliada por mais do que um critério em simultaneo, estamos na presenca de otimizagdo multiobjetivo
[6].

O exemplo seguinte, relativamente a escolha dos ingredientes de um pequeno almogo, ird servir

como motivacao ao longo do trabalho desenvolvido.

Exemplo 1.1. Pretende-se preparar um pequeno almoco sauddvel, isto é, com um niimero reduzido
de calorias mas, ao mesmo tempo, com o menor custo possivel. O pequeno almogo tem que conter
magds e/ou leite, sendo que a quantidade total de macds e leite ndo pode ser superior a 500g e
a quantidade de vitamina C tem que ser superior ou igual a 5 mg. Consideremos que o custo, a
quantidade de calorias e vitamina C destes alimentos sdo dados pela seguinte tabela:

por 100 g Custo Calorias Vitamina C
Maga 20 cent. 60 Kcal S mg
Leite 10 cent. 90 Kcal 2.5 mg

Neste problema, pretendemos uma solugcdo que minimize o niimero de calorias e o custo, sendo
portanto de natureza multiobjetivo. Deste modo, o problema de otimizacdo multiobjetivo a resolver é:

min 20x; + 10x,

min 60x; + 90x;

s.a S5x1+25x >5
X1 +x2 <5
X1,X2 >0

em que X1 e Xp sdo as nossas varidveis de decisdo pois estas representam as quantidades (em centenas

de gramas) de maca e leite, respetivamente.



2 Introducio

Este problema linear multiobjetivo tem duas fungées objetivo, duas restricdes lineares, duas
restricdes de sinal e duas varidveis, x| e x», por isso podemos representar o problema graficamente

em R? da seguinte forma:

X2

6 min fj(x1,x2) = 20x; + 10x;
V3 -——- min fp(x1,x2) = 60x] +90x,

Y2

500 Cvs
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200 |Cv2

100

Cv1
0 25 50 75 100 125 n

0

Figura 1.1 Regido admissivel 2~ do problema de otimizagdo multiobjetivo e regido admissivel 2" no
espaco dos objetivos, respetivamente.

A figura 1.1 mostra a regido admissivel do problema de otimizagcdo multiobjetivo no espaco das
solugdes e a regido admissivel no espaco dos objetivos. Observando esta figura conclui-se que o
problema linear multiobjetivo tem uma tinica solucdo, o ponto vi. Deste modo, perante as restricoes
impostas, a melhor solucdo para este problema seria comer apenasz 100g de magcd ao pequeno
almoco.

No exemplo anterior, a solucdo encontrada otimiza, simultaneamente, os dois objetivos. Contudo
esta situac@o ndo ocorre em geral, uma vez que este tipo de solucdes ndo esta disponivel na regido
admissivel. Deste modo, para tornar o exemplo mais realista, acrescentaremos uma nova restri¢cao
associada a quantidade de acticar.



Exemplo 1.2. Consideremos o exemplo anterior ao qual adicionamos a seguinte restricdo: a quanti-

dade de aciicar ingerida ndo pode ser inferior a 3 gramas.
A tabela seguinte apresenta o custo, a quantidade de calorias, vitamina C e acticares de 100

gramas de macd e leite.

por 100 g custo calorias vitamina C agticares
magd 20 cent. 60 Kcal 5 mg 2g
leite 10 cent. 90 Kcal 2.5 mg 2g

Assim, temos um novo problema linear multiobjetivo:

min 20x; + 10x,
min 60x; +90x,
s.a Sx1+25x, >5

X1+ x2 <5
2x1 +2xp >3
X1,X2 > 0.

Analogamente ao exemplo anterior o problema pode ser resolvido graficamente em R?, como
podemos observar nas figuras 1.2 e 1.3. Desta forma, conclui-se que este novo problema linear
multiobjetivo ndo tem apenas uma solucdo mas sim um conjunto de solugcdes incompardveis, visto que
ndo ¢é possivel reduzir as calorias do pequeno almoco, sem aumentar o custo do mesmo e vice-versa.

X2

6 min fj(x,x2) = 20x; + 10x;
min f>(x1,x2) = 60x; +90x;

V3 o

6 X1

Figura 1.2 Regido admissivel .2~ do problema de otimizag¢do multiobjetivo.

Neste caso esse conjunto de solugées é dado por:
{(xl,xz) € R? cxi+xp=15x1>0.5, x> 0}
e o conjunto dos valores da fungdo objetivo correspondente é:

{(y1,y2) ER?: yp = —3y; +180, 20 < y; < 30}.
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Figura 1.3 Regido admissivel % no espago de objetivos.
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Figura 1.4 Griéfico da fungdo em 2%, com x; € [0.5;1.5] e xp = 1.5 —x;.

A figura 1.4 ilustra as solugdes sdo incompardveis. A fungcdo 60x; +90x;, decresce ao longo de x,
enquanto que a fungdo 20x| + 10x; cresce ligeiramente ao longo de x1, pelo que os dois objetivos sdo

conflituosos.



Capitulo 2

Introducao a otimizacao multiobjetivo

Nesta seccdo iremos apresentar alguns formalismos importantes para o estudo deste problema.
Comecemos por analisar alguns conceitos e propriedades da otimiza¢do multiobjetivo que vao ser
utilizados ao longo do texto, bem como, exemplos que ilustrem os mesmos.

Um problema geral de otimizagcdo multiobjetivo é usualmente formulado, sem perda de generali-
dade, da seguinte forma:

min (f1(x), .0y fp(x))

. 2.1)
sujeito a xeZ,

onde f;: R" — R, i = 1,..., p, denominam-se por fun¢des objetivo e 2~ C R" € o conjunto das
solucdes admissiveis.

Ao longo deste trabalho, utilizaremos as seguintes relacdes de ordem em R”, definidos do seguinte
modo. Dado y', y* € R?:

yl>y? se y,lc>y% k=1,...p
Y2y se i >yi k=1,....p
1 2 2 2
¥ >y se vt 20y £

Estas relagdes sao todas transitivas, mas apenas a segunda € uma relagdo de ordem parcial [3]. Ao
longo do trabalho iremos também usar as notagdes y! < y%, y! <y? e y! < y? para denotar y* > y!,
y? 2yl e y* > y!, respetivamente.
Destas relagdes surgem naturalmente as seguintes notacdes:
R? :={y € R” : y > 0}, o conjunto dos vetores nio negativos de R”;
> i g
RZ :={y€R":y>0} = RE\{0};

R? :={y € R”:y > 0}, o conjunto dos vetores positivos de R”.

O conjunto das solugdes 6timas do problema linear mono-objetivo em cada uma das p func¢des
objetivo é Zi ={f e 2 : fi(*) < filx), xe Z},i=1,...,p.

5
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Ao longo do trabalho iremos admitir que (7_; Z; = 0. Esta suposi¢do garante que néo existe
nenhuma solug@o que minimize todas as fungdes objetivo a0 mesmo tempo.

A decisdo neste tipo de problemas ndo pode ser reduzida a procura da solug@o 6tima no sentido
tradicional, visto que na maioria dos casos do dia-a-dia ndo existe uma solu¢do 6tima. Uma vez
que a relagdo = é uma relagdo de ordem parcial e ndo total, e atendendo a que (7_, Z; = 0, ndo
existe uma tnica solu¢do mas um conjunto de solucdes incompardveis entre si. Assim o conceito de
solucdo 6tima € substituido pelo conceito de eficiéncia, que estd relacionado com o conceito de ndo

dominancia, estando o primeiro associado ao espaco das solugdes e o segundo espaco dos objetivos.
Definicao 2.1. Seja £ € 2 uma solucdo admissivel do problema (2.1) e § = f(%).

1. X é fracamente eficiente se ndo existe nenhum x € 2 tal que f(x) < f(X); nesse caso, § é
fracamente ndo dominado.

2. X é eficiente se ndo existe nenhum x € 2" tal que f(x) < f(R); nesse caso, ¥ é ndo dominado.

3. X é propriamente eficiente se ¢é eficiente e existe um niimero real M, ndo negativo tal que
Vie{l,...,p}, Vx € X, que satisfaca fi(x) < fi(x), 3j € {1,...,p} tal que fj(x) > fi(X) e

Desta forma podemos entao definir os seguintes conjuntos:

* O conjunto de todas as solugdes eficientes £ € 2~ € denotado por 2% e designado por conjunto
eficiente. O conjunto de todos os pontos ndo dominados, isto é f(Z) € denotado por %y e
designado por conjunto nao dominado.

* O conjunto de solugdes fracamente eficiente é denotado por Zy,r € Z,n = f(ZwE) € 0 conjunto
fracamente nao dominado.

* O conjunto de solugdes propriamente eficiente é denotado por Z,r € ¥,y = f(Z,E) é 0
conjunto propriamente ndo dominado.

Consideremos novamente o exemplo 1.2 para ilustrar estes conceitos.
Na Figura 2.1 sdo realcados os conjuntos

x1,%) ER?: x4+x =15, x; > 0.5, x, > 0};
ER?: 2xj4+x=2,0<x <05 U2%;
€R?: y, = —3y; + 180, 20 < y; < 30};
ER?: y; =20, 120 <y, < 180} U%y

X1,X2

Yi1,Y2

ZE
ZwE
Yy
DN Vi, )2

{(x1,22)
{(x1,x2)
{1,32)
{1,32)

com um trago preto mais grosso. Na figura de baixo observamos que o ponto y! é dominado uma
vez que 3x € 2 tal que y' < f(x). De facto, todos os pontos que se encontram em (y! — R2)N% =
{ye#: y=y' —y* paraalgumy* € ]Rg}, que sdo representados pelos pontos de % dentro do
angulo reto com vértice em y!, dominam este ponto. Por outro lado o ponto y? é ndo dominado, pois
(2 —RZ)N% ¢& vazio.



X2

6 min fj(x1,x2) = 20x; + 10x;
V3 ———- min f>(x1,x2) = 60x; +90x;

»2
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Figura 2.1 Conjuntos eficiente, propriamente eficiente, ndo dominado e propriamente ndo dominado
do exemplo 1.2.

Note-se que pode haver situagcdes em que £ € vazio sem o conjunto 2~ o ser. De facto, se
no problema anterior retirarmos a restricao x; +x; < 5 e alterarmos as funcdes objetivo para o seu
simétrico, obtemos um conjunto eficiente vazio, isto é, 2z = 0, sem que 2" ndo o seja. Este resultado
ocorre visto que a procura de solucdes 6timas € feita no sentido em que o conjunto admissivel do
espaco de decisdo ¢ ilimitado.

Pode também acontecer que 2 seja ilimitado e 2 # 0. De facto, basta considerar o exemplo
1.2, mantendo as mesmas funcdes objetivo e removendo apenas a restricao x; +x, < 5.

E possivel também ilustrar uma solucgdo eficiente que ndo € propriamente eficiente mas para isso ja
nio podemos utilizar um problema linear multiobjetivo, como veremos posteriormente. Para ilustrar
esta observacao vejamos o seguinte exemplo.
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Exemplo 2.2. Consideremos o seguinte programa:

min X1
min X2
sa  (x1—3)2+(x—3)* <2

X2
6 -~ minxp
min x|
6 X1

Figura 2.2 Conjunto admissivel 2~ do problema de otimiza¢ao multiobjetivo.

Na figura 2.2 estd representado o conjunto admissivel 2~ e o conjunto das solugées eficientes
Ze={(x1 =3)2+(x2—-3)2=2,3-v2<x <3, 3—2 < x, <3}, estando destacada a solugio
eficiente £ = (3 — V2, 3), que mostraremos ndo ser propriamente eficiente, e uma solugdo eficiente
genérica. Seja x = (x1,3 — /2 — (x1 —3)?) € 2E, com x1 € |3 —/2,3] uma solugdo eficiente
genérica. Estas solugdes verificam f>(x) < f2(%) e fi(x) > fi(X) mas o limite

lim 28 =A%
x—# fi(x) = fi(%)
_ /2 (x1 —3)2
= lim 373+y2-(a—3) (Utilizando a regra de Cauchy)
s (3-y2)* x1—3+V2
C b M2-20-3)2—(n - 3)2)~1/2
)C|—>(3—\@)Jr 1
X1 — 3

=  lim ——
—=(3-V2)* 2—(x1—3)

= 09,



. . : HLE)—f(x)
Assim, concluimos que xh_I)n)e GG
x€ZE

que satisfaga fi(x) < f;(%), 3j € {1,2} tal que f;(x) > fj(X) e

= oo, logo ndo existe M > 0 tal que Vi € {1,2}, Vx € 2,

e portanto X ndo é propriamente eficiente.

Existem vérios métodos para encontrar solu¢des multiobjetivo, um dos quais € resolver um
problema paramétrico, com A € R”:

min iliﬁ(x).

xe& =1

Este tipo de problemas é muito mais simples de resolver pois trata-se de um problema monocritério.
Além disso, variando o valor de A, podemos obter vdrias solugdes eficientes do problema multiobjetivo.

Com o intuito de aplicar este método, vamos ao longo do trabalho tentar responder as seguintes
questoes:

* A solucdo desse problema é sempre uma solucio eficiente?
* Todas as solucdes eficientes sdo solugdes do problema anterior para algum A ?

No que se segue vamos sumarizar alguns resultados e notacdes importantes que envolvem os
conjuntos admissiveis 2" e ¢. Para tal comecemos por considerar:

A(H)={9e#: A >0paraoqual AT$ < ATy, Vyec &}

S @)={9ec#: FIA>0paraoqual A"H < ATy, Vyec &}
De seguida realcemos algumas defini¢cdes. Sejam % C R”:

* Sejay € %, o conjunto %; = (y —RL )N % diz-se uma secgdo de #'. Se for compacto diz-se
uma sec¢do compacta.

s W ¢ Rg—compacto se Vy € % a sec¢do % é compacta.

s Wé Rg—convexo se ¥ +R§ é convexo.

- W& Rg—fechado se ¥ —I—Rg é fechado.

e % & conexo se ndo puder ser escrito como ¥ = % U %5, com X, %5, 1N %h £0 .

Vejamos agora um exemplo que ilustra estas defini¢des, mostrando também que € possivel termos
um conjunto % que ndo é nem convexo, nem fechado, nem compacto, mas pode ser RZ -convexo,
R? -fechado e RZ -compacto.

Exemplo 2.3. Na figura 2.3 estd representado o conjunto %, que ndo é convexo, nem fechado, nem
compacto. Este conjunto é definido por % = {(y1,y2) €ER?: y1 > 1Ay, > 1A(y1 <2Vy; <2)}. Ora,
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o conjunto % + RZZ (figura da direita da figura 2.3) é definido por {(y1,y2) €R?: y, > 1 Ay, > 1}.
No entanto este segundo conjunto jd é convexo, fechado pelo que % é R;—convexo e Rg -fechado.
Além disso, dado (y1,y2) € %, a seccio (y—RE)NH = {y* € # : y* <y} é compacta pelo que %

5 P
é R;-compacto.

Y2 Y2
4 4
3 3
2 2
1 1
00 1 2 3 4 N O0 1 2 3 4 |

Figura 2.3 Conjuntos % ¢ % +R22.

Definicao 2.4. % ¢ limitado inferiormente se Iy € R? tal que % C y+ R’; e ¥ ¢ limitado superior-
mente se Iy € R? tal que % C y— Rg.

Desta forma estamos em condi¢des de concluir os seguintes resultados:
Teorema 2.5. Para qualquer conjunto % C R? tem-se So(%') C .
Demonstragdo. Seja A € RY e § uma solugdo 6tima de (%), entdo

p p
Z Ak < Z Aok, paratodooy e %,
k=1 k=1

Por redugédo absurdo, suponhamos que j € %y, entdo existe algum y' € % tal que y, < Ji,
k=1,...,p. Somando em k e multiplicando por A obtém-se

i Aoy < i Aidk, paratodooy € %,
k=1 k=1
pois pelo menos um dos pesos A; é positivo. Chegamos assim a uma contradicéo. O
O inverso também possivel ser provado, mas € necessario que % seja Rg—convexo.
Teorema 2.6. Se % é Rg-convexo, entdo % = So(Y).
Relacionemos no que se segue . (%) e .#(%') com %j.
Teorema 2.7. Consideremos ./ (%) e % definidos anteriormente, entdo ./ (%) C Y.

Demonstragdo. Sejay € .7 (%), entdo existe algum A € R tal que Y7 A9 <Y?  Ay;, ye ¥
Suponhamos que § ¢ %}, entdo existe y € # tal que y' < . Multiplicando ambos os membros

pelos pesos vem A;y: < A9, i = 1,...,p e 4yt < A;9; para um i. Da desigualdade estrita e do facto de

A; ser positivo conclui-se que, Y7, A;9; > Y7, A;y!, o que contradiz y € .7 (%). O
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Se % for R’;—convexo o inverso pode ser provado.
Corolario 2.8. Se % é R% -convexo, entdo Yy C So(¥).

Demonstracdo. Este resultado é consequéncia imediata do teorema 2.6 uma vez que
W C B = S0(Y).

O]

Assim, relacionando os teoremas enunciados anteriormente, vem que se & for R’; -convexo vem
ainda que
LY ) C Oy C Hn = S(Y) (2.2)

Observemos que se % ndo for RZ -convexo entdo %y ndo esta necessariamente contido em .#(%).
De facto, a figura 2.4 ilustra um exemplo onde %y ¢ .%(%).

No que se segue pretende-se relacionar . (%) com %y, de forma a obter a mesma conclusdo
que em (2.2), para isso enunciemos o teorema de Geo f frion(1968) que relaciona as solugdes Gtimas
do problema paramétrico com as solugdes propriamente eficbientes de problema 2.1.

Teorema 2.9. (Geoffrion(1968)) Sejam A, >0, k=1,...,p, com Y¥_, A = 1, pesos positivos. Se
X é uma solucdo otima do problema paramétrico entdo X é uma solucdo propriamente eficiente do
problema 2.1.

Corolario 2.10. Seja % C R?, entdo /(%) C .
O inverso também possivel ser provado, desde que % seja Rg -convexo.
Teorema 2.11. Se % é R -convexo entio %,y C . (¥).

Assim, relacionando os coroldrios e teoremas enunciados anteriormente vem que
LY ) =Yon C Oy C v = S0(Y)

se % for RZ -convexo.
No que se segue sdo indicados uma série de resultados que serdo necessarios para a seccao
seguinte, e cujas demonstracdes podem ser consultadas em [4].

Teorema 2.12. (Borwein(1983)) Seja % um conjunto ndo vazio e suponhamos que % contém uma

seccdo compacta. Entdo %y é ndo vazio.
Corolirio 2.13. Se % ¢ RE -convexo entdo %y C .7 (¥).

Estamos agora em condi¢des de garantir que os conjuntos das solucdes eficientes, fracamente
eficientes e nao dominadas sao conexos.

Teorema 2.14. (Naccache(1978)) Se % ¢é fechado, convexo e R’;-compacto entdo %y é conexo.

Teorema 2.15. Seja 2~ C R" um conjunto convexo e compacto. Suponha que todas as funcoes

objetivo fi. sdo convexas. Entdo Zr e Z,,g sdo conjuntos conexos.
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Introducdo a otimizagdo multiobjetivo

Y2
4
2\
0L
2 4 Y1
So(¥) N ATCx

Figura 2.4 Relagdo entre %y e A(¥).



Capitulo 3

Programacao linear multiobjetivo

Um problema linear multiobjetivo € um caso particular de programacao multiobjetivo, onde as
vérias fungdes objetivo e as restricdes sao lineares. Estes problemas sdao também designados, de forma
abreviada por MOLP (Multiciteria Optimization Linear Problem). Sem perda de generalidade, iremos
admitir que o conjunto das restri¢des se escreve da forma Ax = b. As fungdes objetivo sdo da forma
fi(x) = c,{x, k=1,...,p, com ¢, € R". Por ultimo, restringe-se ainda que o vetor das varidveis seja
ndo negativo em R”, isto é x = 0.

Desta forma, um programa linear multiobjetivo pode entdo ser escrito como o seguinte problema
de otimizagao
min Cx
sujeitoa Ax=»b 3.1)
x=0,

onde C € RP*" se denomina por matriz critério e € construida com as linhas c,{, k=1,..,p.

O conjunto admissivel no espago de decisio é
2 ={xeR":Ax=b,x 2 0},

definido pela matriz das restrigdes A € R™*" e pelo vetor b € R™. A matriz A devera satisfazer ainda
car(A) = m de modo ao sistema ser possivel e ndo ter restricdes redundantes. O conjunto admissivel
no espago de objetivos é # =CZ = {Cx:x € X}

O exemplo 1.2 que nos tem acompanhado € um MOLP e, portanto pode ser escrito na forma (3.1).
Para o efeito, podemos reescreve-lo usando varidveis de folga:

min 20x1 4+ 10xp

min 60x1 + 90x,
s.a Sx1+25x—x3 =5
X1 +x2+x4 =35
2x14+2x—x5 =3
X1,X2,X3,X4,%x5 > 0.

13
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20 10 0 0 0 r > 23 -1 00
Deste modo, fazendo C = ,x:[xl x2x3x4X5} A= |1 1 0 1 O
60 90 0 0 O
2 2 0 0 -1
5
e b= |5]|, obtemos a notagdo pretendida.
3

Com o problema formalmente definido, na préxima sec¢do serdo introduzidos os primeiros

resultados.

3.1 Propriedades do MOLP

Nesta sec¢do serdao apresentados resultados sobre a existéncia de solugdes eficientes e a caracteri-

zacdo do conjunto de solugdes.

Lema 3.1. Os conjuntos admissiveis 2 no espaco de decisdo e % no espaco dos objetivos do MOLP

(3.1) sd@o convexos e fechados.

Demonstragdo. O conjunto {x € R" : x =2 0} é um conjunto fechado, por ser a interse¢do dos semi-
espagos fechados x; =2 0, i = 1,...,n. Além disso, {x € R" : Ax = b} € um conjunto fechado, pois
sabemos que A;x = b; ¢ um hiperplano (que é fechado) e Ax = b ¢ a intersecdo de vdrios hiperplanos,
todos fechados. Como a intersecdo de conjuntos fechados é um conjunto fechado, conclui-se que 2
¢ fechado.

Provemos agora que 2~ € convexo, sejam x,x; € 2, isto é, Ax; = b, Ax, = b e x;,x, > 0. Seja
o € (0,1) entéo, otx; + (1 —ct)xp > 0e

Aloxy + (1 — ot)xz] = Aloxy + x2 — otxs]
=Aox; +Ax; —Adx;
=ab+b—ab=0>b.

Assim, ax; + (1 — a)x, € 2 e portanto .2~ é um conjunto convexo.

Provemos agora que % é um conjunto fechado, para isso é necessdrio provar que para toda a
sucessio (yp)uen € ¥ lim y, =y = ye ¥.
n—oo

Ora, sejay, =Cx;, x, € ' VneN

y=1lim y, =lim Cx, = Clim x,,.
n n n

Como lim x, € 2, pois 2 é um conjunto fechado, entdo y € % e portanto % € fechado.
n
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Por tltimo demonstremos a convexidade de %/, sejam yy, y, € %/, entdo existem x1,x; € 2 tal
que y; = Cxj e y; = Cx;. Deste modo, para qualquer o € (0,1):

ayr +(1— o)y
= oCx + (1 — OC)CXZ
= Clax; + (1 — o)x2).
Como 2" é convexo, ax; + (1 —a)x; € 27, logo # € convexo. O

No que segue, serdo enunciados alguns resultados sobre o conjunto admissivel no espaco dos
objetivos, %/, que serdo necessarios posteriormente.

Corolario 3.2. Se 2 é limitado entdo % é compacto.

Demonstracdo. Pelo teorema anterior temos que 2~ € fechado, e por hipétese temos que também
¢ limitado, entdo 42~ € compacto. Deste modo, e uma vez que as funcgdes lineares sdo continuas,
% =CZ é compacto por ser a imagem de um compacto através de uma fungdo continua.

O

Lema 3.3. % ¢ Rg-convexo.

Demonstracdo. Pela defini¢do % é Rg—convexo se & +R§ ¢ convexo. Sejam y;,y, € ¥ —HR’;, isto
&, yi=¥i+w;,i=1,2,ondey; €% ew; =0. Consideremos ainda a € [0, 1]. Entdo:

o1+ (1 —a)y2 = a5 +wi) + (1 — ) (52 +w2)
=ayi+(1—a)p+aw +(1-a)pw €% +RZ,
pois oy + (1 — &)y, € % que é convexo e ow; + (1 — )y > 0. Logo, # +RZ é convexo. O
Lema 3.4. Se % ¢ limitado inferiormente entdo % é Rg-compacto.

Demonstragdo. Pela defini¢do, % ¢ RE -compacto se toda a secgiio % = (y—RE)N, ye ¥ ¢
compacta. Inicialmente, notemos que @_y é fechado, pois € a intersecdo de dois coﬁjuntos fechados,
faltando apenas provar que ¢ é limitado.

Por hipétese, temos que % € limitado inferiormente, logo % também € limitada inferiormente.
Por outro lado, %}, C y — Rg, logo concluimos que também ¢é limitado superiormente. Portanto, % é

limitado e consequentemente compacto, para todoy € %' O

Vejamos a seguir que .7 (%) € de facto essencial para calcular as solugdes ndo dominadas que

por sua vez formam um conjunto conexo.

Teorema 3.5. Suponhamos que % # 0 e que % ¢ limitado inferiormente. Entdo:
1. %y #0.
2. S(Y) =Yn C .

3. %y é conexo.
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4. Se Z é limitado entdo 2,k e g sdo conexos.

Demonstragdo. 1. Aplicando o lema 3.4 vem que % é R‘; -compacto. Como % # () entdo pelo
teorema 2.12 conclui-se que %y # 0.

2. Por definigao, %),y C %y. Além disso, o coroldrio 2.10 garante que .’ (%) C %,,y. Finalmente,
o lema 3.3 assegura que % é Rg—conexo e, portanto, pelo teorema 2.11 obtemos %,y C .7 (%).

3. Atendendo a que % € limitado inferiormente, pelo lema 3.4 tem-se que % ¢é R’; -compacto. Por
outro lado, o lema 3.1 refere que % é convexo e fechado donde se conclui, usando o teorema
2.14, que %y é conexo.

4. Pelo lema 3.1 vem que 2~ € fechado e convexo. Além disso, pela hipétese, 2~ € limitado e
portanto 2~ € compacto. Aplicando o teorema 2.15 concluimos que Z,r ¢ 2 sdo conexos.
O

No que se segue apresentam-se resultados sobre a geometria da programacao linear.

3.2 Geometria da programacao linear

Nesta seccdo irdo ser apresentados os conceitos de hiperplano, poliedro e ponto extremo, bem
como as suas propriedades, podendo ser encontrados com mais detalhe em [1] e [4].
Sejaa € R" e b € R. O conjunto

Ky ={xcR":a’x = b}

é um hiperplano. Um hiperplano define dois semi-espagos, o espaco que constituido por a’x < b e
a’x > b. Definamos o primeiro conjunto por

Ay ={xeR" :a’x <b}

pelo que o segundo serd %Z,ay,b.

Seja 2” C R" um conjunto ndo-vazio. Um hiperplano 7, , € chamado hiperplano de suporte de
X emisexc XN e X C J“i;ihb. Também se diz que J7; , suporta 2" em X.

Um conjunto 2~ é chamado de poliedro se for a intersecdo de um nimero finito de semi-espagos.
Por exemplo, o conjunto admissivel nos espago de decisdo, 2" ={x € R": Ax =b,x = 0}, de um LP
é um poliedro, pois € a intersecdo dos semi-espagos Hy, , € H_,, _p, com os semi-espagos H_,, onde
e; € 0 i-ésimo vetor da base canonica.

Diz-se que x € 2 é um vértice de .2~ se existir a € R”" tal que
ax > ax, paratodooxe 2 \{x}.

Seja 2" # 0 um poliedro escrito da seguinte forma 2~ = {x: Ax < b}. Se d € R" tal que Ad = 0,
entdo d é chamado de raio de Z". Um raio d é designado de raio extremo se nfo existem raios
d',d?,d' # ad?* paratodo o o € R, tal que d = (1/2)(d' +d?).
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Estas defini¢cGes levam-nos ao seguinte lema que nos diz que o conjunto dos raios, % é um cone
convexo, ou seja # é convexo e para qualquer p € Z e o0 > 0 entdo ap € Z.

Lema 3.6. Seja 2 um poliedro definido anteriormente e d € R" um raio de . Entdo x4+ ad € &
para todo o 0. > 0 e o conjunto {d : Ad < 0} é um cone convexo.

No que se segue enunciaremos algumas notacdes que nos levardo ao conceito de face e algumas
das suas propriedades.

O conjunto de pontos {a')) € R" : i € K} é independente afim se ¥'; Lia) =0 e ¥; A; = 0 apenas
quando A; =0 paratodo i € K.

A dimenséo de um poliedro, dim(.Z"), é o nimero méximo de pontos independentes afim em 2~
menos 1. A dimenséo pode ser: —1 (se 2 for vazio); 0 (se 2" for um ponto tnico); 1 (se 2~ for um
segmento de reta) e até n quando .2 C R”. No tltimo caso dizemos que 2~ ¢ totalmente dimensional.

Consideremos .7, ;, um hiperplano de suporte do poliedro 2". Entdo .# = 2 N, ; é denomi-
nado por face de 2. Por definicéo, todas as faces sdo poliedros. Faces de dimensao 0 sdo chamados
pontos extremos, faces de dimensdo 1 sdo chamados arestas e faces de dimensdo dim(Z") — 1 séo
chamados facetas.

Na secc¢do seguinte estabelecem-se relagdes que permitem obter as solu¢des de %y a custa das
solugdes de .7 (%), ou seja, vamos ver como podemos chegar 4s solugdes eficientes do problemas
biobjetivo através da resolucio de problemas monobjetivo.

3.3 Método da soma ponderada

Como referido anteriormente, um processo de determinar as solu¢cdes de MOLP é o método da
soma ponderada. Este método consiste na transformacao de um problema multiobjetivo num problema
mono-objetivo através da atribuicdo de pesos a cada objetivo. Com a atribui¢do de diferentes pesos
para cada objetivo temos uma nova fun¢@o que representa uma combinacdo linear entre os objetivos.

Seja A € R;, o programa linear de soma ponderada denotado por LP(1) define-se da seguinte

forma:
min ATCx
sujeitoa Ax=Db, (3.2)
x20.

com b = 0. Mostraremos, de seguida, algumas relagdes entre a solugdo dos problemas MOLP e LP(A).
Teorema 3.7. Seja £ € Z a solugcdo étima do LP(A) indicado em (3.2).

1. Se A > 0 entdo X é fracamente eficiente.

2. Se A > 0 entdo % é eficiente.

Demonstragdo. 1. Suponhamos, por absurdo, que X ndo é fracamente eficiente. Entdo, existe
x e Z tal que
crx<clx k=1,..,p. (3.3)
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Multiplicando ambos os membros por A; vem,
Mchx < Aelx, k=1,...,p, (3.4)

em que a desigualdade estrita acontece pelo menos uma vez porque A # 0. Somando para todos
os valores de k temos A7 Cx < ATC# e chegamos a uma contradigio!

2. Supondo agora, por absurdo, que £ nao € eficiente. Entdo existe x € 2" tal que
c,{x < c,{ﬁ, k=1,...,p,

sendo, pelo menos, uma das desigualdades estrita.

Multiplicando ambos os membros por A; > 0 vem,
Mchx < Melx, k=1,...,p,

onde pelo menos uma das desigualdades € estrita. Somando para todos os valores de k temos
ATCx < ATC# e chegamos novamente a uma contradi¢io!
O

Este teorema dd-nos uma forma de encontrar solucdes eficientes do MOLP.
Consolidemos este resultado com um exemplo que ilustra como podemos encontrar graficamente
pontos ndo dominados. Este facto € importante porque encontrando pontos ndo dominados ou pontos
fracamente ndo dominados, conseguimos concluir se a solugdo 6tima € eficiente ou apenas fracamente
eficiente.

Exemplo 3.8. Consideremos o exemplo 1.2 que tem servido de base neste estudo. A figura 3.1 ilustra

o conjunto % e curvas de nivel da fungdo AT Cx para os seguintes valores de A: A' =[3 1], A =1 1],
A3=[01]er*=[10]

Com A' obtemos que todos os pontos em CvCvs sdo valores 6timos de LP(A!) e correspondem
também a pontos nio dominados. Com A2 e A3 obtemos o tinico ponto nio dominado Cvs e com
A% obtemos que todos os pontos em Cv;Cv, sdo fracamente nio dominados mas apenas Cv; é niio
dominado.

Da andlise dos exemplos apresentados, podemos observar:

Observacao 3.9. 1. Um tnico ponto ndo dominado pode ser identificado por diferentes vetores
de ponderacdo A, como é o caso de Cv, como se pode observar no exemplo 3.8, pode ser

identificado pelos vetores de ponderacdo A* e A>.

2. Um vetor de ponderacdo A pode identificar vdrios pontos ndo dominados, como é o caso de A,
como se pode observar no exemplo 3.8, identifica todos os pontos de CviCvs como pontos ndo

dominados.

3. Com A >0 e com algum A; = 0 podemos ter:
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Figura 3.1 Regido admissivel no espago de objetivos de LP(A).

(a) apenas pontos ndo dominados, como se pode observar no exemplo 3.8 usando o vetor de
ponderagdo A>.
(b) pontos fracamente ndo dominados e pontos ndo dominados, como se pode observar no

exemplo 3.8 usando o vetor de ponderacio A*.

Com o objetivo de provar o resultado fundamental da programacéo linear multiobjetivo, teorema
3.13 precisamos de provar alguns resultados auxiliares. Em primeiro lugar, necessitamos de identificar
se uma dada solu¢@o admissivel € eficiente ou ndo.

Lema 3.10. Uma solucdo admissivel xX° € 2 é eficiente se e s6 se o programa linear

max el'z
sujeito a Ax=b ) (3.5)
Cx+1z=Cx
x,220,

onde e" = (1,...,1) € R? e I é a matriz identidade p x p, tem valor étimo nulo.

Demonstragdo. Notemos em primeiro lugar que o problema (3.5) é admissivel uma vez que (x°,0) é
uma solucdo admissivel desse problema.

Seja (x,z) € 2 x R; uma qualquer solu¢do admissivel de (3.5). Entao

Cx+Iz=Cx"s z=Cx"—Cx >0, (3.6)
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pelo facto de z = 0.

(=) O valor 6timo ser nulo significa que e’ z = 0 < z = 0, pois z = 0. Suponhamos, por redugio
ao absurdo, que o valor 6timo é maior que 0. Entdo (x,z) é admissivel em (3.5). Como z =0 e
z# 0 vem que z > 0. Entio de (3.6) vem Cx < Cx" e portanto x” ndo é eficiente, chegamos a uma
contradicdo!

(<=) Suponhamos, por reducio ao absurdo, que £ nio é eficiente. Entdo 3x € 2 tal que Cx < Cx".
Fazendo z = Cx” — Cx e usando (3.6) vem que z > 0 = e’z > 0, chegamos a uma contradigio!  [J

Para provar que todas as solucdes eficientes do MOLP (3.1) podem ser encontradas resolvendo o
LP(A) (3.2) necessitamos de relembrar o conceito de dualidade de programagao linear.

Consideremos o seguinte programa linear de objetivo tnico (LP) denominado por primal:

min cTx

sujeitoa Ax=b.
x20

A cada LP primal define-se um outro LP associado, denominado por dual, que é definido por:

max u'b
sujeitoa u'A<cl.
ueR™

A relacdo entre os programas lineares primal e dual € estabelecida no seguinte teorema:
Teorema 3.11. (Dualidade de programacdo linear)

1. (Dualidade fraca) Sejax € & eu € U, onde % = {u € R": ATu< c}, isto é, x e u sdo as
solugoes admissiveis do primal e dual, respetivamente. Entdo

b u < 'x.

2. Se um dos problemas é ilimitado entdo o outro é inadmissivel.
3. E possivel que o primal e o dual sejam ambos inadmissiveis.

4. (Dualidade forte) Se um dos problemas tem solucdo otima, entdo o outro também tem e o valor

otimo dos dois coincide.
Deste modo, conseguimos caracterizar as solugdes eficientes através do dual de (3.5).

Lema 3.12. Uma solucdo admissivel x° € 2 é eficiente se e s6 se o programa linear

min ulb+wlCcx®
sujeitoa ulA+wl'C=0 (3.7)
wZe

ueR" weR?

tem a solugdo 6tima (i, w) com 4 b+w! Cx® = 0.
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Demonstracdo. Recorrendo ao conceito de dualidade referido anteriormente temos que (3.7) é o dual
do programa linear (3.5).

Deste modo, usando o lema 3.10, x° € 2" é eficiente se e s6 se o valor 6timo de (3.5) é nulo.
Aplicando o teorema 3.11 temos que o problema (3.7) também tem valor 6timo nulo, pelo que as suas
solugdes 6timas verificam a7 b4+ w! Cx¥ = 0. O

Estamos agora em condi¢des de provar que todas as solucdes do MOLP (3.1) podem ser encontra-
das resolvendo varios LP(A) (3.2). Nesta prova consideramos uma solugéo eficiente 1Y e construimos
o A € R? tal que a solucio eficiente x” seja a solugdo 6tima do LP(4) (3.2).

Teorema 3.13. (Isermann(1974)) Uma solugdo admissivel xX° € X" ¢é solugdo eficiente do MOLP
(3.1) se e 56 se existe A € ]R’; tal que

Atex® <a'cx (3.8)

paratodox € Z'.

Demonstragdo. (<=) Do teorema 3.7 tem-se que, se x’ € 2 é a solugdo do LP(1) (3.2) e A >0
entio x° € eficiente.

(=) Seja x° € 2%. Pelo lema anterior vem que o LP (3.7) tem solugio 6tima (i1, %) tal que
Wb+ wICx® =0 s a"b = —w'CxO.

Fixando w =, vem min u” b+ w7’ Cx® = min u”b, pois wT Cx® é uma constante.

Assim, @i também €& solugdo 6tima do LP:

min ulb
sujeitoa ulA+WwI'C=>0

este LP corresponde ao LP (3.7) com w = w fixo.

Entéo recorrendo a dualidade forte, vem que a solugdo 6tima do dual do LP anterior,

max —wlCx
sujeitoa Ax=0>b
x=0,

existe. Pelo dualidade fraca, vem —w! Cx < u’ b para todas as solu¢des admissiveis u do primal e
para todas as solugdes admissiveis x do dual.
Como vimos anteriormente i’ b = —%” Cx?, portanto x° é soluciio 6tima do LP dual anterior.
Por outro lado temos a seguinte equivaléncia

max {—w/Cx: Ax=b, x >0}
& —min {W Cx: Ax=b, x> 0}.

Das restri¢des do LP (3.7) temos w = e > 0. Portanto WVéa solucéo 6tima do LP (3.2) para A = W, ou
seja Wl Cx® < WwI'Cx, Vx € 2. Deste modo, tomando A = W, chegamos ao resultado pretendido. [

Este teorema permite concluir o seguinte corolério.
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Corolario 3.14. 2¢ = Z k.

Sobre a primeira afirmac¢do do teorema 3.5 temos as seguintes condi¢des para a existéncia de
solugdes eficientes, respetivamente pontos ndo dominados.

Proposicdo 3.15. Seja x° € 2. Entdo o LP (3.5) é admissivel e as seguintes afirmacdes sdo vdlidas.
1. Se (X,Z) é a solugdo otima de (3.5) entdo X é uma solugdo eficiente do MOLP (3.1).
2. Se (3.5) é ilimitado entdo Zr = 0.
Demonstragdo. 1. Se (%,2) é solucdo 6tima de (3.5), entdo Cx+12 = Cx" e 2> 0. Donde 2 =
Cx" — C% e portanto C < Cx0.
Suponhamos que £ ndo é solugdo eficiente do MOLP (3.1). Entdo 3 % € .2 tal que Cx < C%.

Defina-se 7 = Cx" — C¥. Como Ci < Ct e C& < CxY entdo, por transitividade, C¥ < CxY.
Portanto 7 = Cx? — Cx > 0.

Logo Z = 0 entdo (%,Z) é uma solugdo admissivel de (3.5).

Finalmente, de C¥ < C% temos Cx° —C¥ > Cx’ —Ci=7> %, em queZ; >Z,i=1,...,pe,pelo
menos, uma das desigualdades € estrita. Somando todos os valores de i obtemos e’z > e’z e
portanto (£,2) ndo 6timo para (3.5).

2. Suponhamos que 2% # 0, entdo 3%t € 2. Pelo teorema 3.13 34 € RZ : ATC% < ATCx,
Vxe Z.
Sejaw = A/minicqy 1 {A:}, entdow = ee W CE < W' Cx,Vxe 2.

Deste modo X € solucdo 6tima de

min{w! Cx: Ax=b, x >0} = —max{—w/ Cx: Ax=b,x >0}.

Logo o dual, isto é,
min{u’b: u'A > -#'C}

também tem solugdio 6tima # tal que i’ A +Ww'C > 0. Deste modo (i) é uma solugio
admissivel de (3.7). Uma vez que (3.7) é o dual de (3.5), pelo teorema 3.11, o problema (3.5)
ndo ¢ ilimitado.

O

3.3.1 Método da soma ponderada para programas lineares biobjetivo

O método da soma ponderada é um método que se baseia numa resolucido geométrica e como tal
vamos resolver problemas lineares representados da seguinte forma:

min Cx
sujeitoa Ax<b
x20,
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comC eRP*" A cR™" pcR"exec R

Como sabemos, pelo teorema 2.15, o conjunto das solugdes eficientes € conexo e consegue-
se demonstrar que é composto por faces adjacentes de 2, a ideia geral do método consiste em
encontrar todos os vértices pertencentes a Zg. Para isso comegamos por encontrar solugdes que sao
extremidades do conjunto conexo das solugdes eficientes e de seguida encontrar as restantes solucdes
eficientes que, de certa forma, se encontram entre as duas iniciais. As solucdes iniciais correspondem
as solucdes eficientes que minimiza cada objetivo, ou seja, para obter a primeira solug@o temos que

1 . .
comecar por resolver LP 0 obtendo o conjunto de solu¢des fracamente eficientes, 5&”W1E ,ede

: 0 . .
seguida resolver o LP 1 sujeito a EKWIE. Por outras palavras, temos de minimizar a segunda

funcdo objetivo no conjunto das solucdes 6timas da primeira funcdo objetivo. Para encontrar a segunda
solucdo basta repetir o processo por ordem inversa. Este processo consiste em resolver os seguintes

problemas lexicograficos:

min (cA)Tx min (cHTx
sujeitoa (cHTx=f, sujeitoa  (c*)Tx=g, (3.9)
Ax<b Ax<b '
x20 x20
com f = min{(cl)Tx :Ax <b, x=20} com g = min{(cz)Tx :Ax <b, x=0}.
1,2

Encontradas as solugdes iniciais, x' € x°, resta agora encontrar as restantes, para tal é necessério
resolver o LP(A4) definido em (3.2), com A = A* > 0 um vetor perpendicular a reta formada por
y1 = Cx! e y, = Cx? pois neste caso A*Cx! = 1*Cx?. Seja x3 a solucio obtida para LP(1*), se esta
solugdo se encontrar no segmento de reta yyy;, obtemos que, como x3 ndo é nenhum vértice de 2,
todos os pontos no segmento de reta y;y; sdo solugdes eficientes. Por outro lado, como x; e x sdo
pontos extremos de 2 concluimos entdo que y1y; contém todas as solucdes eficientes e o processo
termina. Caso contrdrio a solucdo 6tima do LP(A) ird encontrar-se a baixo do segmento y1y; € x3 serd

uma nova solugdo eficiente.

O préximo passo é repetir este processo para os segmentos de reta y,y3 e y1y3. Enquanto algum
novo vértice for encontrado entdo € necessario repetirmos o processo aos novos segmentos de reta
procurando novas solugdes eficientes. Este processo termina quando todos os segmentos de reta forem
verificados e nenhum ponto for adicionado, ou seja quando todas as solucdes eficientes ja forem

encontradas.

O algoritmo 1 esquematiza o processo anteriormente descrito. Apresenta-se no que se segue um
exemplo ilustrativo do algoritmo da soma ponderada para programas lineares biobjetivo.
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Algorithm 1: Algoritmo soma ponderada para programacéo linear biobjetivo.

Input :Dados A, b, C = (c',c?) do LP biobjetivo.
Fase I: Resolver os problemas lexicograficos (3.9).
Fase II: Seja S o conjunto das solugdes ordenadas relativamente a x;
while Um ponto for adicionado do
for i =1 até dim(S)— 1 do
Seja A > 0 tal que AT (C(S(i+1)—S(i))) =0.
Seja x uma solugio do LP(A).

if x ndo pertence a reta formada por C S(i+ 1) e C S(i). then
| Acrescentar x a S, mantendo a ordenagdo relativamente a x;

end
end

end
Output : Conjunto S de todos os vértices pertencentes a 2.

Exemplo 3.16. Relembremos o programa linear biobjetivo que temos vindo a acompanhar ao longo

do trabalho.
min 20x; + 10x»
min 60x; +90x,
s.a S5x1+25x, >5
X1 +x <5
2x1 +2x2 >3
X1,X2 >0
Ao resolver o LP ( [(1) ) obtém-se o conjunto das solugoes

2Ly = {(x1,3) - 2x1 +x2 = 2,x, € [0,0.5]},

0
e todas tém valor minimo de ATCx = 20. Resolvendo agora o LP 1
20x1 + 10x, = 20, obtém-se a primeira solucdo pretendida, isto é, x = (0._5,
0
1

Repetindo este processo, mas agora comecando por resolver o LP

das solugées

e =1{(1.5,0)},

obtendo 90 como valor minimo de AT Cx. Ao resolver o LP

90 obtém-se a segunda solucdo pretendida x = (1.5,0).

) s.ax¢€ z%”le, isto é

1).

) obtém-se o conjunto

1
O] ) s.axe %WZE, isto é, 60x1 +90x; =

Fazendo ATCx' = ATCx?, com A > 0 vem que A = (3,1) e o valor étimo do problema é 180,

coincidindo com AT Cx' e ATCx?, de seguida, como todas as solugdes otimas de LP(A) se encontram

na reta Cx'Cx2, podemos terminar o processo e concluir que o conjunto das solugées eficientes é

dado por:
{(x1,x02) €ER?: x; +x, =1.5, x; > 0.5, x, >0},
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este conjunto estd representado na figura 3.2.

X2

0 1 2 X1

Figura 3.2 Conjunto das solugdes eficientes.

Como se pode observar, este exemplo ndo é muito ilustrativo do algoritmo da soma ponderada,
pois o conjunto das solucdes eficientes é so um segmento de reta, e por isso 0 método sé necessita de

uma iterag¢do para encontrar Zg.
Com o objetivo de ilustrar todos os passos do algoritmo vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.17. Consideremos o seguinte problema linear:

min X1
min X
s.a xp+2x >2.
2x1+x, >2
x1,x >0

Comecemos por representar graficamente a regido admissivel do problema.

X2

0
0 1 2 X1

Figura 3.3 Regido admissivel 2~ do problema.

Podemos agora comegar a Fase I do algoritmo, para tal comecemos por calcular f e g, e obter os

conjuntos fracamente eficientes:
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min X

f= 1, ceq =0 ¢ Zp={02)}
min X

8= L e =2 ¢ Zp={C0)}

Estamos agora em condicoes de resolver os problemas lexicogrdficos:

min X min X1
sujeito  x € X\, sujeitoa x € 2%,

obtendo assim as solugbes x' = (0,2) e x> = (2,0).
Tendo as solugées inciais podemos passar entdo a Fase Il do método. Nesta fase vamos resolver
LP(}), para isso necessitamos de calcular A. Fazendo AT Cx' = AT Cx? vem que A = (0.5,0.5).
Iteragdo 1: Resolvendo o LP(A) obtemos uma nova solugdo eficiente, x> = (2/3,2/3), como se

pode observar na figura 3.4.

sz
\ Cx!
2
ATCx
1
Cx?

0 Cx?
0 1 2\ Cxy

Figura 3.4 Primeira iteracdo da Fase II do método soma ponderada.

Iteragdo II: Observando a figura 3.4 conclui-se que se resolvermos o LP(A) mas agora para as
retas formadas por Cx' e Cx3, e Cx> e Cx* ndo vamos encontrar novos vértice eficientes.

Como ndo foram acrescentados novos vértices ao conjunto de solugoes eficientes entdo o algoritmo
termina com a lista de vértices eficientes S = {(0,2);(2/3,2/3;(2,0));(2,0)} o que origina o conjunto
das solugoes eficientes {(x1,x2); 2x1 +x2 =2V x1 +2x, =2, x1,x3 > 0}.
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CX2

Cx

Figura 3.5 Segunda iteracdo da Fase II do método soma ponderada.
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3.4 Método Simplex para programas lineares

O método simplex é um método para resolver programas lineares, determinando solu¢des 6timas
para estes problemas. A sua estratégia consiste em comecar com um vértice admissivel e, em cada
iteracdo chegar a um dos seguintes casos: um novo vértice que ndo piore o valor da funcio objetivo,
um raio em que a funcfo objetivo € ilimitada ou ser encontrado um vértice 6timo (solugdo bdsica
admissivel 6tima).

Para desenvolver o método simplex para programas lineares multiobjetivo necessitamos, em
primeiro lugar, de conhecer o método simplex para programas lineares monobjetivo.

3.4.1 Método Simplex para programas lineares monobjetivo

Para o desenvolvimento deste método precisamos de algumas notacdes que nos irdo acompanhar
ao longo desta sec¢cdo. As demonstragdes podem ser consultadas em [2], [4] e [5] .
Consideremos o LP
min{c’x: Ax=b, x > 0}, (3.10)

com ¢ € R", A uma matrizm xn e b € R”, com b 2 0. Assumiremos ainda que car(A) = m e sem
perda de generalidade que car(A) = m < n.

Uma submatriz nao-singular Az € R™*™ de A diz-se matriz base, em que % € o conjunto dos
indices de colunas de A que definem A4 e é chamado de base. Seja 4" := {1,...,n}\ % o conjunto
dos indices das colunas nio-basicas. Uma variavel x; e o indice i sdo chamados de basicos se i € # e
ndo-bésicos caso contrario.

Assim, com estas notacdes podemos dividir A, x e ¢ nas partes bésica e no bdsica usando A e A4
como os indices dos conjuntos. Temos entdo, A = (Ag,A v ), ¢ = (cl,cl)) exT = (x1,,xT,)).

Consequentemente, podemos reescrever as restricdes Ax = b em funcgdo das partes bésica e
nao-basica,

(AE%,AC/V)(XQ%CQ)T =bsApxp+Ayxy=>b

Uma vez que A é invertivel, pois € ndo-singular tem-se,

xp=Ay (b—Ayxy). (3.11)

Fixando x s = 0 em (3.11) obtemos x4 = A;;b, com b = 0, sendo (x,0) chamada solugio
basica do LP (3.10). Adicionalmente, se x5 = 0 é chamada solugdo bdsica admissivel (BFS) e a base
2 é chamada admissivel. Por outro lado, se (x,0) é uma BFS étima entdo % é chamada de base
Otima.

Relacionemos agora vértices e solugdes bdsicas admissiveis.

Teorema 3.18. Seja 2" um poliedro ndo vazio e x € Z'. Entdo, as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

1. x é um vértice;
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2. x é uma solugdo bdsica admissivel.

Note-se que vdrias bases admissiveis podem definir a mesma solu¢do bdsica admissivel e, conse-
quentemente, o mesmo vértice. Neste caso as solucdes dizem-se degeneradas.

O teorema que se segue justifica o método analisado anteriormente, também conhecido como
método simplex para a programacdo linear, provando que existem solucdes bdsicas admissiveis e
solucdes bdsicas admissiveis Gtimas.

Teorema 3.19. 1. Se o LP (3.10) é admissivel, isto é se 2 # 0, entdo existe uma solugcdo bdsica
admissivel.

2. Se, afungdo objetivo ¢ x é limitada inferiormente em %, entdo existe solucdo bdsica admissivel

otima.

Duas solucdes bésicas admissiveis dizem-se adjacentes se as bases associadas diferirem apenas
numa das varidveis. Vejamos agora como passar de uma solugdo bdsica admissivel para outra
adjacente.

Comecemos por calcular o valor da funcdo objetivo usando (3.11) do seguinte modo,

(ctps ) (g, 2l )T = clypxg+clyxy
=LA b+ () — LA A )x y (3.12)

Definimos deste modo o vetor ¢ = ¢! — cT,A'A que é chamado de vetor dos custos reduzidos e

verifica

¢ =c"—cGAGA=[0 (cy —clAL Ax) = e &y

Deste modo, o valor da fun¢ao objetivo pode escrever-se
Tx=chA b+ x . (3.13)

Seja (x4,0) uma solugdo bdsica admissivel, de (3.12) tem-se que, se existir algum s € 4" tal que
¢s < 0 o valor de ¢! x decresce se x; cresce de 0, no entanto o crescimento de x, deve ser limitado pela
ndo negatividade x = 0. Resumindo, 0 nosso préximo objetivo € analisar como devemos alterar o x;
de forma a diminuir o maximo possivel o valor da fung¢do objetivo.

Para simplificar a notagio definimos A := AEAL yveb:= A;?lb.

Analisando em (3.11) a variagdo de uma varidvel basica x;, j € % com a alteracdo de x,, s € A

—Axy); (3.14)
Ajsxs >0 (3.15)

em que A ;j corresponde a linha j de AecA js 0 elemento na linha j e coluna s.
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Caso exista algum j tal que A js <0, a desigualdade (3.15) é valida para todo o x; > 0. Isto
significa que podemos fazer x; — +oo e consequentemente, segundo a equagio (3.13) o valor da
funcio objetivo vai tender para —oo, ou seja o problema ¢ ilimitado. Caso contrario A is=0,VjeRBe
x; deve aumentar de modo a que (3.14) seja satisfeita, ou seja,

. L b 3
Xj= bj—A_,-sxs > O<:>Ajsxs < bj S x < T, Vje B, COIIIAJ'S 75 0.
Js

Como vimos anteriormente queremos atribuir o maior valor admissivel de x; pois esta escolha ird
conduzir a maior diminui¢do da funcio objetivo. Para isso, como a desigualdade a cima se tem de
verificar para todo o j € 4 resta-nos atribuir a x; o valor da seguinte forma:

xs:min{?j, jE B, A,-s>0}. (3.16)
Ajs

Seja r € A o indice para o qual o minimo de (3.16) é alcancado. Denotemos x; por varidvel de
entrada e x, varidvel de saida, pois x, segundo (3.15) serd nula.

O préximo passo serd entdo atualizar a base, pois os indices de & sdo agora diferentes. A nova
base ' = (£ \ {r})U{s} vai definir uma nova solu¢do bésica admissivel (xz,0) com um valor
objetivo menor (desde que b, # 0).

O teorema que se segue justifica o método analisado anteriormente, também conhecido como
método simplex para a programagao linear, permitindo caracterizar solucdes basicas admissiveis
Otimas.

Teorema 3.20. Seja % uma base admissivel e X uma solug¢do bdsica admissivel associada a B. Se
¢ y 2 0 entdo X é dtima.
Demonstracdo. Seja x uma solugdo admissivel e X uma solucdo basica admissivel do problema.

Escrevendo x = (x4,x_4 ), vimos em (3.13) que o valor da func@o objetivo é dada por:

cTx= c(%AZjlb +Cyx y.

Uma vez que X é uma solucdo bésica admissivel entdo tem-se que Xz = A;;b e portanto

cIx= c%i%+6/xw.

Como x_y € ndo negativo pois € a parte ndo bésica da solucdo admissivel e por hipétese ¢ 4 = 0, vem

x> C%fgq =c'x
Logo c’x > "%, isto € a solugdo bdsica admissivel ¥ = (X,0) é 6tima.
]

No algoritmo 2 esquematizamos os passos principais do método simplex, para programacao linear,
que a partir de uma base 4 e a solucgdo basica admissivel (x4, 0) inicial, devolve uma base Gtima e
uma solucéo basica admissivel 6tima ou deteta que o problema ¢ ilimitado.
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Algorithm 2: Algoritmo simplex para programacao linear
Input :Base % e BFS (x4,0).
Calcular A :=A A, b:=Abec’ =cT —cLA A
while {i € 4" :¢; <0} #0do

escolher s € {i € A :¢; < 0}.

if Aj; <0 para algum j € % then
| STOP, o LP (3.10) é ilimitado.

else

escolher r € argmin {j €B: /%, Ajs > 0}.
Jjs
e

Seja % := (B\{r}) U{s} e atualizar A, b e ¢.
end

end
Output : Base 6tima % e BFS 6tima (x4,0).

Falta por dltimo analisar se o algoritmo termina num ndmero finito de iteracdes. Necessitamos
agora de analisar os casos em que b, > 0 e b, = 0, separadamente.

Se b, > 0 em todas as iteracdes, entdo x, na nova base é positiva e portanto o valor objetivo
decresce de C;x; pelo que a nova solugdo bdsica € diferente das obtidas anteriormente. Contudo,
existem no maximo ( . ) = m solucdes bésicas distintas porque cada solugio bésica corresponde
a escolha de m colunas de A. Assim, conclui-se que o algoritmo termina apés um nimero finito de
iteracdes, obtendo uma solugdo 6tima ou mostrando que o LP € ilimitado.

Se, por outro lado, b,=0e, portanto x, = 0, entdo a nova base vai ter x; = 0. Deste modo, apesar
de a base ser diferente, a solu¢cdo mantém-se inalterada. Para diferenciar estas situa¢des introduzimos
a seguinte notagdo. Se xz ndo tem nenhuma componente igual a zero entdo é chamada de solucao
bésica ndo-degenerada. Caso contrério, é chamada de solucdo basica degenerada. E possivel que o
algoritmo simplex itere entre uma sequéncia de bases degeneradas sem terminar. Assim, assumiremos
que os LPs que consideramos sao ndo-degenerados. Destas notagdes resultam os seguintes resultados.

Teorema 3.21. Se rodas as bases admissiveis da matriz A estiverem associadas a solucdes ndo-

degeneradas, entdo o algoritmo simplex termina ao fim de um niimero finito de iteragoes.

Demonstracdo. Pela ideia geral do método simplex sabemos que este método percorre bases ad-
missiveis. Como todas as bases admissiveis da matriz A correspondem a solugdes ndo-degeneradas
distintas e, em cada iteragdo do método o valor da fun¢do objetivo decresce, entdo o método nao
repete nenhuma solucdo. Uma vez que o nimero de solucdes bésicas admissiveis € finito, entdo apds
um nimero finito obtém-se uma solugdo basica admissivel que € 6tima ou a fungdo objetivo diminui

ao longo de um raio a partir dele. O

Lema 3.22. Seja o LP néo-degenerado e % a base dtima, entéo ¢ 4 2 0.

Demonstracdo. Seja X uma solug@o basica 6tima associada a base % e suponhamos, por absurdo que
¢j < 0 paraalgum j € 4. O objetivo do que se segue é encontrar uma nova solugio admissivel £ tal

que
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chegando assim a uma contradicao.

Escrevamos % na seguinte forma:
A (n & A = Jo_
2= (Xg,8y), comX y =X 4 +te! =te’,

onde ¢/ é o vetor unitdrio em R e # um nimero positivo escolhido de modo a que £ seja admissivel.
Segundo (3.11) x4 pode ser escrito da seguinte forma:

Xp =Xz *IA;glAJVej.

Como o LP é ndo-degenerado entdo x4 € estritamente positivo pelo que existe ¢ > 0 tal que £ = 0.
Deste modo, £ é admissivel. Calculemos entdo o valor da fun¢do objetivo em £

cIz= c?@)?@ + 05,/)?( V%

= c{%i@ — cggtA;;AcA/ej + cg/tej
= cLig+ (—cggA;ZIAJVeJ +cl el
= cly¥y +Cjt

< %y, poisc;<0et>0.

Logo ¢’ % < ¢! % e portanto chegamos a uma contradicio. O

Apresentamos agora uma tabela que sumariza a informacdo em cada iteracdo para o método
simplex:

B 4 b

A primeira linha da tabela simplex contem o vetor dos custos reduzidos ¢ e o valor negativo da
fungao objetivo restrita a base #. A segunda linha contem os indices da base &, bem como a matriz
das restricdes modificada e a direita o vetor b.

Como podemos deduzir pelo algoritmo apresentado anteriormente, cada iteragdo do método
consiste na determina¢do das varidveis de entrada e saida, x; € x,, e atualizar A, b e ¢, como enunciado
anteriormente.

O elemento A, é denotado por elemento pivot, a linha A,, € a linha pivot, linha da variavel, x,,
que se torna ndo bésica. A coluna A, € a coluna pivot, coluna da varidvel, x;, que se torna bésica.
Depois de encontrar o pivot aplica-se a eliminacdo de Gauss para converter a coluna s de A numa

coluna que contém A,; = 1, e desta forma consegue-se atualizar A, b e ¢ sem ser necessério calcular
A;Zl em todas as iteracdes.
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Como foi visto anteriormente, o algoritmo 2 € inicializado com uma base admissivel. Podemos
determinar uma base inicial resolvendo o seguinte programa linear auxiliar, também designado por
método de duas fases:

min el'z
sujeitoa Ax+z=0>b (3.17)
x,z20.

Este LP é sempre admissivel e (x,z) = (0,b) é uma solugdo admissivel, porque b = 0, como foi
assumido anteriormente. O teorema que se segue dd-nos uma relagdo entre os LPs (3.10) e (3.17).

Proposicao 3.23. O LP (3.10) é admissivel, isto é & # 0, se e s6 se o LP auxiliar (3.17) tem solugdo
otima (£.2) com 2 = 0.

Demonstracdo. Seja £ uma solugdo admissivel do LP (3.10). Entdo (£,2) com Z = 0 é uma solug@o
admissivel do LP auxiliar (3.17) e o valor minimo da fung¢@o objetivo € zero. Por outro lado, se o
valor 6timo do LP auxiliar é zero entdo uma solugdo 6tima (£,2) tem £ = 0 o que implica que £ é
soluc@o admissivel do LP (3.10). O

Desta proposi¢ao concluimos também que se o custo 6timo no problema auxiliar for diferente de
zero, isto €, Z 7 0, entdo o problema original é ndo admissivel.

O teorema que se segue relaciona a dlgebra e a geometria da programacao linear.

Teorema 3.24. Se 2" # 0 e o LP (3.10) é limitado, entdo o conjunto de todas as solugdes dtimas do
LP ou é o proprio 2 ou é uma face de 2.

Com este teorema conclui-se um breve resumo sobre o método simplex para programacao linear
monobjetivo, estamos agora em condicdes de extender o algoritmo 2 para resolver programas lineares
biobjetivo.

3.4.2 Meétodo Simplex para programas lineares biobjetivo

Estudemos agora o método simplex para resolver programas lineares com dois objetivos.
Consideremos o seguinte programa linear biobjetivo

min  ((c)7x,(3)Tx)
sujeito a Ax=b, (3.18)
x20.

com b = 0. Pelo teorema 3.13 (Isermann) sabemos que encontrar solucgdes eficientes de (3.18) é
equivalente a resolver o seguinte LP

min{A; (") x4+ A2 (c*)Tx: Ax=b, x >0} (3.19)
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para todo o A;, A; € R.. Sem perda de generalidade, podemos dividir a fungdo objetivo por A; + A,
obtendo

: Moo IR
mm{ll—kkz(c)x+7t1+/12(c)x'Axb’x:O ,

e por sua vez, se fizermos A = M’i‘ L < 1, entdo

A _lz-l—?tl—l]
)y]-i-lzi M+A
_11—|—7Lz M
T hth Ath
=1—A, paratodoo A € (0,1).

Assim, podemos assumir (A;,A2) = (4,1 —A) e definir a func@o objetivo paramétrica

c(A) = Ac +(1—A)c

Substituindo ¢(A4) na equagéo (3.19), obtemos o seguinte programa linear paramétrico,
min{c(2)"x: Ax=b, x > 0}, (3.20)

que precisamos de resolver para todo o A € (0, 1), ou seja, precisamos de encontrar bases Gtimas para
todos os A. No entanto, a mesma base poderd servir para vérios A, pelo que iremos focarmo-nos nos
valores de A relevantes nesta andlise. Como tal, comecemos por considerar a base admissivel % e o
vetor dos custos reduzidos ¢(A) do programa linear paramétrico,

M) =Ae 4+ (1-1)e. (3.21)

Suponhamos que 2 é a base tima do LP (3.20) para algum A = A com A4 € (0,1). Aplicando o

A

critério de otimalidade do teorema 3.19 alinea 2. e o lema 3.22 tem-se que ¢(A) = 0. Esta informagéo

tem consequéncias diferentes dependendo de ¢! e .

Em primeiro lugar, suponhamos que & = 0. Entdo, por (3.21), vem ¢(A) = 0 para todoo A < A,
pois para todo o i

&(A) =Ae +(1-1)é
=A@ -3+,

Como c‘i(i) >0,¢;(0) >0ec; élinear em A conclui-se que ¢;(A) >0, VA € [O,i].

O segundo caso a considerar € o caso em que existe pelo menos um i € .4 tal que & < 0. Entéo
como &;(A) > 0e &(0) = & < 0, pelo teorema do valor intermédio existe um A < A tal que ¢(A); =0,
isto &,

2
GA)=0eAE &)+ =0s1= _C'C_Z, el £0.
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~

De facto, se assim ndo fosse, ndo podia ter ¢;(A) > 0 e ¢;(0) < 0. Além disso, para garantir que L > 0
1

precisamos que ¢; — EIZ > 0. Finalmente para garantir que A < 1 temos que ter c"l-1 > 0 juntando as 2
condigdes temos E} > 0. E por isso que aparece esta restri¢io im I.

Consequentemente se definirmos . = {i € 4" : & < 0,¢! >0} e

(3.22)

Definindo o A’ podemos concluir que % é uma base Gtima para o LP paramétrico (3.20) para todo o
A €A/, 4], pois &(1) = 0. Porém, quando A < A’, &(A) deixa de ser ndo negativo e consequentemente
2 deixa de ser uma base 6tima. Seja s o valor onde o maximo € atingido em (3.22), visto que ¢s(A) é
uma fun¢do continua estritamente crescente ¢;(A) < 0 para A < A’. Repetindo o raciocinio do método
monobjetivo conseguimos entdo encontrar uma base associada a uma solu¢do com um valor objetivo
inferior, bastando trocar a varidvel x; por uma variavel x,, com r escolhido tal como na sec¢do anterior.

No entanto, neste caso para encontrar uma base 6tima apenas é necessario realizar uma troca de
varidvel para obter uma base 6tima %’ e uma solucdo 6tima x4 . Relembremos que o conjunto de
todas as solugdes 6timas de LP(A’), sdo solugdes eficientes do nosso problema. Posto isto, como
¢s(A") =0, x4 continua a ser uma solugdo 6tima para LP(A’) e consequentemente vai ser uma base
eficiente do MOLP em estudo, isto é xg € ZE.

Adicionalmente, relembremos que o conjunto das solugdes eficientes, Zr € um conjunto co-
nexo, mais concretamente, uma reunido de faces adjacentes de 2. Geometricamente, podemos
simplesmente descrever este fato como sendo uma passagem entre vértices adjacentes de Zx.

Visto isto, para determinar todos os A necessitamos de um inicial que podemos escolher sendo
1. Se a solugdo for unica entdo a solugdo do programa linear biobjetivo (3.18) é eficiente. Caso ndo
seja unica, apenas podemos garantir que é uma solucao fracamente eficiente do LP biobjetivo. Para
encontrar a solugdo eficiente entre as solug¢des anteriores, resolve-se o seguinte LP lexicogréfico:

min (cA)Tx
sujeitoa (cHTx=¢

xe X,

onde ¢ = min{(c")"x: Ax=b, x > 0}.

Iterativamente encontramos as varidveis de entrada e de saida e novos valores de A que satisfagam
(3.22) até que o conjunto .# seja vazio. E importante realcar que inicialmente .# # 0 pois nés
assumimos que ndo existe nenhuma base 6tima de LP(1) e LP(0). Desta forma conseguimos achar
bases e consequentemente solu¢des 6timas para todos os A € (0,1), tal como pretendido. Este
processo iterativo estd representado no Algoritmo 3.

Em cada iteracdo do método determina-se uma nova base 6tima escolhendo uma coluna pivot, que
representa a varidvel de entrada na base, x; e sendo o indice s, o indice no qual o valor A’ € atingido.
A linha pivot, que representa a varidvel de saida da base, x,, também € determinada. A varidvel x;
entra entdo na base e a troca ¢ efetuada.

Ap6s um nimero finito de iteragdes é gerada uma sequéncia de valoresde A, 1 = A! > A2... >
Al >0 e bases 6timas #',..., %' que define BFSs 6timas de (3.20). Para simplificar a notagio,
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Algorithm 3: Algoritmo simplex para programacao linear biobjetivo

Input :Dados A, b, C = (c',¢?) do LP biobjetivo, com b; > 0.

Fase I: Resolver o LP (3.17) usando o algoritmo simplex (2).

if o valor d6timo ¢é positivo then
| STOP, 2" =0.

else
| Seja Z abase 6tima.

end

Fase II: Resolver o LP (3.20) para A = 1 comegando com a base % encontrada na Fase 1
chegando 2 base 6tima . Calcular A, b e é.

Fase III: while .# = {i€ .4 : ¢} <0,¢] >0} #0do

A := max

i€y C; —C;

—&3
seargmax{ief:’}.

b, -
rEargmin{jE%’:,A/s>0}.

Seja % := (#\{r}) U {s} e atualizar A, be ¢.
end
Output : sequéncia dos valores de A e sequéncia de BFSs 6timas.

iremos utilizar /™! = 0. Desta forma obtém-se que todo o A, %' é a base 6tima de (3.20) para todo
oA €At Al i=1,...,I. A solugio bdsica admissivel 6tima x’ é a solugdo 6tima de (3.20) para
todoo A € AL Al i=1,...,L

Desta forma, conclui-se que para cada A', 2 < i <[ existem duas solugdes bésicas admissiveis
i—1

Gtimas, x' e x
Do ponto de vista geométrico, obtemos que, todas as solucdes admissiveis nas faces que unem os
pontos extremos sdo solugdes 6timas de (3.20) com A = A'.

Pelo teorema de Isermann 3.13 sabemos que uma solucéo eficiente do programa linear bicritério
(3.18) se e s6 se for solugdo 6tima do LP (A), para algum A € (0,1). Contudo, ndo ha garantia
que todas as solugdes eficientes possam ser construidas através das bases 4!, ..., %' obtidos pelo
algoritmo 3. De facto, este algoritmo encontra, para cada y € %y um x € Zf tal que Cx =y, mas
se existirem vdrias solu¢cdes em 2 com o mesmo valor no espago dos critérios, o algoritmo s6
encontrard um deles. Assim, o algoritmo 3 encontra um caminho através de .2 que trace %y mas
nem todas as bases definem solu¢des eficientes.

Apresenta-se no que se segue um exemplo ilustrativo do algoritmo simplex para programas
lineares biobjetivo.
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Exemplo 3.25. Relembremos o programa linear biobjetivo que temos vindo a acompanhar ao longo

de todo o trabalho.
min 20x; + 10x»

min 60x; +90x,
s.a S5x1+25x, >5
X1 +x <5
2x1 +2x2 >3
X1,X2 > 0.

Comecemos por representar o programa linear na forma (3.10):

min 20x; 4 10x,
min 60x1 +90x;
s.a Sx1+25x—x3 =5
X1 +x2+x4 =5
2x1 4+ 2xp — x5 =3
X1,X2,X3,X4,X5 > 0.

Como b; > 0 podemos entdo resolver o programa linear paramétrico

min A (20x; + 10x2) + (1 — A)(60x; + 90x>)

s.a S5x14+2.5x) —x3 =5
X1 +x2+x4 =5
2x1 4+ 2xp — X5 =3
X1,X2,X3,X4,X5 >0,
isto é,
min (—40A + 60)x; + (—80A +90)x,

s.a S5x1+2.5x) —x3 =5

X1 +x2+x4 =5

2x1 4 2x2 — x5 =3

X1,X2,X3,X4,X5

Para inicializar o método simplex biobjetivo necessitamos de ter uma solucdo bdsica admissivel
inicial. Essa solugdo bdsica pode ser encontrada resolvendo o seguinte PL monocritério o qual

corresponde a fase 1.

min ez

s.a Sx14+2.5x —x3+ 274 =5
X1 +x2+x3+22 =5
2x14+2x0 —x5+23 =3

X1,X2,X3,X4,X5,21,22,43 20

Assim a solugdo bdsica admissivel que vai inicializar o método simplex monobjetivo para resolver
o programa linear auxiliar é (0,0,0,0,0,5,5,3). Mais uma vez, em cada iteragdo do método vao ser

calculados os valores de s e r.
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Iteracdo I:
c |-8-55 1 -1 1 0 O 0 |-1I3
z1 |5 25 -1 0 1 0 0 |5
(1 I 0 1 0 0 I 0 |5
zz |2 2 0 0 -1 0 0 1 |3
s=1r=6.
Iteragdo II:
c 0 -15-06 -1 1 1.6 0 0 |-5
x (1 05-02 0 0 02 0 0 |1
2 |0 05 02 1 0-02 1 0 |4
zz |0 1 04 0-1-04 0 1|1
s=2,r=28.
Iteragdo 111:
c o 0 0 -1 -05 1 0 15 |-35
x1 (1 0-040 05 040 -05 |05
2 |0 0 0 I 05 0 1 -051]35
x [0 1 04 0 -1 -04 0 1 1
s=4,r="17.
Iteracdo 1V:
c o 0o 0o 0 o0 I 1 1 |0
x1 |1 0 -04 0 05 04 0-05 |05
xg (0 0 0 1 05 0 1-05]|35
xx |0 1 04 0 -1 -04 0 1 |1

O conjunto {i € N :¢; <0} =0 logo o algoritmo termina.
Seguimos entdo para a Fase II, onde queremos encontrar uma base dtima para A = 1, isto é,
pretende-se resolver o problema monocritério, em que a funcdo objetivo corresponde a c', para tal

construimos a a seguinte tabela:

¢ |0 0 4 0 0 |-20
x1 |1 0 -040 05105
xa |0 0 0 1 05135
x2 |0 1 040 -1 |1
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Esta Fase termina ao fim, apenas, de uma iteragdo pois o conjunto {i € N : ¢; <0} = 0, obtendo
a base otima é B = {1,4,2} e a solugdo bdsica admissivel dtima é x = (0.5,1,0,3.5,0).

Assim, estamos em condigdes de avangar para a Fase 11l do método simplex para programagdo
linear biobjetivo. Em todas iteragdes do método vao ser calculados: o conjunto ., A', 1, s e a tabela

simplex.

Iteracao I:

0O 4 0 0 |-20

0 -12 0 60 |-120
0 -040 05 |05

0O 0 1 05|35

1 04 0 -1 |1

ket
S © ~[o o

X2

A =1, &A) = (—40 +60)x; + (—80 +90)xs = 20x; + 10x2 = (20,10,0,0), B' = {1,4,2}, x' =
(0.5,1,0,3.5,0), ¥ = {3}, ' = max{ﬁ =3, s=1r=2

Iteragdo 11:

0 -10 0 0 10 |-30
0 30 0 0 30 |-90
x1 (1 I 0 0 -05 |15
0 0
0 1

1 05|35
0 -25 |25

X3 2.5

Na segunda iteragdo, fazendo A = % obtemos: ¢(A) = (—40 x %+60)x1 + (—80 x %+90)X3 =
(30,0,30,0), #?> = {1,4,3}, x> = (1.5,0,2.5,3.5,0), & = 0 (pelo que ndo é possivel calcular
lambdd’ ).

O algoritmo termina e devolve os valores Al=1,212= %, Ad=0cas solugdes bdsicas admissiveis
x!, x2.

Para sumarizar, temos os seguintes resultados:
* Base ' ={1,4,2} e BFS x' = (0.5,1,0,3.5,0) é admissivel para A € [3/4,1].
* Base #' = {1,4,3} e BFS x> = (1.5,0,2.5,3.5,0) é admissivel para A < [0,3/4].

* Os vetores objetivo das duas solugées bdsicas admissiveis sdo Cx' = (2,120) e Cx* = (30,90).
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3.4.3 Método simplex para programas lineares multiobjetivo

Nesta seccdo pretende-se transmitir uma ideia muito resumida sobre a generalizagdo do método
simplex para programas lineares com p > 2 objetivos, este estudo pode ser visto com maior detalhe
em [4]. Um MOLP com dois objetivos pode ser resolvido usando o algoritmo 3, apresentado na
seccdo anterior. No entanto com trés ou mais objetivos este método nao resulta, pois lidamos com
pelo menos dois pardmetros na fung@o objetivo c(1).

Note-se que mesmo no caso monocritério, o algoritmo simplex, pode requerer um ndmero
elevado de pivots e portanto tal situacdo também pode ocorrer nos casos bi e multiobjetivo. Além
disso, a medida que a dimensdo aumenta, o nimero de pontos extremos eficientes pode crescer
exponencialmente, o que faz com que o problema seja cada vez mais dificil a nivel computacional.

Comecemos por analisar o nosso problema de forma andloga ao caso biobjetivo, consideremos o
MOLP geral

min Cx
sujeitoa Ax=Db (3.23)
x=0,

comC e RP" AcR"™"ebecR".
Para A € RZ denotemos por LP(1) o programa linear de soma ponderada

min{A7Cx: Ax=5b, x > 0}. (3.24)

Usemos ainda a notagiio C = C — C,%»AQA para a matriz de custos reduzidos em relagio a base %
e R := Cy a parte ndlo bésica da matriz de custos reduzidos.

Os resultados que irdo ser apresentados sdo analogias para problemas multiobjetivo de resultados
conhecidos da programacio linear ou extensdes necessdrias para lidar com o aumento da complexidade
da programacao linear multiobjetivo em relacdo a monobjetivo.

Defini¢ao 3.26. Uma base admissivel B é chamada eficiente se 9 é uma base dtima do LP(A) para
algum A € RZ.

Da definicdo anterior surge o seguinte lema que nos garante a existéncia de solucdes bésicas
admissiveis eficientes.

Lema 3.27. Se ZF # 0 entdo Z tem uma solugdo bdsica admissivel eficiente.

Denotemos o processo de mudancga de base através do uso de pivots por pivotagdo. Consideremos
ainda que um pivot € admissivel se a solucio obtida depois de um passo de pivot é admissivel mesmo
que o elemento pivot A, seja negativo. Desta forma podemos entio definir o conceito de bases
adjacentes.

Definicao 3.28. Duas bases B e B sdo chamadas adjacentes se uma poder ser obtida através da

outra por um unico passo de pivotagdo.

Vejamos agora como pode ser feita a pivotagcdo entre bases eficientes.
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Definicao 3.29. Seja % um base eficiente.

1. Uma varidvel x;, j € N, é designada por varidvel ndo-bdsica eficiente em % se existir um

A €RE tal que ATR=0e ATr/ =0, onde 1/ é a coluna de R correspondente a varidvel x,.

2. Seja x; uma varidvel ndo-bdsica eficiente, entdo um pivot admissivel de % com x; entrando na

base é designado um pivot eficiente com respeito a ¥ e x;.

Osistema AR >0, AT#/ = 0 é a forma geral das equagdes usadas para calcular os valores criticos
de A na programag@o linear paramétrica que é usada na dedug@o de (3.22), é usada para escolher s
tal que ¢(A) >0, ¢(A) = 0. O resultado que se segue garante a existéncia de varidveis ndo-basicas
eficientes.

Proposicao 3.30. Seja B uma base eficiente. Existe uma varidvel ndo-bdsica eficiente em 2.

A técnica por detrds do algoritmo simplex consiste em movermo-nos de bases eficientes em bases
eficientes até que todas sejam encontradas.

Lema 3.31. Seja % uma base eficiente e x; uma varidvel ndo-bdsica eficiente. Entdo qualquer pivot
eficiente de 9B leva a uma base eficiente adjacente B.

Notemos que é possivel restringirmos-nos apenas a bases adjacentes, isto €, bases eficientes sdo
conexas. Definamos agora o conceito de bases eficientes conexas.

Definicao 3.32. Duas bases eficientes X e B s@o conexas se uma poder ser obtida a partir da outra

utilizando apenas pivots eficientes.

No teorema que se segue, garante-se que todas as bases eficientes sdo conexas, sendo este resultado
a base do algoritmo simplex multiobjetivo.

Teorema 3.33. (Steuer(1985)) Todas as bases eficientes sdo conexas.

O teorema 3.33 ndo garante, por si s6, a existéncia de varidveis nao bésicas eficientes, esta garantia
€ dada pela suposi¢ao nao trivial feita no Capitulo 2, ﬂf’zl Zi=0.

Os resultados até agora enunciados permitem-nos mover de base eficiente em base eficiente. Para
formular o algoritmo Simplex multiobjetivo necessitamos de uma base eficiente para inicializar o
método.

Para o MOLP

min{Cx: Ax=>b, x 20}

apenas um dos seguintes casos pode ocorrer:

(i) O MOLP € nio admissivel, isto é, 2~ = 0,

(i1) € admissivel (2" # 0) mas ndo tem solugdes eficientes (Zg = 0), ou
(iii) é admissivel e tem solugdes eficientes, isto é Zg #~ 0.

O algoritmo Simplex multiobjetivo lida com estas situacdes nas seguintes fases:
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Fase I Determina uma solugio basica admissivel inicial ou para com a conclusdo que 2" = 0.
Esta fase ndo envolve a matriz de fungdo objetivo C e o LP (3.17) pode ser usado.

Fase Il Determina uma base eficiente inicial ou para com a conclusio que Zg = 0.

Fase III  Pivota entre bases eficientes até determinar todas as bases eficientes.



Capitulo 4

Comparacao dos métodos

O estudo até agora feito sobre programacio linear multiobjetivo tem sido sobretudo tedrico, sendo
esse 0 nosso principal objetivo. Até agora estudamos dois métodos para resolver problemas lineares
biobjetivo, o método da soma ponderada e o método simplex.

Depois de um desenvolvimento tedrico surgem naturalmente algumas perguntas: Qual o melhor
método? Qual dos métodos encontra solugdes mais rapidamente? O nimero de iteragdes dos métodos
¢ o mesmo? Com intuito de dar resposta a algumas destas perguntas implementamos ambos o0s
métodos, em Matlab, de forma a fazer um breve estudo computacional. Para fazer a comparacao

pretendida usou-se o seguinte problema linear biobjetivo: dadon € N

min X1

min X2

sujeitoa kx;j+n—k)xy > k(n—k), k=0,...,n
x1,x2 2 0.

Este problema foi escolhido de forma a poder ser controlado o nimero de solugdes a priori e por
ser simples de visualizar graficamente. Como se pode observar na figura 4.1, para o caso em que
n = 6, tem-se 6 solucdes e estas sdo relativamente faceis de ser visualizadas. Para realizar um estudo
computacional mais rigoroso, deveriamos considerar varios tipos de problemas, mas relembremos que
ndo foi este 0 nosso principal objetivo.

Depois da implementacdo dos dois métodos em Matlab contabilizou-se o ndmero de iteragdes
e o tempo médio de 20 execucdes de cada um dos métodos, para cada valor de n. Deste modo
obtiveram-se os seguintes graficos: 4.2, para o nimero de iteracdes, e 4.3 para o tempo de execucao.

Como seria de esperar, no método simplex o nimero de iteracdes € sempre igual ao n. Relativa-
mente ao método da soma ponderada o nimero de itera¢des € sempre inferior ao nimero de iteracdes
do outro método, sendo que quando n € superior a 10 o nimero de itera¢des tende a ser entre 5 e 7.

Relativamente ao tempo de compilacio de cada um dos métodos, os resultados computacionais
mostram que o método da soma ponderada € muito mais lento a compilar que o método simplex.
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Comparagdo dos métodos

Numero de iteracbes

Figura 4.1 Resolugdo gréfica do PL paran = 6.
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Figura 4.2 Numero de iteracdes até n = 40.

40

Respondendo a primeira pergunta que enunciei no inicio desta sec¢do, o método simplex € melhor

que o método da soma ponderada pois o tempo de compilacdo € significativamente inferior. Embora o

método simplex fagca mais iteracdes que o método da soma ponderada, o parametro mais importante a

nivel pratico para um programador no estudo computacional de métodos € o tempo. Este resultado era

expectavel, sendo esta uma das razdes para o método simplex ser o mais utilizado.

Relembramos que estas conclusdes sdo vadlidas apenas para o tipo de problemas que foi resolvido.

Para tirar conclusdes mais gerais, precisariamos realizar um estudo mais aprofundado e fazer mais

exemplos. Salienta-se que uma implementacdo mais eficiente do método da soma ponderada permitiria

diminuir o tempo de execucdo. Contudo, ndo € de esperar que este seja mais rapido do que o método

simplex. De facto, para obter uma nova solucio eficiente usando o método da soma ponderada temos

que resolver PLs desde o inicio enquanto que o método simplex efetua apenas uma pivotagao.
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Figura 4.3 Tempo até n = 40.
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Apéndice A
Codigos

Dados

function[Ad,bd,Ai,bi,C]= dados(opcao,n)

% funcdo que recebe os dados o problema a minimizar (A,b,C)

% Ad=matriz das desigualdades, bd=vetor das desigualdades, Ai=matriz das
% igualdades, bi=vetor das igualdades

if (opcao==1)
Ad=[0,1; 3,-1];

bd=[3;6];
c=[3,1;-1,-2];
Ai=[];

bi=[];

elseif (opcao==2)
Ad=[1,2; 1,0];
bd=[10;5];
c=[-2,1;-4,-3];
Ai=[];

bi=[];

elseif (opcao==3)7% programa linear usado no exemplo da secgdo "Método Simplex
Jpara programas lineares biobjetivo"
Ad=[-5,-2.5; 1,1;-2,-2];
bd=[-5;5;-3];

C=[20,10;60,90];

Ai=[1;

bi=[1;

elseif (opcao==4)

Ad=[-5,-2.5; 1,1;-2,-2];
bd=[-5;5;-3];

C=[20,10;60,90];
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Ai=[2 4];

bi=[2];

elseif (opcao==5)7% problema linear usado no Capitulo "Comparagio dos métodos"
C=[1,0;0,11;

k=0:n;

Ad=-[k’ (n-k”)];

bd=-[k’>.*(n-k’)];

Ai=[];

bi=[1;

end

% func8o que define N,A-tilde, cc=custos reduzidos, b-tilde. Estas notagdes
% vdo ser usadas nos algoritmos monobjetivo e simplexbi,

function [N, AA, cc, bb] = notacoes( A,c,b,B)

n = size(4, 2);

N=setdiff(1:n,B);

A_B=A(:,B);
A_N=A(C:,N);
¢_B=c(:,B);
c_N=c(:,N);
in=A_B~-1;
AA=in*A_N;
cc=c_N-c_Bx*AA;
bb=in*b;

end

Método da Soma Ponderada

% funcdo que resolve os problemas lexicograficos

function [x,valorND]=program (i,C,Ad,bd, Ai,bi, 1lb,ub)
[",gl=linprog(C(i,:),Ad,bd,Ai,bi,1b,ub); % procura solugdes que minimizem o objetivo i
A2=[Ad; C(i,:)];

bb=[ bd; gl;

[x,f]= linprog(C(3-i,:),A2,bb,Ai,bi,1b,ub); % das solugdes que minimizam o objetivo i
Jprocuramos as que minimizam também o outro objetivo

valorND = [g f]; % os 2 valores ndo dominados

end
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% programa que nos da uma solugdo do método paramétrico
function [x,f]= parametrico(lambda,C,A,b, Aeq,beq, 1lb,ub)
c=lambdax*C;

[x,f]=linprog(c,A,b, Aeq,beq, lb,ub);

end

% funcdo que faz a Fase II do método da soma ponderada
function [s,1] = paragem( s,1,C,A,b, Aeq,beq, 1b,ub)
n=size(s,1)-1;

epsilon=10"-6;

% 1 & um vetor de 0 e 1, em que O diz que 2 vértices n3o foram analisados e 1
% diz que foram e que nfo & inserido mais nenhum ponto

i=1;

while i<=n % analisa cada dois pontos consecutivos e v& se existe um minimo

% pelo método paramétrico

if 1(i)==0

% calculo do vetor lambda

v=Cx(s(i+l,:)-s(i,:))’; % vetor ortogonal a lambda

lambda(i,:)=[-v(2)? v(1)°];

lambda(i,:)=lambda(i,:)/norm(lambda(i,:));% normalizar, para ndo ficar
Jum valor muito grande

p =(parametrico(lambda(i,:),C,A,b, Aeq,beq, 1lb,ub))’; % calcular o ponto do
% método paramétrico e passa-lo para o espago dos objetivos

if abs(lambda(i,:)*C*(p-s(i+1,:))’)< epsilon

1(i)=1;

else % se houver um minimo adiciona ao vetor no meio dos dois pontos
sl=[s(1:1,:); pl;

s2=[p; s(i+l:n+1,:)];

s=[s1; s2(2:end,:)];

11=[1(1:1),0];

12=[0, 1(i+l:end)];

1=[11,12(2:end)];

i=i+2;

n=n+1;

end
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else
i=i+1;
end
end

end

% funcdo que resolve o algoritmo completo da soma ponderada
function [s, cont] = somaponderada(C,Ad,bd, Ai,bi)
1b=[0;0];

ub=[inf;inf];

% duas solugBes e os respetivos valores nio dominados

[x1, ]=program (1,C,Ad,bd, Ai,bi, lb,ub);

[x2, ]=program (2,C,Ad,bd, Ai,bi, lb,ub);

% ordenar os valores n8o dominados, por ordem crescente da primeira
% coordenada

cont=1,;

if x1(1)<=x2(1)

s= [x17;x2°];

else

s= [x27;x1°];

end

1=[0];

% o novo vetor dos pontos ndo dominados

[s2,1]=paragem( s,1,C,Ad,bd, Ai,bi, 1lb,ub);

% repeticdo do processo enquanto os vetores forem diferentes
while size(s2,1) =size(s,1)

s=82;

[s2,1]=paragem( s,1,C,Ad,bd, Ai,bi, 1lb,ub);

cont=cont+1;

end

epsilon=10"-6;

i=2;

while i<(size(s,1)-1)
slol=(s(i+1,2)-s(i-1,2))/(s(i+1,1)-s(i-1,1));
slo2=(s(i+1,2)-s(1,2))/(s(i+1,1)-8(i,1));

if slo2-slol<epsilon
s=[s(1:1i-1,:);s(i+l:end,:)];
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else
i=i+1;
end
end

Método Simplex

% funcdo que transforma as restrigBes todas em igualdades do tipo Ax=b
function [ A,b,C] = igualrest( Ad,bd,Ai,bi,C)

[n,m]=size(Ad) ;% n=ntmero de linhas e m=nimero de colunas

for i=1:n

if bd(i)<0 % nos bi<0 transforma-os em positivos, multiplicando toda a
% restricdo por (-1)

bd (i)=-bd(i);

Ad(i,:)=-Ad(i,:);

Ad=[Ad zeros(n,1)];% adiciona variadveis auxiliares para termos igualdades
Ad(i,m+i)=-1;

else

Ad=[Ad zeros(n,1)];

Ad(i,m+i)=1;

end

end

aux=find(bi<0) ;% encontra as posi¢Bes dos elementos de bi<0
bi(aux)=-bi(aux); % multiplica cada restrigdo por (-1)

Ai(aux, :)=-Ai(aux,:);

if “isempty(Ai)

b=[bd;bi];

Ai=[Ai zeros(size(Ai, 1), n)];
A=[Ad;Ai];

else

b=bd;

A=Ad;

end

C=[C zeros(size(C, 1), n)];
end
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% funcdo que devolve a solug¢8o basica admissivel e a base admissivel, B, associada
function [ B,BFS,fval ] =BFS( A,b)

[m,n]=size(A);% m o nimero das retric¢des e n o nimero das variadveis
B= (n+1:n+m);

A_Z=eye(m);

AUX=[A A_Z];% acrescenta as varidveis auxiliares z

c=[zeros(1,n) ones(1,m)];% c=e~T*xz

[B,BFS]=simplexmono(B,AUX,b,c);

fval=c#*BFS’;

BFS=BFS(1:n);

end

% fungdo que encontra o r, este vai ser usado nos dois algoritmos simplex

function r = escolherR(indicesBase, s, A_tilde, b_tilde)

indexJ = find(A_tilde(:,s)>0);% conjunto das posigles de j em B tal que A_js>0
[7,indexMin]=min(b_tilde(indexJ)./A_tilde(indexJ,s));% encontra a posigdo de r em B
r=indicesBase(indexJ(indexMin)) ;% encontra r

end

% algoritmo simplex monobjetivo

function [ 0B,0BFS] = simplexmono( B,A,b,c )
% 0B= base 6tima, OBFS=solug¢8o bisica admissivel o6tima
[N, AA, cc,bb] = notacoes( A,c,b,B);
s=find(cc<0,1);

while “isempty(s)

aux=find(AA(:,s)>0,1);

if isempty(aux)

disp(’0 LP e ilimitado’);

return;

else

r = escolherR(B, s, AA, bb);
i=find(B==r,1);% i € a linha do pivot
B(i)=N(s);% troca r por s

[N, AA, cc,bb] = notacoes( A,c,b,B);



55

s=find(cc<0,1);

end

end

0B=B;
0BFS=zeros(1,size(A,2));
OBFS(B)=bb;

% funcdo que resolve o método simplex biobjetivo
function[lambda, CX,x_B,cont]=simplexbi(A,b,C)
epsilon = 107-10;

[m,n]=size(A);% m o nimero das retrig¢des e n o nimero das variéveis
[B,”,fval]=BFS(A,b);

if fval<=epsilon

lambda=1;

¢ =C(1,:); %c = [lambda (1-lambda)]*C
[B,0BFS] = simplexmono( B,A,b,c );
x_B=0BFS;

[N, AAN, CCN, bb] = notacoes( A,C,b,B);
C3=-C(:,B)*x_B(B)’;
0bj=C37;

CC=zeros(2,n);
CC(:,N)=CCN;
AA=zeros(length(B),n);
AA(: ,N)=AAN;

for i=B
j=find(B==i,1);
AA(j,1)=1;

end

iv=Ffind ((CC(2, :)<0)&(CC(L,:)>=0));

cont=1;% conta o numero de iteragdes

while “isempty(iv) %(se iv n&o for vazio)

[lambdal,s]=max (-CC(2,iv)./(CC(1,iv)-CC(2,iv))) ;% encontra os valores para lambda
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e o argumento minimo para s

s=iv(s(1));% s(1) da-nos o argumento maximo, no caso de haverem dois miximos
escolhe o primeiro

lambda=[lambda; lambdal];% guardar os lambdas

r = escolherR(B, s, AA, bb);

% actualizac8o das variaveis
i=find(B==r,1);% i € a linha do pivot

B(i)=s;% troca r por s

bb(i)=bb(i)/ AA(i,s);

AA(i,:)=AA(i,:)/AA(i,s);

aux1=(AA(i,s)*bb(i))/AA(1,s);

C3(1)=C3(1)-CC(1,s)*auxl;

C3(2)=C3(2)-CC(2,s) *auxl;

aux2=AA(i,:)/AA(i,s);

CC(1,:)=CC(1,:)-CC(1,s)*aux2;

CC(2,:)=CC(2,:)-CC(2,s8)*aux2;

obj=[obj;C3°];

aux=zeros(1l,n);

for j=1:m

if §7=i

bb{(j)=bb(j)-AA(j,s)*auxl;

AA(j,:)=AA(j,:)-AA(],s)*aux2;

end

aux(B(j))=bb(j);

end

x_B=[x_B; aux];

N=setdiff(1:n,B);% Retirar tudo e deixar s6 as 2 linhas seguinte

iv=find ((CC(2,:)<-epsilon)&(CC(1,:)>=0));

cont=cont+1;

end

CX=-obj;

lambda=[lambda; 0];

else

lambda=0;

CX=0;

x_B=0;

disp(’Conjunto admissivel vazio?)
end



Resultados

% programa principal, vai buscar os dados & fung8o dados e resolve a fungdo
% simplexbi e a fungdo somaponderada. Resolve a fungdo para um n especifico
e faz o grafico de X

clear

n=6;

addpath(’../MetodoSomaPonderada’)

[Ad,bd,Ai,bi,C]=dados(5,n);

hold on

for i=1:n

fplot (@(x) (bd(i)-x*Ad(i,1))/Ad(i,2),[0,6])

end

x=bd (n+1) /Ad(n+1,1)*ones(1,100);

y=0.05:0.05:5;

plot(x,y);

hold off

tic

[ A,b,Cs ] = igualrest( Ad,bd,Ai,bi,C);

[lambda, CX,x_B,niteracoes]=simplexbi(A,b,Cs);
hx_B

x_B(:,1:2)

temposimplex=toc) tempo CPU
nsolucoesSimplex=size(x_B,1)’ nimero de solugles
niteracoes

tic

[e,cont]=somaponderada(C,Ad,bd, Ai,bi);

S

temposomaponderada=toc
nsolucoesSomaponderada=size(s, 1)

cont

% programa que produz os graficos que compara o niimero de iterag¢des e tempo
% de compilagdo
clear

k=20;
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n=40;
temposomaponderada=zeros(n-1,1);
temposimplex=zeros(n-1,1);
nitS=zeros(n-1,1);
nitP=zeros(n-1,1);

for i=1:n-1
[Ad,bd,Ai,bi,Cl=dados(5,i+1);
for j=1:k

i+1;

tic

[ A,b,Cs 1 = igualrest( Ad,bd,Ai,bi,C);

[lambda, CX,x_B,niteracoes]=simplexbi(A,b,Cs);
temposimplex(i)=toc+temposimplex(i);% tempo CPU
nitS(i)=niteracoes+nitS(i);

/nsolucoesSimplex=size(x_B,1)% niimero de solugdes

tic

[s,cont]=somaponderada(C,Ad,bd, Ai,bi);
temposomaponderada(i)=toc+ temposomaponderada(i);
nitP(i)=cont+nitP(i);
#nsolucoesSomaponderada=size(s,1)

end
nitS(i)=nitS(i)/k;
temposimplex (i)=temposimplex(i)/k;

nitP(i)=nitP (1) /k;
temposomaponderada(i)=temposomaponderada(i)/k;
end

x=2:1n;

% plot(x,temposimplex,x,temposomaponderada)
% xlabel(’n’) % x-axis label

% ylabel(’Tempo’) % y-axis label

% legend(’Simplex’,’Soma Ponderada’)

% title(’Tempo’)

plot(x,nitS,x,nitP);

legend(’ Simplex’,’ Soma Ponderada’)
xlabel(’n’) % x-axis label

ylabel (’Nimero de iteragdes’) % y-axis label
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%plot(x,nitS)
%plot(x,nitP)



	Conteúdo
	Lista de Figuras
	1 Introdução
	2 Introdução à otimização multiobjetivo
	3 Programação linear multiobjetivo
	3.1 Propriedades do MOLP
	3.2 Geometria da programação linear 
	3.3 Método da soma ponderada
	3.3.1 Método da soma ponderada para programas lineares biobjetivo

	3.4 Método Simplex para programas lineares
	3.4.1 Método Simplex para programas lineares monobjetivo
	3.4.2 Método Simplex para programas lineares biobjetivo
	3.4.3 Método simplex para programas lineares multiobjetivo


	4 Comparação dos métodos
	Bibliografia
	�egingroup immediate write @unused   def MessageBreak  
 let protect edef  Your command was ignored.MessageBreak Type  I <command> <return>  to replace it with another command,MessageBreak or  <return>  to continue without it.  errhelp let def MessageBreak  
(inputenc)                 def   errmessage  Package inputenc Error: Unicode char ênd (U+DC)MessageBreak not set up for use with LaTeX.

See the inputenc package documentation for explanation.
Type  H <return>  for immediate help   endgroup ice.a.Aendcsname 
elax 0{þÿ�A�p�ê�n�d�i�c�e� �A� �C�ó�d�i�g�o�s}



