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RESUMO

As rigidezes de flexdo no plano principal de menor inércia e de tor¢do dos perfis de seccdo
aberta de parede fina s&o reduzidas, o que faz com que apresentem baixas frequéncias prdprias
de vibracdo nos modos de flexao lateral e torgédo. Estas rigidezes podem ainda ser degradadas
pela presenca de esforgos (tensdes generalizadas) iniciais, conduzindo a frequéncias proprias
ainda mais baixas.

Nesta dissertacdo, é apresentado um modelo matematico unidimensional para avaliar a
influéncia dos esforc¢os iniciais na vibracéo por flexdo lateral e tor¢do de vigas com secgdo em
| de parede fina, de banzos iguais (seccdo duplamente simétrica) ou desiguais (seccao
monossimétrica). O modelo tem por base as hipéteses classicas de Vlasov e inclui os efeitos da
inércia associada a rotacdo das secgdes transversais em torno do seu eixo fraco e da inércia
associada ao empenamento por tor¢do. As equacdes do movimento sdo estabelecidas através de
uma abordagem variacional, por aplicagdo do principio de Hamilton. A técnica de separacdo
das variaveis permite finalmente estabelecer o problema de valores e fungdes préprios que
fornece as frequéncias préprias e os modos de vibracao.

Para efeitos de verificacdo e ilustracdo, considerou-se uma familia de vigas com condicdes de
apoio “padrdo”. De forma analitica, determinaram-se as frequéncias proprias e 0s modos de
vibracdo nos seguintes casos: (i) seccdo duplamente simétrica sem momentos fletores iniciais,
(ii) seccdo monossimétrica sem momentos fletores iniciais e (iii) sec¢do duplamente simétrica
com uma distribuic¢do inicial uniforme de momentos fletores. Em cada um destes casos, 0S
efeitos da inércia de rotacdo das seccGes em torno do seu eixo fraco e da inércia associada ao
empenamento de torcdo foram primeiro incluidos na analise e depois desprezados, para que a
sua importancia pudesse ser avaliada. Verificou-se uma excelente concordancia com o0s
resultados disponiveis na literatura, sempre que uma tal comparacao foi possivel. A condicdo
de anulamento das frequéncias proprias de vibracdo permitiu obter exatamente 0s mesmos
momentos de bifurcagdo por encurvadura lateral que uma analise linear de estabilidade, baseada
apenas em consideracgdes de equilibrio estatico.

Palavras-chave: Vibracdes, Tensdes iniciais, Flex&o lateral e tor¢do, Vigas de sec¢do em | de
parede fina, Inércias de rotagdo e empenamento
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ABSTRACT

Thin-walled open section members typically possess low minor-axis bending and torsional
rigidities, which causes them to exhibit low natural vibration frequencies in the lateral bending
and torsion modes. These rigidities can still be degraded by the presence of initial stresses,
leading to even lower frequencies.

In this dissertation, a one-dimensional mathematical model is presented to assess the influence
of the initial stresses on the lateral flexural and torsional vibrations of I-section thin-walled
beams, with equal or unequal flanges. The model is based on the classical Vlasov assumptions
and includes the effects of the inertia associated with the rotation of the cross sections about the
weak axis and the inertia associated with torsion warping. The equations of motion are
established through a variational approach, by applying Hamilton’s principle. Separation of
variables then leads to an eigenproblem for the natural frequencies and vibration modes.

For verification and illustration purposes, a family of beams with “standard” support conditions
was considered. The natural frequencies and vibration modes were determined in the following
cases: (i) doubly symmetric section without initial bending moments, (ii) singly symmetric
section without initial bending moments and (iii) doubly symmetric section with an uniform
bending moment distribution. In each of these cases, the effects of the rotational inertia of the
sections about the minor axis and the inertia associated with torsion warping were first included
in the analysis and then neglected, so that their importance could be assessed. There was
excellent agreement with the results available in the literature, whenever such a comparison
was possible. The vanishing of the natural frequencies provided exactly the same lateral-
torsional buckling moments as a linear stability analysis, based only on considerations of static
equilibrium.

Keywords: Vibrations, Initial stresses, Minor-axis bending and torsion, Thin-walled I-beams,
Rotational and warping inertias
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Letras latinas mindsculas

a, b — Coeficientes

b, — Largura do banzo inferior

b, — Largura do banzo superior

¢y, m — Par@metros adimensionais

d. — Coordenada do centro de corte

£ (t) — Derivada total em ordem a't

f'(x) — Derivada total em ordem a x

f(x,t) — Derivada parcial em ordem a t

f'(x, t) — Derivada parcial em ordem a x

f*(x,y,z,t)— Deslocamentos adicionais

h — Altura do perfil de sec¢do, medida entre as linhas médias dos banzos

k — Frequéncia propria angular

k, — Frequéncia prépria angular desprezando a inércia associada a rotagdo das sec¢fes em torno
do eixo fraco e/ou a inércia de associada ao empenamento por tor¢ao

n — NUmero de semi-ondas do modo de vibracdo

q — Forca transversal distribuida com a direcao e sentido do eixo z

t — Variavel tempo

to — Instante final do intervalo de tempo considerado

t; — Espessura do banzo da sec¢do

t,, — Espessura da alma da sec¢éo

u(x,y, z, t) — Campo de deslocamentos da superficie média da viga segundo o eixo x
v(x,y,z,t)— Campo de deslocamentos da superficie média da viga segundo o eixo y
v.(x, t) — Deslocamento segundo o eixo y do centro de corte da sec¢do de abcissa x no instante
t

w(x,y,z,t) — Campo de deslocamentos da superficie média da viga segundo o eixo z
x — Eixo longitudinal da viga

y — Eixo de maior inércia (horizontal) da sec¢éo transversal

z — Eixo de menor inércia (vertical) da seccao transversal

z. — Cota do centro de corte

z4 — Cota de aplicacgdo da carga q
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zy, — Cota de aplicagdo da carga Q
zo, — Cota de aplicacdo da carga Q,,

Letras latinas maiusculas

A — Area da secgdo transversal

C — Centro de corte da secgéo transversal

C; — Constante

E — Mddulo de elasticidade

F(t) — Funcéo que representa a dependéncia do tempo num movimento sincrono

G — Mddulo de distorcao; Centro de gravidade da seccao transversal

1. — Momento polar de inércia da seccédo transversal em relagdo ao centro de corte

I, — Momento de inércia da secgdo transversal em relagdo ao eixo principal central de maior
inércia y

1,,, — Produto de inércia

1,,,, — Produto de inércia setorial em relagéo ao eixo y

I, — Momento de inércia da sec¢do transversal em relacdo ao eixo principal central de menor
inércia z

1., — Produto de inércia setorial em relagédo ao eixo z

I, — Constante de empenamento

J — Constante de Saint-Venant

L — Comprimento da viga

L — Funcéo lagrangiana do sistema

M, — Momento concentrado aplicado na secgédo de abcissa 0

M,; — Momento concentrado aplicado na seccao de abcissa L

M,, — Momento fletor em relagdo ao eixo y

Q, — Forca concentrada aplicada na sec¢éo de abcissa 0, com a dire¢&o e sentido do eixo z
Q, — Forca concentrada aplicada na sec¢do de abcissa L, com a direcdo e sentido do eixo z
S —Acéo

S, — Momento estatico em relagdo ao eixo y

S, — Momento estatico em relacdo ao eixo z

S, — Momento estatico setorial

T — Energia cinética

U — Energia potencial total

U,; — Energia potencial elastica

U, — Parcela geométrica da energia potencial total

V' —Volume da viga
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V.(x) — Deslocamento segundo o eixo y do centro de corte, dependente apenas da abcissa x da
seccdo transversal

1.(é) — Deslocamento V,.(x) adimensionalizado

V,, V, — Esforgos transversos

W, — Trabalho realizado pelas forgas exteriores

Letras gregas minusculas

a,, a., a,, ¥ — Pardmetros adimensionais

3, — Propriedade geométrica da secgdo associada a monossimetria

& — Simbolo de variagéo

A — Constante de separacao

U, 1y, — Valores préprios adimensionais

& — Coordenada de posicao relativa

p — Massa volumica do material

¢(x,t) — Rotacdo da secgédo de abcissa x em torno do eixo dos xx no instante t
w(y, z) — Fungdo de empenamento

Letras gregas maiusculas

@ (x) — Rotacéo de torcdo (em torno do eixo dos xx), dependente apenas da abcissa x da seccao
transversal

®(§) — Rotagdo ®(x) definida em funcio da coordenada adimensional &
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1 INTRODUCAO

1.1 Enquadramento geral

Os perfis de secgéo aberta de parede fina sdo largamente utilizados em engenharia estrutural
em virtude da sua elevada eficiéncia quando solicitados a flexdo no plano principal de maior
inércia. Em contrapartida, as suas rigidezes de flexdao no plano principal de menor inércia e de
torcdo sdo reduzidas, o que, por um lado, os torna suscetiveis a fendmenos de instabilidade
lateral e, por outro lado, faz com que apresentem baixas frequéncias préprias de vibragdo nos
modos de flexdo lateral e tor¢cdo. Refira-se, a proposito do segundo aspeto, que o Eurocodigo 0
estabelece que “a frequéncia propria das vibragdes da estrutura ou do elemento estrutural devera
ser mantida acima de valores apropriados, que dependem da funcao do edificio e da origem da
vibragdo”, de forma a garantir a seguranga em relacdo aos estados limites de utilizagdo (NP EN
1990, 2009). As frequéncias proprias da estrutura ou do elemento estrutural sdo também
determinantes na sua resposta a acdo sismica e, portanto, na verificacdo da seguranca aos
estados limites Ultimos e aos estados de limitagdo de danos definidos no Eurocddigo 8 (NP EN
1998-1, 2010), matéria especialmente relevante num pais com elevada sismicidade como
Portugal.

Sabe-se da dindmica linear de estruturas que as frequéncias prdprias e 0s modos de vibracao de
um sistema ndo amortecido dependem das suas caracteristicas de rigidez e de massa (Clough e
Penzien, 1993). Por outro lado, sabe-se da analise de fenémenos de instabilidade que a rigidez
das estruturas esbeltas, suscetiveis a ndo linearidade geométrica, é afetada pelos esforcos
internos por via da chamada rigidez geométrica (Dias da Silva, 2013, Reis e Camotim, 2001).
Compreende-se, assim, que a influéncia dos esforgos internos (tensdes iniciais) nas frequéncias
préprias e modos de vibracdo de estruturas esbeltas, categoria na qual estdo geralmente
incluidas as estruturas reticuladas compostas por barras de parede fina, seja uma questdo
relevante na concecgdo, dimensionamento e verificagdo da seguranca destas estruturas (Virgin,
2007).

1.2 Objetivo e &mbito da dissertagao

O objetivo central desta dissertacdo consiste em apresentar um modelo matematico
unidimensional (1D) para avaliar a influéncia dos esforcos (tensdes generalizadas) iniciais na

Tatiana Andreia Marinha Silva 1
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vibracédo por flexdo lateral e tor¢do de vigas com seccdo em | de parede fina, de banzos iguais

(seccdo duplamente simétrica) ou desiguais (sec¢io monossimétrica)l. O modelo tem por base

as hipoteses classicas de Vlasov (1961) para a torcdo nao uniforme. Inclui o efeito da inércia

associada a rotacdo das seccdes transversais em torno do seu eixo fraco e da inércia associada

ao empenamento por torcdo. Decorre das hipoteses de Vlasov que 0 empenamento associado

ao esforco transverso é desprezado. As equacBes do movimento sdo estabelecidas através de

uma abordagem variacional, por aplicacao do principio de Hamilton. Como refere Fung (1965),

uma tal abordagem, para além da sua elegancia formal, apresenta as seguintes vantagens:

(1) Considera o sistema mecéanico na sua globalidade, e ndo as partes individuais que o
compdem.

(2) Permite obter, de uma forma consistente, as equacdes de campo e as condicdes de fronteira
que regem o problema.

A técnica de separacdo das variaveis permite finalmente estabelecer o problema de valores e

funcBes proprios que fornece as frequéncias préprias e os modos de vibracéo.

Este assunto foi objeto de alguns estudos anteriores. Merece destaque o trabalho de Roberts
(1987), de ambito semelhante ao da presente dissertacdo, mas que despreza ab initio o efeito da
inércia associada a rotacdo das seccdes transversais em torno do seu eixo fraco e da inércia
associada ao empenamento por tor¢ao. J4 os artigos de Proki¢ (2005) e Proki¢ e Luki¢ (2012)
incidem especialmente sobre barras de parede fina cuja seccao transversal, aberta, ndo apresenta
qualquer simetria. Refira-se que este tema foi também abordado por Bebiano et al. (2008) no
ambito da teoria generalizada de vigas (vulgarmente designada pelo acronimo GBT).

1.3 Organizacao da dissertagéo

A dissertacdo encontra-se dividida em quatro capitulos, o primeiro dos quais € a presente
Introducéo.

No segundo capitulo é feita a descricdo, em termos precisos, do problema em estudo e é
desenvolvida a sua formulacdo matematica 1D. S&o estabelecidas as equacOes de Lagrange e
as condicdes de fronteira para 0 movimento de vibracdo lateral-torsional de uma viga em torno
de uma configuracdo de equilibrio estavel inicial. Obtém-se ainda o problema de valores e
fungdes proprios que permite determinar as correspondentes frequéncias proprias e modos de
vibracéo.

L Por modelo unidimensional, entende-se a caracterizagdo do comportamento mecanico de uma classe de barras
esbeltas por intermédio de um nUmero finito de equacBes nas quais estd presente uma Unica varidvel
independente espacial; as restantes variaveis devem ter uma interpretacéo fisica relativamente simples (Antman,
2005).
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No terceiro capitulo é apresentado um exemplo de verificacdo e ilustracdo. No @mbito deste
exemplo, estudam-se sucessivamente, de forma puramente analitica, (i) vigas de seccdo
duplamente simétrica sem momentos fletores iniciais, (ii) vigas de seccdo monossimétrica sem
momentos fletores iniciais e (iii) vigas de sec¢do duplamente simétrica com uma distribuicédo
inicial uniforme de momentos fletores. Avalia-se ainda o efeito da inércia associada a rotacéo
das seccdes transversais em torno do seu eixo fraco e da inércia associada ao empenamento por
torcdo. Sempre que possivel, os resultados obtidos com o0 modelo desenvolvido sdo comparados
com os disponiveis na literatura.

No quarto e ultimo capitulo da dissertacdo sdo apresentadas as principais conclusdes retiradas
deste trabalho e algumas sugestfes para trabalhos futuros.
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2 DESCRICAO E FORMULACAO MATEMATICA 1D DO PROBLEMA

2.1 Descrigéo do problema

Na presente dissertacdo, consideram-se vigas prismaticas com seccao de parede fina em I, com

banzos iguais (sec¢do duplamente simétrica) ou desiguais (Sseccdo monossimétrica), sem

quaisquer imperfeicdes (Figura 2.1). Adota-se um referencial Cartesiano ortonormado xyz tal

que, na configuracdo indeformada:

(1) O eixo x contém o lugar geométrico dos centros geométricos das seccdes transversais da
viga (eixo longitudinal). As sec¢des extremas tém abcissas x = 0 e x = L, onde L designa
0 comprimento da viga.

(2) O eixo y coincide com o eixo principal central de maior inércia da seccdo x = 0 (e,
portanto, paralelo aos banzos).

(3) O eixo z coincide com o eixo principal central de menor inércia da sec¢do x = 0 e esta
orientado “para baixo”.

Este referencial esta também representado na Figura 2.1. Observe-se que o plano coordenado

xz é um plano de simetria da configuracdo indeformada da viga.

O material ¢ homogéneo, isotropico e linearmente elastico, sendo caracterizado pelo médulo de
elasticidade E, pelo médulo de distor¢cdo G e pela massa volimica p.

Considera-se a atuagdo, de forma quase-estatica, do sistema inicial de forcas generalizadas

conservativas (independentes do tempo) representado na Figura 2.2, constituido por:

(1) Uma forca transversal distribuida q, com a dire¢do e sentido do eixo z, que inicialmente
atua no plano de simetria xz, a uma cota z,.

(2) Duas forcas concentradas Q, e Q,, aplicadas nas sec¢bes de abcissa x =0 e x =L,
respetivamente, igualmente com a direcao e sentido do eixo z e atuando inicialmente no
plano de simetria xz, as cotas z,, € z,, .

(3) Dois momentos concentrados nas extremidades da barra, M, e M,. Com intuito de
contornar algumas questdes delicadas relacionadas com a definicdo de momentos
conservativos (Simitses e Hodges, 2006), apenas € considerada a atuacao destes momentos
quando a rotacédo de torcdo da secdo em que estdo aplicados se encontrar impedida.
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Figura 2.2 — Sistema inicial de forcas generalizadas conservativas (independentes do tempo),
aplicado de forma quase-estatica.

Supde-se que este sistema de forcas inicial é insuficiente para provocar a instabilidade lateral
da viga por flexdo-tor¢do (bambeamento). Conduz, assim, a um estado de equilibrio estavel,
dito inicial, a que corresponde uma distribuicio de momentos fletores M, e de esforgos

transversos V, (tensdes generalizadas), assim como uma deformacéo de flexdo no plano xz.

A viga executa agora um movimento de vibracdo por flexdo lateral e torcdo, de pequena
amplitude, em torno da configuracdo de equilibrio estavel inicial. Desprezando o (inevitavel)
amortecimento, pretende-se desenvolver um modelo 1D que permita a determinagdo das
correspondentes frequéncias proprias e modos de vibracdo. Como hipotese simplificativa,
admite-se que a configuracéo inicial (correspondente ao equilibrio estavel sob a agdo do sistema
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de forcas indicado na Figura 2.2) pode ser confundida com a configuracdo indeformada (antes
da aplicacdo daquele sistema de forcas). Por outras palavras, admite-se que a viga permanece
reta até executar o movimento de vibracdo. Refira-se que uma hipotese semelhante é
frequentemente admitida na andlise linear de estabilidade de vigas (Trahair, 1993).

2.2 Campo de deslocamentos

O campo de deslocamentos da viga quando executa um movimento de vibracdo por flexao
lateral e tor¢cdo em torno da configuracdo de equilibrio estavel inicial, adotada como
configuracdo de referéncia, é definido com base nas hipoteses classicas de Vlasov (1961):

(1) As seccdes transversais ndo se deformam no seu plano?.

(2) Na superficie média da barra, as distor¢bes 7, (que traduzem a variacdo do angulo,

inicialmente reto, entre as geratrizes da superficie média e as linhas médias das seccGes
transversais) sdo desprezaveis.

Estas hipdteses permitem efetuar a requerida reducdo dimensional. Com efeito, permitem
escrever as componentes do campo de deslocamentos da viga no instante ¢t segundo 0S eixos
Cartesianos na forma (Vlasov, 1961)

u*(x, Y, Z, t) ==y vcl(xﬂ t) - CU(% Z) d),(x' t) (1)
‘U*(X, Y,z t) = UC(X, t) - (Z - Zc) ¢(X, t), (2)
wi(x,y,2,t) =y ¢(x,1). (©)

A plica exprime diferenciacdo em ordem a x. Seguindo a convencao simbdlica de Géradin e
Rixen (2015), utiliza-se um asterisco para indicar que estes deslocamentos sdo medidos a partir
da configuracdo de equilibrio estavel inicial (configuracdo de referéncia) e ndo a partir da
configuracdo indeformada. Recorde-se, no entanto, que se admite que estas duas configuracdes
podem ser identificadas uma com a outra, pelo que, neste caso, a distincdo é, de facto,
irrelevante.

A v, e ¢, que sdo apenas funcles de x e t, dad-se 0 nome deslocamentos generalizados. S&o
pecas fundamentais do modelo unidimensional. Representam, respetivamente, o deslocamento
segundo y do centro de corte e a rotagdo em torno do eixo longitudinal da secgéo transversal x
no instante ¢ (Figura 2.3). A funcdo w, independente de x e t, descreve a forma como as sec¢oes

2 Esta hipdtese permite considerar cada secgdo transversal como um disco rigido, para efeitos de descricdo do
movimento no seu plano. Para que a hipdtese seja legitima, pode ser necessario prever reforgos transversais
(“stiffeners”) nas sec¢des de apoio e aplicagdo de forgas concentradas.
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transversais empenam (isto é, deixam de permanecer planas) devido a tor¢do. Por esta razao, é
designada por fungdo de empenamento (é também frequentemente designada por coordenada
setorial). No caso de sec¢des em I, € dada por (Vlasov, 1961)

w(y,z) = =y (z - z) (4)

e encontra-se representada esquematicamente na Figura 2.4.

¢ x|

——¢ )1

Vc [ C

Vv

Z

Figura 2.3 — Deslocamentos generalizados.

hb,*

2(b> + b)) E’L

Ye—la
¢ hb*
® | 2(b> + b))
‘ o
\/Z

Figura 2.4 — Fungéo de empenamento w na linha média de uma sec¢do em | monossimétrica
com banzos de igual espessura.
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Finalmente, refira-se que, no caso da seccdo representada na Figura 2.5, o centro de corte
encontra-se a uma distancia

b3
b 3+b,3

d,=h (5)

da linha média do banzo inferior (Reis e Camotim, 2001).

Figura 2.5 — Posicdo do centro de corte de uma sec¢do em | monossimétrica com banzos de
igual espessura.
2.3 Energiacinética

A energia cinética da viga quando executa um movimento de vibracédo por flexdo lateral e torcédo
em torno da configuracédo de equilibrio estatico inicial € dada por

. . . % L - . x . %
T=§fv(u2+v2+w2)dv=§f0fA(u2+v2+w2)dAdx, (6)

em que IV é o volume ocupado pela viga na configuracéo inicial e A representa a area da sua
seccdo transversal. Um ponto sobreposto ao simbolo de uma funcdo exprime diferenciacdo em
ordem a t. Com a expressao geral do campo de deslocamentos estabelecida anteriormente,
obtém-se

T

2, (v —w @)+ (e — (2 — 2)$)? + (v $)?) dAdx . )
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Efetuando a integracdo sobre a area da seccdo transversal e introduzindo as propriedades
geomeétricas (Vlasov, 1961)

Sy = ) 4, ZdA =0 (momento estatico em relagdo ao eixo y) (8)
S, = fA ydA = 0 (momento estatico em relacéo ao eixo z) 9
Se =] , wdA =0 (momento estatico setorial) (10)

I, = fA z? dA (momento de inércia em relacdo ao eixo y) (11)
I, = fA y2dA (momento de inércia em torno do eixo z) (12)

I. =1, + 1,4+ zZA (momento polar de inércia em relacéo ao centro de corte)  (13)

ILy= | 4 w? dA (constante de empenamento) (14)
Ly, = [, yzdA =0 (produto de inércia) (15)
Ly, = fA zwdA = 0 (produto de inércia setorial em relacéo ao eixo y) (16)
I, = fA yw dA = 0 (produto de inércia setorial em relacéo ao eixo z) , a7
resulta finalmente
T =§fOL(Av'C2 F LU 4, ¢+ L2+ 22, AV, ¢'>)dx. (18)

2.4 Energia potencial total

De acordo com Géradin e Rixen (2015), a energia potencial total a considerar é composta por
trés parcelas:

U=Uy+U;—W,. (19)

A primeira parcela representa a energia de deformacdo elastica da teoria linear correspondente
ao campo de deslocamentos (u*, v*,w™) atrés definido. No problema em estudo, é dada por
(Trahair, 1993)

Ve =1 [Y(EL v, + El, ¢"* + G] ¢'%) dx . (20)
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A segunda parcela, dita geométrica, € independente das propriedades elasticas da viga e resulta
da integracao do produto das tens@es iniciais pela componente de segunda ordem das extensdes
correspondentes ao campo de deslocamentos (u*, v*, w*). No problema em estudo, é dada por
(Trahair, 1993)

1 L n !
Ug =5 Jy My (2vc ¢+ B, ¢'°)dx . (21)
Nesta expressao,

,@:%fA z(y?+ z3)dA -2z, (22)
é uma propriedade geométrica da seccdo transversal associada a sua assimetria em rela¢do ao
eixo y (para uma sec¢do duplamente simétrica, ter-se-a 5, = 0). Para uma melhor compreenséo
do efeito (de segunda ordem) desta assimetria, observe-se a Figura 2.6, adaptada de Trahair
(1993). A forca de compressdo, F,, no banzo superior (banzo menor) é aproximadamente igual
a forca de tracdo, F;, no banzo inferior (banzo maior), ja que o esforgo axial é nulo. Visto que
0 banzo inferior se encontra mais proximo do eixo de tor¢do, que passa pelo centro de corte C,
a sua rotacdo de empenamento durante a torcdo € menor (em valor absoluto) do que a rotacao
de empenamento do banzo superior. Assim, a componente transversal instabilizadora
(associada a forca de compressdo) € maior, e tem um braco maior, do que a componente
transversal estabilizadora (associada a forga de tracdo). Desta forma, a rigidez de torcdo é
efetivamente reduzida. Verifica-se a situacdo inversa quando o banzo comprimido é o de
maiores dimensoes.

W\
<= —TN. S N
~ SIS N
? ~
j ~_/ S ~ N
~ N~ SO N
Il I~<~_ N~ <\
| S N ~3
[ / ~ \\ =~ ~ §\
~N . =
| [l S — ‘:\\ )
I g
|\I\ _\ \\\ N~
1 R \<——Vj? Fec
= ~. \\\\
=T e G N
S~ .yL e ey X Componente instablizadora
DO S, oS :
S NS C \\N.% .
NN = s Eixo de
3 e x
X /;&\_\‘ " torgio
— \ h ‘
\“; <
X

F:”\

Componente establizadora

Figura 2.6 — Efeito da assimetria da seccéo transversal (adaptado de Trahair, 1993).
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Finalmente, W, representa o trabalho das forcas exteriores correspondente ao campo de
deslocamentos (u*, v*,w™), definido por (1)-(3). Aproximando cos ¢ pelo seu polinémio de
Maclaurin de segundo grau, tem-se (ver Figura 2.7)

0, = =210 (5 =2 8 dx =200 (50, ) 60,7 =201 (s, ~2) #CL,07 . @9

¢(xt)

Configuragao
ve(x,t) inicial

<&
<

G
Vc c Zc .
(zg —z.)(1 — cos p) |
2
~ (Zq - ZC) ¢_ l

2 q q

Figura 2.7 — Efeito da posicao do ponto de aplicacdo das forcas quase-estéaticas iniciais.

Em sintese, a energia potencial total do sistema viga-carregamento considerado tem por
expressao geral

1 L " r " 1L
U==J,(El, v 2+ 6] ¢'* +EIL, ¢"%) dx +- [ q (zg — 2c) p* dx +
+2Q0 (29, — ) #(0, ) +5 Q. (zg, — zc) P(L, £)? +
1 L " '
+- [ My (20" ¢+ By ') dx . (24)
2.5 EquacOes de Lagrange do movimento. Condi¢cdes de fronteira e condi¢cdes
iniciais

Para obter as equacgdes do movimento da viga, assim como as respetivas condi¢des de fronteira,
recorre-se ao principio de Hamilton, assim chamado em homenagem ao matematico, fisico e
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astronomo Irlandés do século XIX William Rowan Hamilton. Este principio € aplicavel tanto a
sistemas discretos como a sistemas continuos (Brun, 2007; Maia, 2000).

A Lagrangiana £ do sistema em estudo é dada pela diferenca entre as energias cinética e
potencial anteriormente estabelecidas:

L=Lf(Av2+ 1 2 220 Ave b+ 1,07 41, ¢7) dx -
1t 2 2 2 1t 2
_Ef (EL,v."” + EIL, ¢" +G]¢’)dx—§f My, (2v." ¢+ By ¢'°)dx —
0 0

_%f:q (Zq - Zc) ¢2 dx — %Qo (ZQO - Zc)‘.'b(O: t)? — %QL (ZQL - Zc)ﬁb(L: t)?. (25)

Para um dado movimento da viga — isto €, para deslocamentos generalizados v, e ¢
especificados —, a Lagrangiana £, a energia cinética T e a energia potencial U sdo funcGes
apenas do tempo t. No entanto, podemos considera-las também como sendo funcionais
dependentes dos deslocamentos generalizados e do tempo t. Sera este segundo ponto de vista
0 adotado daqui em diante.

Sejam év, e 8¢ variagdes cinematicamente admissiveis dos deslocamentos generalizados. A
correspondente variacdo 6L da Lagrangiana é dada por

8L = pfOL (AV. 8V, +1, 08P+ 2, AP SV, + 2. Av, 8¢ + 1,0, 6V, + 1, ¢p' 5¢p")dx —
— fOL(EIZ v, 8v." +El, ¢" 8¢" + GJ] ¢’ 5¢") dx —

- fOL My, (¢ 6v." +v." S¢p+By, ¢' 6¢') dx — fOLq (zq —zc) ¢ 6 dx —

—Qo (2zg, — z:) $(0,) 6¢(0,8) — Q, (2o, — 2c) (L, t) §¢(L, 1) . (26)

O principio de Hamilton estabelece que os deslocamentos generalizados v, e ¢ descrevem o
movimento real da viga no intervalo de tempo [0,t,] (com t, > 0) se e s6 se tornarem
estacionaria a agdo

_ (to
S=[Ldt, (27)
isto &, se e so se satisfizerem a equagdo variacional

8§ =[°86Ldt =0 (28)
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para quaisquer variacdes v, e &¢ cinematicamente admissiveis tais que 6v.(x,0) =
Sv.(x,ty) =0e8¢(x,0) =8¢p(x,t,) =0.

Interessa agora integrar por partes, uma ou duas vezes, as parcelas de §S onde figurem primeiras
ou segundas derivadas das variacdes 5v, e 5¢ (Campos Ferreira, 1987)%. Por exemplo, temos

pA [\ [V, 8V, dxdt = pA [ [° v, 5V, dt dx
= pA fOL( AN f V. 6V, dt) dx . (29)
Uma vez que 6v.(x,0) = dv.(x,t,) = 0, o tltimo membro da expressdo (29) fica apenas
—pA [° [V, Sv. dx dt . (30)

De modo analogo, para as restantes parcelas que compdem &S, obtém-se

ple [, Jy § 8¢ dxdt = —pl, [ [} & 6¢ dx dt (32)

pzcA " [ § 8V, dxdt = —pzcA [,° [ b Sv dxdt (32)

pzcA [} [ Ve 8 dxdt = —pz.A [° [V, 8¢ dx dt (33)

ply J,° [y v' 6v;' dxdt = —pl, [, ([ Svc]s - [ " 6v, dx)dt (34)
ply [;° Iy &' 86" dxde = —pl, ;" ([&' 5¢], — [, " 6¢ dx) dt (35)

—El, foto fOL v §v," dx dt = —EI, foto([vc” v 15 — [v." Sv )5 +

+ [ 0@ 6w, dx) dt (36)
—Elwf f ¢" 6¢" dxdt = —El, f ([¢" 6¢']6 — [¢"" 515 +

+ [ ¢® 8¢ dx) dt (37)

=G J,° [y ¢' 60" dxdt = —G] [,° (16" 691k — [ ¢" 6¢ dx) dt (38)

3 Para além da regra de integraco por partes, é necessario recorrer a regra de Leibniz para derivar sob o sinal de
integral e permutar a ordem de integracao (Bartle, 1976).
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— gy My @ v dxde = — [ ([My ¢ 59T, ~ (M, 9) 6176]2 t
+ [ (M, ¢)" 8v, dx) dt (39)
to L , , to ' L L AV
—By [ Jy My ¢ 69" dxdt = —B, [° ([My ¢ 88]_ — [ (M, ¢")' 6¢ dx)dt . (40)

Tendo em atengéo que apenas se considera a atuagdo de momentos M,, nas sec¢des extremas

da viga (de abcissas x = 0 e x = L) quando a respetiva rotacdo de torcdo esta impedida, as
expressoes (39) e (40) podem ainda ser simplificadas

— [ [ M, ¢ v, dxdt =~ [° (— (M, )’ SUC]I; + [1(M, $)" Sv, dx) dt (41)

—By [0 [ My @' 8¢" dxdt = By [} ['(M, ¢') 6¢p dx dt . (42)

Utilizando estes resultados e agrupando as parcelas associadas a mesma variacdo de
deslocamento, a equacéo variacional (28) fica

IS (—p Av,—pz, Ad+pl, v, —ElLv® — (M, qb)") Sv, dx dt +
+ 1y (~plc b —pzc AV, +ply " — EL, 6@ + GJ¢"
M, v + By (M, ¢) —q (2q — 2) ¢>) S dx dt +

+f° (—p 1,0, (Lt) + EL v, (L) + (M, ¢) (L, t)) S, (L, t)dt —
— (=P L (0,0) + EL v (0,) + (M, §) (0,1)) v.(0, £)dt —
— [[°ELv." (L,)8VL(L, t)dt + [)° ELv."(0,£)8v(0, t)dt
+ J2°(=p 1§ (L, O) + EL, ¢""(L,t) = G] ¢' (L, 6) —

~Qu (2, — zc) d(L, 1)) 5(L, )t —
— [°(=p 1,$'(0,0) + EL, ¢""(0,8) = G] ¢'(0, ) —

+Qo (2q, — 2c) #(0,)) 56 (0, t)dt —

— [ EL,¢" (L, t)8¢'(L,t)dt + [,° EL,¢"(0,£)6¢'(0,t)dt = 0. (43)
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O lema fundamental do célculo das variagcBes (Fung, 1965) conduz agora as equacdes
diferenciais parciais

—pAv. +pl, ﬁC” —-pz A ¢) —El, vc(4) - (My ¢)” =0 (44)
_plc(ﬁ_i'plw(ﬁ”_pZCAﬁc_Equb(‘l)+G]¢”_Myvc”+

+ﬁy(My ¢ — q(zq - Zc)qb =0 (45)

em (0, L)%(0, ty) e as condicdes de fronteira

ve(L,t) =0 vV —pl, %, (L,t) + El, v."" (L, t) + (My ¢) (L, t) = 0 (46)
v:(0,6) =0 VvV —pl, %,'(0,t) + EL, v.”"(0,¢) + (M, ¢) (0,£) =0 (47)
vi(L,t) =0 v ELv.,/"(L,t) =0 (48)
vi(0,t) =0 VvV ELv,/(0,t) =0 (49)

¢(L,t) =0 Vv —pl,¢'(L,0) + EL,¢"" (L, t) — GJ¢'(L,t) — Q.(2z, — z.)p(L,t) =0 (50)
$(0,t) =0 vV —pl,$'(0,t) + EL,¢""(0,t) — GJ$'(0,0) + Qo(zg, — 2:)$(0,t) =0  (51)
¢' (L) =0V El, ¢"(Lt) =0 (52)
¢'(0,t) =0 vV EI, ¢"(0,t) =0, (53)

com0 <t <t

Como se pode verificar, temos oito pares de condicdes de fronteira possiveis. A primeira
condicdo de cada par exprime o anulamento de um deslocamento generalizado ou da sua
primeira derivada numa extremidade da viga e € designada por essencial ou cinematica. A
segunda condigéo do par exprime o anulamento de um esforco (esforgo transverso 1, momento
flector M,,, momento torsor ou bimomento) numa extremidade da viga e € designada por natural
(Fung, 1965, Reis e Camotim, 2001)*. Em cada problema concreto, de cada um dos oito pares
deve selecionar-se uma e uma so condicao de fronteira.

4 Emrigor, as condigdes de fronteira essenciais que decorrem do principio variacional atribuem um valor prescrito
aos deslocamentos generalizados e suas primeiras derivadas. Optou-se por considerar um valor prescrito igual a
zero, por ser essa a situacdo mais comum.
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E importante referir ainda o significado fisico de duas parcelas que figuram nas equacdes
diferenciais (44) e (45). Na primeira destas equacdes, a parcela pI, ©7," representa as forcas de
inércia transversais (segundo y), definidas por unidade de comprimento da viga, resultantes da
rotacdo das seccOes transversais na flexdo lateral (rotacdo em torno do eixo z). A parcela
pl, @' naequacio (45) representa 0 momento torsor de inércia (em torno do eixo dos centros
de corte), definido por unidade de comprimento da viga, devido ao empenamento de tor¢éo das
seccdes transversais. Esta interpretacéo justifica também as parcelas pI, v, (L, t) e pI, 1.’ (0, t)
nas condicBes de fronteira naturais (46)-(47) e as parcelas pl,,¢'(L,t) e pl,¢'(0,t) nas
condigdes de fronteira naturais (50)-(51), como se ilustra esquematicamente nas Figuras 2.8 e
2.9. Todas estas parcelas sdo muitas vezes desprezadas (e.g., Gere, 1954, Roberts, 1987, ou
Virgin, 2007).

As equacbes do movimento e as condic¢des de fronteira devem ainda ser complementadas com
condigdes iniciais, as quais podem ser escritas na forma

vC (x, 0) = vCo(x) (54)
¢ (x,0) = ¢o(x) (55)
vc (x, 0) = vCO(x) (56)

onde v¢, ¢o, V¢, € ¢, séo funcdes dadas, definidas no intervalo [0, L].
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Aceleragdes associadas a rotacdo v, das
seccBes transversais em torno do eixo z.

A ALk

Forcas de inércia correspondentes. Resultante seccional das forgas de inércia.

*pIZV:(JC,f)}f

Equivaléncia estética.

Figura 2.8 — Interpretacéo fisica da parcela pI, v, (x, t) na equacéo diferencial (44) e das
parcelas pl, v, (L, t) e pI, ©7,' (0, t) nas condicBes de fronteira naturais (46)-(47).
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Aceleragdes associadas ao empenamento
de torcdo —w¢' das seccBes transversais.

_ %plu‘%'(x’[)]f

+ %pfwé'(x, Nk

Forcas de inércia correspondentes. Momentos fletores resultantes nos banzos.

1 n .
+Epf WP (X))

l i .
% pLP"(x,1)]

Esforcos transversos nos banzos (em equilibrio com Momento torsor estaticamente equivalente.
0s momentos fletores).

Figura 2.9 — Interpretacéo fisica das parcelas pl,, ¢ (x, t) na equacdo diferencial (45) e das
parcelas pl,,¢'(L,t) e pl,,¢'(0,t) nas condicdes de fronteira (50)-(51).
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2.6 Problema de valores proprios — Frequéncias préprias e modos de vibracao

Vamos agora admitir que cada um dos deslocamentos generalizados, v, e ¢, pode ser escrito
como o produto de uma funcao apenas de x por uma funcéo apenas de t, ou seja,

{ ve(x,t) = Vo (x) F(t) (58)

¢(x,t) = P(x) F(D).

Por outras palavras, admite-se que v, e ¢ sdo separaveis no tempo e no espacgo (Strauss, 1992).
De um ponto de vista fisico, isto significa que a viga executa um movimento sincrono: a razéo
entre deslocamentos em duas secgdes transversais de abcissas x; € x, € independente do tempo
(Meirovitch, 1980).

Introduzindo as equacges (58) nas equacdes de movimento (44) e (45), obtém-se

[EL V. — (M, ®)"|F = =[p,V." —=pz. A —p AV,] F
[-EL, @™ + G ©" =M, V" + B,(M,®" ) —q (2, — z.) |F = (59)

=—[pl, ®" —pl.®—pz AV F.

Observe-se que, nestas equacOes, deixam de figurar derivadas parciais e aparecem apenas
derivadas totais.

Da divisdo de ambos os membros da primeira das equagtes (59) por Fl[p L, V. —pz. A ® —
p AV.] edasegundapor Flp I, ®" —pl. ® — p z. A V,] resulta agora

" ..
—EL VW -(My @) F
pl; VC”—pZCACD—pAVC F (60)
(4) " " n' i
—ElLy @M +6] "M, V. +By, (My @) —q (2qg—2c) ®  F
ply®'—pl, d—pz AV, - F°

Os segundos membros destas equacdes sdo iguais e dependem apenas de t, a0 passo que 0S
primeiros membros dependem apenas de x. Assim, primeiro e segundo membros de cada
equacdo terdo ambos de ser iguais a uma constante real, chamada de constante de separacéo,
que ira ser designanda por A. Podemos entdo escrever

—ELV,® - (My®) =A[pL,V." —pz. A® —pAV]
—EL, ®® +GJ &" — M, V," + B, (M, @) —q (24— 2.) @ = (61)
=Alply, @' —plc®—pz AV]

F+AF=0. (62)

Em termos de condicdes de fronteira essenciais, a separacao de variaveis (58) conduz a
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V(L) F(t) =0 (63)
Ve(0) F(t) =0 (64)
V(L) F@®) =0 (65)
V(0 F(t) =0 (66)
®(L) F(t) =0 (67)
®(0) F(t) =0 (68)
@' (L) F(t) = 0 (69)
®'(0)F(t) =0. (70)

Por sua vez, as condigdes de fronteira naturais assumem a forma

[EL V(@) + (M, @) W] F(O) = p L V. (WE®) =0 (71)
[EL V" (0 + (M, @) O] F(©) = p 1, V' (0)F(©D) = 0 (72)
EL V. (L)F(t) =0 (73)
EL,V."(0)F(t) =0 (74)

[EL, @""(L) — G] ' (L) — Q; (29, — z.) P(V|F@) —p 1, ' (VF@) =0  (75)
[EL, @""(0) — G] ®'(L0) + Qq (2¢, — zc) P(O|F(t) —p I, ®'(0)F(t) =0 (76)
El, ®"(L)F(t) =0 (77)
El, ®"(0)F(t) =0. (78)

Tendo em atencéo a equacéo (62), podemos ainda reescrever as condi¢des (71), (72) e (75),
(76) como

[EIZ V(L) + (M, @) (L) + Ap, VC'(L)] F(t) =0 (79)
[EIZ V"' (0) + (M, @) (0) + Ap], VC'(O)] F(t) =0 (80)

[EL, @""(L) — G] @' (L) — Q, (29, — z.) D(L) + A p L, ' (L)]F(t) = 0 (81)
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[EL, ©"'(0) — G] ®'(0) + Q (29, — 2) ®(0) + Ap L, ®'(0)]F(t) = 0. (82)

Uma vez que estamos interessados em solugdes com F # 0 (caso contrario, ndo existiria
movimento), as condi¢cdes de fronteira essenciais reduzem-se a

Ve(L) =0 (83)
V(0) =0 (84)
/(L) =0 (85)
V.'(0) =0 (86)
d(L) =0 (87)
®(0) = 0 (88)
®'(L) =0 (89)
®'(0)=0 (90)

e as condicOes de fronteira naturais reduzem-se a

EL V" (L) + (My ®) (L) + Ap 1, V' (L) = 0 (91)

EL V" (0) + (My, ®)'(0) + 2 p I, V' (0) = 0 (92)

EL V(L) =0 (93)

ELV."(0) =0 (94)

El, "' (L) — G] ®'(L) — Q. (29, —z.) (L) + A p L, ' (L) =0 (95)
El, ®""(0) — G] ®'(0) + Qq (29, — 2.) ®(0) + A p I, @'(0) = 0 (96)
El, ®"(L) =0 (97)

El, ®"(0) =0. (98)

A equacdo diferencial linear (62), homogénea e de coeficientes constantes, pode ser facilmente
resolvida para qualquer valor de A (Andrade, 2013):
(1) Se A =0, asuasolucdo geral tem a seguinte forma:

F(t)=C,+C,t, comCy,C, ER. (99)
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(2) Se A <0, asolucgdo geral é
F(t) = CieV=2t + C,e™V=2t  com ¢y, C, € R. (100)
(3) Finalmente, se 2 > 0, define-se 1 = k2 e a solugdo geral de (62) assume a forma
F(t) = C, cos(kt) + C, sin(kt) , comCy, C, ER. (101)

Apenas a terceira possibilidade, que corresponde a uma oscilagdo harmdnica com frequéncia
angular k, é consistente com vibracdo em torno de uma configuracdo de equilibrio estavel. Nos
restantes casos, estariamos perante auséncia de movimento — caso (1) com C, =0 — ou
movimento ilimitado — caso (1) com C, # 0 e caso (2). Conclui-se que, se 0 movimento
sincrono for possivel, entdo a dependéncia do tempo é harmonica.

O problema pode entdo ser enunciado nos seguintes termos: pretende-se determinar os valores
de 2 = k% > 0 para os quais existem funcdes reais V, e @, definidas no intervalo [0, L] e ndo
simultaneamente nulas, que satisfazem as equacdes diferenciais (61) e um conjunto apropriado
de oito condicGes de fronteira (quatro condi¢cbes em cada extremidade, x =0 e x =1L), a
selecionar, em cada caso concreto, de entre (83)-(98). Trata-se de um problema de valores
préprios (os quadrados das frequéncias angulares) e de fungbes proprias (as correspondentes
funcbes V, e &, designadas por modos de vibracdo). Observe-se que tanto a assimetria da sec¢do
transversal (através de z, # 0) como a distribuigdo inicial de momentos fletores M,, introduzem
um acoplamento entre V. e .
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3 EXEMPLO DE VERIFICACAO E ILUSTRACAO

Com o duplo objetivo de (i) verificar o modelo matemaético desenvolvido no capitulo anterior
e (i) ilustrar as suas potencialidades, efetua-se agora um estudo analitico detalhado de alguns
casos concretos. Para o efeito, considera-se uma viga de sec¢do em I, com banzos iguais ou
desiguais, simplesmente apoiada no plano de simetria xz e apresentando, para a flexao lateral
e para a torgdo, as condi¢des de apoio ditas “padrao” (Figura 3.1) — nas duas extremidades, o
deslocamento segundo y e a rotagcdo em torno de x estdo impedidos (condicOes de fronteira
essenciais), enquanto a rotacdo em torno de z e 0 empenamento sdo livres, sendo portanto nulos,
nas extremidades, 0 momento M, = —EI, V." e o0 bimomento® B = —E1,, ®" (condi¢bes de
fronteira naturais). A viga é submetida a uma distribuicdo inicial uniforme de momentos fletores
M, = M = cte. (com referéncia a Figura 2.2, temos, portanto M, = —My =M, q=0¢e Q, =

Q. = 0).

M M \
T,

Figura 3.1 — Exemplo de verificagdo e ilustracéo.

Por ordem crescente de dificuldade, estudam-se sucessivamente (i) vigas de sec¢do duplamente
simétrica sem momento inicial, (ii) vigas de seccdo monossimétrica sem momento inicial e (jii)
vigas de sec¢do duplamente simétrica com momento inicial uniforme. Em todos o0s casos,
avalia-se a influéncia da inércia de rotacdo das secgdes transversais em torno do eixo z e da
inércia associada ao empenamento. Sempre que possivel, os resultados obtidos sdo comparados
com os disponiveis na literatura.

5 O bimomento pode ser intuitivamente visualizado como um par de momentos M, nos banzos, iguais em valor
absoluto mas com sentidos contrarios, multiplicado pela altura da seccéo transversal medida entre linhas médias
dos banzos (Vlasov, 1961).
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3.1 Caso particular 1 — Viga de seccado em I duplamente simétrica (banzos
iguais), com apoios “padrao” e sem tensoes iniciais

Neste caso, tem-se z. = 0 (0s centros de gravidade e de corte da seccdo transversal coincidem)
e M,, = 0. Verifica-se que as equacdes diferenciais e condicdes de fronteira relativas a vibragdo
por flexdo lateral e por torcdo ficam desacopladas, pelo que podem ser estudadas
separadamente.

Flexao lateral

Somos confrontados com o problema de valores préprios definido por

ELV.P) +k2p LV " (x) —AV.(x)]=0, 0<x <L (102)
V.(0) =0 (103)

V(L) =0 (104)

—ELLV,"(0)=0 = V."(0) =0 (105)
—ELV,"(L)=0 = V"(L)=0. (106)

Comecemos por adimensionalizar este problema. Para tal, introduz-se uma nova variavel
independente,

§=1, (107)
e uma nova variavel dependente,

Ve(§) =

S~

Ve(€L) . (108)

Definem-se ainda 0s quocientes adimensionais

_ 2 [pA
U, = kL \/:12 (109)

1 (I,
a, = Z Z . (110)

O problema original (102)-(106) adquire entdo a seguinte forma:

1

YO+ © -1 =0,0<5<1 (111)
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7.(0) = (112)
() = (113)
7."(0) =0 (114)
7' =0. (115)

A solucdo geral da equacdo diferencial homogénea (111) é dada por (Caldeira, 2004)
V.(&) = C; cosh(au,§) + C; sinh(ap,$) + C5 cos(bu,€) + Cy sin(bu,$) , (116)

com(Cy,...,C, ERe

—aZ+ }oc‘z‘+i
a= |— N7 # (117)

2
’a§+ }a‘z‘+i2

As condicdes de fronteira na extremidade € = 0, V.(0) =0 e V'C”(O) = 0, implicam que C; =
C; = 0 (uma vez que sinh(0) = 0 e sin(0) = 0). Por sua vez, as condicdes de fronteira na

extremidade £ = 1, 7.(1) = 0 e V. (1) = 0, implicam agora que

{ C, sinh(au,) + C, sin(bu,) =0 (119)

C, a? uZ sinh(au,) — C4 b? p2 sin(bu,) = 0.

Para que os coeficientes C, e C, ndo sejam simultaneamente nulos, € necessario e suficiente
que (Santana e Queird, 2010)

sinh(ap,) sin(bu,) _
a? i sinh(apt;) —b? 12 sin(bu)] = O (420

det[
ou seja,
(a? + b?) u? sinh(au,) sin(bu,) = 0. (121)

As solucdes u, positivas desta equacdo transcendente correspondem as raizes positivas de
sin(bp,), dadas por bu, = nm, em que n é um inteiro positivo®. Obtém-se assim

® Repare-se que u2 sinh(ap,) = 0 se e so se u, = 0.
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(nm)?

MZ:W,TI:LZ,..., (122)

pelo que os quadrados das frequéncias proprias angulares sdo

(7) ke

= —Lo
ot

,n=1,2,.. (123)

Este resultado coincide com o obtido por Vlasov (1961).

Introduzindo bu, = nm no sistema (119), conclui-se que C, = 0 e que C, é arbitrario. Os modos
de vibracdo por flexao lateral, normalizados de forma a que |I7C|max = 1, sdo entdo

V.(§) =sin(nmé),n=1,2, ... (124)

O inteiro positivo n representa assim o nimero de semi-ondas do modo de vibragé&o.

Quando se despreza a inércia de rotacao da seccao transversal em torno do seu eixo central de
menor inércia (eixo z) — isto é, quando se despreza a parcela k?p I, V." (x) na equacdo
diferencial (102) —, obtém-se

4
2 _(nm El, _
ko—(—L) oA n=1,2,... (125)

Nesta expressao, idéntica a apresentada por Timoshenko (1937), o indice “0” na frequéncia

, . . . c . ~ k .

propria angular pretende indicar a omissdo da parcela referida. A relagéo Vs, ay esta
0

representada graficamente na Figura 3.2 para os trés primeiros modos de vibragdo por flexao

lateral. Constata-se que a consideracdo da inércia de rotagdo conduz a valores mais reduzidos

da frequéncia propria angular’; a reducdo é tanto mais significativa quanto maior for o
parametro a, € 0 nimero n de semi-ondas do modo de vibracéo.

7 Este resultado é inteiramente 16gico. Num oscilador linear com um grau de liberdade, o quadrado da frequéncia
propria angular é dado pelo quociente da rigidez pela massa do oscilador. Se aumentarmos a massa, mantendo
fixo o valor da rigidez, a frequéncia propria angular do oscilador obviamente decresce.
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1,0

0,9 e
\ R 12 Modo de
0,8 \ Vibragdo
0,7 22 Modo de
\ Vibragao
I 0,6
x| \ e 32 ModO de
0,5

N~ Vibragao

0,4 T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

1
1+ (nma,)?

11,
LA

Figura 3.2 — Influéncia da inércia de rotacdo da secc¢do transversal em torno do seu eixo
central de menor inércia nas frequéncias proprias dos trés primeiros modos de vibracéo por
flex&o lateral.

Torcéo

O problema de valores préprios a resolver é agora constituido pela equacdo diferencial
homogénea

El, d®(x) =G " (x) +k?p [l, P"(x) -, ®(x)] =0, 0<x<L (126)

e pelas condicdes de fronteira

®(0) =0 (127)
(L) =0 (128)
—El, ®"(0)=0 = &"(0) =0 (129)
~ElL, ®"(L)=0 = ®"(L)=0. (130)

Observe-se que, em virtude da dupla simetria da sec¢do transversal, I. = I, + I,.

Fazendo a mudanca de variavel independente definida por (107) e escrevendo

P() = (5L) (131)
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w, =k L2 % (132)
1 I,

ay, = z Z (133)
1 |EL,

Cyw = Z G_] ) (134)

0 problema pode ser colocado no formato adimensional

=3O + (e - =) B -BEO =0, 0<E<1 (135)
®(0)=0 (136)

®(1) =0, (137)

$"(0) =0 (138)

(1) =0. (139)

A equacéo diferencial (135) tem como solugéo geral (Caldeira, 2004)

®(§) = C; cosh(ap,§) + C; sinh(amy,§) + C3 cos(buy$) + Cysin(buy$),  (140)

comCy,...,C, ERe

m - +
a= i (141)

(142)

Tal como no caso da flex&o lateral, as condicdes de fronteira na extremidade § = 0, (0) = 0
e ®"(0) = 0, implicam que C; = C; = 0. As condigBes de fronteira na extremidade & = 1,
®(1) = 0e d"”(1) = 0, conduzem agora a

{ C, sinh(au,,) + C4 sin(bu,,) =0

C, a? u? sinh(ap,,) — C4 b? u2, sin(bu,,) = 0. (143)
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Para que os coeficientes C, e C, ndo sejam simultaneamente nulos, é condi¢do necesséria e
suficiente que

sinh(au,,) sin(bpu,,)
d = 144
¢ [az uy, sinh(ap,,)  b? uf, sin(bp,,) 0 (144)
0 que é equivalente a
(a? + b?) u? sinh(ap,,) sin(bu,,) = 0. (145)

Tal como ja explicado a propdsito da flexdo lateral, as solucdes u,, positivas desta equacéo
transcendente correspondem as raizes positivas de sin(bu,, ), ou seja, bu,, = n T, em que n é
um inteiro positivo. Obtém-se assim

(n 11')4+(M)2

‘w

MW=W,11=1,2,..., (146)

pelo que os quadrados das frequéncias préprias angulares sao

K2 = (7) 2+ (F) Y on=1,2, .. (147)

Uma vez mais, este resultado coincide com o obtido por Vlasov (1961).

Introduzindo bu,, = nm no sistema (143), conclui-se que C, = 0 e que C, é arbitrario. Os
modos de vibragao por tor¢do, normalizados de forma a que |<T>|max = 1, sdo entdo

&) =sin(nné) , n=1,2, ... (148)

Quando se despreza a inércia associada ao empenamento de tor¢do das seccles transversais —
isto €, quando se despreza a parcela k?pl,®" (x) na equacdo diferencial (126) — obtém-se
simplesmente

1’17'[4 n_n.z
kgz(T) E'ZT(L)G], n=1,2, .., (149)
0

Expresséo esta que € idéntica a apresentada por Timoshenko (1937). A relacao k£0 VS. a,, estad
representada graficamente na Figura 3.3 para os trés primeiros modos de vibragdo por torcao.
E inteiramente analoga a relagio k% VS. a, obtida anteriormente no caso da flexdo lateral (Figura
3.2).
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1,0

0,9

\ ............ 12 Modo de

08 \ Vibragao

0 22 Modo de
\ Vibracdo

[ 06

K \ e 32 Modo de

0,5 N~ Vibragao

1
1+ (nna,,)?

ko

0,4 T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20

1,
WL T

Figura 3.3 — Influéncia da inércia de empenamento das sec¢des transversais nas frequéncias
proprias dos trés primeiros modos de vibragdo por torgéo.

3.2 Caso particular 2 - Viga de seccdo em I monossimétrica (banzos
desiguais), com apoios “padrao” e sem tensoes iniciais

A assimetria da seccéo transversal em relacéo ao eixo y, que faz com que seja z, # 0, introduz
um acoplamento entre a flexdo lateral e a tor¢éo

{ EL VD) + k2 p [LV."(x) — AVe(x) — 2, AD(x)] = 0 .0 < x < L.(150)

EL, d®(x) =G " (x) +k?p[l, " (x) =1, P(x) — 2z, AV.(x)] =0

Como condic¢des de fronteira, temos novamente as condicdes (103)-(106) e (127)-(130).
Um processo de adimensionalizacdo idéntico ao levado a cabo no primeiro caso particular
conduz a seguinte formulacdo do problema de valores proprios:

(o) PO+ (2) W O-2nO-% 8@ =0

o et o 3 3 L 0<E<1 (151)
= 3D + (ad — =) B - DO -5 () = 0
7.(0) = 0 (152)
V(=0 (153)

Tatiana Andreia Marinha Silva 30



Vibragdo de vigas com secc¢ao aberta de parede fina 3 EXEMPLO DE VERIFICAGAO E ILUSTRAGAO

V. (0)=0 (154)
(D=0 (155)
$(0) = (156)
d(1) = (157)
&"(0) = (158)
®"(1)=0. (159)

Nas equaces (151) figuram dois novos parametros adimensionais, a saber

a =+ \/% (160)
x="%. (161)

Os restantes simbolos tém o significado anteriormente atribuido — recordem-se as definicGes
(107), (108), (110) e (131)-(134).

Como (i) as equagdes diferenciais (151) tém coeficientes constantes (isto é, independentes de
&) e contém as variaveis dependentes, V. e &, assim como as suas derivadas de ordem par e (ii)
as condicOes de fronteira impdem o anulamento das variaveis dependentes e suas segundas
derivadas nas extremidades do intervalo [0,1], tem-se necessariamente (Vlasov, 1961)

V.(&) = C; sin(nmé)
{5(5) = C, sin(nmé) , (162)

em que n é um inteiro positivo e C;, C, sdo constantes reais®.

Introduzindo as expressdes (162) nas equacdes diferenciais (151) e colocando em evidéncia o
fator comum sin(nn&), obtém-se

{[( a, )2 (nm)* — (Z_i)z (nm)? — aig] C, — ai,% Cz}sin(n &) =0

Ay Ac Uy

{—aig G, + [(nu’;)‘* 3 (avzv _ 2 2) (nm)? — 1] Cz}sin(nn £)=0

w Cw Hw

,0<&<1.(163)

8 Foi o que se constatou, alias, no primeiro caso particular.
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Para que estas igualdades se verifiquem para qualquer ¢ € (0,1), as constantes C, e C, terdo
que satisfazer o sistema homogéneo

(2 o= a2 o

Ay Ac Uy

M~ ) (164)
~L ot [ - (ad —Cvzvﬂﬁv)(nn)2 -1l =0,
o0 qual tem solucbes nao triviais se e sO se
(=) mmt - () mme -4 -%
det | \¥w %etw %e ac - “16 =0. (165)
-5 B -gg) e -1
Expandindo o determinante, a equacao anterior é equivalente a
aup+buz+c=0, (166)
com
a=chaylal 1+ @mm)?al)A + (nm)Paz) — x°] (167)
b=—-(mn)?a?[a2(1+ nn)?a2)(1+ (nm)?c3)+
+(nm)?aZc2(1+ (nm)?a2)] (168)
c=mmba?a(1+ (nm)?c?). (169)

Trata-se de uma equacdo de segundo grau em u2,. Com efeito, o coeficiente a € positivo, ja que
a?—y? = D%z 5 0. Verifica-se que o bindmio discriminante b? — 4ac é também positivo,

A L2
~ P . .- —-b+Vb2-4 P ~
pelo que a equacdo (166) tem duas raizes reais e distintas, ‘Tac Ambas as raizes séo

positivas porque —b > 0 e ac > 0. Assim, para cada nimero natural n (nimero de semi-ondas
de V7. e @), obtemos duas frequéncias proprias.

E de salientar que, fazendo y = 0 (ou seja, z, = 0), recuperamos os resultados obtidos no caso
particular anterior. Com efeito, a partir da equacédo (165) teremos

( 2z )2 (nn)“—(z—j)z (nn)z—aigzo

Ay Ac Hw
(nm)* 1
VB2 (- ) -1 =0 a

de onde resulta (recordem-se as equagdes (122) e (146))
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2 ; (nmyt+ 02
li§=(6;—vzvllw) =1H(Z—:))20(§Vﬂfv=ﬁ- (171)
A titulo ilustrativo, considere-se uma viga em aco (E = 210 GPa, G = 80,77 GPa, p =
7850 kg/m3), com 10 m de vio e a secgdo transversal representada na Figura 3.4 (retirada de
Camotim et al., 2012). As propriedades geométricas indicadas foram obtidas com o software
“LTBeam” (CTICM, 2010). Os parametros adimensionais correspondentes sdo dados no
Quadro 3.1. Paran =1 e n = 2, indicam-se no Quadro 3.2 os coeficientes (167)-(169), as
raizes da equacdo (166), assim como as frequéncia proprias angulares correspondentes.

|TT__“+1| A I, = 117945 cm*

|
| %10 mm I, = 6001,4 cm?*
|
il fmm J = 25,455 cm*
[ — 6 6
y | 800 mm I, =3,8881x10° cm
€ G By = 291,92 cm
;I;Zc
C z, = 23,992 cm
10 mm A =108 cm?
————|F——— 7 —% I.=1,+Az?*+1,=186113 cm*

Figura 3.4 — Exemplo numérico ilustrativo — Caracteristicas geométricas da seccao transversal
(monossimétrica).

Quadro 3.1 — Exemplo numérico ilustrativo — Pardmetros adimensionais.

az Ay ac Cw X
7,4544%1073 4,5707x1073 4,1512x1072 6,3019x107* 2,3992x1072

Quadro 3.2 — Exemplo numérico ilustrativo — Frequéncias proprias angulares.

n a b c Uz, k (rad/s)
1 9,5324x107° —5,4541x107° 4,5291x107* 100,8 471,4 23,73 51,33
2 9,5648x107° —8,3076x1075 9,8268x1072 1412,6 7273,0 88,85 201,6

Quando se despreza (i) a inércia associada a rotacéo das secgdes em torno do eixo z e (ii) a
inércia associada ao empenamento de tor¢do das secgdes — isto €, quando se desprezam as
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parcelas k2 p I, V." (x) e k% p I, " (x) nas equacdes diferenciais (150) — os coeficientes a e
b em (166) reduzem-se a

a=cyap (@ —x?) (172)
b=—-(mmn)?a?[a2 (1+ nn)?c3)+ nn)?aZc?]. (173)

O coeficiente ¢ mantém-se inalterado. Para o exemplo numérico ilustrativo atras considerado,
as quatro primeiras frequéncias préprias angulares (n =1 e n = 2) para esta situacdo
simplificada estdo indicadas no Quadro 3.3. Sao superiores as do Quadro 3.2, mas as diferencas
sdo diminutas (em virtude do muito reduzido valor dos parametros «, e «,,). O resultado obtido
para a menor frequéncia propria angular coincide com o fornecido pela expressdo apresentada
por Roberts (1987).

Quadro 3.3 — Exemplo numérico ilustrativo — Frequéncias proprias angulares quando se
despreza a inércia associada a rotacdo das sec¢des em torno do eixo z e a0 empenamento de
torcéo das secgdes.

n a b c Uz, ko (rad/s)
—54524x107°  4,5291x10™* 1008  471,8 23,74 51,35
—8,2975%x107° 9,8268x1072 1413,6 7300,8 88,88 202,0

9,5216x107°

3.3 Caso particular 3-Vigade seccdo em I duplamente simétrica, com apoios
“padrao” e momentos My = M = cte.

Neste caso, as equacdes diferenciais que regem o problema sao

EL V;P(x) + MO" (x) + k? p [, V." (x) = AV.(x)] = 0
El, ®®(x) - G] ®"(x) + M V" (x) + ,0<x<L. (174
+k?p I, ®"(x) — I, ®(x)] =0

Apesar da dupla simetria da sec¢édo transversal (que implica z, = 0), a presenga de momentos
fletores iniciais introduz um acoplamento entre a flexao lateral (V) e a tor¢cdo (®). Sendo a
distribuicdo inicial de momentos uniforme, estas equacfes diferenciais retém a importante
caracteristica de apresentarem coeficientes constantes. Como condig¢des de fronteira, temos
mais uma vez as condi¢des (103)-(106) e (127)-(130).

O ja familiar processo de adimensionalizacdo leva a que o problema de valores proprios seja
escrito na seguinte forma:
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az ) 2! 7 ac 2 I _
(=) PO+ a2 @ - @+ () m& '@ =0
R LN o, ,0< &<, (175)
=3O+ (af — =) O -BO + 5 V@) =0
7.(0) = (176)
7.(1) = (177)
7.0 =0 (178)
7'M =0 (179)
d(0) = (180)
d(1) = (181)
d"(0) = (182)
d"(1)=0. (183)

Nas equaces (175) figura um novo parametro adimensional, a saber

m=4E (184)

El,

Todos os restantes simbolos tém o significado anteriormente atribuido.

Como referido a propo6sito do caso particular 2 (e constatado no caso particular 1), as funcdes
préprias (modos de vibracgdo) sdo necessariamente da forma

{ V(&) = C; sin(nmé) (185)

®(§) = ¢y sin(nng) ,

em que n é um inteiro positivo e C,, C, Sdo constantes reais.

Introduzindo as expressdes (185) nas equacdes diferenciais (175) e colocando em evidéncia o
fator comum sin(nmé), obtém-se

(w2~ umve e - wmr (@) mel

xsin(nmé&) =0 "
0;;4 — (nm)? (aﬁ, — C@lu?m) - 1] Cz} X

xsin(nmé&) =0

L0<&<1. (186)

l -~ %o+ |
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Para que estas igualdades se verifiquem para qualquer ¢ € (0,1), as constantes C, e C, terdo
que satisfazer o sistema homogéneo

[(aw uw) (nm)* —ag (nm)* — 1] Cy — —‘:)2 m (nm)? C; =0

(n : (187)
—— (n m)? Cy + [ 7 (a&, =z M%) (nm)? — 1] C,=0
o0 qual tem solucdes nao triviais se e sO se
2
(- ) (mm*—aZ(nm?—1 ~ (%) m (nm)?
det | W Hw Hw =0.(188)
m 2 (nm)* 2 1 2
T (2T o~ (@~ ) ey -1

Expandido o determinante, obtém-se a equacdo do segundo grau em que a equacao anterior é
equivalente a

auy,+bui+c=0, (189)

com
a=cta’(l+ mn)?a2)(1+ (nn)?a?) (190)
b=—-(nm2ai(l+nm)?ct) — (nmiaZ(a? + c2(1+2nm)?a2)) (191)
c=mmba(l+ (mmn)?c2) — (mn)taladcim? . (192)

Para determinados valores do parametro m, o coeficiente ¢ torna-se nulo, passando a equagéo
(189) a apresentar a solugdo u2, = 0, ou seja, passando a viga a apresentar uma frequéncia
prépria nula. Esta condi¢do — anulamento da frequéncia propria — permite definir os momentos
de bifurcacao por encurvadura lateral da viga. Com efeito, fazendo

c=0, (193)

obtém-se

m® = + "% T GrmEes (194)

T Cow ay ¢

ou, equivalentemente,

2
M = 2" \/G] El, (1 +(25) %) (195)
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Esta expressdo fornece o n-ésimo momento de bifurcacéo elastico da viga, positivo e negativo®
(Trahair, 1993). Em particular, para n = 1, obtém-se 0 momento critico

2gq,
M, = i%\/G] EL (1+ ”LZG] ). (196)

A titulo ilustrativo, considere-se uma viga em aco (E = 210 GPa, G = 80,77 GPa, p =
7850 kg/m3), novamente com 10 m de véo, e a seccdo transversal duplamente simétrica
representada na Figura 3.5. As propriedades geométricas indicadas foram obtidas com o
software “LTBeam” (CTICM, 2010). Os parametros adimensionais correspondentes sdo dados
no Quadro 3.4. Para diferentes valores de momento aplicado, compreendidos entre 0 e M, =
129,4 kNm, o Quadro 3.5 e o grafico da Figura 3.6 fornecem a menor frequéncia propria
angular obtida. Verifica-se que esta frequéncia diminui a medida que o valor do momento
aplicado aumenta, refletindo a degradacdo da rigidez da viga. A diminuicdo da frequéncia é
particularmente acentuada na vizinhanga de M.

| ) >
! 10 mm I, = 91213 cm*
Ll smm I, = 1334,8 cm*
! J = 18,788 cm*
Y ¢ N G=C B00mm —  — 2,1894x106 cm®
A = 88 cm?
10 mm I =1, +1, = 92548 cm*
gl et —N
L 200lmm L
? ?
A4

Figura 3.5 — Exemplo numérico ilustrativo — Caracteristicas geométricas da seccao transversal
(duplamente simétrica).

Quadro 3.4 — Exemplo numeérico ilustrativo — Parametros adimensionais.

ay Oy ac Cw

3,8946x1073 4,8638x1073 3,2430x1072 5,5044x107!

® Recorde-se que a seccdo transversal considerada neste caso particular é duplamente simétrica.
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Quadro 3.5 — Exemplo numérico ilustrativo — Menor frequéncia prépria angular em funcéo do
momento aplicado.

M (kNm) m a b c Uz, k (rad/s)
0 0 5,8189x1072 62,45 19,88
25 54,37 5,6018x1072 58,23 19,20
50 108,75 4,9505%1072 47,72 17,38
75 163,12 7,1704x10° —1,3796x107*% 3,8650%x1072 34,04 14,68
100 217,50 2,3454x1072 18,85 10,92
125 271,87 3,9150%x1073 2,881 4,270

129,4 281,5 0 0 0
25,00
20,00
" 15,00
~
a=)
]
Rl
= 10,00
5,00
0,00
0 25 50 75 100 125 150
M[KNm]

Figura 3.6 — Exemplo numeérico ilustrativo — Menor frequéncia propria angular em func¢éo do
momento aplicado.

Quando se despreza (i) a inércia associada a rotacdo das sec¢fes em torno do eixo z e (ii) a
inércia associada ao empenamento de tor¢do das secgdes — isto €, quando se desprezam as
parcelas k2 p I, V." (x) e k? p I, " (x) nas equagGes diferenciais (174) —, os coeficientes a e
b em (189) reduzem-se a

a=ca? (197)

b=—-mn)?[al 1+ nmm)?ct)+ nm)?aZc?]. (198)
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O coeficiente ¢ mantém-se inalterado e, portanto, mantém-se também inalterada a equacéo
(195) com os momentos de bifurcacdo. Para o exemplo numeérico ilustrativo considerado, as
frequéncias obtidas com esta simplificacdo sdo sempre superiores as do Quadro 3.5 (exceto para
M = M,,, caso em que sdo obviamente iguais), mas, em virtude do muito reduzido valor dos
parametros «, e a,,, as diferencgas relativas sdo, uma vez mais, diminutas (ndo ultrapassam
0,01%).
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4 CONCLUSAO

Apresentou-se um modelo matematico unidimensional para avaliar a influéncia dos esforcos
iniciais (tensdes generalizadas) na vibragéo por flexao lateral e tor¢céo de vigas com secgdo em
| de parede fina, de banzos iguais (seccdo duplamente simétrica) ou desiguais (seccao
monossimétrica). Este modelo teve por base as hipoteses cléssicas de Vlasov (1961) para a
torcdo ndo uniforme. Assim, as distor¢Bes por esforco transverso foram desprezadas. Ja os
efeitos da inércia associada a rotacdo das sec¢des transversais em torno do seu eixo fraco e da
inércia associada ao empenamento por torcdo foram incorporados de forma inteiramente
consistente. As equacbes do movimento (equacgdes diferenciais parciais) e as condi¢des de
fronteira foram estabelecidas através do principio variacional de Hamilton. A técnica da
separacgdo de varidveis — ou, de um ponto de vista fisico, a hiptese de movimento sincrono —
permitiu definir um problema de valores e funcbes proprios (com equacbes diferenciais
ordinarias), que fornece as frequéncias proprias e os modos de vibracdo. Constatou-se que tanto
a assimetria da seccdo transversal como a distribuicdo inicial de momentos fletores introduzem
um acoplamento entre a flex&o lateral e a tor¢do. Estes dois modos ficam desacoplados apenas
se a seccdo for duplamente simétrica e, simultaneamente, ndo existirem momentos fletores
iniciais.

Para efeitos de verificacdo e ilustracdo, considerou-se uma familia de vigas com condicdes de
apoio “padrdo”. De forma analitica, determinaram-se as frequéncias proprias e 0s modos de
vibracdo nos seguintes casos: (i) seccdo duplamente simétrica sem momentos fletores iniciais,
(ii) seccdo monossimétrica sem momentos fletores iniciais e (iii) seccdo duplamente simétrica
com uma distribuicdo inicial uniforme de momentos fletores. Em cada um destes casos, 0S
efeitos da inércia de rotacdo das seccGes em torno do seu eixo fraco e da inércia associada ao
empenamento de tor¢cdo foram primeiro incluidos na analise e depois desprezados, para que a
sua importancia pudesse ser avaliada. Verificou-se uma excelente concordancia com 0s
resultados disponiveis na literatura, sempre que uma tal comparacao foi possivel.

Os casos estudados permitiram constatar o seguinte:

(1) A importancia da inércia de rotagdo das sec¢Ges em torno do seu eixo fraco e da inércia
associada ao empenamento de tor¢do — isto é, a diminuicdo do valor das frequéncias
proprias que a sua inclusdo na andlise acarreta — depende dos parametros adimensionais

1 |I 1 |I , . . ~
a, =~ /ZZ ea, = /11 e do nimero n de semi-ondas do modo de vibracdo. Para valores
Cc
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@)

(3)

baixos destes parametros, a reducdo observada em exemplos numéricos concretos foi
diminuta.

A condicdo de anulamento das frequéncias proprias de vibracdo permite obter exatamente
0s mesmos momentos de bifurcacdo por encurvadura lateral que uma analise linear de
estabilidade, baseada apenas em consideracdes de equilibrio estatico. Esta concluséo é
independente da consideracdo ou ndo das inércias referidas no ponto anterior.

Verificou-se, num exemplo numérico concreto, que a menor das frequéncias préprias de
vibracdo diminui a medida que o valor do momento aplicado aumenta, refletindo a
degradacdo da rigidez da viga (por via da rigidez geométrica). A diminuicdo €
particularmente acentuada na vizinhanga do momento critico da viga, M.

Como base na experiéncia adquirida durante a realizacdo deste trabalho, sugerem-se 0s
seguintes desenvolvimentos futuros:

1)

@)

Desenvolvimento de uma ferramenta computacional — com base no método dos elementos
finitos, por exemplo — que permita o calculo automatico de frequéncias e modos de
vibracdo. Em face das complexidades analiticas encontradas no exemplo “simples” tratado
nesta dissertacdo, julga-se que um tal desenvolvimento é fundamental para que
posteriormente possam ser analisados outros casos — com outras condi¢des de apoio e
outros carregamentos iniciais aplicados — porventura com maior interesse pratico.

Consideracdo da situacdo de vibracdes forcadas, com a aplicacdo de forcas exteriores
dependentes do tempo e/ou com movimentos impostos nos apoios.
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