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1. Introducao

SendoXy, ..., X,,... umasucessao de copias independentes dum \eéclionensional e absolutamente
continuoX, com densidade de probabilidafiledesconhecida, o problema do teste duma hipbtese mul-
tivariada de normalidade (MVN) & o de, com baseXm. ., X,, testar a hipbtese

Ho: f € .44,

contra uma hipotese alternativa geral, ondg € a familia das densidades de probabilidade normais
sobreRY. Este & um problema classico na literatura estatistibaeso qual muito trabalho tem sido
desenvolvido como atestam Mecklin e Mundfrom (2000) queresh a existéncia de cerca de cinquenta
procedimentos para testar uma hipétese MVN. Apesar déste,assunto continua a despertar o inte-
resse dos investigadores como confirmam os trabalhos neaistes de Liang et al. (2005), Mecklin e
Mundfrom (2005), Székely e Rizzo (2005), Suruct (20@6tones (2007), Farrel et al. (2007), Chiu e
Liu (2009), Liang et al. (2009), Tenreiro (2009, 2011) e Eb{2®12). O facto de muito dos métodos
estatisticos multivariados como a ANOVA, regressao mariiada, analise discriminante ou correlacao
canonica, dependerem da aceitacao duma hipbtese MBI gxplicar este interesse continuado. Para
mais bibliografia sobre o tema veja-se Csorgd (1986) etmparde revisao de Henze (2002) e Mecklin
e Mundfrom (2004).

Neste texto, baseado, no essencial, nos nossos trabalinos eitados, iremos centrar a nossa
atencao em testes duma hipbtese MVN que gozam da prageechtural de serem invariantes para
transformacdes de localizacao e de escala dos dadedo Be= T (X1, ..., X,) a estatistica associada a
um tal teste, vale assim a igualdade

Tn(AX1+b77A)<r1+b) = Tn(xl7~-~7xn)7

para toda a matriz ndo-singulare todo o vectob € RY. Apesar de grande parte dos testes propostos
na literatura nao satisfazerem a propriedade anterisfasem-na alguns dos mais utilizados testes de



normalidade, como sao os casos dos testes classicos deMaios testes BHEP (Baringhaus-Henze-
Epps-Pulley) a que faremos referéncia detalhada nedte tAtendendo a propriedade de invariancia,

0s pontos criticos destes procedimentos de teste podesstgaados através de experiéncias de Monte
Carlo sobHp. Sobre outros testes invariantes para transformacaesdds dados veja-se Henze (2002)

e Székely e Rizzo (2005).

2. Os testes de Mardia

De entre a vasta familia de procedimentos de testes paraipotase MVN, os testes de Mardia (1970),
baseados em medidas multivariadas de assimetria e cutessanpenham um papel importante, estando
entre os testes mais recomendados para testar uma hipdi@éséver Romeu e Ozturk, 1993; Mecklin

e Mundfrom, 2005, e as referéncias bibliograficas rese)t Denotando por

Xn:n_lz Xj e S=n1 5 (X = Xn) (X —X%n)',
=1 =1

a média e a matriz de covariancia amostrais, respectivinas estatisticas MS (multivariate skewness)
e MK (multivariate kurtosis) de Mardia sao definidas por

MS = nbl’d

e

MK = v/A[bzg —d(d+2)],
com L 0 Lo

_ 3 _ \2

Js =1 ]—1

onde o B
Yj:S;/(xj_xn%J:l??n:

sao os residuos standardizaddS?é/2 € a raiz quadrada definida positiva da inversa da matriz de co
variancia amostral. Sob a hipotadg valem as convergéncias em distribuicao

d
nby g — 6X3(d:1)(d+2)/6

V(byg—d(d+2)) -4 N(0,8d(d+2))

(Mardia, 1970), e, assim, o teste MS rejditapara valores grandes tg 4 enquanto que o teste MK
rejeitaHp para valores pequenos ou granded4gig

Apesar de serem invariantes para transformacoes afindadtus, os testes de Mardia, tal como a
guase totalidade dos testes de normalidade proposto®ratuiia, ndo sao convergentes para todas as
distribuicBes alternativas ¢ .4#3. Mesmo para amostras de grande tamanho, potencialmemi¢aisifi
existem distribuicOes alternativas que nao sao dedestpor tais testes. Denotando por

Bra=E((Xe— )T (Xo—p))® e Bog=E((Xa— )= (X —p))?,

0S parametros correspondentes as medidas amostraig@sele assimetria e de curtose, opde

sa0 a média e a matriz de covarianciadd®aringhaus e Henze (1992) mostraram que($€X¥)3 < o,

o teste baseado em MS & convergente se e Bpse 0, e Henze (1994) provou que SOEX)? < 0, 0
teste baseado em MK & convergente se e $ ge- d(d +2). Assim, apesar dos testes baseados em MS
e MK poderem possuir uma poténcia elevada para altersativafy, 4 > 0 ouf, 4 # d(d + 2), ambos



0s testes podem apresentar um fraco comportamento parsasitas com 0os mesmos coeficientes de
assimetria e curtose que a distribuigao normal multda;j isto &, para distribuicdész /g com P g =

0 efrq=d(d+2). Este problema pode ser também sentido em outros testesdossem estatisticas
gue combinam as medidas anteriores de assimetria e cugdeenth a produzirem um teste com boas
propriedades globai®nibus te9t como sao os casos dos testes propostos por Mardia e E838),
Horswell e Looney (1992) ou Doornik e Hansen (1994).

3. Os testes BHEP

Em alternativa aos testes de Mardia, ou a combinacOessdasino as que acabamos de referir, podemos
optar por utilizar testes convergentes para todas ashdigtdes alternativas, como sao os casos dos
testes BHEP (Baringhaus—Henze—Epps—Pulley), introdspdr Baringhaus e Henze (1988) e Henze e

Zirkler (1990), e que estendem o teste de normalidade ded&ppBey (1983) ao contexto multivariado.

A estatistica de teste BHEP € baseada na disthngimnderada entre a funcao caracteristica amostral
associada aos residuos standardizados

n
zexp (it"Y), teRrd,

e a funcao caracteristiéda distribuicdo normal standard €A com densidade
P(x) = (2m) Y 2exp(—Xx/2), xeRY.

A funcao de peso é dada por
t — |Pp(t)]? = exp(—h?t't),

onde®y, & a fungio caracteristica gg(-) = @(-/h)/h% e h & um nimero real estritamente positivo que
deve ser escolhido pelo utilizador. Assim, o teste BHEPse&@do na estatistica

n

B(h) =n [ |¥n(t) - @OP@n(0)dt= (2r° 5 QY. Y;ih)

i,]=1

com
Q(U,V; h) = @or2y1/2(U—V) = @ o2z (W) = Qg yom2y2(V) + Qo opi2)1/2(0),

parau,v € RY. A simplicidade da expresszo anterior pat@)B justifica a escolha da fungzo de peso
considerada. Reparemos ainda que a estatistica de tpsted@adas observagdes através das quantidades
1Y — ;|| e||Yi| |, onde|| - || representa a norma euclidiana &h Tais quantidades dependem apenas

de S;%, ndo sendo assim sequer necessario caIéHIja(? para obter Bh). Para uma referéncia recente
sobre testes de ajustamento baseados na fungao cestazderér Jiménez-Gamero et al. (2009).

O comportamento assintotico dgiB sob a hipbtese nula, sob uma alternativa fixa e sob uma
sucessao de alternativas locais, foi estudado por dvestores como sao os casos de Baringhaus e
Henze (1988), Csorgd (1989), Henze e Zirkler (1990) e ldem¥Vagner (1997). Em particular, para
cadah > 0, B(h) possui como distribuicao nula assintotica uma soma@a@ui de qui-quadrados inde-
pendentes sendo o teste associado convergente para toelaatsia fixa.

E interessante notar gue no caso da densidia#e de quadrado integravel, a estatistica de teste ante-
rior pode também ser interpretada como sendo baseada&aaits , entre o estimador da densidade de
Parzen-Rosenblatt obtido a partir dos residuos starmdatols, com nicleo (kerndf)= ¢ e janelaband-
width) h, e a convolucadly, * @, que pode ser vista como uma aproximacaagdpiandoh tende para
zero (ver Henze e Zirkler, 1990; Bowman e Foster, 1993; FB88)L Neste sentido, quando tomamos
h=h,— 0, n— o, 0 teste baseado eml deve ser interpretado como um teste baseado na densidade



de probabilidade d¥ e ndo na sua funcao caracteristica. Deixando o parammde ser fixo e passando

a desempenhar o papel de janela do estimador do nicleo dalad®, as propriedades assintoticas do
teste baseado em(B) sao distintas das que acima descrevemos. No entantoeaé¢ssitante continua

a ser convergente para toda a distribuicao alternatigdefes de ajustamento baseados no estimador do
nacleo da densidade de probabilidade foram primeiramesitelados por Bickel e Rosenblatt (1973).
Para mais detalhes sobre estes testes vejam-se os tratbalRosenblatt (1975), Fan (1994), Tenreiro
(1996, 2007), Gouriéroux e Tenreiro (2001) e Henze (2002).

4. A selec@o do parametro h nos testes BHEP

Apesar dos testes BHEP serem convergentes para todasimidiges alternativas, independentemente
do valor tomado para o parameftro- 0, a sua poténcia depende fortemente da escolhgaleHenze e
Wagner, 1997; Tenreiro, 2009). As diferentes escolhdsamsideradas na literatura foram analisadas
em Tenreiro (2009) que, com base num vasto estudo de siawupega dimensdesd < 15, sugere
duas escolhas empiricas paraAssim, a janela

h=h_ :=0.448+0.026d

mostrou ser adequada para alternativas com ‘caudas lave#tesnativas aproximadamente simétricas,
e ajanela
h=hp:=0.928+0.049d,

mostrou-se adequada para alternativas com ‘caudas pesaditernativas moderadamente assimétricas.
Estas escolhas estdo de acordo com uma interpretacéstivaudas propriedades de poténcia do teste
em termos da janela Para valores grandes Hea ponderagab— exp(—h?t't) coloca a maior parte da
sua massa numa vizinhanca da origem onde a funcao aéstictereflecte o comportamento da cauda
da distribuicao, sendo por isso de esperar que o teste BidfaPsensivel a alternativas com ‘caudas
pesadas’. Por razdes analogas, sera de esperar que @dsst ser mais sensivel para alternativas
com ‘caudas leves’ para valores pequeno$i.déla auséncia de informacao adicional sobre o tipo de
alternativa em causa, recomenda-se a utilizacao dajanetbinada

1 1
h=h:==-h.+=h
> L+ 5Py
gue conduz a um teste com boas propriedades de poténciaimmavasto conjunto de distribuicdes
alternativas (cf. Tenreiro, 2009).

5. Combinando testes de Mardia e BHEP

Apesar das boas propriedades reveladas pelo teste BHE&Iba=m® Bh), para diversas distribui¢cdes
alternativas este teste & claramente superado por um stes e Mardia. O teste MS revela-se par-
ticularmente eficiente na deteccao de alternativas @ssaas ou com ‘caudas pesadas’, enquanto que
o teste MK mostra-se especialmente eficaz na deteccacedeativas com ‘caudas leves’ (cf. Henze e
Zirkler, 1990; Romeu e Ozturk, 1993). A ideia de combinamessds de Mardia e BHEP de forma a obter
um teste que possa usufruir das boas propriedades de cadasuestes intervenientes na combinacao
surge assim de forma natural, sendo a mesma analisada eeird€2011) utilizando um método, con-
siderado em Fromont e Laurent (2006), que pode ser intagetomo um melhoramento do método
de Bonferroni classico.

SendoT, h, h € H, um conjunto finito de estatisticas de testes invariardes pansformagoes afins
dos dados, o teste multiplo proposto rejeita a hipoteséM¥ pelo menos uma das estatistiGasfor
maior que o seu quantil de ordem-1i, o sob a hipotese nula, ondg o & calibrado de forma que o
teste maltiplo tenha um nivel de significancia nao sigpexo nivel nominalr fixado a partida. Mais



precisamente, senag(u) o quantil de ordem 1 u da estatistica de testg, SobHg e considerando a
estatistica corrigida

Th(u) =max(Thn—Chn(u
n( ) herd ( n,h n,h( ))»
o teste multiplo rejeita a hipotest sempre que

Thn(Ung) >0

onde
Un,a = Sup{u 6]071[: PO(TI’I(U> > O) S a}?

e Ry € a distribuicdo normal standard solité. Na pratica, o niveln o, segundo o qual cada um dos
testes baseados nas estatistiGasé aplicado, & estimado através de experiéncias de Mearle sob
Ho.

Em Tenreiro (2011) o método geral anterior & utilizadoapasmbinar os testes baseados nas es-
tatisticasl, 1 = MS, Tn2 = MK, T,3=B(h.) e Th4 = B(hp). Outras combinacdes de testes invariantes
duma hipotese MVN sao naturalmente possiveis. Dum pdatwista tebrico, o teste resultante da
combinacao dos quatro testes anteriores € convergardetqra distribuicao alternativa e, paréxo,

o0 seu nivel de significancia nao & superior ao nivel maha €]0,1[ fixado & partida. O desempenho
a distancia finita do procedimento multiplo foi avaliadd $1p, revelando o teste possuir um nivel de
significancia efectivo muito proximo do nivel nomirale sob um vasto conjunto de distribuicdes alter-
nativas que sao habitualmente consideradas na literatuestudos deste tipo. Como seria de esperar,
fixada uma distribuicdo alternativa, o teste multiplogwsto nunca & o melhor dos testes incluidos na
combinacao. No entanto, ele herda as boas propriedadesddeum dos testes envolvidos no proce-
dimento multiplo, revelando um bom desempenho para tosladternativas consideradas. Tendo em
conta que numa situacao real a formulagao duma hip&itiernativa € em geral impossivel, a pro-
priedade anterior & muito interessante nao sendo a meatildgda por nenhum dos testes envolvidos
na combinacao considerada. Além disso, o teste mosttzonmdesempenho global quando comparado
com 0s mais recomendados testes duma hipotese MVN, o quevaoa considera-lo uma alternativa
valida aos diversos testes propostos na literatura. Ungafuescrita em R para implementar este teste
esta disponivel no enderefgtyp://www.mat.uc.pt/~tenreiro/publications.
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