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 � .$� �� �$��� (��#  � $ �(�� .�$�� .�$�� 7.$� �� '������	

�!� ��� � "�$�  � #��.� ��# $� ���9��$� ��$�� - �! �9�(�C�.��  � �$�� # 6����� -��,� /0*D0E1

$�# ��%��$� ����$�.!��� $�� $''�� �" $#'�$� %� ���  � ��#�� �� �%��.��� �!� '������� �!$� $� �� - �!

�! � ���9��$� ��$� �� ��'�. $���  � �����  �$"���	 �!��� $#$'�$� �� ��.!� 8(�� $�$� A� �!� �������$�.�

���-��� �!� ���� #$�$ $�# �!� ��$ � �" #$�$ �� ��$#C(�� �!� .�$�� 7.$� �� $�"�� �!� �$��# ��  �	 �� /0F1&


$�� �� $�	 $''� �� $ )�$�(�� $#$'�$� �� ��.!� 8(� .$���# .�%$� $�� �! )� � � � A$� �� 3�
<4	 �! �

���!�# �� �� �� �� � �$�� �!� # )����.��  � �!� # ��� �(� �� )��� �!� ��$ � �" �) �!� .�$�� 7�� ��  ��

���� $�#  � -$� $''� �# �� �����  �$"��� (� �" ���� ��� )�$�(��	 �� �!� '�������# -��, �! � ��.!� 8(�

B
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�� ������� �� ��� ���� ������� ����� ��� �� ���� ������� �� �!������ �" ������ ��#��$����� ����%�

&��� �� �$������#� �$����' � ������� �� $���� �$�'��% ���� � ��#� �������' �$��� � ���'����

�##�����' �� ����� �$������#� �� ��� ��� �����&(����� )� ��� �������� ���* �� �!������ �" +�
 �

������� &��� �� �$������#� �$����' � $����� #����� �$������#� ���'���� +�
 ,)-+�
.� ���

���������� ��#���/(� �� ��� (�� �� &��� ���*�� ������0#����� ��� ���� ��'� #���0#����� �1 ���

���� ���$���' ��(���

��� ���� ��(��$�#����$ �� &��� #�������� �� &� ��&�� &% �$� �����#��� ��� �1� ������

��� �'��0#���2� #���'� �� �� ���* �$����(�� ��� �����#%� ����� ���* (#� � ��� ��� ��2������

&% 3�(#� ��� �� ��4� ��"�� ��� ���� � � ���5��������% �'��� ��� �� ����� �(� ���� ��� ���������

&������ ��� $�$��� �" ��� �������' �" ��� #���0�� ��� ��� (� �" ��� %��$ #�� ���� � � ���&��$

�(� �� ��� ���5����������%�

)� ���� #��#��� ��$��� ���������� ��#���/(� �� ��� ���� ������ %��$ �� �� ��� ��6� ��2������

� �$�5(���2��� 2����� �" ��� �(����� 7�#��� 8�#���� ,�78. #���0��� )� (�� � $��� �($&�� �"

��&���� �$��� �� ����� ��� #���0�� ��� � $(#� ���'�� �($&�� �" (���&���� �$��� �� ��9(� ���

���������� ��� ���(#� ��� �:��� ��/(���� &% ��� #���0�� #���&������� 	���2�� ��� �������� ��(��

���% ��� ��� ���"��$��#� ���� ��� �($&�� �" ���#� � �/(�� �� �� ���#� �������� � ��� &��;�����

�( �� ��� ���� $��� �� �:��� �� #�$������% ���$����� ��� ���� �" #���&������ �� � ���� %��$� ���� 

� '�����# (&9�#�5����������� $���� (��' � ���� �" ��< �'��� �� #������ ��� ���� ��� (&9�#�5

��#�0# ��< #����#������# ���� ������� ���� ��� (�� ������ (��' �� �� ��� ������ ����� ���

��/(��� � ���' ��$� �� �#���2� �� �##����&�� �##(��#% ��������' ��� 0�� $�$��� �" ��� %��$=

(�'� (������&���
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��� �� ������ ��������  �� !�� �"�� � � ������ ��� ��#���� $�!� !�� ���� �������!�� $�!� !��

%������ �&'#�� �� (��� !� "�� ��' !�� ������)��!���� ���� �"�� �� ��'"��� �! �  ��*(���& � +,- ./0

!��� '���� !��!  �� !�� �������� ��!�1�!&0 +,- ��'"��� $��� #� �1����#��� 
���� �+ ����!����� $��� (���

��� !�� #���� ��!�1�!& $�� ��������  �� ���� ����!����0 !��� '���� !��! !�� ��!���! (��� !� "�� ��'

������)��!��� $�� ���!����& � '�!��2 N × T $���� N = 12 �������� ��� T = 256 ��'"���� ���! ��0 !��

 ��!(��� (��� !� "�� ��' ������)��!��� ������! �� !�� �'"��!(�� � !�� �������� #���� ��!�1�!& !��(��!

!�'�� 3� ��� ������)��!���0 !���� �� � "���"������'��!0 �  ��!(�� �2!���!���0 ��� �  ��!(�� �����!���

'��(�� !��! $��� ������ !�� �� ��'�!��� �� !��� ��!���! !��! #�!!�� ������'���!�� !�� !$� ��������

��� "���"��������� "���� ��'� !� ���'���!� ������  ��*(������ �(!���� !�� ����� � ��!����! ���

��!�� ������� !��! !�� ������ '�& ��1� �(4����  ��' !�� �(���(�������

���  ��!(�� �2!���!��� ������!� � �� �2!���!��� � !��  ��!(��� !��! ���#�� (� !� ���!���(��� !��

!$� ��4����! ������� 5!����! ��� ����!����!6� ���  ��!(�� �2!���!��� '�!���� �'"��'��!�� �� !��

7
	  ��'�$��8 ��� #���� �� �!�!��!���� �"�!��� )�!���0 �""���� �� !�� �"�!��� ��'���� ��� ��� (���

�� !��� !����� $�� !�� ������ ���!����� #��' ��'�� 5�	36 �"�!��� )�!�� "��"���� �� 9-: � ���� )�!��

#(���� � ������ ��'#���!��� � !�� ������� '���(��� �! !�� �+ ����!�����0 !��� �� (��� !� "��;��! !��

�������� ��!� �"��� ��!� ��� "��;��!��� !��! '�2�'�/�� !�� ������'���!��� #�!$��� !�� !$� �������� ���

�������!������� ��!�� � ��<< ��'"����!� ��������� ����!�����& �� $��� �� !�� ������'���!��� "�$���

��� ������� ����
��	

� !��  ��!(�� �2!���!���0 !��  ��!(��� !��! #��! ���!���(��� ��� �����  ��' ���!��� ��� ������� ���� ��

������  ��!(�� �����!���� ��� !��� "(�"��� !�� r2 �������!��� '�!��� �� (���� ���� ����$� !�� ��!��'��

��!��� � !�� ��!�������� ��� $�!��������� 1��������� ��� r ���=����! 1����� #�!$��� < ��� �0 � ����

1��(� � !��� ���=����! '���� � ����� ��!�������� 1������� ��� � �'��� $�!��������� 1�������0 ��� 1���

1����� �""���� !� ����  ��!(�� !��� ���=����! ���#��� !�� ���8��� � !��  ��!(��� ��������� !� !����

������'���!�1� "�$���

	���������� ��'"���  ��' !$� ��4����! ������� 5X ��� Y 60 !�� r2 �������!��� �� �#!�����  ��' !��

�*(��� � !�� �*(�!��� ����

r(X,Y ) =
σX,Y

σXσY
=

∑K
k=1(Xk − X̄)(Yk − Ȳ )√∑K

k=1(Xk − X̄)2
√∑K

k=1(Yk − Ȳ )2
5���6

��� �������
���	 ����	��

��� ��=�(�! !��8 � ��#����� �� �� ������ �� !����! �� ����!����! �� �������� !� !�� ������)�� ��� !���

�� !�� ���! �!�" �� !�� ������)��!��� "������ $���� ��4����! ������)��!��� '�!���� ��� #� �""�����

����� �����	
��� ����
��

�� �("��1���� ��������0 !�� !������� ��! !��! ������!� � ��1���� ��#����  ��!(�� 1��!��� �� (��� !� !����

!�� �&�!�' ��$ !� ���!���(��� "�!!����  ��' ��4����! ������� 5���� ����� ��� � ��#�� �������!�� $�!�
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d N [x1
i , x

2
i ...x

N
i ]

N1 N2

y

y = wTx
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s̃i
2 =

∑
y∈wi

(y − μ̃i)
2 �����

����� μ̃i =
1

Ni

∑
y∈wi

y =
1

Ni

∑
y∈wi

wTx = wTμi �����

��� μi =
1

Ni

∑
x∈wi

x �����

μi �� ��� ��������� ��! ���"!� ����  # $!��� � ��� μ̃i �� ��� ��������� ��! "� %�$��� ����  # $!��� ��

	�� &'�����( s̃1
2 + s̃2

2 �� $�!!�� �������$!��� �$�����  # ��� "� %�$��� ���"!��� 	�� ������$� )������

��� "� %�$��� ����� �� *�+�� )( ���,��

| μ̃1 − μ̃2 |2 ���,�

��� �� ��-��� �� ��� !����� #'�$�� � wTx ���� ��.���/�� ��� $������ � #'�$�� � ���0� �

J(w) =
| μ̃1 − μ̃2 |2
s̃1

2 + s̃2
2 ���0�

	����# ��1 ���� $������ � ��!! *�+� '� ��� � !'�� � �� ���$� ��� "� %�$��� ���"!�� #� � ��$� $!���

��� $! ��� � ��$�  ���� ��� ����� $ ����" ����� "� %�$��� ����� ��� #'��� �"���� 	��� ����� ���� � 

 )���� *  � ��"����� �  # ��� "� %�$��� ���� �� ���� ��� ��2����$� )������ ��� ����� � )� !��*��1

�� ��!��� � � � �� ����'��  # ��� �������� ��+���� �� # � ��$� $!���� 	 -�� ���  "���'� +�!'�  # w

��� $������ � �'�� )� �."������ �� � #'�$�� �  # w� 	�� ����'��  # ��� �$����� �� #���'�� �"�$� x ��

*�+�� )( ���3�

Si =
∑
x∈wi

(x− μi)(x− μi)
T ��� S1 + S2 = Sw ���3�

Sw �� ��� �������$!��� �$����� �����.� 	�� �$�����  # ��� "� %�$�� � y $�� )� ������� �� #'�$�� �  #

Sw ���4�

s̃1
2 + s̃2

2 = wTSww ���4�

����� s̃i
2 �� *�+�� )(

s̃i
2 =

∑
y∈wi

(y − μ̃i)
2 =

∑
x∈wi

(wTx−wTμi)
2 =

∑
x∈wi

wT (x− μi)(x− μi)
Tw = wTSiw ���56�

	�� ��2����$� )������ ��� "� %�$��� ����� $�� �!� )� ������� �� �����  # ��� ����� �� ���  ��*���!

#���'�� �"�$� ���55�

(μ̃1 − μ̃2)
2 = (wTμ1 −wTμ2)

2 = wT (μ1 − μ2)(μ1 − μ2)
Tw = wTSBw ���55�

	�� �����. SB �� ��� )�������$!��� �$������ 	�� $������ � $�� )� ��������� �� �����  # Sw ��� SB

���57�
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J(w) =
wTSBw

wTSww
��	���

�� ��� ��� ������� �� Jw� ���  �!�" �� ��#" ��!�$���$� ��"� %� ����� ��	��� 	

d

dw
[J(w)] = 0 ⇔ S−1

w SBw − λw = 0 ��	���

�&$��' ��� ��'��$�&�� (!�%&�� S−1
w SBw = λw )��&�" ��	�*�	

w∗ = S−1
w (μ1 − μ2) ��	�*�

����! �����' ��� ��!�+���� �� w ��� +&�""��+����� ��" %��� +��$�!��� �!�� � �,�����"����& (!�%&��

�� � ��(���&&) ��!� ����'��%&� ���,�����"����& (!�%&��	 ����! ��((��'� �&& ���� �" &��� �" �� ��� ���

%��"� ��� (���� �&��' ��� ���,�����"����& "�%"(�+� "�(�!����' ��� (!�-�+��� (����"	

��� %��" ��"� %� "�&�+��� �� � .�) ���� ��+!��"�" ��� "�++�"" !��� �� ��� ��+�"��� ��/��' (!�+�""	

0� .�" +�&+�&���� .��� ��� (!�-�+��� "��(&�" %) �"��' ��� ���� ��� ��� "�����!� ��$������ �� ��+�

+&�""	 0� μ̃1 > μ̃2 ��� %��" "���&� %� ����� �"��'

b = −(μ̃1 − σ̃1) + (μ̃2 + σ̃2)

2
��	�1�

��� ����!.�"� ��� %��" �" '�$�� %)

b = −(μ̃1 + σ̃1) + (μ̃2 − σ̃2)

2
��	�2�

��� %��" .�&& +��"� � "���� �� ��� (!�-�+��� "��(&�"	 �((&)��' ���" "���� .�&& �&&�. �" �� ��+���

.��+� +&�"" ��� ��. �����!� $�+��! %�&��'" ��	 ��� ��"+!������� ���+���� '�$�" �" ��� !�&� �"�� ��

+&�""��) ��+� �����!� $�+��! ��� �� �" '�$�� %)

sign(wTx+ b) ��	�3�

��� ��+�"�� �� .��+� +&�"" � ��. �����!� $�+��! %�&��'" �� �" ���� %) ���&) ��' ��� "�'��& �� ���

��"+!������� ���+����	

������� �����	 	
����� ������
�

4�'�"��+ !�'!�""��� �" � +&�""���! ���� (!���+�" ��&��+&�"" (�"��!��! (!�%�%�&����" �&&�.��' �" �� ���"�!�

��� +������+� �� ��� (!���+��� &�%�&	 ���" +�� %� ����&�� %) ��� "������ ���+����

P (y = c|X) =
ew

T
c x∑K

k=1 e
wT

k x
��	�5�

.��!� ��) 6 +78� ����+���" ��� (!�%�%�&��) �� � '�$�� �����!� $�+��! X %�&��'��' �� +&�"" +� wc �" ���

(�!�����! ����� �� �� ��� �!�����' ���� %�&��'��' �� +&�"" c� wk �" ��� (�!�����! ����� �� �� ���

�!�����' ���� %�&��'��' �� +&�"" k� K �" ��� ���%�! �� ��9�!��� +&�""�" ��� X �" ��� �����!� $�+��!	

��+� ���" ��!��&� !���!�" $�&��" !��'��' %��.��� : ��� �� ��� ��� "�� ��
∑K

c=1 P (y = c|X) = 1�

�� �" �"�� �� $�!���" (!�%�%�&�"��+ ��&��+&�"" +&�""��+����� ������"	 ��.�$�!� ���" ������ ��&) '�$�"

�" � &����! ��+�"��� %�����!)	 0� �!��! �� '�� � ���&����! ��+�"��� %�����!) � /�!��& ��"� %� �((&���	

��
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� ������ ������ ����� �� �������� �� ���� �� � ��������� �������  ���! � ������ ������ 	��� �� ����

�" ������! ���� ���� � ��!��� ���������# ���$� �� ��� %��� �� �����# $���� ��� ���� �&������ � ������

�������� �%��� ���� � �������! ��!������ ��� �� �� ������� �� �����'�� ������ �������� �� ���� ������

	��� ������! �� ����  ���! ������ % ������� $���� ������ ��� ���������� �� ��� %��� �� ����� �� ��� �

$���� � �'�� ���� ���! ��� ����������� �% ��� ���� �� ���� �����# � � ������ �" �����" ���� ���! ���

����� ���� ��� ���$��� ��� ���!�� �% ��� ����� �% ���� �� ��� %��� �� ������ 	��� ����$�  � �� ������%"

��� ������������ ���$��� �$� %��� �� '������� ��" ������ ����� ��� �� � ���� ���� � ���(������ �����

�" ����"��! ��� )������ �����)# ������! ���� ��� %��� ��� ��� �������� �" � ������ % ������ *+,-�

	�� .����� ��!����� /�!������� 0.�/1 *2- �� � �������3�� '������ �% ��!����� ��!������� ��� �� ������

��� �����(��������� ����������" 0P (y = c|X)1  ���! ��� ��%���& % ������� ��$�'��# ������� �%  ���!

��� %��� �� '����� ��  ��� ��� ������ ������ � ����� � ������� %��� �� '����� Xi = [X1, ..., XN ] ∈ �d×N

$��� d ��������� ���������! N ������� ��  ��� �� ����� ��� ������4��� 	�� �������! ������� �� !�'�� �"

Ztr = {Xi, yi}Ni=1 0��,51

$���� yi ∈ {1, ...,K} ������� ��� ����� 0�����1 ���������� $��� ��� %��� �� '����� i ��� K �����������

�� ��� � ���� �% �&������ ������� 0� ���� �% ������1� 	�� ���������� �% ���� ���������� ����� �� ����

%����$��! ��� 6�"�� �������� � ��# ���� ��# �% P (y = c|X) > P (y = k|X)∀k �= c ���� $� ��� ������� ���

����� �% ��� ���� ������ X �� ����! �7 �� �� c�

��� �����&������! ��� �����(��������� ����������" $�  �� ��� ���������� ����� 0��%���& % ������

��� ��� ������ �����1 0����,�+1

p(y = c|X,V ) =
efvc (X)∑K
k=1 e

fvk (X)
0��+81

$���� V = [v1, ..., vK ]T ∈ �K×N �� ��� ��������� �� �� ������� ��� fvk �� ��� ������������ % ������

�% ��� ����� k� 	�� ������������ % ������  ��� �� ��� ������ ��!������� ����� 0��+,19

fvk(X) =

N∑
i=1

vk,iκ(X,Xi) k = 1, ..,K 0��+,1

$���� vk = (vk,1, ..., vk,N )T ∈ �N ��� ��� ���������� ������������! �� ��� ����� k ��� κ(X,Xi) �� �

:� ����� ������ % ������# !�'�� �" 0��++1

κ(X,Xi) = exp

(−||X −Xi||2
2σ2

)
0��++1

	�  �� ��� .�/ ��� ��������� V � �� �� �������� 	�� ��&�� � ���������� �� ��� ������  ��� ��

4�� ��� '�� � %�� ���� ��������� ���� ���� 4�� ��� ��������� ����� $��� ��� �����'�� ����� 	� ��������

V ��� ��!���'� ��!(���������� % ������ P log
δ (V ;Ztr) ��  ���� 	��� % ������ �� � ���'�& % ������ ������!

���� ���" ���  ��7 � ������3�� �&���� ��� �� �� !�'�� �" 0��+�1

P log
δ (V ;Ztr) = −

N∑
i=1

logP (yi|Xi, V ) +
δ

2
trace(V KV T ) 0��+�1

$���� trace(V KV T ) ������3�� ������& ��� ����� �� �'��� �'��4����!# δ �������� ��� �����!�� �% ���

��! ����3����� ��� K = |κ(Xi, Xj)|Ni,j=1 �� ��� ������ :��� �����3� 	�� '�� � �% V ���� ������3�� ���

,;
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����� �� ��� �������� �������������� ��� �� ����� �����  �!���"� #�����	 ���� �� �� ���$����� #�����

���� %��� ��� #���#� �& %����� ��� '�$�� �� ��� ��$������� �� ��� �������� �������������� ��������( ��$

#�$� ������� ������� ��� !�$� )*+	

,� �� ���� �������$& �� ���� �!� ��-�$��� .�$�#���$�/ ��� �������� !���� σ ��� ��� $�����$�'�����

.�$�#���$ δ	 �� ������ ��� ���� .�$�#���$� ��$ ��� 01� #���� !� ���� �$��� ���������� 2�34	 ����

�������� �� �������� ��� �$������ ��� Ztr ���� L ������� {Ztr
l }Ll=1	 1�� ŷ{Ztr

j }(X) �� ��� ����#���� �����

��$ ��� ���� ��#.�� 5 �������� �$�# {Ztr
l }l=j 	 ��� ���$� �� ��� ������ �$��� ���������� )*+ �� ����� �&

�	67

R̂Ztr

kCV =
1

L

L∑
j=1

1

|Ztr
j |

∑
(X,y)∈Ztr

j

I(y = ŷZtr
j
(X)) 2�	674

!��$� |Ztr
j | �� ��� ��#��$ �� ��#.��� �� ���� ������ ��� I() ������� ��� ��������$ �������� 2�� �8���

�� 9 �� ��� .$������� ����� �� !��� �������� ��� '�$� ����$!���4	

����� �����	 �
�������	

�� #�������� .$�������& ��� ��: ������ �� ����� �������$�� ������������$&	 ���$� �$� �!� �&.�� ��

������������$��&/ �������$# ������� ������ �& ������� �$ ��-�$��� �����$���� .���������� ��� ���$��

��$# ������� ������ �& ��-�$��� #����� ����������	 ��� ���$����$# �$���� ��� �� ������� �� ��� �����$�

�;�$������ ���. ��� �������$# ������� �� ��� ������%������ ���.	

��������� ���$���� #������ �$� ���& ���� �� .$����� ��� �$�� ����� �� � ���� ��#.�� �� ���$� �� � $����

�������. ���!��� ��� ���� ���� �� �$��� ��� ������%�$ ��� ��� ���� ��������� �� ���� ��� ������%�$	 ��!�

���$( �� ��� ������ �..��������( ���� #���� ��� ��..��	 <�$ �;�#.��( ��� �;������� �� ������������$��&

�� ��� �:: ������ ��� #��� ��� ����#.���� ���� ��� �$������ ��� �����!� ��� ��#� .$��������& ����

�$�������� �� ��� ���� ���( !���� �� ��� ��!�&� �����	 ���� ������ �� .$��������& ����$������� #�& �����

� #��#���� ���!��� ��� �$������ ��� ���� ��#����	 ��#��� ���.������ ������� ���� #��#���� �&

�������� � ������%�$ ����� ��� ������� �$������ ���� �� ��� ��� ��#��� ���� .�$��$#� !��� �� ��� ����

���� �� ��� ��! ��#���	

��#��� ���.������ #������ ����#� ���� .$��������& ����$�������� �� �$������ ��� ���� �������� �$�

$������ �� ���� ����$ �� ��#� �����( ��� ������� �� ���� �� �� .������� �� ���$� ��#������ ����� ����

.$��������& ����$������� �$�# ��� �$������ ���	 �� ����#.���� ��##���& #��� ����� ��� ����������

���!��� ��� �$������ ��� ��� ���� ��#���� �� ���� ����� ��� ��#� ����$������ X = x( ��� ������

.����$��$ .$��������& �� ��� ��#� �� ���� ��#����	 ���� #���� ���� !� ����#� ���� Ptrain(Y |X =

x) = Ptest(Y |X = x) ��$ ��� x ∈ X ( ��� Ptrain(X) �= Ptest(X)	 ���� ��-�$���� ���!��� ��� �!� ��#����

�� ������ ����$���� �����	

������� ����	
��� �
�� �
�
�
���
��

��� ����$���� ����� #���#�'����� )97+ �� �� ���.������ #����� ���� .�$��$#� �����$� ���.������	 ��

������ ����$�( ��� .$��������& ����$������� �� ���� �����$� �� ��-�$��� �$�# ��� �$������ �� ��� ����

��#��� ��� ���� #�& �-��� ��� ������%������ ����$��&	 �� ����� ��� .$����#� ������ �& ��� ����� ��

���� �����$� ����$�������( ��� ����#����� �� ���� ����� #��� �� ���� ��� ��� �����$�� ������ �� ���.���

�� #���#�'� ��� �-����	 ��� ����� �8��$� %����� .��&��#��� �� ���� �� ����#��� ��� .$����� ��� �����$��

9=



���� ����������	�
� �	�
��

��������� ����� ���� ����� 	��� ���������� ���� � !� �� ����!��� �� �!�� ��� ����!�� "�����#!����

����$���

�!����� ����  � ���� N "�%����� ������ ��" ��� ���� �����  � �&����� d "�%����� ����!��� ���!����$

�� ��� ����!�� ������' fi = [f1, ..., fd]
T  ���� T "������ ��� ��������� �� ��� �����& � � ����������

 ��� ��"�� h �� (���" ��� ���� ����!�� i ���� T − 1 "�%����� ������ )��*+,�

f̂i(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + ...+ aht

h )��*+,

 ���� a0, ..., ah ��� ��� ���������� ���-������. t = 1, ..., T − 1 ��� ��� �!�#�� �� ���� ����� ��" f̂i(t)

�� ��� ��������" ���!� �� ��� ����!�� ��� ��� ����� t�

	�� ��������" ���������� ���!� �� ��� �!����� ���� T �� �/!�� �� f̂i(T )� 	�� "�%������ #�� ���

��� �0�� ����!�� ���!� ��� ��� ���������� ���� ��$���� T )fi(T ), ��" ��� ����!����" ���!� !���$ ���

���������� f̂i(T ) ���������� ��� ����� �� ��� �0�� ����!��' shifti(T ) = fi(T )− f̂i(T )�

�""��$ ��� ����!����" ����� �� ��� ������ ���� �� ��� �������$ ����!�� "�����#!���� $���� ���

���"1!���" ����!�� ��� 	0�� ���� ��$���� )��*2,'

Reajusted featurei = fi(T )− f̂i(T ) + μ0i )��*2,

 ���� ��� ������ ���� �� ��� �������$ ����!�� "�����#!���� �� $���� #� μ0i =
1
M

∑M
j=1 fij  ���� � ��

��� �!�#�� �� ������� �� ��� �������$ "�������	�� ���������� ���-����� a0, ..., ah )/!����� ��*+, �!��

#� ������!�!��� !�"���" ��". �� ���� �����. ��� ��� ����!��� ���!�" #� ���"1!���" !���$ ��� ����������

���������$ ����������� ���� ��� T − 1 ������!� ������� 	�� ��������� �� ��� ��"�� �� ��� ����������

)h,. ��" ��� �!�#�� �� ������!� ������� )T − 1, !��" ��� ������!�����$ ��� ���������� ���-������ ��

��� �� ��� ���$��� �������$��  ��� !���$ ���� �����"�

������� �����	
�� ����	� ���� �����	�� �������� �����

� �����#��  �� �� �""���� ��� "�%������� #�� ��� ��� �������$ ��" ���� "����� �� �� �����$ �������0

"����"���  ��$���� 	�� ����������  ��$���" 3����� ��$����� ��$������� )�45�6, 789 �� �� ��������

#���" �"�������� �����" ���� ��0 ��$� ��� ���������� �� ���� �������$ ������ �� ��� ������� ��

"������� ��3��$� 	��� �� "���  ��� ��� ������� �� �������$ ��� �� "����� )���� "�����,  ��� ���

�������$ "������ ����  ��$�� �� ����$��" �� ��� �������$ ������� ���� ��� �� � ���� ���!����" ��$���

�� ��� �� "������

	�� 5�6 ��" �: ��� #� !��" !�"�� ��� ���!������ ���� ��� ���� ��" ����� ����!��� ����� ���

���� ���#�#����� "�����#!����� �� ����. �� �����" #�����. ���� ��� ��� #� ��!� �� ��� ����  ���"�

;�"�� ��������� ����� ��� ���!� "�����#!����� ����$� #�� ��� ��� �������$ ��" ���� ������ )Ptrain(X) �=
Ptest(X),. #!� ��� ���"������� "�����#!���� ������� !�����$�" )Ptrain(Y |X = x) = Ptest(Y |X = x),�

	�� ������(������ �� ���������" �� ��� ���#�#����� P (Y |X). �� ����. ��� ������� ��"�� �������" �� ���

�������$ "����"� �� P (X) ��" ����� ���� "�����#!���� ����$�� ���� ����� �� ���� ��� ������� ��"�� ���

��� �����  ��� "�%�� ���� ��� ������� ���� "����� ��"���

	� ���������� ��� ��� "�����#!���� ����$�. ���������� �������$ �� !��"� 	��� ���� � !� ��  ��$��

��� �������$ ������� �����"��$ �� ����� ���������� �� ��� ���� "�����#!���� )��*8,�

w(X) =
pte(X)

ptr(X)
)��*8,

<2
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���� ������ ����� �� ��������� ���� �� ��� ����������	 �������� �� ��  � ����  �!���� �� ��� ��� �

� �� "� ���������	 � ����#� ��� �$ �������� ��� ��������#� ������ $ �#���� �� ������� �%������� ��

��#���� �	�	&	'	

�������� ��� ������(� ��������#� �� ��� )*� �� #�� �"���� ��� ��������#� �������� )*�

+,-)*�. /01� ��� �������� ���2��!������� $ �#���� �� ��� ����� "� +�	34.

P log
δ (V ;Ztr) = −

N∑
i=1

w(Xi)logP (yi|Xi, V ) +
δ

2
trace(V KV T ) +�	34.

��� �5 ��� �� ���� "� ������� �� ��� ,-)*� �� ����� �� 6�� ��� "��� ����������	 ��������

�������� �5 �� �� ������  �"����� � � �� #�������� ���$�� ��� �� ��� �����"�� �� � ����� ����#����

������	 �� #��� ���� ���� ���"��� �� ��������#� ��������� ��#���7 � ��  ��� #����� ��������#�

�������� #���� ���������� +,-�5. /41 +�	38.	

R̂Ztr

kIWCV =
1

L

L∑
j=1

1

|Ztr
j |

∑
(X,y)∈Ztr

j

w(X)I(y = ŷZtr
j
(X)) +�	38.

������� ������	
������ ��������	 ��������� ���	���

��� ) ��"�#!2*��"��� ��������#� ���������� ���#�� �� +)*,��. ��  ��� �� �������� ��� ��� �� �$ ���

������� +�7 ����� �	30.	 9���� ���� ������ ����� �� �� ���� ��  �� ��� ����� ������#� $�� ����������

��� ��������#�	 ,� ���� ������#� ��� �������� ��� ���� ������ ��������� ���� ��������� ����������

��� ��� ��������#� ������ ��� �"������  ���� ��� ����� �$ ��� ��������� ����������	 �������� �������

���������� �� � ���� ���"��� �� ����� ��� �� ������������ ���������# ����� ��� ��� "� ������"��	

)*,�� ������ �� � ��� ���� �� ���� ���"��� ���#� �� �� � ����#� ��� �$ ���������� ��� ��������#� ������	

��� ���������� �� ��� )*,�� ������ ��� ������� "� ������:��� ��� ) ��"�#!2*��"��� ��������#�

"������ ��� ���� ��� ��� ���������� �������� ������" ����	 
��� ��$�������� �"� � ���� ������ #��

"� $� �� �� /41	

'0







nepochs
90

n
epochs

840
n
epochs
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��� ���������� ��� ��  ����� �� !��"�#$ �#$�%&�� � � ��'(%��%� �)���# *!���+	 ��� ,- ����������

.
/0 �/0 �10 ��0 ��/0 �/0 �10 ��0 �20 �30 �/ � � /4 5��� $����� 5%�� ��� �� 6!(���%� ���5 

% 
%!(�� �	1� ������% ! �� ��� % ��� ��%� �� ,78-7 �9�� ��� �)���#0 �& ��� :; ���  �� !	��<��$	 ���

��&��� �� 5�� $����� �� ��� �%!�� ��� ��=� � � !��( � 5�� $����� �� �
/ $��%�%� % ��� !	��<��$	

�(�% ! ��� �9$��%#� ��0 �(=>���� ��� � � ���%� �� � �%��� �� �& �=�(� ;7 �# &��# ��� ����� 	 ���

�9$��%#� ��� ���($ %� $���� ��� % 
%!(�� �	1=	

��� ���� ��	
 ��� ����� ��������� �� ��� 	����
�������� �����

��� ������� � ��� ��!��������� ���! ��
"#$�


%!(�� �	1? �9$��%#� ��� ���($

��� "�� ��&�5��� &��#�5��@ 5�� %#$��#� ��� =) <	�%��� .14 % � �%#(�% @ &��#�5��@	 �����
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��� �� ���% "��� ���

��������5, ��� �������% "��� �� � / �" �! (�" ��� ���� $��/� !' ���� '���/�� �� ��� �������% "!����

3μ0i4 ��" '!� ���� '���/�� i �� ��� ��� ����� 3T 4, ��� �!��� #!�"��% ���� $��/� � ����/����" μT i ��"

��� $��/� !' ��� '���/�� � /#"���" / ��% ��� '!��!���% �<#��  �!� 3���41

Reajusted featurei = fi(T )− μT i + μ0i 3���4

����� fi(T ) � � $���!� �!�������% ��� $��/� !' ��� '���/�� i '!� ����  ��#�� �� ��� ��� ������

��� ���"=/ ����� ��/ � �  ��'� !� ��� ��� '���/�� i �!������" �� ��� ��� ����� �� � ��5 ���� ���

���� $��/� !' ��� ���"=/ ��" '���/�� $���!� � �>/�� �! μ0i�

�� .�%/�� ���, �� �<��#�� !' ��� �;��� !' ��� ��#���������!� !' ��� ��� ����!" '!� ��� )� �

���-�" '���/�� ��� #�� ����"� �� ��� �!# (%/��, ��� ����� "��� �� / �" �! (�" μ0i �  �!��, ��� $��/�

� ��#�� ����" )5 � )���- ����� �� ��� )!��!�, ��� $��/� !' ��� )� � ���-�" '���/�� '!� ���� ����� ��"

��� ���"=/ ��" '���/�� ��� #�!���"� � �� �  �!�� �� ��� (%/�� ��� ���� $��/� !' ���� ����� 3��#�� ����"

)5 � �!����/!/ )���- ����4 � ���"=/ ��" �! )� �>/�� �! μ0i�
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� ���������� ������	 �� ����� � �� !� ��� ��"#$����� � � ��$��� �%&���"��� ! ��� ��' ����$

� �#$� '������ ( ������ ����� ��� )* ���������� ������+ &��,��"��� � � '$����-'����� #���� � �

���#"&���� � �� ��$� ��"&$� '�� .� '$����-�� �� ������+ � �� ��+ ��$� ��� $����� '�� .� !������ ��

� � �'���� 	 �� � �� ���� ! �� �� ���$#���� �� ! �' $����� �� "��� $�/�$� �� .� � �011 !���,��"	

� ���� � � 2�$��� �%&���"���	 � � #��� �� ��/�� �� !���� � ������'� �� � � �'����	

3�� ��' ���� � � 4�� '$����-�� !�� ������� #���� �!� ��5����� �&&���' ��6

� ��$��'�� 7.8 � ! ��� � ������� '��������� � � ��"� �#".�� �, ������ ��� ���������� ������ ��

#��� ,�� �������� � � '$����-��	

� ��.�$��'�� 7#8 � ! ��� � ��5����� �#".�� �, ������ ��� ���������� ������ �� #��� ,�� ��������

� � '$����-��	

3�� � � 3�� ��$� �� #�.�$��'�� �������� !�� &��,��"��	

� � �������� �, � � 3�� '$����-�� ��� � � #�.�$��'�� 4�� '$����-�� !�� &��,��"�� !�� � � -���

������� '�$$�'��� �� ��' �������+ "������ � ��+ �� #�.�$��'�� ������� !�� 90
n
epochs

������ ������ ���

840
n
epochs

���������� ������ !�� #���+ ��� ,�� � � .�$��'�� 4�� � � �#".�� �, ������ ��� ����������

������ #��� ,�� �������� � � '$����-�� �� 90
n
epochs

	 � � ���� �, �$$ � � '$����-��� �� &��,��"�� #����

� � ��'��� ��� � � � ��� ������� '�$$�'��� �� � � ������� ��� 180
n
epochs

������ ������ ��� 1620
n
epochs
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������ ������ ��� #���	 � �� "���� � �� ��� �$$ � � '�$$�'��� ���������� ��"&$�� ��� #��� �� ���� � �

&��,��"��'� �, � � '$����-���	 �� � �#$� .� ����� � �� � � �������� �, � � '$����-�� �� �$!��� &��,��"��

!�� � ��5����� ������� � �� � � ��� #��� �� ���� � � '$����-��+ ���� �, � � ���� ��� �������� ���

&��,��"�� ,�� � � ��"� �������	

�� ����� �� ���$#��� � � &��,��"��'� �, � � '$����-�� ,�� ���� ( � .�$��'�� ����� ���� !�� #��� 7�	(86

eb =
FPR+ FNR

2
7�	(8

! ��� 3�� �� � � ���� �, ,�$�� &�������� 7!���� '$����-�� ������ ������ ����8 ��� 3� �� � � ���� �,

,�$�� ��������� 7!���� '$����-�� ���������� ������ ����8	

3�� ���� ) ��� ,�� � � ��$��� �%&���"��� � � �''#��'� �, � � '$����-'����� �� ����� .� 7�	)86

Pac = 1− Ne

Nc
7�	)8

! ��� Ne �� � � �#".�� �, "���&�$$�� $������ ��� Nc �� � � �#".�� �, ' ���'���� �� � � ������'�	

�� ����� �� ���$#��� � � ��$��� &��,��"��'� !� �$�� "���#��� � � ��,��"����� �����,�� ���� 7���8

������#'�� .� 9�$&�! ��	 �$ :)0; 7�	086

ITR = rsB 7�	08

! ��� B ����� #� � � �#".�� �, .��� &�� ��".�$ ��� �� �<#�$ �� 7�	=86

B = log2(Ns) + Paclog2(Pac) + (1− Pac)log2
1− Pac

Ns − 1
7�	=8

! ��� Pac �� � � ��$��� �''#��'� ��� Ns �� � � �#".�� �, &����.$� ' ��'�� 7�#".�� �, ��".�$� > )?8

��� rs ����� #� � � �#".�� �, &����.$� ' ��'�� &�� "��#�� 7��".�$� &�� "��#��+ 
�@8 7�	A8
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rs =
60

Nrep × (Nev × SOA) + ITI
�����


� ��� ������ ���������� Nrep = 5� Nev = 28� SOA = 75ms  �! ITI = 4s �
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"��$��� ��� �&��� ��� ���� '&�� ��� ���� ������� �� ��7�&��� �������� �� �&�%�� *:(5 0�&����%�� 0�����

'�& ��� �0���	 ��$�8�&3 �� ��� �%�"�& �' �0���� ���&����� ��� ��7�&���� "��$��� �&��� ��� ����

0�&'�&��� �� ��� ���� ��� ��� 0�&'�&��� �� ��7�&��� ���� ���&����� �&�%�� 5:2 0�&����%�� 0����� '�&

9 �0����	 ���� ����� ���� '�& � ��&!�& �%�"�& �' �0���� ��� ������ �������� !��� 0�&'�&����� �8��

�' ��� ����"&����� �' ��� ������ �� 0�&'�&��� $��� � ������� ��������� �� � ��7�&��� ������� ���� ���

������� %��� �� ���� ��� ������,�&	 ���� ����� %� �� �����%�� ���� �� �� 0����"�� �� %�� ��� ��55 �0����&

������ 0�&'�&���! � ���:���� ����"&����� �' ��� �%�"�& �' �0���� 0�& �&��� �� ��!��& ���� � '�& .��

<$��&� ��� �8�&��� �&&�& "��$��� ��� ���� ������� ��� ��7�&��� �������� �� ������& ���� ( 0�&����%��

0�����= ��� ��!��& ���� # '�& "������� ��� %�"������� >�� <$��&� ��� �8�&��� �&&�& "��$��� ��� ����

������� ��� ��7�&��� �������� �� �&�%�� �� 2 0�&����%�� 0�����=	 ���� ����� ����3 ���0��� ��� '��� ����

��� ��!���! ��; ��!��� �%7�&� '&�� ���:��������&���3 ��� ���� 8��%� �' ��� ��55 $�8�'�&� �� ������&

�� �8�&� �������	 �� ���,&� ���� ���%�0���� $� 0��� ��� ���� 8��%� �' ��� ��55 $�8�'�&� ����%&��

�� ��� �? ������� �8�&���� �� ��� � ��7�&��� ��������	 ���� 0��� �� 0&������� �� .�!%&� �	# ���3 �� $�

��� ���3 ��� $�8�'�&� '�& ��� � �%"@���� &������ 8�&� ������& �� ��� ��� ��&�� ��7�&��� ��������	
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μss ���
� )+�++ ,*�+, �
��� *���� *��,+ ����� ����� ����� ����� *)��� *)��� ������ ������ **�+,

μds �
��� �,��� ����� ���	� )���* )*��� �	��� *��,) *���� ����� *���+ *,��� ���	
 **�+, **�+,

�
%
'

(�
��

�

�
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� ,,��� ����� ,)��� *+�++ ����� ))�)* *)��� *)��� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
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� �	�	� ,���� )��,) *���� *���� ����� *���, ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
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 *��)* *+��� *)�)* ������ *)�)* ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ����, ,��++ ���	� *+�++ ����� *���� *���, *��++ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������

�

� ����� )���� *���� ������ *)�)* *)�)* ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

� ����� *+��� )���, ������ ������ *)�)* ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

� *���� ����� *���� *)�)* ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

μss ����� ),�,) *���� *)�)* ����� *)�)* ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������
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#�� �� �	$% &��� ��� ��������� ����� � !�� ��� �"� '��� ���(�� !��� ���	 ��� �������� �! ��� ������)��
"�� *��!��+�� "��� � �������  ���� ��� ������� �! $ �*���� ��������� �� ������� , ��� "��� ����
*��!��+�� "��� �������� ��������� �� �������� -. , ��� /	 ��� '� � ��!��+����� ��!���� �� ��� ���0
������ ������ ��� ��� ��� �� ��� ������ ������	

����� �����	 	
�	��	���

�� ����� �� *���� ��� ��� ��� ���"� '�!���. �� ������ ����  ���� $ �*���� "�� *��!��+��	 �� ���� ����

1���� /2. ��� ������)�� "�� �������  ���� � ������� ��������� �� � *����� � ������� +��� "��� �� ����� �

"��( �*���	 ���� +���� ���� �� ����'������ "�� *��!��+�� �� ���� �������	 ���� ����"�  � �� ���� ���

��� ���'����� �! ��� ������)�� ��� "����� �� ��� ��� ����'������ �� +��������	

�� "�� ��(�� �! ����� ��3�����  ���� �� "���� �� ��� ������ ��� ��������% 4���
�0���0�0���0

��5��
6	 5�� �! �����  ���� ���� *��!��+�� ��� ������ ���� 1
 '7��� 82	 ���  �'������� 9�� ��� ���

#�� ������)��� "���  ���	 ��� ��� ���� ��� ��� ��� ��� �'������ �� ��� ������ ������� ��� *��������

�� ��'�� �	�

Pac ���
#�� 9�� #�� 9��


 '7��� - :$	�$ ������ -;	:/ -:	<$


 '7��� , :-	/ ��� -�	/< -:	<$


 '7��� 8 :-	/ ����� -�	/< -;	:/

��'�� �	�% 5����� ��� ���� ��� ��� !�� / ��3����� � '7����  ���� � ������� ��������� �� � ��3�����
������� �� ����'���� ��� �����+

�� �=*�����. ���  ��� "�� �'�� �� "���� �� ��� ������ "��� ����� ��� ���� �����'������� ��� ��� ���

*�������� '�!���	 ��"����. ��� *��!��+���� �! ���  �'������� 9�� "�� ������ ���� ��� ��� �'������

"��� ��� #�� ������)��	 ���� +���� ����  ���� $ �*����. ��� �3���� �! ��� ���0������������ �� ��� �/>>

����������� ��� ��+��� ���0�=������. ����� ��� +��� ��� � �! ��� �/>> "���!��+ �� ���� ��+����� �� ���

��������	

���� ��� �� ����"  � �� ����� �� ���� � ���� � +'�� �! �*���� ��� �� '�  ��� �� +������ � ����

��� ���� !�� ��� ������)������	 ��� ���"'��( �� ���� � �+��� '��?���� �� �+*���� �� ���  ���� �! ����

���@� "��� �� *��!��+ � ����'������ ���� ��+� ����  �� ��� �����+	 ��� '��?���� �� �� �+*������

*���+���� "��� ���� ����� ��� *��!��+���� �! ��� �/>> �*����� ��� "� "��� �� (��* �� �� ����� ��
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��������� ������ ���������� ������ !�� �"� ������� �� �� ������� �� ���"�#� ��� ���!"��$ �% ���

������&�" %�" � ������" �!���" �% �������

��� �����	 
������	 ����	�����

����� ��� ���'��������"��$ �� ��� ��( ��)��� �"�#���� !� %"�� !���) ��� ���� �����"����� �� ��*�"���

�������� %�" � ����� �!���" �% ������+ ������ ���������� ������ !�� ,�"� ������� �� ��� �% �� ,��

�������� �� "��!�� ��� �*��� �% ��� ���'��������"��$� -��� ���� . ��� � ,�"� ��"%�"����

����� ����	�
��� 	� ��� ��� ��� ��� ����� ���

��� "��!��� �������� !���) ��� �� ������ %�" ���� . �"� �"������� �� ����� ��/� 0� ��� �����!��

���� ��� ����������� �% ��� �� ������ ���"����� ��� ���!"��$ �% ��� ������&�" %�" ��� �#�"��� ���� �$

�"�!�� � ��"����!�� ������� ���� ����� ���� ��� ��*�"���� ���,��� ��� �"��� ��� ���� ��"%�"��� ��

��*�"��� ��$� %�" ��� ���� ��� �"���+ ��"%���� �� ��� ���� ��$ �� �"�!�� ��1 ��"����!�� ������ %�" ���

�������� ��� 234 ��� 53� ��� �"�!�� /�1 ��"����!�� ������ %�" ��� !��������� 234�
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