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RESUMO

Uma viga sujeita a um carregamento de flexdo, pode apresentar um modo de encurvadura
combinando tor¢ao com flexdo transversal ao plano de carga, se nao estiver suficientemente
contraventada e as suas rigidezes de tor¢ao e de flexao transversal forem reduzidas. Assim, o
risco de ocorréncia deste fenomeno pode ser elevado para muitas pegas lineares de sec¢ao
aberta de paredes finas porque a sua rigidez de tor¢cdo ¢ reduzida. Este ¢ um fenomeno de
instabilidade bifurcacional, o qual ¢ usualmente designado de encurvadura lateral por flexao-
torcao, estudando-se neste trabalho a sua ocorréncia para perfis prismaticos de sec¢gdo mono-
simétrica aberta de paredes finas, com condigdes de apoio simples (isostaticas), em regime
elastico linear e sujeitos a um carregamento quase-estatico simples, proporcional a um
paramero de carga, aplicado segundo o plano de simetria do perfil.

Este fenomeno de instabilidade bifurcacional ¢ matematicamente descrito por um problema
generalizado de valores proprios, o qual serd linear, ou quadratico, consoante o efeito das
deformagdes de pré-encurvadura for, ou nao, desprezado. O menor valor préprio positivo
define o valor critico, em termos da encurvadura lateral por flexdo-tor¢ao, do referido
parametro de carga.

Nesta dissertacdo sdo desenvolvidos dois elementos finitos para a andlise da encurvadura por
flexao tor¢do: um, mais complexo, no ambito de uma formulagdo que inclui o efeito das
deformagdes de pré-encurvadura e um outro, mais simples, no ambito de uma formulagdo que
exclui aquele efeito. Estas deformagdes foram pré-determinadas, para os casos estudados, por
solugdo analitica das equagdes governativas. Este elemento finito foi seguidamente integrado
num programa computacional em MatLab, o qual foi aplicado a alguns exemplos praticos.

A andlise dos resultados dos exemplos apresentados permite concluir que sdo consistentes
com os resultados analiticos e numéricos apresentados na literatura da especialidade.
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ABSTRACT

A beam under a bending loading may show a buckling mode combining twist and out-of-
loading plane bending, in case of insufficient bracing and small torsional and out-of-plane
bending stiffnesses. The risk of such a buckling occurring may therefore be quite high for
open section thin walled linear members. This is a bifurcation phenomenon usually known by
lateral torsional buckling (LTB). In this dissertation, its occurrence is investigated for
prismatic members with thin walled monosymmetric open section, under simple isostatic
support conditions, in the linear elastic regime, subject to a simple quasi-static loading along
the symmetry plane of the cross section, proportional to a loading parameter.

Usually the bifurcation load parameter values and corresponding instability modes are
determined disregarding the effects of deformation of prebuckling, this being a problem of
eigenvalues. By considering the effects of warping, the problem becomes a nonlinear
eigenvalues problem.

In this thesis is developed, with the computational implementation in MatLab software, a
finite element which makes it possible to consider the influence of deformations of
prebuckling in the analysis of bifurcation for bending-twist.

With the study of the presented examples, it is observed that the finite element developed
presents results compatible with the ones in the literature, both in cases where the effects of
prebuckling, as in cases in which this effect is despised.
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SIMBOLOGIA

Letras latinas minudsculas

a, - Coeficientes constantes associados as fung¢des polinomiais cuibicas v
b, - Coeficientes constantes associados as fungdes polinomiais ctibicas ¢
¢, - Constante de integragdo

d - Vetor de deslocamentos nodais elementares

d!® - Deslocamentos nodais elementares

e - Numero do elemento finito
h - Distancia entre as linhas médias dos banzos (perfis em I)

EI A . . . . T . .
k=" Gr Parametro adimensional associado a equacao diferencial ordinéria

n - Numero de elementos finitos
g - Forca transversal distribuida

q., - Valor critico da forca transversal distribuida
q,, - Valor de referéncia da forca transversal distribuida

v - Deslocamento segundo y do centro de corte

v, - Deslocamento segundo y da linha média dos banzos (perfis em I)
v\ - Fungdo polinomial cubica

w - Deslocamento segundo z do centro de corte

w, - Solugéo particular

x, y, z - Sistema de eixos Cartesiano fixo

z. - Cota do centro de corte

z, - Distancia entre o ponto de aplicagdo da forca F, e o centro de corte
z, - Distancia entre o ponto de aplicacdo da forca F; e o centro de corte
z, - Cota de aplicagéo da forga transversal uniformemente distribuida

z,, - Cota de aplicagdo da for¢a concentrada Q,

z,, - Cota de aplicacdo da forga concentrada Q,

0
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Letras latinas maiusculas

B - Bimomento

B - Bimomento adimensionalizado
C - Centro de corte
D - Rigidez de flexao de cada banzo em relagdo ao eixo de maior inércia

D' - Matriz de operadores diferenciais

E - Mddulo de elasticidade

E!® - Matriz constitutiva

EI,, - Rigidez de empenamento

F. - Forca de compressao

F - Forga de tragdo

G - Modulo de distor¢do; Centro de Gravidade

GJ - Rigidez de tor¢do de Saint-Venant
I, - Momento de inércia de uma sec¢do em relagdo ao eixo y

I - Momento de inércia de uma sec¢do em relagdo ao eixo z
I - Constante de empenamento

J - Constante de tor¢ao uniforme
K - Matrizes de rigidez elementares

L - Comprimento do vao da barra

M ™ - Momento critico quando sdo desprezados os efeitos da deformagdo de pré-

encurvadura

M - Momento critico quando sdo considerados os efeitos da deformagdo de pré-

encurvadura
M, - Campo de momentos fletores

M - Distribuicdo de momentos fletores primarios associados a valores de referéncia das

yref

forcas exteriores

M, - Momento concentrado aplicado na extremidade x =0
0

M, - Momento concentrado aplicado na extremidade x = L

N - Matriz de funcdes de forma de Hermite

O, - Forg¢a concentrada aplicada na extremidade x =0

Q< - Valor critico da carga concentrada quando sdo desprezados os efeitos da deformagdo

de pré-encurvadura
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Qe . Valor critico da carga concentrada quando sdo considerados os efeitos da

cr

deformacgdo de pré-encurvadura
O, - Forga concentrada aplicada na extremidade x = L

T - Momento torsor total

T, - Momento torsor de Saint-Venant
T,, - Momento torsor de Saint-Venant adimensionalizada

T, - Momento torsor de empenamento

T, - Momento torsor de empenamento adimensionalizada

V, - Segunda variagdo da energia potencial total

V, » - Aproximacdo de elementos finitos da segunda variagdo da energia potencial

V, - Forga de corte no banzo

Letras gregas minasculas

B, - Coeficiente de monossimetria

¢ - Rotagao de tor¢ao

¢\ - Fungdo polinomial ciibica

7. - Variagdo de angulo entre as geratrizes de superficie média e as linhas médias da sec¢do
transversal (distor¢ao)

7'’ - Coordenada local de um elemento finito

A - Parametro de carga

AJ4€_ Valor critico do parimetro de carga quando sdo desprezados os efeitos da

deformacao de pré-encurvadura

anolinear
cr

- Valor critico do pardmetro de carga quando sdo considerados os efeitos da

deformacao de pré-encurvadura
& - Abcissa normalizada

Letras gregas maiusculas

A - Comprimento do elemento finito

Q' - Dominio de um elemento finito
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1 INTRODUCAO

1.1 Enquadramento Geral

O colapso de uma estrutura pode ocorrer, essencialmente, de dois modos (Bazant & Cedolin,
1991): (1) rotura do material ou (2) instabilidade estrutural. No caso de estruturas metalicas, o
facto de os agos disponiveis na mercado possuirem resisténcias cada vez mais elevadas, tem
conduzido a concecdo e construcdo de estruturas cada vez mais esbeltas, as quais estdo
associados os objetivos de (1) maior economia e/ou (2) qualidade arquitetonica (ou seja, pelo
menos maior impacto estético). Por outro lado, a palavra esbelta indica também
“suscetibilidade a ocorréncia de fendmenos de instabilidade (ou encurvadura)”, sendo a
analise e dimensionamento deste tipo de estruturas fortemente condicionado pela necessidade
de ter em consideracdo este tipo de fendmenos, cuja natureza ¢ intrinsecamente ndo linear.

Em vigas, para além da encurvadura devida a flexao, na qual o elemento deforma por flexao
segundo um dos eixos principais, pode existir encurvadura por tor¢do ou por combinagdo de
tor¢do com flexdao. Estes modos de rotura ocorrem quando a rigidez de tor¢ao do elemento €
muito baixa, como no caso particular de barras com sec¢do aberta de paredes finas, ou quando
a flexdo e tor¢do estdo relacionadas de modo que a ocorréncia de uma provoca
necessariamente a outra (Chajes, 1974). No caso de barras esbeltas sujeitas a flexdo em torno
do eixo de maior inércia, estas podem instabilizar por flexdo-tor¢ao se esta ndo se encontrar
devidamente contraventada (Reis & Camotim, 2001, Trahair, 1993), sendo este um fenomeno
de instabilidade bifurcacional em que (1) a trajetoria de equilibrio fundamental corresponde a
flexao no plano de maior inércia (deslocamento w - Figura 1.1) e (2) o modo de instabilidade
envolve, simultaneamente, flexao em torno do eixo de menor inércia e tor¢ao (deslocamento
v erotacdo ¢ - Figura 1.1).

Nestas situacdes ¢ habitual que os valores de bifurcagcdo do parametro de carga e
correspondentes modos de instabilidade, sejam determinados admitindo que o elemento
estrutural permaneca indeformado até se desencadear a encurvadura (w=0), ou seja,
desprezando as deformagdes de pré-encurvadura. Esta simplificagdo tem a grande vantagem
de conduzir a um problema de valores proprios linear (Pignataro et al., 1991).
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Figura 1.1 — Instabilidade por flexao-tor¢ao — Deslocamentos do centro de corte de uma
secgao genérica

No caso de vigas, a consideracdo das deformagdes de pré-encurvadura torna a andlise de
bifurcagdo consideravelmente mais complexa, pois obriga a ter em conta a influéncia da
curvatura na resisténcia a encurvadura, uma vez que, no ponto de bifurcagdo, a viga apresenta
a configura¢ao de um arco (eventualmente invertido) muito abatido. Como mais a frente se
vera, o problema de valores proprios € ndo linear.

O numero de trabalhos de investigacdo sobre a influéncia das deformagdes de pré-
encurvadura na instabilidade por flexao-tor¢ao de vigas € relativamente escasso, destacando-
se os estudos de Trahair ¢ Woolcock (1973) e Vacharajittiphan et al. (1974) que incidem
exclusivamente sobre perfis em I de banzos iguais (ou seja, com sec¢do transversal
duplamente simétrica). A generalizacdo de perfis de sec¢do monossimétrica ¢é feita
posteriormente por Pi e Trahair (1992a,b), num trabalho em que ¢ igualmente apresentada
uma formulagdo por elementos finitos.

Vanessa Gil Cristino 2



Encurvadura por Flexdo-Torcéo de Vigas Elasticas 1 INTRODUCAO

1.2 Objetivos e Ambito da Dissertacdo

O objetivo central desta dissertagdo consiste em formular, implementar computacionalmente e
verificar um elemento finito de barra, que permita considerar a influéncia das deformacdes de
pré-encurvadura na andlise de bifurcacdo por flexdo-tor¢do, em regime eldstico, de vigas
prismaticas com secc¢do aberta de paredes finas, em que a sec¢do pode ser duplamente
simétrica ou monossimétrica, pretendendo-se, acima de tudo, obter uma ferramenta (1)
suscetivel de desenvolvimentos com vista ao alargamento do seu campo de aplicagdo e (2)
que permita, futuramente, efetuar estudos paramétricos destinados a avaliar a importancia de
fatores, como as condi¢des de apoio e de carregamento, bem como a forma da sec¢do
transversal.

Por razdes de simplicidade de utilizagdo e de eficiéncia, a implementagcdo computacional ¢é
realizada com software MatLab (MathWorks 2015), para o qual a Universidade de Coimbra
possui uma licenca de campus.

1.3 Organizacéao da Dissertacao

A presente dissertagdo encontra-se organizada em sete capitulos, o primeiro dos quais ¢ a
presente Introdugao.

No segundo capitulo sdo recordados, de forma breve, os aspetos mais relevantes da tor¢do nao
uniforme, em regime material e geometricamente linear, de barras com sec¢do aberta de
paredes finas com dupla simetria, dando-se especial aten¢do ao caso de perfis em I de banzos
iguais, nos quais ¢ facilmente visualizado este fendmeno. Adquire-se assim uma indispensavel
compreensdo fisica do fenomeno.

No terceiro capitulo descreve-se em pormenor a classe de problemas a analisar,
nomeadamente em termos de geometria da estrutura e das suas condi¢des de apoio, das
caracteristicas do material e do carregamento atuante.

O quarto capitulo descreve o modelo matematico (continuo) adotado nesta dissertagdo, que
descreve o comportamento geometricamente ndo linear de barras prismaticas com sec¢ao
aberta de paredes finas, havendo uma especial atengcdo em identificar claramente as principais
hipdteses simplificativas. O modelo geral é, posteriormente, particularizado para as duas
analises a efetuar: (1) analise da trajetoria de equilibrio fundamental e (2) identificagdo dos
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pontos de bifurcacdao. Indicam-se todas as expressdes necessarias para os desenvolvimentos
subsequentes.

O quinto capitulo vem, assim, abordar a discretizagdo por elementos finitos do modelo
continuo, sendo desenvolvidos, na realidade, dois elementos finitos. O primeiro, mais
simples, despreza os efeitos das deformagdes de pré-encurvadura, enquanto o segundo, mais
complexo, considera estes mesmos efeitos. Neste capitulo ¢ ainda discutida a implementagao
dos elementos finitos em MatLab.

No sexto capitulo sdo apresentados quatro exemplos praticos, em que dois destes pretendem
mostrar que o elemento finito desenvolvido apresenta convergéncia para resultados exatos
expostos na literatura, considerando para isso duas secc¢des transversais diferentes. Os
restantes exemplos pretendem mostrar a existéncia de convergéncia dos resultados quando os
efeitos das deformagdes de pré-encurvadura sao desprezados ou considerados, para dois casos
em que as condigdes de apoio e carregamento sao diferentes.

No sétimo e ultimo capitulo sdo apresentadas as principais conclusoes retiradas deste trabalho
e algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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2 TORCAO NAO UNIFORME

O estudo da tor¢cdo ndo uniforme teve o seu inicio em 1905 quando S.P. Timoshenko
observou que barras de seccdo em I duplamente simétricas, sujeitas a um momento torsor
constante, apresentavam comportamentos marcadamente diferentes consoante o
empenamento estivesse ou nao restringido. Quando o empenamento ¢ livre (0os apoios nao
impedem o empenamento € o momento torsor ¢ constante — Figura 2.1a), em cada secc¢ao
estdo instaladas apenas tensdes tangenciais, cuja distribuicdo pode ser facilmente visualizada
recorrendo a analogia de membrana de Prandtl (Dias da Silva, 2013). Se existirem restri¢des
ao empenamento (numa das extremidades da barra, por exemplo, como esquematizado na
Figura 2.1b), estd-se perante tor¢cdo nao-uniforme — a tor¢do ¢ acompanhada da flexdo dos
banzos em sentidos opostos e a barra ¢ mais rigida do que o previsto pela teoria de Saint-
Venant. De facto, quando a tor¢ao ¢ ndo uniforme, desenvolvem-se também tensdes normais
na sec¢do (com resultante nula), cuja variacdo ao longo da barra ¢ equilibrada por tensdes
tangenciais adicionais, as quais sdo estaticamente equivalentes a um momento torsor.

Desta forma, o momento torsor ¢ dado pela soma de duas parcelas, T, e T, . O momento torsor

de Saint-Venant, 7, , € proporcional a primeira derivada da rotagdo de tor¢do ¢, ou seja,
T, =GJ¢', (1)

onde GJ ¢ arigidez de tor¢do de Saint-Venant da sec¢do transversal. Para definir a parcela
T, , associada a restricdo do empenamento, Timoshenko estabeleceu, por consideragdes de

simetria, que cada secgdo transversal roda em torno do eixo baricéntrico (e dos centros de corte)

Figura 2.1 - Barra em I com sec¢do duplamente simétrica, que se encontra submetida a a)
tor¢ao uniforme e b) tor¢do ndo-uniforme (adaptada de Chajes, 1974)
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da barra. Os deslocamentos transversais da linha média dos banzos sdo, portanto,
v,=t—h¢, (2)

onde % é a distincia entre as linhas médias dos banzos. Se os banzos sdo considerados,
individualmente, como vigas de Euler-Bernoulli, entdo as curvaturas v} = +1hg" que estes

adquirem devido a restrigdo do empenamento estdo associadas aos momentos fletores

1 ”
e as forgas de corte
! l n
Vf' :Mf =i5Dh¢ . (4)

onde D representa a rigidez de flexdo de cada banzo em relacdo ao seu eixo de maior inércia.
As forgas de corte nos dois banzos t€ém a mesma grandeza, mas sentidos opostos. Como tal,
formam um bindrio (Figura 2.2)

w

T z—%thgﬁ"’. (5

A equagdo final que se obtém para a tor¢cdo ndo uniforme de uma barra de seccdo em I
duplamente simétrica ¢ entdo

T=T,+T,=GJ¢ —%thcﬁ”’ : (6)

Atualmente, a propriedade mecanica %th ¢ designada por rigidez de empenamento da

sec¢do transversal e representada pelo simbolo £/ . Usando uma defini¢do adequada para

EI , a expressdo (6) permanece valida para sec¢des abertas de paredes finas com geometria

w2

.. - . . .1
arbitraria, mesmo que ndo exibam dupla simetria.

! Para uma seccao aberta de paredes finas, a constante de Saint-Venant J pode ser calculada através de (Dias
da Silva, 2013)

i

JzKéilif R

i=1
onde /; ¢ o comprimento dos diversos trogos que compdem a secgdo, e, sdo as respetivas espessuras (com
[, >e ) e K ¢éum coeficiente através do qual se tem em conta o acréscimo de rigidez devido as ligagdes e
arredondamentos dos cantos habituais de perfis metalicos (para secgdes em I tem-se K =1,25 e para sec¢des
em Ue T tem-se K =1,10). As constantes de empenamento [/, de um conjunto de secgdes de utilizagdo

corrente encontram-se tabeladas em Oden e Ripperger (1981), por exemplo.
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Tensdes normais por restrigdo do empenamento

MMomentos fletores nos banzos

g T o | Tensdes tangenciais por
X . f}?.-_‘_’_rf 3 restricio do empenamenta
B " i = o o ’-_ ,-."f'
e ,r’f” Forgas de corte nos banzos
h i
. p

Figura 2.2 — Tensdes e resultantes de tensdes provocadas pela restrigdo do empenamento
numa barra de sec¢ao em I duplamente simétrica (adaptada de Trahair et al., 2008)

E ainda habitual definir uma nova resultante de tensdes, autoequilibrada, que Vlasov (1961a)
designou por bimomento:

B=—EI §". (7)

No caso da barra em I duplamente simétrica, o bimomento corresponde, em valor absoluto, ao
produto do momento fletor em cada banzo pela distancia entre linhas médias dos banzos, dado
por

1B = || ®)

No Quadro 2.1 encontram-se indicadas as condi¢des de fronteira mais comuns que
complementam a equacao diferencial ordindria (6), com %th substituido por EI, . Se o

empenamento se encontra impedido numa extremidade da barra, tem-se, nessa extremidade
¢' =0 (refira-se que ¢’ representa a amplitude do empenamento); o0 momento torsor de Saint-

Venant, T, , ¢ igualmente nulo e, consequentemente, 0 momento torsor total ¢ dado apenas
por T =T, =—EI ¢" (isto € patente no caso c apresentado no Quadro 2.1). Se o empenamento
for livre numa extremidade da barra, o bimomento B=-EI ¢" anula-se nessa mesma

extremidade (caso b e d do Quadro 2.1).
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Quadro 2.1 - Condig¢des de Fronteira (adaptado de Gjelsvik, 1981)

_— Condicgoes de Condicdes de fronteira
Descricao . " " Caso
fronteira cinematicas estaticas
[ $=0
r__ 0 - a
Rotagdo de tor¢do e ¢'=
empenamento impedidos
=0 El ¢"=0 b
Rotagdo de tor¢do impedida / 9
e empenamento livre
T
H] _>>
¢ =0 —EI ¢" =T c
Rotagdo de torgdo livre e
empenamento impedido
T
—>> GJ¢' —EI ¢" =T
— d
Rotagdo de torcdo e El¢"=0

empenamentos livres

A fim de ilustrar a aplicacdo dos conceitos anteriores, apresenta-se agora uma analise do
comportamento de uma barra em consola solicitada por um momento torsor 7, aplicado na

extremidade livre (Figura 2.3). A barra tem comprimento L, rigidez de empenamento EI, e

rigidez de Saint-Venant GJ. Na sec¢do de encastramento, a rotagdo em torno do eixo
longitudinal encontra-se impedida, assim como o empenamento.

| EL, GI T

L

Figura 2.3 - Barra em consola sujeita a momento torsor constante 77,
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Sendo o momento torsor
T(x)=GJ ¢'(x)-EI, ¢"(x) )
constante ao longo da barra (7'(x) =7, , 0<x < L), obtém-se, por derivagao,
T'(x)=GJ§"(x)— EL§*(x)=0. (10)

A rotagdo de tor¢do ¢ pode assim ser obtida resolvendo a equagdo diferencial homogénea

(10) com as condigdes de fronteira (casos a € d do Quadro 2.1)

$(0)=0 (11)
$'(0)=0 (12)
¢"(L)=0 (13)
GJ§'(L)—El ¢"(L)=T, . (14)

Este problema pode ser adimensionalizado através da introducdo da abcissa normalizada

X

&=% e da fungdo ¢ definida, no intervalo [0,1], por (&) =@(EL) . Tendo em conta que,

pela regra de derivagdo da fun¢do composta, se tem

e _ Lo, (15)

My = G ()9S
g7 (x)=¢ (f)dxn I

resulta da equacao (10)
K$D(6)-9"(&) =0, (16)

EI . A . . .~ .
em que k = 4/ 2 GJ ¢ um parametro adimensional.” Por sua vez, as condigdes de fronteira

(11)-(14) escrevem-se agora na forma

$(0)=0 (17)
$'(0)=0 (18)
$"(1)=0 (19)

* Este parametro pode ainda ser escrito como k=%, em que d =m ¢ uma propriedade da seccdo
transversal normalmente designada por comprimento caracteristico (Gjelsvik, 1981, Kollbrunner e Basler,
1969). De acordo com Kitipornchai e Trahair (1980), o pardmetro k dos perfis habitualmente usados em vigas
pode variar entre 0,03 ¢ 0,80.
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T m LT
¢ -k ¢"(1) = GJL (20)
A equacdo (16) tem como solucdo geral
é(é:) = ¢ + ¢, +¢;sinh (%) +c¢, cosh (%j : (21)

As constantes de integrag¢do ¢,, ¢,, ¢; € ¢, sdo determinadas a partir das condigdes de
fronteira (17)-(20). Obtém-se

kLT, 1

Gte =0 eyl h(kj

¢, _ LT,
02+_=0 Cz_

k - GJ (22)
032 smh(lj+—zcosh(lj=0 c3:—kL—TL
k k) k k GJ

LT, kLT, 1
c, = GJL G="c tanh(;]

e, portanto, tem-se

- kLT, 1\, LT, , kLT, . (&) kLT, 1 ¢
$(&)=- GJth[kj o nh[kj+ GJtnh(chosh(kj. (23)

Esta funcao esta representada graficamente na Figura 2.4 para k£ =0,1 (valor moderadamente
reduzido) e para k£ =0,5 (valor moderadamente elevado). Sdo também apresentadas, para os

mesmos valores de k&, as seguintes versdes adimensionalizadas das distribuigdes de
bimomento, momento torsor de Saint-Venant e¢ momento torsor de (restricdo do)
empenamento (Figuras 2.5, 2.6 € 2.7, respetivamente):

B(EL) _ EI

B(&) = TR GJ ¢'(&)=—k"¢" ()= (24)
= KLT, {sinh (éj —tanh (lj cosh (éﬂ (25)
GJ k k k
Ty, (&) = %ﬁﬂ) =4'(&) = o {1 cosh ( i j +tanh [%) sinh [%ﬂ (26)

o TIAGE G

w _ {cosh[gj tanh (lj sinh (éﬂ (27)
GJ k k k
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Em todos os graficos, o eixo das ordenadas estd normalizado pelo fator GJ / (L7, ) . Constata-

se que:

(1) No caso k=0,1, a curva ¢ vs. & da Figura 2.4 ¢ praticamente reta para &>0,3,

apresentando curvatura visivel apenas na vizinhanca de £=0 (ou seja, junto ao apoio).
Esta observagdo ¢ confirmada nas Figuras 2.5 e 2.6, onde se constata que ¢ ¢é

sensivelmente constante e ¢” ¢ sensivelmente zero para & > 0,3 . Pelo contrério, a curva

$ vs. & relativa a k=0,5 apresenta uma curvatura evidente ao longo de todo o seu

comprimento, se bem que mais pronunciada junto ao apoio.

(2) O bimomento € o momento torsor de empenamento (proporcionais a segunda e terceira
derivadas da rotacdo de torcao, respetivamente) sdo maximos (em valor absoluto) no
encastramento. Para k£ =0,1, estes esfor¢os decaem depois rapidamente, tornando-se

praticamente nulos a uma distancia relativamente curta do apoio. J& para k£ =0,5, tanto o

bimomento como o momento torsor de empenamento decaem mais lentamente,
apresentando valores significativos em todo o comprimento da barra.

(3) Como nao podia deixar de ser,

(T (&) +T.(5) LG—; — (T, (1) + T, (£L)) Ti ~1, vEelo]. (28)
- GJ
Fig) IT,

1.0

yd

0g /
—1=03
/ — =01

04 e

02 > ,—-/
A/

0.00 023 020 0.75 1.00

('™

0.0

Figura 2.4 - Rotagdo de torgdo, ¢(¢)
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06 +B(#)

AN

\ — k=05
\ —k=0.1
02

™~
| N,

0.0
0.00 023 0.30 0.73 1.00
Figura 2.5 - Bimomento (adimensionalizado), B(¢&)
- GJ
T [
selS) IT,
1.0
L~

03 /

NI —
—k=01

04 /

02 /

00
0.00 023 030 075 1.00

iy

Figura 2.6 - Momento torsor de Saint-Venant (adimensionalizado), 7, (&)
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&)

GJ
TC LT,

L

10

“IN

0.6

\

o~

04 \
[ ——
02 \
£
0.0 ~ -
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Figura 2.7 - Momento torsor de empenamento (adimensionalizado), T (&)

—k=05
—k=01
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3 DEFINICAO DA CLASSE DE PROBLEMAS A ANALISAR

3.1 Geometria e Propriedades Materiais

As vigas estudadas nesta dissertagdo sdo prismaticas e com sec¢do aberta de paredes finas
monossimétrica, sem quaisquer imperfeicdes (i.e., “ideiais’), encontrando-se representada na
Figura 3.1 a configuracdo indeformada de dois elementos com estas caracteristicas. Adota-se
um sistema de eixos fixos, ortogonal e direto, de modo a que, na configuragdo indeformada,
(1) o eixo x coincida com o eixo baricéntrico da viga, (2) os eixos y e z correspondam aos
eixos principais centrais de inércia da secgdo transversal e (3) o plano (x,z) seja plano de
simetria. O comprimento da viga ¢ designado por L.

O material considerado € linearmente elastico, homogéneo e isotropico, caracterizado pelo
modulo de elasticidade E e pelo modulo de distor¢do G.

3.2 Carregamento

Ao longo de toda a trajetoria de equilibrio fundamental, considera-se que a viga se encontra
submetida ao sistema de forcas (generalizadas) exteriores conservativas representado na
Figura 3.2:

(1) Forca transversal uniformemente distribuida ¢, que atua segundo o plano de simetria

(x,z), inicialmente a uma cota z,.

a) b)

Figura 3.1 — Configuragao indeformada de uma viga a) duplamente simétrica e b)
monossimétrica. Referencial adotado
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(2) Forgas concentradas nas extremidades, Oy ¢ Oy, que atuam segundo o plano de simetria

(x,2), inicialmente as cotas z, € z

9 o’

(3) Momentos concentrados nas extremidades esquerda e direita, M e M, respetivamente.
0 L

Com o intuito de evitar algumas questdes delicadas relacionadas com a definigdo de
momentos conservativos (Simitses e Hodges, 2006), apenas ¢ considerada a acao destes
momentos quando a rotagdo de torcao da seccdo em que estdo aplicados se encontrar
impedida.

Todas as forgas aplicadas sdo proporcionais a um unico parametro de carga, 4. Pode portanto
escrever-se, por exemplo, ¢ =g¢,,.4, onde g, ¢ um valor de referéncia ndo negativo, ¢ de
igual forma para as restantes forgas. Assim, ao longo da trajetoria de equilibrio fundamental,

parametrizada por 4, o campo de momentos fletores ¢ dado por

2

X
My(.x, /7’) =- MyO,rLff +Q0,ref x+qr¢f ? /1 = My,rqf (.X)ﬂ/’ (29)

2 . . o~
emque M = —(M e+ Qorer X+ Gy XT) representa a distribui¢do de momentos flectores

associada aos valores de referéncia das forgas exteriores.

3.3 Condicbes de Apoio

E conveniente distinguir entre (1) condi¢des de apoio para a flexdo no plano de simetria (x,z)
(daqui em diante designadas por “condigdes de apoio no plano™) e (2) condigdes de apoio para
a flexdo no plano principal (x,y) e para a tor¢do, incluindo empenamento (designadas por
“condi¢des de apoio fora do plano”).

Figura 3.2 — Sistema de forcas exteriores (forgas aplicadas e ou reagdes) para condigdes de
apoio arbitrarias
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As condigdes de apoio no plano intervém na analise da trajetoria de equilibrio fundamental,

ou seja, na determinagdo do campo de momentos M, e dos deslocamentos no plano de

simetria (x,z). Sdo considerados os tipos de apoio correntes: (1) articulagdes fixas e moveis e
(2) encastramentos fixos e moveis. Para o sistema de for¢as genérico apresentado na Figura
3.2, estas condi¢cdes de apoio determinam quais das for¢as de extremidade s3o agdes
(eventualmente com valor nulo) e quais sdo reacdes.

Ja as condi¢des de apoio fora do plano intervém na analise de bifurcagdo, e podem incluir
qualquer combinagdo consistente (i.e., que nao dé origem a um mecanismo) de restrigdes
rigidas dos seguintes deslocamentos nas sec¢des extremas da viga: (1) deslocamento segundo
y do centro de corte, (2) rotagdo em torno do eixo x, (3) rotagdo em torno do eixo z e (4)
empenamento.

3.4 Objetivos da Andlise

Como referido na Introducdo, vigas como as atrds descritas sdo suscetiveis a encurvar
lateralmente por flexao-tor¢do quando nao dotadas de um contraventamento adequado.

Nesta dissertagdo, pretende-se desenvolver uma ferramenta de analise que identifique os
pontos de bifurca¢do por flexdo-tor¢do, isto €, que determine os valores de bifurcagdo do
parametro de carga A e, se pretendido, também a forma dos modos de instabilidade a estes
associados. Pretende-se ainda que a ferramenta desenvolvida tenha a possibilidade de
considerar, ou ndo, o efeito da deformacgdo de pré-encurvadura na resisténcia a encurvadura

lateral.
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4 MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL ADOTADO

De acordo com a definicdo dada por Antman (2005), um modelo unidimensional pretende
caracterizar os aspetos considerados relevantes, para determinada aplica¢do, do comportamento
mecanico de uma classe de barras por intermédio de um ntimero finito de equagdes com uma
Ginica variavel independente espacial. E desejavel que as variaveis dependentes tenham uma
interpretacado fisica relativamente simples.

Para descrever o comportamento geometricamente nao linear de barras prismaticas com
seccdo aberta de paredes finas, adota-se nesta dissertagdo o modelo matematico
unidimensional desenvolvido por Attard (1986). Trata-se, no essencial, de um modelo de
casca (bidimensional, portanto) ao qual sdo impostos os seguintes constrangimentos internos:

(1) As seccdes transversais ndo se deformam no seu plano.

(2) Na superficie média da barra, as distorgdes y . (que traduzem a variagdo de angulo,

inicialmente reto, entre as geratrizes da superficie média e as linhas médias das sec¢des
transversais) sao desprezaveis.

(3) As fibras, inicialmente normais a superficie média da barra, permanecem retas e normais
aquela superficie ap6s a deformagdo, sem alteragao de comprimento.

Os dois primeiros constrangimentos internos correspondem as hipoteses classicas de Wagner
(1929) e de Vlasov (1961). Em particular, o constrangimento (1) permite considerar cada
seccdo transversal como um disco rigido, para efeitos de descricdo do movimento no seu
plano, mas ndo permite a consideracdo de fendmenos de instabilidade local e/ou distorcional,
matérias que se encontram fora do ambito da dissertagao.

J& o constrangimento (3) ¢ conhecido como hipétese de Kirchhoff-Love (Love, 1944).
Permite tomar em consideragdo o empenamento dito secundario, ou seja, 0 empenamento na
espessura da parede relativamente a linha média da seccdo, como mostra a Figura 4.1. O
efeito do empenamento secundario assume uma particular relevancia no caso de sec¢des que
ndo exibem empenamento primario, isto €, empenamento da linha média, como por exemplo
seccoes retangulares finas, cantoneiras e secgcoes em T (Attard e Lawther, 1989).
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Figura 4.1 — Empenamento primario € empenamento secundario numa sec¢ao aberta de
paredes finas (Attard, 1986)

A definicdo de uma configuragdo deformada ¢ feita a partir dos seguintes deslocamentos
generalizados (fungdes apenas de x): (1) deslocamento axial médio das secc¢des transversais,
representado por u, (2) deslocamentos transversais, segundo y e z, do eixo dos centros de
corte, designados por v e w, respetivamente, e (3) rotacdo das secgdes transversais em torno
do eixo longitudinal x, designada por ¢ .

O modelo matematico de Attard ndo ¢ geometricamente exato, isto €, ndo ¢ valido para
deslocamentos e rotagdes arbitrariamente grandes. E, portanto, fundamental referir que este
modelo esta limitado a:

(1) Pequenos deslocamentos axiais (a derivada do deslocamento axial — grandeza
adimensional — ¢ muito pequena em comparagdo com a unidade).

(2) Rotagdes de flexdo pequenas a moderadas. Ja as rotagdes de tor¢ao podem ser grandes.

Ghobarah & Tso (1971) justificam a disparidade no tratamento cinematico da flexdo e da
tor¢ao pela baixa rigidez de tor¢do, comparativamente a rigidez de flexao, que as barras com
seccdo aberta de paredes finas em geral apresentam.

Por fim, ¢ importante mencionar que, no desenvolvimento do seu modelo, Attard adota uma
abordagem variacional, baseada no principio da estacionaridade da energia potencial total.
Como refere Fung (1965), esta abordagem apresenta as seguintes vantagens:

(1) Considera o sistema mecanico na sua globalidade, e ndo as partes individuais que o
compoem.

Vanessa Gil Cristino 18



Encurvadura por Flexdo-Torcao de Vigas Elasticas 4 MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL ADOTADO

(2) Permite obter, de uma forma consistente, as equagdes de campo e as condigdes de
fronteira que regem o problema.

(3) Inclui automaticamente os efeitos dos constrangimento, sem que seja necessario conhecer
as reagdes correspondentes.

(4) O método direto do calculo de variagdes ¢ uma das ferramentas mais poderosas para
obter solugdes numéricas.

Na presente dissertacdo, o processo de analise desenvolve-se em duas fases sucessivas. Numa
primeira fase ¢ determinada a trajetéria de equilibrio fundamental, a qual envolve apenas
flexdo no plano de simetria (x,z). Sobre esta trajetoria identificam-se depois os pontos de
bifurcacdo do equilibrio por flexdo-tor¢do. Estas duas fases s3o discutidas mais
pormenorizadamente nas duas sec¢des que se seguem.

4.1 Trajetoria de Equilibrio Fundamental

Num estado de equilibrio fundamental, a viga encontra-se submetida apenas a flexdao no plano
(x,z), pelo que o deslocamento segundo y do centro de corte e a rotacdo de tor¢do das secgdes
sdo identicamente nulos (v=0 e ¢=0).

A determina¢do do deslocamento segundo z do eixo dos centros de corte, designado por w,
pode ser feita integrando a equacao diferencial linear

EI, w =g, (30)

onde EI, designa a rigidez de flexdo em torno do eixo y ¢ g ¢ a forga transversal aplicada

(segundo z). A solugdo geral desta equagdo tem a forma
L (B L A B It (31)
W—E[ 6clx 2(:2x Gxte, |+w,,

onde w, representa uma solugdo particular e as constantes ¢, c,, ¢, € ¢, sdo determinadas a

partir das condi¢des de fronteira no plano. Nos Quadros 4.1 e 4.2 encontram-se apresentadas,
para algumas situacdes tipicas, (1) as condi¢des de fronteira a considerar, (2) uma solugao

particular w, e (3) os valores correspondentes das constantes de integragéo.
Em virtude da linearidade deste problema de valores na fronteira, pode escrever-se w=Aw,,,,
onde w,, ¢ o deslocamento correspondente aos valores de referéncia das cargas aplicadas.

Outras solugdes podem ser facilmente obtidas pelo principio da sobreposi¢ao dos efeitos.
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Quadro 4.1 — Flexao no plano — Condig¢des de fronteira em algumas situagdes tipicas

M, M,
(-\ El, @
X Ly T w(0)=0 —EIL,w"(0) =M, w(L)=0 —EIW'(L)=M,
lw "
9
LT PPl
p El, Y w(0) =0 w"(0) =0 w(L) =0 W'(L) =0
L L
lw "
0<x<t
2
QL w(0)=0 w"(0)=0 w'[ = —Elyw'"(£j = Q
?X £l R 2) 2
L2 | 1/2 |
Tw i v % <x<L
/ L " L Q U
w [E) =0 —EIw (Ej =3 w(L)=0 w(L)=0
9
| X Ey w(0) =0 Ww'(0) =0 Ww'(L) =0 —EI w"(L)=0Q
L L )
w
9
O
 x El, w(0) = 0 Ww'(0)=0 Ww'(L)=0 Ww"(L)=0

L

+

4.2 Pontos de Bifurcacao

Depois de definida a trajetoria de equilibrio fundamental, identificam-se sobre esta os pontos
de bifurcagao por flexao-tor¢ao. Para tal, ¢ utilizado o critério de Trefftz (Bazant & Cedolin,
1991, ou Reis & Camotim, 2001), segundo o qual os pontos de bifurcacdo correspondem a
estacionarizacdo da segunda variacdo da energia potencial total em torno de um estado de

equilibrio fundamental.
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Quadro 4.2 — Flexao no plano — Solugdo particular e constantes de integragao

Wp Cy C, Cy Cy
. i
P £, R M, -M, L
0 M, Z(2M, +M,) 0
1 L # L 6
w
%
I .
X Ely R 24qg[ x* _%L 0 9L 0
, L , 2 24
-
Tw
OS)CS£
2
2
2 0 _oL 0
2 16
0
£SxSL
2
Q _oL 301 or’
2 2 16 48
9
X Ely
> 0 -0 oL 0 0
L L
w
9
(O ,
" o 24(12*1 x 0L % 0 0
L J-F ¥ 2

Do modelo de Attard (1986) resulta que a segunda variagdo da energia potencial total em

torno de um estado de equilibrio fundamental €, para o caso de vigas com sec¢do transversal

monossimétrica, dada por

v

_ % [[[ELO +w 97 + E1L(#) +GI (@) Jdx+

%jOLMy [2v”¢5+ﬂ)(¢’)2 + w"¢2]dx+
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zZ,—Z¢

2

+

[ q#dx+2"C 0,40y +72"C 0, y(LY, (32)

em que v ¢ ¢ representam as duas componentes do modo de instabilidade, w" ¢é a curvatura

(linearizada) no estado de equilibrio fundamental, M ¢ a distribui¢do de momentos fletores

definida em (29) e 8, ¢ um coeficiente de monossimetria definido como
_ 1 2 2
ﬂy—I—VLZ(y +2%)dA -2z, (33)

(para sec¢des duplamente simétricas tem-se g =0). Note-se que w=Aw,, e M =AM .

e, nesta fase, as fungdes w,,, e M, . ja sdo conhecidas.

Quando os efeitos da curvatura de flexdo no estado de equilibrio fundamental sdo desprezados
— isto €, quando se admite que a viga permanece reta até atingir o estado critico —, a segunda
variag¢do da energia potencial total reduz-se a

v, :% [[[ELON +EL@Y + GJ(¢’)2]dx+% [ M, [2v" g+ B, (9) ]+

Z,—Z¢

“waw+ 0,407 +2"C 0, (L) (34)

Observe-se ainda que v'¢+1w"¢” representa a variagdo de segunda ordem da curvatura no
plano (x, z). De forma analoga, v" +w"¢ representa a variagdo de primeira ordem da curvatura

no plano (x, y).

As tltimas trés parcelas das expressoes (32) e (34) referem-se a influéncia da localizagdo do
ponto de aplicacdo das forcas transversais em relacdao ao centro de corte C da seccao (Figura

4.2). Uma forga aplicada “abaixo” do centro de corte (z,>0 ou z,>0) provoca, na
configurag¢do de equilibrio ap6s encurvadura, um momento torsor adicional que tem um efeito

“contrario” a deformacao (i.e., tem um efeito estabilizador) e faz aumentar o valor critico do
parametro de carga. Se, pelo contrario, o ponto de aplica¢ao da forga se encontrar “acima” do

centro de corte (z, <0 ou Zy <0), o efeito é instabilizante e, consequentemente, ha uma

diminui¢do do valor critico do parametro da carga.

Vanessa Gil Cristino 22



Encurvadura por Flexdo-Torcao de Vigas Elasticas 4 MODELO MATEMATICO UNIDIMENSIONAL ADOTADO

¢ ¢ ¢
G G 4 G
q
T;&— C i {8 lq
zq<0 zq=0 z>0

Figura 4.2 - Influéncia da posi¢ao do ponto de aplicagdo das forcas transversais

Para perceber o efeito da monossimetria, considere-se a situacao apresentada na Figura 4.3.
em que a forca de compressdo, F., aplicada ao banzo superior (banzo maior) ¢&
aproximadamente igual a forca de tragdo, F;, no banzo inferior (banzo menor), ja& que o
esforco axial € nulo. Visto que o banzo superior se encontra mais proximo do eixo de tor¢ao,
que passa pelo centro de corte C, a sua rotacao de empenamento durante a tor¢do ¢ menor que
a rotacao de empenamento do banzo inferior. Assim, a componente transversal instabilizadora
¢ menor e tem um braco menor do que a componente transversal estabilizadora, pelo que a
resisténcia a encurvadura aumenta. Verificar-se-ia a situagdo inversa quando o banzo
comprimido ¢ o menor.

Restoring component

Figura 4.3 — Efeito da monossimetria na encurvadura lateral por flexao-tor¢ao (Trahair, 1993)
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5 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS

Neste capitulo sdo desenvolvidas duas formulagdes de elementos finitos para a andlise de
bifurcacdo de vigas. Na mais simples, o efeito da deformagdo de pré-encurvadura ¢
desprezado. A formulagdo mais complexa permite ter em consideracdo aquele efeito. Nesta
ultima, utilizam-se as solu¢des exatas obtidas no capitulo anterior (sec¢do 4.1) para a
trajetoria de equilibrio fundamental.

A secgdo 5.1, relativa a aproximacdo do campo de deslocamentos, e a sec¢do 5.4, que

descreve o procedimento de montagem das matrizes de rigidez da malha de elementos finitos
a partir das matrizes de rigidez elementares, sdo comuns as duas formulagdes.

5.1 Aproximagao do Campo de Deslocamentos

Considere-se a parti¢ao do intervalo [0, L], dominio do problema, em 7 subintervalos da forma

Q' =[x.x]=[(e- DA, er], (35)

onde e=1,....,n ¢ A=1%, (Figura 5.1). Em cada um deles define-se a coordenada local

7=, (36)
aqual variaentraO e A.
A=Y
x'=0 x5 =(e-1)%, X =el =L
[ @ L @
X aQ
F—>
1 2
7' = x—xl(e)
L=nA

Figura 5.1 — Parti¢ao do dominio e definicdo da coordenada local
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Uma vez que nos integrais da segunda variagdo da energia potencial (equagdes (32) e (34))
figuram segundas derivadas de v e¢, varidveis dependentes do problema, a aproximagao

destas fungdes devera ser continua com primeira derivada continua (continuidade C'). Assim,

em cada subintervalo Q' adotam-se os polinémios cubicos

(e) (e)) _ (e) (e)2 (e)3
v (1) =ay+a, 7 +a,n'* +a,n 37)

B0 ) = by +b, 7" +b, 7O + by, (38)

. - © 4@
onde os coeficientes a,,...,a, € b,,...,b, dependem unicamente dos valores que v{”, ¢\ e a
primeira derivada de cada uma destas fungdes assumem nas extremidades do subintervalo

(77(6) =0en?= A) . Pode assim escrever-se (37) ¢ (38) na forma

g
4e
d4e
{vy)(n“))}{m@ NY 0 0 |[N? NP 0 0 } dy

Y |_N©@.g© (39)
O@] Lo 0 NO N9 o 0 N N

(e)
ds

(e)
d6

(e)
d7

(e)
_d8 .

onde N9, N9 N“ e N sdo as fungdes de forma clibicas de Hermite (e.g., Becker et al.,

1981), representadas na Figura 5.2 e definidas por

g 3 7 2
Nl(e)(ﬂ(e))=2(fj —3[T +1 (40)
-2
7
N (' =n" KTJ +1 41)
©)? @)
Né")(n“’)=3[%] —2(’7?] (42)
) ()
N @' )=n" (%) _(%j , (43)

e d“ ¢é o vetor de deslocamentos nodais representados na Figura 5.3.
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N N3

——

1 n @/

O

Nz(e)' tan "

7
F

1

. n9A
tan~' (1) N

Figura 5.2 — Fungdes de forma cubicas de Hermite (adaptada de Becker et al., 1981)

Figura 5.3 — Deslocamentos nodais elementares (a amplitude do empenamento, dada pela
derivada da rotagdo de tor¢do, ¢ representada por uma seta tripla)

5.2 Matrizes de Rigidez Elementares — Caso em que é desprezado o efeito da
deformacao de pré-encurvadura

Considerando a aproximacao das variaveis dependentes descrita anteriormente, a segunda
variagdo da energia potencial total (34) vem, por sua vez, aproximada por
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v, :ZV(C) Z j D®.N®.d <e>)T -E}@)-(D(”-N‘@).d(@)) dn'® +

+% {ZJ‘OA(D(@ .N©.g® )T ,E(ze) _(D(e) N©@ ~d(€))d77(e) n

(20, =26 ) Qe (A7) (20, = 2¢ ) Oy (A1) ] (44)
onde
- _
(dn'”)
0 1
D© — d (45)
0 d77(e)
d2
(dn')* |

¢ uma matriz de operadores diferenciais que estabelece a relagdo entre deformacdes
generalizadas e deslocamentos,

EI. 0 0 0
o _ 0 0 0 46
b 0 GJ] 0/ (46)
0 0 EI,
¢ uma matriz constitutiva e
| 0 M. (x(59) 0 0]
yiref n
e M ref x(n(e)) Z,—Z q,,e 0 0
EY = e (0) (2 =2t . : (47)
0 0 M, . (x@')B, 0
I 0 0 0 0]

com x(7)=7"" +x{” =n'” +(e—1)A representando a transformagdo inversa de (36).

Visto que as entradas dos vetores d sdo constantes, isto ¢, ndo dependem de 7', estes
vetores podem ser colocados fora dos integrais presentes em (44). Assim, a contribuigio V.

de cada elemento finito para 7, , pode ser escrita, de forma compacta, como
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s =%d<e” (K + K, )-d, (48)

onde K!” representa a matriz de rigidez material elementar ¢ K\’ a matriz de rigidez

geométrica elementar, dadas por

K = J'OA[(D“’) N©)EY (D N(‘”)}dn(") (49)
K = J’OA[(D@ N© )T EW -(D(e’ _ N(e))]dﬂ(e). (50)

A matriz K" {resp. K\"} adiciona-se ainda, na posigdo (3,3) {resp. (7,7)}, a parcela
(ZQO —ZC)QOM {resp. (ZQL —ZC) O, ,, | caso exista uma carga concentrada na extremidade

inicial {resp. final} da viga, aplicada fora do centro de corte.

5.3 Matrizes de Rigidez Elementares — Caso em que é considerado o efeito da
deformacao de pré-encurvadura

Quando se inclui o efeito da deformagao de pré-encurvadura, a contribui¢ao de cada elemento
para a aproximagao da segunda variagdo da energia potencial (32) ¢ dada por

7y %dw [ K+ A(KY +KEO)+ 22K |-d, (51)

em que K9 e K sdo as matrizes de rigidez elementares definidas na secgdo anterior e K{”

e K\ sdo matrizes rigidez elementares adicionais associadas ao efeito da deformagdo de pré-

encurvadura, dadas por

K = [(D9-N) -EY (D@ -N©)dp" (52)
K = ["(DYNY EY (D@ -N)dn", (53)
com
I 0 EL W, (x(?)) 0 0]
g | EL W (x01) 0 00 (54)
0 0 0 0
I 0 0 0 0]
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0 0 0 0
go |9 w:ef(X(U(E)))[EIZW:Bf(X(U(E)))+M)7,ref(X(U(E)))] 00 (55)
"o 0 0 0

0 0 0 0

5.4 Agregacao das Matrizes de Rigidez

O passo a seguir descrito consiste na agregagdo das matrizes de rigidez da viga (ou mais
corretamente, da malha de elementos finitos em que aquela foi discretizada) a partir das
contribui¢cdes elementares. Esta agregacdo ¢ efetuada da forma habitual, como esquematizado
na Figura 5.4. Os blocos representados a tracejado nesta figura tém dimensdo 8x8 e
representam as matrizes de rigidez dos sucessivos elementos finitos. Obtém-se desta forma as

varias matrizes de rigidez da malha de elementos finitos, designadas por K, (i=1,2 quando
se despreza o efeito da deformagdo de pré-encurvadura e i=1,...,4 quando aquele efeito é
incluido na andlise), todas elas quadradas e de dimensdo 4(n+1) (relembre-se que n designa

o niumero de elementos finitos constituintes da malha e, portanto, n+1 ¢ o nimero total de
nos).

As condi¢des de fronteira cinematicas, sendo todas homogéneas, sao incorporadas através da
eliminacdo das linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade cujo deslocamento se
encontra impedido.

5.5 Problema Algébrico de Valores e Vetores Préprios — Caso em que é
desprezado o efeito das deformagdes de pré-encurvadura

A estacionariza¢do de ¥, , conduz neste caso a um problema linear (em A) de valores e

vetores proprios, dito generalizado, com a forma
(K1+/1K2)-d:0. (56)
Este problema linear ¢ resolvido em MatLab com o comado “eig”,

Ao menor valor préprio positivo, de fundamental importancia do ponto de vista estrutural, da-
se o nome de parametro de carga critico. Como este parametro € obtido desprezando o efeito
da deformacao de pré-encurvadura, acrescenta-se o qualificativo “classico” e representa-se,

assim, pelo simbolo A" .
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8 colunas

8 linhas

Figura 5.4 - Representagdo esquematica da agregacao das matrizes de rigidez da malha de
elementos finitos, a partir das matrizes de rigidez elementares (adaptado de Becker ef al, 1981)

5.6 Problema Algébrico de Valores e Vetores Préprios — Caso em que é
considerado o efeito das deformacdes de pré-encurvadura

No presente caso, a discretizagdao por elementos finitos conduz a um problema de valores e
vetores proprios quadratico (em A) com a forma,

(K, +A(K, +K,)+ 2K, ]-d=0, (57)
o qual ¢ resolvido em MatLab com o comando “polyeig”.

Ao menor valor proprio positivo da-se novamente o nome de parametro de carga critico, mas
agora associado ao qualificativo “ndo linear”, indicando que € considerado o efeito da
deformagdo de pré-encurvadura. Adota-se o simbolo 1”7/ para sua representagao.

Vanessa Gil Cristino 30



Encurvadura por Flexdo-Torcéo de Vigas Elasticas 6 EXEMPLOS DE VERIFICACAO

6 EXEMPLOS DE VERIFICACAO

Tendo como objetivo (1) a verificagdo das formulagdes de elementos finitos desenvolvidas,
bem como da sua implementagdo computacional, e (2) a avaliagdo da influéncia da
deformagdo de pré-encurvadura na instabilidade lateral por flexdo-tor¢do de vigas, sdo aqui
apresentados alguns resultados numéricos relativos a barras com diferentes geometrias,
condi¢cdes de apoio e carregamentos. Sempre que possivel, os resultados obtidos sdo
comparados com os disponiveis na literatura.

6.1 Exemplo 1 — Viga Simplesmente Apoiada com Seccao Duplamente
Simétrica, submetida a Flexdo Uniforme

Considere-se uma viga de sec¢do duplamente simétrica (S, =0), simplesmente apoiada no

plano e apresentando, fora do plano, as condi¢cdes de apoio ditas “padrao” (nas duas
extremidades, o deslocamento segundo y e a rotagdo em torno do eixo x estdo impedidos,
enquanto a rotacdo em torno do eixo z € o empenamento sdo livres), submetida a flexdo
uniforme (Figuras 6.1 ¢ 6.2).

Quando o efeito dos deslocamentos de pré-encurvadura ¢ ignorado (analise “classica”), este
problema tem a solucdo analitica (Trahair, 1993)

. . *EI
Mcv‘lasstcn — //L%’lasstco M — z EI GJ+ T w (58)
cr cr ref z 2
L L
M =M, C ")M =M,
e —J———=>
ﬁ_ El,, EI,, El,,, GJ paY X
|
; |
W
L

Figura 6.1 — Exemplo 1: Viga simplesmente apoiada submetida a flexdo uniforme
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=
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
+

z

Figura 6.2 — Exemplo 1: Seccdo transversal duplamente simétrica

Quando o efeito da deformagdo de pré-encurvadura é incluido na analise, o problema tem
também solugdo analitica, dada agora por (Andrade e Camotim, 2004)

M classico
cr

ndo linear __ 4 ndo linear _
Mcr - ﬂ’cr Mref - (59)

Esta expressao indica que, para este problema, ndo existe possibilidade de encurvadura lateral

por flexdo-tor¢do quando /. =17 , isto ¢, quando a viga estd solicitada a flexdo no plano
principal de maior inércia. Quando 7, </ , (1) a consideragéo do efeito da deformagéo de

pré-encurvadura conduz a um momento critico mais elevado do que o fornecido pela analise

“classica”, (2) este aumento € tanto mais significativo quanto maior for a /. //, (inferior a

unidade). Tal pode ser explicado pelo facto de a bifurcagdo do equilibrio ocorrer quando a
viga se encontra ja fletida (i.e., com uma configuracdo de “arco invertido”), o que provoca
uma resisténcia adicional & instabilidade lateral. E l6gico prever que este efeito seja tanto mais

significativo quanto maior for a relagdo /. /7, , na medida em que a viga se encontrara “mais

fletida” na bifurcagao.

Os resultados numéricos que se apresentam seguidamente dizem respeito a vigas com as
caracteristicas geométricas e materiais indicadas no Quadro 6.1 (Trahair e Woolcock, 1973).
Consideram-se duas secc¢Oes transversais, designadas por 8UC31 e 10UB29, que exibem
diferentes relagdes 1. /1, .
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Quadro 6.1 — Exemplo 1: Propriedades geométricas e materiais

8UC31 10UB29

h [mm] 192,2 246.,9
I, [cm™] 4566 6560
I, [cm*] 1540 678,5

lw [cm®]  1422x10°  103,4x10°

J[cm*] 22,23 25,72
E [GPa] 206,9
G [GPa] 82,74
L [m] 12,00

1./1, 0,337 0,103

Os valores de M ™ e M!*" obtidos com malhas de elementos finitos progressivamente

mais refinadas estdo indicados no Quadro 6.2 e nas Figuras 6.3 e 6.4. Observa-se uma rapida
convergéncia para os resultados exatos. A convergéncia faz-se sempre por valores superiores,
j& que o modelo de elementos finitos ¢ mais rigido do que o modelo continuo.

Quadro 6.2 — Exemplo 1: Valores de M2 ¢ M "™ em fung¢io do nimero n de

elementos finitos utilizado

Mcrcléssico (kNm) Mcrnéolinear (kNm)
n 8UC31 10UB29 8UC31 10UB29
1 74,39 51,94 88,44 54,30
2 67,03 46,96 82,24 49,58
4 66,77 46,79 82,01 49,41
8 66,75 46,79 82,00 49,40
16 66,75 46,78 82,00 49,40
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Mccrla'ssico (kNm)

80 -
\ —e PS PY
60 -
.\' ® ® ® —o—38UC31
40 1 —o—10UB29
20 1
n
0 T L L L T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 6.3 — Exemplo 1: Evolugio dos valores de M em fungdo do nimero n de

elementos finitos utilizado

Mcnrdo linear (kNm)

100

80 - .\t . ®

60 -
.\F —0—8UC31
—— o o
—0—10UB29
40 A
20 A
n
0 T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 6.4 — Exemplo 1: Evolugdo dos valores de M"*"*” em fungdo do numero n de

elementos finitos utilizado
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6.2 Exemplo 2 — Consola com Seccdo Duplamente Simétrica, com Carga
Pontual aplicada na Extremidade Livre

Considere-se a consola com sec¢do duplamente simétrica (z. =/, =0) representada na
Figura 6.5, atuada por uma for¢a concentrada aplicada na extremidade livre. No

encastramento fixo, todos os deslocamentos e rotagdes relevantes, assim como o
empenamento, estao impedidos.

Para este exemplo sdo novamente usadas as secg¢des transversais 8UC31 e 10UB29, cujas
caracteristicas geométricas ja foram indicadas no Quadro 6.1. Sdo também usadas as
propriedades materiais fornecidas nessa quadro. O balango L da consola varia entre 2,00 e
8,00 m. A forga concentrada na extremidade livre ¢ aplicada a meia altura (z, =0), no banzo

superior (z, =—h/2) e no banzo inferior (z, =—h/2).
Os resultados obtidos com n =16 elementos finitos estdo resumidos no Quadro 6.3 ¢ nas
Figuras 6.6 e 6.7. Refira-se que o padrdo de convergéncia obtido a medida que a malha vai

sendo refinada ¢ idéntico ao observado no exemplo anterior.

Para z, =0, e a semelhanga do exemplo anterior, verifica-se que

classico
Q:rﬁ() linear — Qc'r , (60)
L
1

Vv

relacdo que € novamente suscetivel de demonstrag@o analitica (Andrade e Camotim, 2004).

Q =1 Qref

| Ely, EI,, Ely, GJ

L

Figura 6.5 — Exemplo 2: Consola submetida a uma carga pontual
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Quando a forga transversal ndo esta aplicada no centro de corte da sec¢do transversal (que
neste exemplo coincide com o centro de gravidade), a influéncia da deformagdo de pré-
encurvadura depende ndo s6 da razdo 7, /1, mas também (1) da posi¢éo do ponto de aplicagéo
da for¢a e (2) do balango L da consola (se bem que a dependéncia de L seja muito ligeira
quando a forga estd aplicada no banzo inferior). Para L fixo, verifica-se que o acréscimo

relativo (O™ —Q5*") / Q9™ aumenta com Q""" (ou seja, aumenta com z,).

cr cr cr cr

Quadro 6.3 — Exemplo 2: Valores de Q" """ e do acréscimo relativo

cr cr

(Qmio linear cha'ssiw) / cha'ssico
cr cr cr

Qnﬁo linear cha'ssica
cr cr

Secgio  Z,(mm) L(m) Qe (KN) Qe tiner (kN) o x100%

2,00 211,1 216,4 2,53
0.1 4,00 57,26 60,68 5,97
’ 6,00 27,81 30,64 10,17
8,00 16,20 18,40 13,61
2,00 683,1 839,0 22,84
4,00 115,1 141,4 22,84

8UC31 0,0
6,00 42,56 52,28 22,84
8,00 21,51 26,42 22,84
2,00 1108 1400 26,40
0.1 4,00 153,9 194,1 26,14
’ 6,00 51,92 65,35 25,81
8,00 25,02 31,40 25,48
2,00 150,4 151,9 0,96
4,00 43,19 44,18 2,30

~123,5

6,00 20,47 21,18 3,47
8,00 11,67 12,16 4,17
2,00 422.1 4458 5,61
4,00 73,63 71,77 5,61

10UB29 0,0
6,00 27,83 29,39 5,61
8,00 14,30 15,11 5,61
2,00 641,6 682,9 6,44
4,00 93,12 99,01 6,33

123,5

6,00 32,64 34,67 6,22
8,00 16,14 17,13 6,13
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Qnﬁo linear cha'ssico
cr cr

— %
30% _| Q;Iasswo ( 0)
25% i
L 4 L 4 L 4 L 4 L 4 @
20% A
15% A
10% A
5% 1
L(m)
0% T T T T T T 1
2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00
— —_4 —
+ZQ—0 ——z,=—3 Zp =3

Figura 6.6 — Exemplo 2: Efeito da deformacdo de pré-encurvadura (sec¢ao 8UC31)

Q ndo linear Q classico
cr cr

classico (%)
6% L
—— L 4 L 4 L 4 L 4 ]
5% A
4% A
3% A
2% A
1%
L(m)
0% T T T T T 1
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Figura 6.7 — Exemplo 2: Efeito da deformagao de pré-encurvadura (sec¢ao 10UB29)

Vanessa Gil Cristino 37



Encurvadura por Flexdo-Torcéo de Vigas Elasticas 6 EXEMPLOS DE VERIFICACAO

6.3 Exemplo 3 — Viga Simplesmente Apoiada, com Seccdo Monossimétrica,
submetida a Carga Uniformemente Distribuida

Considere-se, agora, a viga de seccdo monossimétrica representada nas Figura 6.8 e 6.9,
simplesmente apoiada no plano e apresentando, fora do plano, as condi¢cdes de apoio
“padrdo”, e que se encontra submetida a uma for¢a transversal uniformemente distribuida.
Trata-se de uma viga mista em caixdo, em que a parte superior ¢ uma laje de betdo armado e a
parte inferior um perfil em U; antes do endurecimento do betdo, este apenas ¢ considerado

como carregamento aplicado a viga.

Perfil metalico
em U

Figura 6.8 - Exemplo 4 - Sec¢do transversal em U

q
" P PR P S T

______ __Zﬁ_ ElL. EL. EL. GJ 75 W

L

Figura 6.9 - Exemplo 4 - Viga mista simplesmente apoiada

Neste caso sdo considerados os valores indicados no Quadro 6.8 (Pi e Trahair, 1992b), que
contém as propriedades geométricas e materiais da sec¢do, assim como algumas propriedades
referentes ao carregamento aplicado sobre a viga.
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Quadro 6.1 - Exemplo 4 - Propriedades geométricas e materiais da seccao transversal em
estudo e carregamento aplicado

Dados da Secgéo

I, [cm*] 680,0x10*
l, [cm?] 473,0x10*
lw [cm*] 398,0x10’
J [cm*] 1010
E [Gpa] 200,0
G [Gpa] 80,00
L [m] 50,00
By [M] -1,894
El, 136,0x10°
Elw 796,0x10°
GJ 808,0
Dados de Carregamento
g [KN/m] 1,000
Zq [M] -3,949

A solucdo exata deste problema ¢ dada pelo valor da carga critica, g, , obtida no estudo feito

por Pi e Trahair (1992b), sendo o seu valor de 2.832 kN/m quando o efeito da deformacgao de
pré-encurvadura nao ¢ considerado.

Usando, novamente, uma malha de elementos finitos, progressivamente mais refinada, chega-
se aos valores de carga critica apresentados no Quadro 6.9 e Figura 6.15, usando o programa
MatLab. E uma vez mais observado que existe uma rapida convergéncia para o resultado
exato, sendo esta convergéncia feita por valores superiores, com um erro relativo de cerca de

8.8%, pois, como referido anteriormente, o modelo de elementos finitos € mais rigido do que
o modelo continuo.
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Quadro 6.2 - Exemplo 4 - Valores de g, (kN/m) em fun¢do do niimero n de elementos finitos

utilizado
Carga Critica
n Qer
1 3,771
2 3,094
4 3,083
8 3,082
16 3,082
3.5 \
3.0 —- @ @
2.5
5 2.0
o
1.5
1.0
0.5
0.0
0 2 4 6 8 10 12 14 16

n elementos

Figura 6.1 - Exemplo 4 - Evolugdo dos valores de ¢, em fun¢do do nimero » de elementos

finitos utilizado
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7 CONCLUSAO

Nesta dissertagdo procedeu-se a formulacdo de dois elementos finitos para a andlise de
bifurcacdo por flexdo-tor¢ao de vigas prismaticas em regime elastico, com sec¢do transversal
aberta de paredes finas. Na primeira formulagdo, a mais simples, sdo desprezados os efeitos
da deformagdo de pré-encurvadura, sendo na segunda formula¢do, mais complexa,
considerados esses mesmos efeitos, tendo este efeito influéncia na curvatura segundo o plano
XZ.

Para as duas formulagdes foram analisados varios exemplos, sendo os elementos finitos
desenvolvidos no software MatLab, e posteriormente comparados os seus resultados com
resultados disponiveis na literatura, verificando-se uma boa concordancia entre ambos. E
ainda verificado que existe convergéncia para o resultado exato, de uma viga em que a sua
sec¢ao transversal ¢ monossimétrica.

No caso da viga simplesmente apoiada com seccdo duplamente simétrica, verifica-se que,
tanto no caso em que ¢ considerado o efeito da deformagdo de pré-encurvadura (andlise nao
linear) como no caso em que este efeito ¢ desprezado (andlise classica), quando a relagdo

I, / I, ¢ mais elevada o pardmetro de carga ¢ também maior, comparativamente com o caso

em que esta mesma relagdo tem um valor menor.

Para a viga em consola verifica-se, a semelhanga do caso anterior, que tanto no caso em que
se considera os efeitos da deformagdo como naquele em que o efeito é desprezado, quando a

relagdo /. /ly ¢ mais elevada, o pardmetro de carga ¢ maior. Verifica-se também, que o

parametro de carga € superior para vaos pequenos.

Fazendo uma comparag¢do entre analises, verifica-se que os parametros de carga, para as
diferentes condicdes de apoio, sdo superiores quando o efeito das deformacdes de pré-
encurvadura € considerado.

Pode entdo concluir-se que fazendo uma analise ndo-linear se obtém resultados mais exatos
comparativamente com os resultados obtidos através da andlise classica. Embora esta andlise
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ndo apresente resultados exatos estes encontram-se do lado da seguranga, podendo esta ser
usada quando ndo exista a possibilidade de efetuar uma analise ndo linear.

Através do exemplo de uma viga simplesmente apoiada com seccdo transversal
monossimétrica, conclui-se que a ideia generalizada que em vigas em que o eixo de maior
inércia € o eixo y ndo existe suscetibilidade a encurvadura lateral por flexdo-tor¢ao, ¢ errada,
pois como o exemplo mostrou, esta condigdo também se pode verificar em casos em que 0
eixo de maior simetria € o €ixo z.

Para desenvolvimentos futuros propdem-se:

(1) Prosseguir com os testes de verificacdo da ferramenta desenvolvida, nomeadamente com
outras condi¢des de apoio e de carregamento.

(2) Validar o modelo adotado comparando-o com modelos de dimensdo superior (por
exemplo, modelos bidimensionais de casca).

(3) Realizacdo de estudos paramétricos que avaliem a importancia das condigdes de apoio
(no plano e fora do plano) e de carregamento, assim como a forma da sec¢do (relacdo

I, / 1), e diferentes valores do coeficiente de monossimetria, /3, .

(4) Como resultado dos estudos paramétricos referidos no numero anterior, produzir
recomendacdes praticas que permitam identificar em que situagdes se justifica desprezar
o efeito das deformagdes de pré-encurvadura e aquelas em que, pelo contrario, ¢
necessario ter em consideragdo esse mesmo efeito para um dimensionamento seguro e
econdmico.
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