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Resumo

A aritmética modular € uma ferramenta importante da teoria de nimeros. Consiste em
trabalhar com o resto da divis&o inteira por um determinado nimero. Esta aritmética esta
na base da concecdo de vérios sistemas de identificagdo, presentes na nossa vida
quotidiana, por exemplo em livros, cartdes e artigos. E também utilizada na codificaggo e
descodificagéo de mensagens secretas.

Neste relatorioc pretendemos fazer, numa primeira parte, uma analise de alguns
sistemas de identificagdo modulares mais utilizados, reconhecendo as suas limitagdes
relativamente a dete¢éo de erros ocorridos na transmissdo de numeros de identificagao.
Numa segunda parte, pretendemos apresentar, em contexto escolar, aplicagdes da
aritmética modular no dia-a-dia, recorrendo a exemplos animados, préticos e palpaveis,
bem como a programas informaticos apropriados.

Palavras-chave: Aritmética modular, Sistema de Verhoeff, Criptografia, Ensino

Abstract

The modular arithmetic is an important tool of number theory. It consists in working with
the remainder of the integer division. This arithmetic is in the basis of the conception of
several identification systems, and it appears, for example in books, cards and articles. It is
also used in the encryption and decryption of secret messages.

In the first part of this report we intend to do an analysis of some widely used modular
identification systems, recognizing their limitations regarding the detection of errors in the
transmission of identification numbers. In the second part, we explain how we showed, in a
school context, daily applications of modular arithmetic, using animated, practical and
tangible examples, as well as the appropriate software programs.

Keywords: Modular arithmetic, Verhoeff system, Cryptography, Teaching
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Referéncia histdrica

1 Introdugédo

“Osrebvnado anetmaente etsa fsrae, vrfieacoms que ebmrora a oderm das

Lteras das plravaas nao etseja crtea, cnseigumoos prebceer a msenasegm.”

Numa frase deste tipo, a troca de letras nas palavras é facilmente detetavel, uma vez
que o sentido da mensagem da-nos a chave para encontrar as palavras certas. No
entanto, se a mensagem for constituida por nimeros, sera muito mais dificil recuperar
a mensagem que pretendia ser enviada. Foram, por isso, desenvolvidas algumas
técnicas para detetar interferéncias que modificam a mensagem inicial, quando o
contexto da mesma néo é suscetivel de ser identificado pelo sentido.

Neste relatorio apresentamos, numa primeira parte, o desenvolvimento de aiguns
sistemas de identificagdo detetores de erros, que podem ocorrer na transmissao de
uma mensagem. Numa segunda parte, apresentamos algumas aplicacbes, na vida
quotidiana, dos sistemas abordados na primeira parte, bem como exemplos

elementares cuja escolha foi motivada para posterior apresentagéo em sala de aula.

2 Projeto educacional |

No projeto educacional | fazemos uma abordagem aos sistemas de identificacdo de
erros que podem ocorrer no processo de transmissdo de uma informagdo numérica,
partindo de um emissor para um recetor. Identificamos os erros mais comuns e
referenciamos os sistemas de detecido de erros mais conhecidos, os mais e menos
eficientes e os mais e menos utilizados. Relativamente aos sistemas mais utilizados,
mas menos eficientes, os sistemas de identificagdo modulares, nomeadamente o
sistema ISBN, os sistemas UPC e EAN, o sistema dos cheques bancarios, o sistema
de identificacéo do bilhete de identidade e o sistema de identificacdo do cartéo de
cidadéo, fazemos uma analise mais aprofundada.

2.1.Referéncia historica

A necessidade de comunicar foi um fator determinante para o desenvolvimento
civilizacional uma vez que as civilizacdes se estabelecem com base na
comunica¢do, ou seja, na partilha de ideias e informagdes. Ora, a capacidade de
comunicar, & a capacidade de transmitir e receber mensagens. Durante o processo
de comunicacao, para além de um emissor e de um recetor, ha mais quatro fases: a
codificacéo, a transmisséo, a rece¢ao € a descodificagdo. Na primeira, a informagéo
contida ha mensagem € codificada numa linguagem ou em séries de simbolos. Na

[em—y
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segunda, a linguagem, processada para viajar através de um meio, € transmitida.
Na terceira, a mensagem transmitida € recebida e convertida novamente em
linguagem. Por fim, a linguagem é descodificada na informagao original.

Uma vez que a linguagem dos numeros € universal, a sua transmissdo e
descodificacdo torna-se mais simples. Contudo, se durante esse processo
ocorrerem interferéncias que modifiquem a mensagem original, também sera mais
complicado recupera-la. A figura 2.1.1 ilustira as varias fases do processo de

comunicagao:

Figura 2.1.1.

Mensagem — Codificaggo — Transmissdo —» Reosgdo — Descodifcagso -—hiriSesnno

Interferéncia que origina um erro

Com a crescente necessidade de transmitir grandes quantidades de informacéo
numérica, surgiu a importancia de desenvolver uma teoria que otimizasse a
codificacdo de uma informagéo, de modo a que a sua rececao fosse descodificada
sem erros, ou que, pelo menos, os detetasse. Nalguns sistemas de identificagdo
numéricos, a detegio desses erros € feita acrescentando uma informagéo adicional
a4 mensagem original, que permita verificar a existéncia dos erros ocorridos na
transmissdo da mensagem. Estes sistemas sdo normalmente chamados de
sistemas ou codigos de identificagdo detetores de erros, ou mesmo sistemas de
identificagéo com algarismos de teste.

Estas questdes comecaram a ser tratadas na teoria de informacéo de Claude
Shannon (1916 — 2001), considerado o “pai da teoria da informacg&o”, uma vez que
levantou o problema de encontrar a melhor forma de codificar uma informacgéao, que
um remetente deseja transmitir a um recetor, no seu classico artigo “A Mathematical
Theory of Communication”, publicado em 1948 no Bell System Technical Journal,

nos Estados Unidos.

Figura 2.1.2. Claude Shanon 1916 - 2001




Tipos de erros

Outros cientistas como Richard W. Hamming, Marcel Golay, Claude Berrou entre
outros, continuaram o trabalho de Shannon, desenvolvendo-o até chegar a teoria
de informagao tal como hoje & conhecida (Anexo 1).

2.2.Tipos de erros

A concegéao dos sistemas de identificagéo com algarismos de teste, tem por base
a identificagdo dos erros ocorridos na transmissdo de uma mensagem, e a
frequéncia com que ocorrem.

Cerca de 90% dos erros que ocorrem na transmissdo de dados numéricos sao de
dois tipos:

Erros singulares, em que existe a alteragdo de apenas um algarismo, como por
exemplo,

2345 — 2348.

Transposicdes de algarismos adjacentes, em que se verifica a troca de pares de
algarismos adjacentes, comeo por exemplo,

2345 - 2354,

Existem outros tipos de erros, como as transposicdes intercaladas, os erros
gémeos, os erros fonéticos, os erros gémeos intercalados e outros erros aleatérios,

que s&o, no entanto, menos frequentes conforme se pode verificar na tabela 2.2.1:

Tabela 2.2.1. Tipos de erros mais comuns:

Tipos de erros f;g:;?:,/'s
Erros singulares a—h 79,1
Transposi¢des de algarismos adjacentes ab — ba 10,2
Transposicbes intercaladas ach — bac 0,8
Erros gémeos aa — bb 0,5
Erros fonéticos a0 - la (a =2,3,--,9) 0,5
Erros gémeos intercalados aca — bch 0,3
Erros aleatdrios 86

Apo6s a percecao dos erros mais frequentes na utilizagéo sistematica de grandes
quantidades de numeros, surgiu a necessidade de encontrar uma forma de detetar,
assim que o numero & escrito, a presenca ou auséncia daqueles erros, concebendo
algoritmos eficientes. Grande parte desses algoritmos assenta na aritmética
modular, pelo que apresentaremos algumas nogdes elementares relativas a essa
aritmeética.
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2.3.Nocoes elementares de aritmética modular

A aritmética modular € uma ferramenta da teoria de nimeros que envolve o
conceito de congruéncia. Consiste em trabalhar com o resto da divisdo inteira por

um determinado numero.

Definigdo 2.1 Relagao de congruéncia méduloe k
Dois nameros inteiros a e b dizem-se congruentes, modulo k, se tiverem o mesmo
resto quando divididos pelo mesmo numero inteiro & (k > 0). Essa relacdo
representa-se normalmente por:
a = bmodk

Outro modo equivalente de dizer que a e b s@o congruentes modulo k, & verificar

gue a diferenca a — b ou b — a é divisivel por k (ou que k & divisor dessa diferencga).

A relacio de congruéncia satisfaz as seguintes propriedades:

P1) E uma relagéo de equivaléncia, isto &, para quaisquer a, b, c € Z:
e q = amod k (reflexiva)
e Sea = bmod k, entdo b = a mod k (simétrica)

e Sea=bmodkeb=cmodk, entdo a = c mod k (transitiva)

P2) Sea=bmodkec=dmodk,entdoa+c=b+dmodk
P3) Sea=bmodkec=dmodk,entdoa—c=b—dmodk
P4 Sea=bmodkec=dmodk,entdoaxc=bxdmodk

As propriedades anteriores sdo faciimente demonstraveis. Por exemplo, na

propriedade P2 pretende-se provar que a + ¢ = b+ d mod k , ou seja, que

k

(a+c)— B+ D).

Ora, (a+c)—(b+d)=(a—b)+ (c—d). Por hipétese kj(a—5b) e k|(c—d),

logo k|{(a=b)+(c—d)) & k

((a+¢)— (b + d)) e portanto

at+c=b+dmodk. m
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2.4.Sistemas de identificagdo modulares

Como ja referimos, a ideia base na verificag8o da fiabilidade de um cédigo
numérico consiste em acrescentar uma informacgdo adicional, redundante, a
informac#o inicial. Partindo desta ideia, nos sistemas de identificagdo modulares, ao
numero que se quer verificar se existe erro, @ acrescentado um algarismo

suplementar, chamado algarismo de teste ou digito de controlo, que se obtém

realizando uma operagdo com os algarismos do numero original, através da
aritmética modular. Se tal ndo acontecer, significa que ocorreu um erro na
transmisséo da escrita do ndmero original. Estes sistemas, também chamados
sistemas modulo k, ndo corrigem os erros ocorridos, apenas os detetam e com uma
fiabilidade relativa. Um sistema mdédulo k sera mais eficiente se k for um nimero
primo, como verificaremos ha andlise de alguns dos sistemas de identificagéo

modulares apresentados.

241. Sistema ISBN (International Standard Book Number)

O sistema ISBN surgiu com a necessidade que as livrarias tiveram em catalogar
os seus livros e informatizar o sistema de encomendas.
O ISBN é constituido por 10 algarismos que identificam o livro, do seguinte

modo:

\ql i U3z Q4 A5 Qg 7 Ag a._g a1 —> Algarismo de teste ou de controlo
T

Identificaciic do livro

a,g € escolhido de modo a que a soma de teste
S= (10(11 + 9az + 8(13 + -+ am),

seja congruente com 0 mod 11, ou seja, que S seja divisivel por 11.
Assim,
ajp = —(10a, + 9a, + Baz + - 2a,)
=—[(11-1Da, + (11 = Da, + + (11— 9a,] &

9
@i == ) (11-D)ay
i=1

Se existir um erro singular, de transposi¢io ou outro semelhante na.transmissao
do ndmero, o resultado ndo devera ser divisivel por 11.

Considere-se o seguinte exemplo.

h



Projeto educacional |

Exemplo 2.4.1
O livro “Introduction to finite fields and their applications” [4], tem o seguinte ISBN:

ISBN 0—521—46094 -8

Neste caso, o algarismo de teste é 0 8.
Verifiquemos se é comreto:

—(10x0+9x5+8x2+7Xx1+6X4+5x6+4x0+3%X9+2x%x4)=-157

Ora —157 = 8 mod 11, pelo que podemos concluir que ndo ocorreu um erro
singular, de transposicéo ou outro semelhante na transmissao do nimero.

Este sistema foi concebido de modo a detetar os erros singulares e os de
transposicdo, que sao o0s normalmente cometidos por operadores humanos,
aquando da comunicagdo de numeros longos. De facto, a seguinte proposi¢do

demonstra isso mesmo:

Proposicao 2.4.1
Suponhamos que na leitura de um dado nimero ISBN, ocorre um e um s6 dos
dois seguintes erros: um erro singular ou uma transposicéo. Entdo a soma de

teste ndo & um multiplo de 11.

Demonstracgao:
1.° caso: “ocorre um erro singular”

Seja a, a, az a4 as a4 ay ag dg a1, Um nimero ISBN com a ocorréncia de um erro
singular na i-ésima posi¢édo, com ie{1, ... 10}, tal que a, Algarismo incorreto
Sejam § e S as somas de teste do numero correto e do numero errado,

respetivamente.
Ora, § = 0 (mod 11), por definigdo de S, sendo que

S - 10(.11 + 9a2 + R (11 bl i)a,_ + -4 alo e
S '=10a; + 9a, + -+ (11— Da; + -+ ay,.

Assim,
S—S' =10a; + 9a, + -+ (11 =Daj + =+ Ay — (102, + %2z + -+ (11— Da; + -+ a5p)
S—S = (11 —1ia; + (11 — )a; = (11 — i)(a; — a;)-

E necessario provar que a soma de teste S'ndo é um multiplo de 11.
De facto, se S fosse um muiltiplo de 11, 11 dividiria §', com

S =S+ (11 —i)(a; ~a)),
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Ouseja,S':11><n,(neN)®n=1s—14=>n=s—+(-1—1_11)1(La")®n ul—_i)l(:i_—ai)

n.° inteiro pois 5 = 0 (med 11)

11-i}(a;—a! . . .
% teria de ser um ndmero inteiro e portanto

Logo
11} (11 —1i) ou 11 (a; —ay).
- I _J

"

Absurdo pois 11 —i éumninteiroentre 1 e 10 ¢
a; — a; ¢ um n.° inteiro nfo nulo entre -10 € 10

Portanto S n3o é um multiplo de 11,

2.° caso: “‘ocorre uma transposicao”
Seja a4 ... a; ... a; ... a;p Um namero [SBN com a ocorréncia de uma transposi¢ao

dos algarismos g; e a; nas posigdes i e j, com i,j € {1,---,10} e i # j.
Neste caso, o nimero errado sera a4 ... g; ... @; ... a;p © pretendemos provar

que a sua soma de teste, S, nd0 & um multiplo de 11, ou seja, que
S'=10a; + 9a; + -+ (11 — Da; + -+ (11— a; + - + az

n&o é um multiplo de 11. Ora,
§=10a; + 9az + -+ (11 — Da; + -+ (11 = Ha; + -+ + a9, pelo que
§—=5=10a+ -+ (11— Da; + -+ (A1 = aj + -+ azq
—(10a; +--+ (A1 - Da; + -+ (A1 — j)a; + -+ a5) &
S-8=(a;~a)(G-0.
De facto, se S’ fosse um multiplo de 11, 11 dividiria §', com

S'= 5+ (aj— a;)(j — i), ou seja,

' 5 s+{a;—a)(i—i @i—a)(i—i
S =11 xn, (nEN)©n=—(:n=_(_¢fﬁ@+( j—ai)(j—i)
11 11 11
n.? inteiro pois § = 0 mod 11

aj—a; }(j—E , : . .
(’—‘30——)— teria de ser um numero inteiro e portanto

Logo )

1) (g ~ @) ou 11! G—1i)

Absurdo pois @; — @; ¢ um n.° inteiro nfio nulo entre -10 ¢ 10, pois
g; # a; e (j — i) € umn.” inteiro ndo nulo entre -10 ¢ 10, pois (j # {)

Portanto S ndo & um multiplo de 11.

Em cada um dos dois casos verificou-se que a soma de teste, S, onde ocorre o

erro, nao pode ser um nimero miltiplo de 11. =
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2.4.2. Sistemas UPC (Universal Product Code) e EAN
(European Article Number)

Estes sistemas foram concebidos para que os numeros fossem lidos e
comunicados por leitores oticos. Segundo os testes de qualidade realizados, estes
leitores séo tdo precisos que, quando muito, cometem erros singulares, pelo que o
sistema foi concebido para detetar apenas este tipo de erros.

O UPC é um namero constituido por 12 algarismos:

Q) Q3 Q3 Ay Qg Qg A7 Qg g Qqp Q11 [A12
S, — .
e e _\—p Algarismo de teste

Identificacfio do produto e do produtor ou de controlo

O dltimo algarismo € o digito de controlo, que permite ao leitor 6tico verificar se o

nimero esta correto.

Nota 2.4.1
No sistema UPC, o ultimo algarismo do nimero de identifica¢do, o digito de

controlo a4, € escolhido de modo a que a soma de teste
§$=(3a, +a; +3a;+--+3ay1 + a,,) = 0mod 10,
ou seja, que S seja divisivel por 10. Assim,
a2 = —(3a, +ay + 3az + -+ 3a;4) mod 10.

No caso do sistema EAN, os nimeros de identificacdo s&o constituidos por 13
algarismos, em que o décimo terceiro algarismo serd, novamente, o algarismo de

teste, escolhido da seguinte forma:
Qq3 = —(al + 3(12 + a3 + -+ 1 + 30.12) mOd 10,
tal que a soma de teste § = (ay + 3a; + az + - + ayq + 3a4; + a43) = 0 mod 10.

Proposicédo 2.4.2.
Os sistemas UPC e EAN detetam todos os erros singulares.

Demonstracéo:
Para provar esse facto, serdo analisadas duas situagdes do sistema UPC:

1.° caso: guando o erro ocorre num algarismo de posicéo par

(o coeficiente desse algarismoem S e 1)

>3]
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i par
5= (36[1 + a, + 3&3 + -+ a; + -4 3a11 + alz)

S'=(3a, +a, +3a;3 + - @ o+ 3a5; +ay;)
Algarismo incorreto

Entdo, S§ —S =a; —q;, caso i seja par.

Ora § & muiltiplo de 10, isto & 10‘ S (10 divide S).

Se 5 fosse mdltiplo de 10, entdo 10|S' e portanto 10| (S —S) = 10|(a; — a;), ©

ue é absurdo pois a; — ¢; € um n.° inteiro ndo nulo entre —9 e 9.
L i

Portanto S’ ndo é multiplo de 10. N

2.° caso: guando o erro ocorre num algarismo de posicéo impar

{o coeficiente desse algarismo em § & 3)

i impar
S = (3a1 + (17) + 3a3 + -+ 3(1,: + -+ 3a11 + alz)

5= (3(11 +a; + 30.3 + -+ @:I;"" 3(111 + alz)

Algarismo incorreto

Entdo, S’ —S =3(a;—a;), caso i seja impar.

S & maltiplo de 10, isto &, 10! s.

Se §' fosse muiltiplo de 10, entdo 10| S’ e portanto 10| (§' = §), com

S’ —-5= 3((1: - ai).

Assim, 3(a; — a;) = 10 x s' — 10 x s, com s'e s nimeros inteiros pois, tinhamos

por hipbtese 10|S’ e 10|S. Ora,

3(a; — ;) = 10(s" — 5) = 10(3(g] — @;) =—— 10' (a; — a;),

pr—— e ————
10 ndo divide 3

o que & absurdo pois a; — a; € um ndmero inteiro nao nulo entre —9 e 9.

Portanto S’ ndo é multiplo de 10. [

Como ja foi descrito anteriormente, os sistemas UPC ou EAN foram concebidos
apenas para detetar erros singulares pelo que ndc detetam todas as
transposi¢des de algarismos adjacentes.
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Proposic¢ao 2.4.3.
Os sistemas UPC e EAN, nao detetam as transposi¢coes de algarismos adjacentes

sempre que |a;,, — a;| = 5.

Demonstragao:
Considere-se dois nimeros UPC.
1.° caso: quando a transposicéo ocorre entre os algarismos a; € a;,., para

i um ndmero par:

ipar
ey
§=(3a; +a;+3a;+ - +a;+3a;.1 + -+ 3as4 +ayg3)
5= (3(1—1 + dz + 3a3 + -+ Ajpq +3a; +--+ 3(111 + aiz)

QOcorreu uma transposigfio dos algarismos adjacentes a; ¢ @;4

§' =8 =a;41 +30; — (a; + 3a444)
= @1 + 3a; — a; — 3a441)
= @i+1 — @+ 3a; — 3444)
= i1 — g+ 3(@; — @44}
= Q11 — & — 3(8j41 — @)
= —2(aj41 — ;)

= 2(—j+q + a;).

No caso de i ser par, tem-se S’ — S = 2(—a;,, + ;).
No entanto, caso se verifique -a;,1 +a; =5 ou -a;,, +a; = —5, tem-se que
S’ — S & multiplo de 10 e portanto
10 (S’ —S) < 10 2(—ai+1 + ai)=L> 10| (—'(Ii.|.1 + Lli).
10 ndo divide 2
2.° caso: quando a transposicio ocorre entre os algarismos a; € a;,, para

i nimero impar:

{ impar
S= (3a1 + a; + 3a3 + -+ 3a1 + Aitq + -4 3(111 + alz)

S' = (3a1 -+ az + 30.3 + -+ 3ai+1 +a;+ -+ 3a11 + aiz)

Ocorreu uma transposicdo dos
algarismos adjacentes a; e a4,

Assim, S'—S=3a;,; +a;— Ba; + a;41)
=341 + @ — 30; — Uiy
=3a41—30; — A4 T 4
= 3(az+1 — ;) — (@41 — @)

= 2(aj41 — ;)
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Note-se ainda que S’ — S = 2(a;,; — a;), Sempre que i &€ impar.
Do mesmo modo, caso se verifique a;,; — a; = 5 ou a;,, — a; = —5, tem-se que
§' — 5§ & multiplo de 10 e portanto

10 (S’ - S) =10 2(ai+1 - at-) ==l= 10 (ﬂ.i+1 - CII').

P ————————
10 ndo divide 2

Conciuimos que, tanto para i par como para i impar, setem S’ — § = 2|a;,, — ;|
e quando |a;41 —a;| =5, §'—S & um multiplo de 10, o que significa que S’
também é um mdltiplo de 10, pelo que a transposigdo néo é detetada. [

A demonstracéo para o sistema EAN é analoga.

O exemplo 2.4.2. ilustra a proposigdo anterior:

Exemplo 2.4.2. Transposicao de algarismos adjacentes
Sejam dois numeros UPC, com os seguintes numeros de identificacio:

(84,3,2,51,1,6,7,2,0,3) > n.2 correto e (8,4,3,2,5,1,6,1,7,2,0,3) - n.2 errado
Ocotreu uma transposiciio dos
algarismos adjacenies a; e ag

a; o

Assim, S =3x8+4+3x3+2+3x5+1+3x1+6+3x7+2+3x0+3
§5'=3x8+4+3x3+2+3x5+1+3x6+1+3x7+2+3x0+3
§'—S=3xag+a;—(3xa;+ag) n

=3%x6+1-(3x1+6)
=3x6+1-3x1-6
=3xXx6—-3x1-6+1
=3x(6-1)—(6—1)

= 2(ag — a;)
=2x(6—1)=2x5 =10 - miiltiplo de 10,

pelo que neste caso 10| (S’ —- §).

Note-se ainda que S’ — § = 2(a;,1 — @;), sempre que i é impar {neste caso i = 7).

Ora, §' —S & um nimero maltiplo de 10, mas a; — a, = 5, ndo o &, pelo que o
sistema ndo deteta esta troca de algarismos.

Reparemos que neste exemplo, tanto § como §’ sfo divisiveis por 10.

No caso de i ser par, tem-se S’ —S§ = 2(—a;;, + a;), como se pode verificar

através de um exemplo analogo ao anterior em que i = B:

(8,4,3,2,51,7,1,6,2,0,3) - n.2 correto e (8,4,3,2,5,1,7,6,1,2,0,3) -» n.2 errado
Ocorreu uma transposico dos
algarismos adjacentes ag € do

11
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Com efeito,
S=3x§+g+3x§+g+3x§+1+3xz+f+3x2+g+3xg+§
§'=3x8+4+3%x3+2+3Xx5+1+3x7+6+3x1+2+3x0+3
S'—S=a9+3%xag—(ag+3X%Xag) - -

=6+3x1—(1+3x6)

=6+3x1—-1-3%6

=6—-1+3x%x(1-6)

=(6-1)-3x(®6-1)

=2x(—ag + ag)
=2x(1—-6) =2 x (—5) = —10 -divisivel por 10, pelo que 10| (5’ — ).
Também neste caso S’ — S é multiplo de 10, mas ay — ag = 5 hao o &, pelo que o
sistema ndo deteta esta troca de algarismos, pois tanto § como §' sdo divisiveis

por 10.
Entéo, neste exemplo, tanto para i impar como para { par, tem-se que

la;+1 — a;| = 5.

Corolario 2.4.1.
No sistema UPC, a soma de teste S§’, de um numero onde houve uma
transposicdo de dois algarismos adjacentes, € um multiplo de 10 se e s se

|@+1 — a;] = 5.

Demonstragao:
S'multiplo de 10 & 10| s 1o| (5" = 5) & 10| @lagss — 4 © la, — ] = 5,

pois a;,, — @; € um numero inteiro ndo nulo entre —9 e 9.
Podemos concluir que quando S’ é multiplo de 10, as trocas de algarismos

adjacentes ndo séo detetadas, ou seja, quando |a;;, — a;| = 5. |

10! - . .
Reparemos que, das %4, =8—[T= 90 transposicbes possiveis de algarismos

adjacentes o sistema apenas néo deteta 10, que sdo os casos “05", “50”, “16",
“61”, “27", “72", “38", “83", "49" e “94". Portanto o sistema apenas tem uma

falibilidade de cerca de 11, 1%, ou seja, uma eficiéncia de cerca de 88,9%.

2.4.3. Sistema de identificagao dos cheques bancarios

Um cheque bancario tem trés numeros legiveis por computador impressos na
sua parte inferior. Um desses numeros refere-se ao numero do cheque, outro ao

numero da conta € um terceiro niumero que identifica o banco emissor.
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Em alguns bancos esse terceiro nimero é constituidoe por uma sequéncia de

nove algarismos da seguinte forma:

81 0z (3 Q4 ds Qg Ay 0‘.3 Algarismo de teste ou de controlo

g
Identificacio do banco

sendo que o algarismo de teste aq € {0,1,...,9} e é calculado de modo que a

soma de teste:
S =(7a; + 3a; +9az + 7a, + 3as + 9a, + 7a; + 3ag — ag) = 0 mod 10,
ou seja, que o resto da divisio de 8 por 10 seja 0, tal como no sistema UPC.
Assim, ag9 = (7a, + 3a; +9a3 + 7a, + 3a; +9a, + 7a, + 3ag) mod 10.

O sistema dos cheques bancarios deteta todos os erros singulares, mas nio
deteta todas as transposigbes de algarismos adjacentes, mais precisamente
quando a diferenga entre esses algarismos €, em valor absoluto, igual a 5.

Proposigédo 2.4.4.
O sistema dos cheques bancarios deteta todos os erros singulares.

Demonstragao:
Sera demonstrado apenas o caso em gque ocorre um erro singular num algarismo
cujo ceeficiente € 7 na soma de teste, uma vez que para a ocorréncia dc mesmo

tipo de erro num algarismo cujo coeficientes seja —1,3 ou 9, a prova & analoga.

1.¢ caso: ocorre um erro singular num algarismo de coeficiente 7
5= (7&1 + 3(12 + 9(13 + -+ 3!13 - t':l'.c))Sr = ( + 3(12 + 9(13 + -+ 3(18 . ag).

Algarismo incorreto

Entdo, §'—8§=7(aj—q;), casoi€ {1,4,7}.

5 & multiplo de 10, isto &, 10i s.
Se S’ fosse muiltiplo de 10, entdo 10| S’ e portanto 10‘ (' -5), com
5'—5 =7(al — ay).

Assim,
7(a; —a;}) =10 x s' — 10 X s,

com s’e s numeros inteiros pois por hip()teselol S'e 10| S.

i3
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Ora,

7(a; — a;) = 10(s" — s) = 10| 7(a; — a;,) ——— 10| (a; — ay),

————.
10 nio divide 7

o que & absurdo pois a; — a; € um numero inteiro ndo nule entre —9 e 9, uma vez

que a;,q; € {0,1,...,9} e a; # a|. Portanto §’ nio é multiplo de 10. [ ]

Isto s6 acontece porque 10 ndo divide 7, pele que mdc(7,10) = 1.

Também se verifica que, nos casos em que ocorre um erro singular em
algarismos de coeficiente —1,30u9, se tem mdc (3,10) =mdc (9,10) =
mdc (—1,10) = 1.

Proposigao 2.4.5.
As transposigées nac detetadas, de algarismos adjacentes a;., € aq;, com
ie{1,--,8}, de um numero de identificacdo bancéaria, sdo aquelas em que

laiy1 —a;] = 5.

Demonstragao:

Sera analisado ¢ casc em que ocorre uma transposicdo dos algarismos
adjacentes ay;_, € az;—, (a diferenga dos coeficientes desses algarismos é 4),
com i € {1, 2,3} cuja diferenga entre eles &, em mébdulo, igual a 5.

Nos casos em que ocorre uma transposi¢do dos algarismos adjacentes em que
a diferenga dos coeficientes desses algarismos &, 2 ou —6, a demonstracdo &
analoga.

Consideremos um numero de identificacdo bancaria correto e outro errado, onde

ocorreu uma transposicéo dos algarismos adjacentes az;—; € az;—q:

(4 Qg ' Q3i—3 G3j—q - Qg Qg9 — N.2correto e

ay Q-+ O3i_q d3;_3 " Gg Gy = N2 errado

Ocorreu uma transposicéio dos algarismos
adjacentes @z;_; © @33y

ASSim, §S= ( + 7a3i_2 + 3a3i_1 + - —ag) e

§= ( + 7a3i_1 + 3a3i_ + - —ag)

Transposigio dos algarismos
adjacentes @g;—p € Azi—y

§'—8§=7a3;_1 +3as;_; — (7az;—3 +3a3;—1) =4 X (azi-1 — a3;-2)

Quando |as;—; — a3;—2| = 5, tem-se que S’ —S é mliltiplo de 10, e portanto S’
sera também multiplo de 10, pelo que o sistema ndo deteta esta troca de

algarismos.

14
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Esta situag&o ocorre também nos casos em que os algarismos adjacentes tém,
respetivamente, coeficientes 7 e 4. Generealizando, pode-se dizer que o sistema
ndo deteta a transposi¢&o de algarismos adjacentes sempre que |a;., —a;| =5
comi=1,i=4oui=7.

Assim, nestes casos, se §’', soma de teste de um nimero onde houve uma
transposicdo de dois algarismos adjacentes, for multiplo de 10, vem:

10’5' o 10’ (s" = 5) = 10| 4lasss — a;] = Jage, — ay =5,

pois a;4; — a; € um nlmero inteiro n&o nulo entre ~9 e 9, uma vez que a,,a;,, €
{0,1,...,9}.

De modo analogo ao sistema UPC, concluimos, neste caso, que quando S’ é
multiplo de 10, as trocas de algarismos adjacentes néo sio detetadas, ou seja,
quando |a;;, — a;| = 5.

Podemos depreender retirar que, no sistema de identificagao bancaria, as trocas
de algarismos adjacentes ndo séo detetadas quando [a;,4 — a;| = 5. [

24.4. Sistema de identificagdo dos bilhetes de identidade

No caso dos bilhetes de identidade, o algoritmo de detegdo de erros é idéntico
ao do sistema ISBN. O numero do bilhete de identidade (BI) é constituido por

nove algarismos, sendo que o nono algarismo é o algarismo de teste:

iy d; Az Ay g g Ay Qg|
1 G A3 Q4 A5 A6 A7 Qg| Qg |\
v
Identificago do BI Algaristno de teste ou de controlo

ay € escolhido de modo que a soma de teste
S =(9a4 +8a; +7az + -+ ag) = 0 mod 11,
isto &, de tal modo que S seja divisivel por 11. Assim,

ag = —(%ay + 8a; + 7az + -+ 2ag) = —[(11 —2)a; + (11— 3a, + -+ (11 — 9ag]

8
a9 = (—Z[ll -+ 1)]ai) mod 11
=1

Se existir um erro singular, de transposicio ou outro semelhante na transmissio
do nimero, o resultado ja ndo sera divisivel por 11. Analisemos alguns exemplos

que ilustram esta situagéo.
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Exemplo 2.4.3. Namero de identificagdo do bilhete de identidade

Consideremos o nimero de identificagdo 8496712 9, constante na figura 2.4.1:

Figura 2.4.1. Nimero de identificagdo do bilhete de identidade

el

aessriz [l

Neste caso, aparecem apenas oito algarismos. Quando isto acontece, e para
testar a veracidade do sistema, é necessario acrescentar um numero de zeros a
esquerda de modo a que o Bl perfaga os nove algarismos. Assim, o nidmero de
identificagdo acima deve ler-se 08496712 9, com 9 o algarismo de teste.

Verifiguemos se é correto:
—(9X0+8x8+7x4+6%x9+5%x6+4x7+3%x1+2x2)=-211

Ora —211 =9mod 11, pelo que podemos concluir que n&o ocorreu erro na

transmissao do numero.
De facto,
S=9%X0+8%X84+7%x4+6X9+5%xXx6+4Xx7+3X1+2%x2+9=0mod11.

O problema surge quando o algarismo de teste &€ o 0, pelo que apresentaremos

dois exemplos distintos em que isso acontece:

Exemplo 2.4.4. Namero de identificagdo do Bl com algarismo de teste 0
Seja o numero de identificagdo 06991096 0, em que 0 € o algarismo de teste,

como se pode verificar na figura 2.4.2.

Figura 2.4.2. Namero de identificagdo de um Bl com algarismo de teste 0

L 8991086 Q.

M

Esse algarismo é calculado da seguinte forma:
g =—(9X0+8x6+7Xx9+6%x9+5x1+4x0+3x9+2x6)=-209.

Ora —209 = 0mod 11 e portanto podemos concluir que ndo ocorreu erro na

transmissdo do nimero. De facto,

S=9X0+8X6+7X9+6%X9+5Xx1+4X0+3%Xx9+2X6+0=0mod1l.
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Exemplo 2.4.5. Nimero de Bl com um falso 0 como algarismo de teste
Observemos o numero de Bl 06994704 0 constante na figura 2.4.3, também

com o 0 como algarismo de teste:

Figura 2.4.3. Namero de Bl com falso 0 como algarismo de teste

'jnundljl

Tal como no exemplo 2.4.4, o algarismo de teste é calculado da seguinte forma:
Ay =—(9x0+8Xx6+7X9+6%X94+5%x4+4x7+3x0+2x4)=-221.

Mas —221 = 10mod 11, ou seja —221 £ 0 mod 11. A soma de teste S também

nao é divisivel por 11 pois
S=9Xx0+8%X6+7X9+6Xx9+5Xx4+4%x7+3x0+2x4+0=221

e 221 # 0 mod 11. No entanto ndo se pode concluir quanto a ocorréncia de algum
erro na transmissao do nimero uma vez que —221 % 0mod 11. Entdo este
sistema de identificagdo tem um bug, uma vez que o algarismo de teste ndo
controla a autenticidade do numero. Contudo, se o Ultimo algarismo fosse

substituido pelo valor 10, a soma de teste j& seria divisivel por 11. De facto,
S=9X0+8X6+7X9+6X9+5Xx4+4x7+3x0+2x4+10=231,

e 231 = 0mod 11. Como 10 ndo & um algarismo, para o sistema do bilhete de
identidade ser implementado comretamente, bastaria usar, tal como no sistema
ISBN, um caracter n&o numeérico, que substituisse o valor 10, como por exemplo a
letra X, uma vez que na numerac¢ao romana X representa o valor 10.

Para uma melhor compreensédo desta situacdo faremos uma anélise, de forma
generalizada, do funcionamento dos sistemas modulares apresentados

anteriormente.

2.5. Analise geral dos sistemas modulares

De um modo geral, todos os sistemas modulares tém caracteristicas comuns,
permitindo assim fazer uma caracterizagdo sistematica, fixando:
* um conjunto 4, designado alfabeto, com k elementos (de cardinal k);
e« uma bijecdo T:A — Zy;
e um n-upio (p,, p,, -, pn ), velor de verificacdo de aigarismos do sistema, de

pesos inteiros ndo nulos;

[
-
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« sequéncias finitas a,a, - a,, de elementos do alfabeto, de comprimento n,
designadas por palavras, definidas no alfabeto A , com z(q;) € Z), com

I = 1' e, n
As palavras sao definidas no alfabeto A, de tal modo que:

(1. D2, .0 ) " (1(a1), 7(az), -, 7(a,)) = 0 mod k &
p17(ay) + p2 1(az) + - + pp 7(a,) = 0 mod k,

generalizando assim os sistemas de identificacio médulo k apresentados
anteriormente. A partir desta formalizacao, é facil identificar os sistemas abordados:

Sistema ISBN (International Standard Book Number)
e A={0,1,23,-,9X} k=11
e :{0,1,2,3,-,9,X} > Z;;,comz(0) =0,7(1) = 1,---,7(9) = 9,7(X) = 10
e (py,pa, P10 ) = (10,9,8,7,6,5,4,3,2,1)

Sistema UPC (Universal Product Code)
e A={0,1,2,3,,9Y k=10
e 1:{0,1,2,3,-+-,9} — Zj,, 7(a) =a, Vae A
o (pyps, .P2)=(313131313,13,1)
Sistema EAN (European Article Number)
s A={0123-,9 k=10
o 1:{0,1,2,3,--,9} — Z,,, a) =a, VaEA
o (pypy ~.p1z)=(1,3131313,1313,1)

Sistema dos cheques bancarios
e A={0,1,23,,9 k=10
o 7:{0,1,2,3,-,9} — Zy,, a)=a, Va€cA
s (p,,p;,,05)=1(7,39723973-1)

Sistema dos bilhetes de identidade (corrigido)
e 4={0123,,9X} k=11
e 1:{0,1,2,3,-,9,X} — Ziy,com7(0) = 0,7(1) = 1,---,7(9) = 9,7(X) = 10
o (ppz ~,Ps)=1(9.876,54321)

Fixados tais elementos no processo de sistematizagdo dos sistemas modulares e
identificando 7(a) com a, para ndo sobrecarregar a notagéo, podemos dizer que,

18
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em geral, nos sistemas modulo k, o algarismo de controlo, a,,, de um determinado

nimero a, a, - a,, € calculado resolvendo a equagéo:
Prag+pa+-+ppa, =0modk, coma, = (pra; +pyaz + - +pyqa,-1 ) mod k,

uma vez que, p, € {—1,1}, nos sistemas abordados anteriormente.
E entdo possivel determinar quais os erros singulares e quias as transposictes

gue sao detetaveis, conforme demonstrado na proposi¢ao 2.5.1:

Proposigdo 2.5.1.
Seja a,a; - a,, um numero de um sistema de identificagdo médulo k, com pesos

P1 P2, Pn-
a) Um erro singular a; — a! na i — ésima posicéo é detetavel se e s6 se
L L

pia; —a;) £0mod k

(b) Uma transposi¢ao dos algarismos a; e a; nas posi¢des i e j é detetavel
se ¢ s0 se

(i —p)(a; —a;}) 2 Omod k

Demonstragéo:
(a) Sendo S, a soma de teste do numero correto e S’ a soma de teste do
numero incorreto, tem-se que
S'—S=pa;—a)
Como S = 0mod k, 0 erro s6 se pode detetar quando §’ 0, ou seja o erro

é detetavel seesésep;(a; —a)) Z0modk. m

(b) Numa transposicéo dos algarismos a; e a; nas posigdes i e j, sendo S a
soma de teste do nimero correto e S’ a soma de teste do nlimero incorreto,
tem-se que:

§'—5 =pia; — pia; + p;a; ~ pja
=pi(aj — a) + pjla; — a;)
= pi(oy —a;) —py(a; — a)
= (o — (e — ).

Como § = 0 (mod k), a transposi¢io de algarismos s6 é detetavel quando

S' £ 0, ou seja se e s6 se (p; — p;)(a; — a;)  0mod k. n

pi
¥}
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Corolario 2.5.1.
Um sistema de identificag&o médulo k, com pesos p; p, ---,p,, deteta:
(a) todos os erros singulares na posicao i se e s6 se mdc(p;, k) = 1.

(b) todas as transposigdes de algarismos nas posigdesi e j se e s6 se
mde(p; —p. k) = 1.

Demonstragéo:

(a) Pela proposigdo 2.5.1, sabemos que o sistema deteta todos os erros
singulares na i— ésima posicdo se e s6 se p;(a; —q;) # 0 (mod k) para
quaisquer a;,a; € {0,1,,k — 1}, com a; # a;.

Consideremos, por hipbtese, que ¢ sistema deteta todos os erros singulares na
posicéo i, logo p;(a; — ;) # 0 (mod k). Se, por absurdo, mdc(p;, k) = d > 1, viria
p; =dd, e k=dd,, com d, €{1,-,k—1}. Fazendo, por exemplo a; =0 e
a) =d,, obterseia p(aj—a)=ddy(d, - 0) =dd; (%) = kdy = 0 (mod k), ©
que é uma contradicdo, pois p;(a; — a;) # 0 mod k.

Reciprocamente, se existissem a;,a; € {0,1,--,k — 1}, com a; # a; tais que
p;(a; — a;) = 0 (mod k), isto &, tais que p;(a; — a;) fosse multiplo de k, obter-se-
ia, uma vez que por hipétese mdc(p;, K) = 1, que (a] — q;) seria miltiplo de k, o

que é uma contradi¢do pois a; — ¢; € {0,1,---,k —1}. [ ]

(b) Pela proposigéo 2.5.1, sabemos que o sistema deteta todas as transposi¢cdes
de algarismos nas posigdes i e j se e s6 se (p; — p;)(a; — a;) # 0 (mod k), para
quaisquer g;, a; € {0,1,---,k — 13}, com a; # a;.

Consideremos, por hipétese, que o sistema deteta todas as transposi¢des de
algarismos nas posigdes i e j, portanto (p; — p;)(a; — a;) Z 0 (mod k). Se, por
absurdo, mdc(p; —p;, K)=d>1, viia p;—p;=dd;, e k=dd;, com d;€
{1,+,k —1}. Fazendo, por exemplo a; = 0 e a; = d;, obter-se-ia

(pr — (e — @) = ddy (d — 0) = ddy (5) = kd; = 0 (mod k),
0 que & uma contradicao, pois (p; — p;)(a; — a;) # 0 mod k.

Reciprocamente, se existissem a; e a; € { 1,-+, k — 1} tais que (p; — p;)(a; — a;)

fosse multiplo de k, (a,- - a,-) teria de ser muiltiplo de k, o que € uma contradigio

pois a; —a; €{0,1,-,k—1}. [ ]

O sistema de identificagdo do cartdo de cidaddo supera este bug, como

verificaremos mais a frente.
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2.6.Limitagcdes dos sistemas modulares

Da analise feita dos sistemas de identificagdo modulares abordados, podemos
depreender que um sistema modufo k &€ mais eficiente se k > 10, com k um
numero primo. Por exemplo, o sistema ISBN é um sistema mddulo 11 que deteta a
100% todos os erros singulares e todas as transposigbes. No entanto, a sua
eficiéncia ndo é total pois ndo deteta todos os erros fonéticos [1]. Existem outros
sistemas médulo 11 mais eficientes, onde o vetor de verificagdo dos algarismos é
diferente, ou que utilizam dois algarismos de teste. Ainda assim, esses sistemas
néo detetam alguns dos erros aleatdrios mencionados na secgio 2.2. Também sdo
utlizados alguns sistemas bastante eficientes mddulo k, com k> 11 e (k um
numero primo}, mas que, tal como o ISBN, utilizam caracteres ndo numéricos para
digitos de controlo.

Embora a eficiéncia dos sistemas mddulo k, com k> 10 seja superior, o
problema destes sistemas reside no facto de ser necessario utilizar mais do que um
algarismo de teste ou, em alternativa, utilizar caracteres ndo numéricos para digitos
de controlo, 0 que acarreta alguns problemas técnicos, além de se correr o risco
daqueles caracteres poderem ser substituidos por algarismos que alguém, “na sua
reconfortante ignorancia matematica sobre cadigos” [3], mas com poder de decisao,

considere mais convenientes, como aconteceu no caso do Bl.

2.7.Sistemas de identificacao modulares melhorados

Esta desvantagem dos sistemas médulo k, com k > 10 deu o mote para tentar
conceber um sistema idéntico ao sistema médulo 10, com algumas alteracdes,
generalizado, que detetasse todos os erros singulares e todas as transposicdes,
que s30 0s erros que ocorrem com maior frequéncia.

Recordemos que, como foi enunciade no corolarioc 2.5.1, para um sistema de
identificagdo mddulo k detetar todos os erros singulares os pesos p;, i =1,--,n
cdevem ser escolhidos de forma a p; & k serem primos entre si, pelo gue §,p; X
1,p; X 2,-,p; X (k— 1) constitui uma permutacio dos elementos de Z,. Assim, se
em vez de se multiplicar o elemento a; do alfabeto A, pelo peso p;, se aplicar uma
determinada fung&o peso, yi;, a cada um dos algarismos do nimero considerado, é
possivel alterar o sistema substituindo a fungéo x ~ p,x por uma funcéo arbitraria
x = Y;(x), de Z; em Z;, apresentando uma versdo melhorada dos sistemas de

identificagdo mddulo k:
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Definicdo 2.7.1. Sistemas de identificacdo médulo k melhorados

Sejam A um conjunto, designado alfabeto, de cardinal k, 7: A — Z, uma bije¢éo e
(Y1, Y2+, ¥y ) um n-uplo, de aplicagdes de Z, em Z,. Um sistema de identificagéo
modulo k é constituido pelas palavras a,a, - a,, definidas no alfabeto 4, com
t(a;) € Z; e i = 1,---,n, de modo a satisfazerem a seguinte condicéao de teste:

(b1, W, ) - (tay), 7(az), -+, 1(a,)) = 0 mod k &

Yy (t(ay)) + 2 (1(@z)) + - + P, (7(@n)) = Omod k.
Cometendo o abuso de identificar t(a) com a, a condigao de teste sera:

P, (a,) + P (ay) + -+ Y, (a,) = 0 mod k, com o algarismo de teste:

n-1
an = Pt (— > wi(aa) mod k
i=1

O n-uplo (3, ¥, -+, ¥, ) passa a ser o vetor de verificagcdo de algarismos do

sistema, generalizando os sistemas de identificagdo modulares.

2.7.1. Sistema de identificagdo do cartdo de cidadao

O cartdo de cidaddao (CC) €& o cartdo de identificagdo de um individuo que
substitui ndo sé6 o bilhete de identidade (Bl), como também o cartdo de
contribuinte, o cartéo de identificacdo da seguranca social, o cartdo de utente dos
servicos de salde e o cartdo de eleitor. Além de outras caracteristicas, o CC de
cada individuo é constituido por um nimero que inclui 0 antigo numero do Bl, que
passou a chamar-se nimero de identificacdo civil, o digito de controlo desse
namero de identificacdo civil, dois caracteres ndo numéricos e ainda um digito de

controlo de todo o nimero de documento, como ilustra a figura 2.7.1:

ocumantn do cartio de cidadao

L
2
&
£
N
~d
sl
P
3
©
=y
L+
2
(]
2

n.9 de documento n.° de ID civid

Os caracteres ndo numéricos representam o numero da emissio do cartao para
um determinado cidadao, isto é, o primeiro cartdo emitido apresenta as letras ZZ.
Se for emitido um novo cartdo, jA4 apresentara as letras ZY e assim
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sucessivamente. A cada letra é atribuido um valor numérico conforme consta na
tabela 2.7 1.

Tabela 2.7.1. Valor numérico correspondente a cada letra

A|BICID|E|F|G|H|IT|{J|K|L|M|N|O|P|Q|R|S|T|U|VIW|[X]|Y]|Z

011121314 15]16 17| 18|19|20]21 12223 |24(125|26(|27|28(29]|20|31|32|33|34]|3s

O digito de controlo do nimero de documento é um algarismo entre 0 e 9, que
permite detetar algum erro que possa ter ocorrido na escrita de todo o nimero de
documento, colmatando o bug verificado no sistema do Bl, em que o algarismo de
teste 0 fambém representava o nuimero 10. Relativamente a este sistema, o
sistema de identificacdo do cartdo de cidaddo & um sistema de identificagéo
modular melhorado, em que c seu nimero de documento é traduzido por doze

caracteres alfanuméricos, sendo o ultimo, o digito de controlo:

A1 dz dz d4 dg dgdydgdg dyg dy1]|dga Digito de teste ou de controlo

Y
n.° de documento

com a,, escolhido de modo que a soma de teste

S =(pla) +laz) + - +Yla ) + Y(ain)) = 0mod 10,

Isto €, a;, € escolhido de modo a que S seja divisivel por 10, com a,q,a,, €

{10,---,35}, conforme a letra a que correspondam na tabela 2.7.1. e com

2aq; se2q;<10ei impar
Yla;)=42a;—9 se2a; 2 10,parai impar

a; para [par

O digito de controlo sera entao:
a1z = —(p(ar) + ax + Y(az) + as + Y(as) + as + ¥(ay) + ag + Y(ag) + asp +Y(ay;)) mod 10

Se existir um erro singular, de transposicao ou outro semelhante na transmisséo
do numero, o resultado ja ndo sera divisivel por 10. O exemplo 2.7.1 ilustra a
veracidade desta afirmacéo.

Exemplo 2.7.1. Verificagdo do algarismo de controlo do nimero do CC
Consideremos o numero de documento constante na figura 2.7.1:
08496712 9ZZ6,

com 6 o algarismo de teste. Verifiquemos se é correto;
—(0+8+8+9+3+7+2+2+9+35+61)=—-144

N
(s}
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Ora —-144=6mod 10, pelo que concluimos que ndo ocorreu erro na

transmissaoc do numero. De facto,
$§5=6+61+35+9+4+2+2+7+34+94+8+8+0=0mod10.

O problema surgia no Bl quando o digito de controlo 0 representava o niumero
10. No caso do nimero de documento do cartdo de cidadéo, esse problema é

superado como veremos no exemplo 2.7.2.

Exemplo 2.7.2. Determinagéo do digito de controlo do numero do CC

Consideremos o numero de identificacdo do bilhete de identidade apresentado
na figura 2.4.3, cujo algarismo de teste & um falso zero: 06994704 0.

Como ja analisamos anteriormente, o digito de controlo deveria representar o
numero 10 e ndo o nimero 0. Quando o referido bilhete de identidade perder a
validade, o portador do mesmo ird obter um cartdo de cidaddo em que o seu
nimero de documento sera da forma 06994704 0ZZC, com Z a tomar o valor
constante na tabela 2.7.1. e € sera o digito de controlo escolhido de modo a que a

soma de teste seja um multiplo de 10, colmatando a falha verificada no Bl. Assim:
C=—(0+6+9+9+8+7+0+4+0+35+61)mod10=—-13%mod 10.

Como —139 = 1 mod 10, um possivel nimero de documento para o cartdo de
identificacido daquele cidadao sera 06991096 0ZZ1, com 1 o digito de controlo do

numero de documento. De facto,
S=0+6+94+9+8+7+0+4+0+354+61+1=140

e 140 = 0 mod 10, pelo que o algarismo de teste do nimero do documento esta

bem calculado.

Ainda assim, os sistemas modulares melhorados nao sdo 100% eficientes na
detecéo de todos os erros. Nenhum sistema de identificacdo médufo k, verifica,
simultaneamente, as seguintes condigbes:

¢ detetar todos os erros singulares e todas as transposigbes de algarismos
adjacentes;

« usar somente os algarismos 0, 1, 2, ..., 9 para digitos de controlo, sem a
necessidade de simbolos extra, e que trabalhem somente com um algarismo

de teste.

A solugé@o passa por generalizar a definigo 2.7.1, substituindo a estrutura do grupo
Z;, por outro grupo arbitrario G, conforme referimos na seccéo 2.8.
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2.8.Sistemas baseados na teoria de grupos

Este tipo de sistemas de identificacdo é baseado na teoria de grupos e sdo
definidos sobre um grupo com uma estrutura suficientemente rica, que permite
detetar a 100% todos os erros singulares e todas as transposi¢es adjacentes, mas
sem as limitagdes dos sistemas modulares. Um desses sistemas é o que se obtém
utilizando um grupo nao-abeliano de ordem 10. Foi o matematico holandés J.
Verhoeff que, em 1969, encontrou esse sistema eficiente ([1] p. 64), baseado no
grupo diedral D;, das simetrias de um poligono regular com cinco lados. Esta
estrutura envolve conceitos mais complexos que os utilizados na aritmética modular,
mas & 100% eficiente na detecdo de todos os erros singulares e transposicdes
adjacentes, sem a necessidade de utilizar mais do que um aigarismo de teste ou

introduzir um simbolo ndo numérico para digito de controlo.

O sistema de controlo baseado nas ideias de Verhoeff & na teoria de grupos esta
ilustrado no exemplo 2.8.1:

Exemplo 2.8.1. Sistema de Verhoeff
Consideremos o pentagono regular representado na figura 2.8.1.

Figura 2.8.1. Simetrias de um pentagono regular

O conjunto das simetrias de um pentagono regular, designado por grupo diedral Ds,

€ constituido por 5 rotagdes a;, para i€{1,2,3,4,5}, com «; a rotagdo de angulo
i_Tl x 2m, e 5 reflexdes p;, para i €{1,2,3,4,5}, com p; a reflexéo sobre o eixo r;, para

i €{1,2,3,4,5).

Cada uma dessas simetrias & numerada conforme a tabela 2.8.1:
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Tabela 2.8.1. Simetrias do grupo diedral Dg

0 Identidade: Rotagdo de angulo 0
1 Rotagéo de angulo % +2n

2 Rotacao de angulo % +2n

3 Rotacdo de angulo % + 2

4 Rotagao de angulo % +2m

5 Reflexdo em relagéo a reta ry
6 Reflexdo em relacéo a reta r,
7 Reflexdo em relagdo a reta ry
3 Reflexfio em relagdo aretar,
9 Reflexdo em relagéo a reta ry

A operagéo de D é entdo definida pela tabela 2.8.2:

Tabela 2.8.2. Operagdo do grupo diedral Ds

*|0}|1]|2|3|4(5|6{7|8|9
0|0}1]|2|3|4(5|6]7|8]|°9
11112|3|4|0|6|7{8|9]|5
212t13|14|10)|1|7|8(9|5|6
3|3|4|0(1]|2(8|9|(5|6]|7
414|10(1|2|3[(9|5{6|7|8
5(5|9(8|7|6|0|413|2]|1
6|6(5[9|8]|]7|1(014(3}2
7(7|6(5|9|8(2[1{0[4}3
8(8|7(6|5|9(3|2|1|04
9|9|8|7|6|5(4(3[|2]|1]0

Este sistema deteta todos os erros singulares e deteta todas as transposicdes de
dois algarismos adjacentes, pelo que & um sistema de controlo, muito mais eficiente
que os modulares. Estranhamente, ndo é praticamente utilizado. Um dos exemplos
da aplicagdo do sistema de Verhoeff era o sistema implementado nas notas de
marco alemas. No entanto, com a adogdo da moeda Unica, esse sistema deixou de
ser usado, em detrimento de um sistema muito menos eficiente. Esse sistema,
implementado nas notas do euro, é também baseado na aritmética modular {Anexo
2).

O sistema de Verhoeff & um étimo sistema na detegéo de erros, mas néo faz a sua
correcdo automatica. Existem outros sistemas eficientes que detetam os erros e
fazem a sua correcdo automatica. Contudo, ndo séo muito utilizados pois na maior

parte das situagbes a corregcdo ndo é permitida, como é o caso dos bancos.
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2.9.Aplicagdes dos sistemas modulares e de Verhoeff

Podemos verificar experimentalmente, em www.atractor.pt/mat/alg controlo/, quais

0s erros que alguns dos sistemas modulares ou o sistema de Verhoeff detetam, além
de podermos confirmar se o digito de controlo, por exemplo, de um bilhete de
identidade, estd ou ndo correto. Podemos também confirmar se o numero de
documento de um cartdo de cidadao esta ou ndo corretamente escrito através de um

algoritmo concebido no programa Cctave.

zxemplo 2.9.1. Cerregédu experimmental do sistema de identificagéo do Bi

Em www.atractor.pt/matfalg controlo/, além de ser possivel testar se um ndimero de

Bl esta ou ndo bem representado, também podemos verificar que, atribuindo ao
digito de controlo o simbolo X para substituir o valor 10, o niimero de identificacao ja
estaria correto. Essa verificacao pode ser feita através de uma tabela dinamica como

a ilustrada na figura 2.9.1:

Figura 2.9.1. Veiificagao da auvienticidade do digiio de coniroie do Bl

Bithete de ldentidade
1° 29 3% 4% B*  g°o  Je gv AC  BI
H H T H
2. ® & ¢ o ® ¢ o o
+ f i

i

(= 2+ I« JNS R N FU SE  ]

i

MW M o O B P e O

!
AC — Simboic de Controlo que surgiria se o siste-
ma tivesse sido corectamente concebido

Bl — Aigarismo de Controlo que sufge no Bilhete
de ldentidade Portugués

Relativamente ao cartdo do cidadédo, uma vez que € um documento recente, ndo &
ainda vulgar encontrar algoritmos que testem o niimero do documento. Por este facto

construimos um algoritmo, desenvolvido nos projetos educacionais | e |, que verifica

se 0 numero do cartdo de cidadao esta corretamente escrito.

Algoritmo 2.9.1. Algoritmo de teste do nimero de documento do CC
num1=input('Escreva os algarismos do seu CC, antes das letras: );
num2=input('Escreva o algarismo do seu CC, depois das letras: };
letra2=input(‘Insira o valor da segunda letra seguindo a chave: Z=35, Y=34, X=33,);
aux1=num1/10"8; aux2=floor(num1/10°8);

a1=floor(10*(aux1-aux2));

%]
~]
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aux1=num1/10°6; aux2=floor(num1/10"6);
a2=floor(10*(aux1-aux2});
aux1=num1/10"4; aux2=floor(num1/10"4);
a3=floor(10*(aux1-aux2});
aux1=num1/10°2; aux2=floor(num1/10"2);
ad=floor(10*(aux1-aux2));

ab=35;

ab=num2;

s1=ai+a2+a3+ad+ab+at;

b1=floor(10%(num1/10"9));
aux1=num1/10°7; aux2=floor(num1/10"7);
b2=floor(10*(aux1-aux2));
aux1=num1/10°5; aux2=floor(num1/10"5);
b3=fioor(10%(aux1-aux2j};
aux1=num1/10°3; aux2=floor(num1/10"3);
b4=floor(10*(aux1-aux2));

aux1=numi/10; aux2=floor(num1/10);
b5=floor(10*(aux1-aux2));

bé=letraZ;

b={b1 b2 b3 b4 b5 b6];
b=2%h;
for i=1:6
if b{iy>=10
b(i)=b(i)-9;
end
end

s2=sum(b);

s=sT+s2;

controlo=s/10-floor(s/10);

if controlo==

disp('INTRODUZIU CORRETAMENTE O SEUID ')

else disp(INTRODUZIU O SEU ID INCORRETAMENTE')

end
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3 Projeto educacional Il

No projeto educacional Il, sdo abordadas outras aplica¢cbes da aritmética modular,
como a aritmética do reldégio, os calendarios e a criptografia. Sdo também ilustrados
alguns exemplos da vida quotidiana.

E ainda feita uma breve caracterizagio da escola e da turma onde o tema foi
implementado e uma descri¢éo sucinta da apresentacio do tema na sala de aula, bem

como uma analise a recetividade ao tema por parte dos alunos.

3.1.Exemplos e aplica¢des

Nesta seccdo apresentaremos alguns exemplos elementares e outras aplicagbes
da aritmética modular cuja escolha foi motivada para apresentagéo em sala de aula.

3.1.1. Aritmética do reldgio

A aritmética do relégio € um exemplo de congruéncia moédulo 12. De facto, o

tempo é observado entre os multiplos de 12, como ilustra o exemplo 3.1.1:

Exemplo 3.1.1. Numeros equivalentes a 2 em Z,,

Se num determinado momento, um relégio analégico comum, marcar 12:00 horas,
passadas 2 horas marcara 2:00 horas pois 2 € o resto da divisdo inteira de 14 por
12, isto € 14 = 2mod 12. Na aritmética usual, 12 + 2 = 14, mas na aritmética do
relégio 12+ Z=2. Por outro iado, 34 horas antes o relogio terda marcado
iguaimente 2:00 horas, pois 2 &€ o resto da divisdo inteira de —22 por 12, ou seja
—22 = 2mod 12. Concluimos que na aritmética do relégio, 0s nimeros 14 e —34
séo equivalentes ao nimero 2.

O conjunto de todos os numeros equivalentes ao nimero 2 sera {2 + 12k, k € Z} =
{-,-34,-22,-10,2,14, 26,38, --- }, constituido por todos 0s nidmeros cuja divisdo

por 12 tem resto 2.

3.1.2. Calendarios

Um exemplo de congruéncia médulo 7 esta relacionado com os calendarios. Cada
dia da semana é repetido apés 7 dias e essa periodicidade faz com que o nlimero
correspondente a cada dia aumente de sete em sete. Assim, cada dia da semana é
representado a partir dos multiplos de 7. No exemplo 3.1.2. é apresentada uma
aplicacao pratica da aritmética modular relativamente aos calendarios.

B

b
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Exemplo 3.1.2. Dia da semana do 25 de Abril de 2016

Cada dia da semana é representado a partir dos multiplos de 7 e o primeiro dia do
més de Abril de 2013 calhou a uma 2.2 feira, conforme se pode verificar na figura
3.1.1:

Figura 3.1.1. Calendario de Abril de 2013

TER|QUA} QUI|SEX|SAB Dom Seg Sab
2|3 [4] 5 el M, Mo +1 M, + 6
9 10| 11412 |13 n.°s que | n.% que n.%s que
16 17 18 19 120 | divididos | divididos divididos
frriad e por 7 por 7 por 7
2 | 24 381 36 T dio | 'ddo ol
LT resto0 | resto1 resto 6

Para descobrir em que dia da semana sera o 25 e Abril de 2016, podemos,
inicialimente, fazer corresponder cada dia da semana a um numero de 0 a 6,

conforme a tabela 3.1.1:

Tabela 3.1.1. Correspondéncia do dia da semana

Domingo | 2.2 feira | 3.2 feira | 4.2 feira | 5.2 feira | 6.2 feira | Sabado
0 1 2 3 4 5 6

De seguida devemos contabilizar quantos dias faltam para o 25 de Abril de 2016,
partindo do dia 1 de Abril de 2013, ndo esquecendo os anos bissextos:

Ano
Més 2013| 2014| 2015(2016 (bissexto)
Janeiro 31 31 31
Fevereiro 28 28 29
Margo 31 31 31
Abril 30 30 30 25

Maio 31 31 31
Junho 30 30 30
Julho 31 31 31

Agosto 31 31 31
Setembro | 30 30 30
Qutubro 31 31 31
Novembro | 30 30 30
Dezembro| 31 31 31

o n - | = he Yo = ~e
Totai 275 | 365 05

[y
[N
Ch
[
"
M
e

Fazendo a divisdo inteira de 1121 por 7, obtém-se resto 1, ou seja, 1121 =
1 mod 7, e portanto, passados 1121 dias, o 25 de Abril de 2016 ira ser no dia da
semana correspondente ao nimero 1, na tabela 3.1.1, ou seja 2.2 feira.

Exemplo 3.1.3. Em que dia nasceu?

Como cada semana tem 7 dias, a tabela dos dias da semana é construida com
base na congruéncia médulo 7, conforme a tabela 3.1.1, apresentada no exemplo
3.1.2.
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A associagdo de cada més a um nlmero também é feita com base na
congruéncia modulo 7, do seguinte modo: janeiro € 0 més de referéncia, uma vez
que é o primeiro més do ano, pelo que associamos a esse més o numero 1. Como
janeiro tem 31 dias e 31 = 3 mod 7, associa-se 0 numero 4 ao més de fevereiro
pois 1+3=4. Janeiro “empurra” o inicio do més de fevereiro trés posicdes.

Fevereiro tem 28 dias e 28 = 0 mod 7, pelo que fevereiro ndo “empurra” o inicio
do més de margo. Assim, a margo associa-se igualmente o nimero 4, pois comeca
exatamente no mesmo dia da semana que o més de Fevereiro (se 0 ano n&o for
bissexto).

Marco tem 31 dias e 31 = 3mod 7, pelo que margo “empurra” trés posicdes o
inicio do més de Abril e portanto a abril associa-se o nimero 0 (pois 4+3=7=
0 mod 7).

Abril tem 30 dias e 30 = 2 mod 7, pelo que abril “empurra” o inicio do més de maio
2 posigdes e portanto a maio associa-se o nlimero 2 (0 + 2 = 2).

Maio tem 31 dias e 31 = 3 mod 7, pelo que maio “empurra” 3 posigbes o inicio do
més de junho e portanto a junho associa-se o ntimero 5 (2+3=5).

Junho tem 30 dias e 30 = 2 mod 7, pelo que junho “empurra” 2 posi¢des o inicio
do més de julho e portanto a julho associa-se o nimero 0 (5+2=7= 0 mod 7).
Seguindo este raciocinio, podemos fazer corresponder cada més de um ano, a um
algarismo compreendido entre 0 e 6, conforme a tabela 3.1.2.

Tabela 3.1.2. Correspondéncia do més do ano

Tabela dos meses
Jangiro | 1 | Fevereiro | 4 Marco 4 Abril 0 Maio 2 Junho 5
Julho 0 Agosto 3 | Setembro | 6 | Outubro | 1 Novembro | 4 | Dezembro |6

Atendendo a que 1900 foi um ano bissexto e porque o 1.° dia de Janeiro de 1900
foi uma 2.2 feira, através do procedimento seguinte poderemos determinar o dia de
aniversario.

Comecemos por calcular quantos anos passaram desde o ano 1900 até ao ano de
nascimento do individuo, pois & necessario determinar a translagéo, na sequéncia
dos sete dias da semana (2.3, 3.2, 4.3, 5.3 6.2 sabado, domingo), relativamente ao
primeiro dia de janeiro de 1900. Como 365 =1med 7, cada ano que passa
aumenta uma posicdo para a direita no ciclo dos sete dias da semana,
relativamente ao primeiro dia de janeiro. Se o ano for bissexto, aumenta duas
posigbes para a direita, em relagdo ao primeiro dia de janeiro, uma vez que
366 = 2mod 7. Por cada anc bissextc contabilizado desde $1/01/19CC até ao ano
de nascimento da pessoa, aumenta-se mais uma posigio a translagéo determinada

anteriormente. Para calcular quantos anos bissextos existiram depois de 1900 faz-
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se a divisdo inteira da diferenca entre 1900 e o ano de nascimento por 4 e
considera-se o quociente dessa divisao.

Estes calculos serviram apenas para localizar o dia da semana do primeiro dia de
janeiro do ano em que a pessoa nasceu. A partir dai &€ necessario encontrar o
deslocamento feito desde o 1.° de janeiro desse ano até ac dia e més do
aniversario do individuo. Recorrendo a uma tabela semelhante a tabela 3.1.2,
localiza-se o més do aniversario. Localizado o primeiro dia desse més,
considerando x o dia de aniversario, © mesmo encontra-se x — 1 posi¢cdes apos o
primeiro dia do referido més.

3.1.3. Criptografia

A criptografia & outro exemplo onde se verifica a utilizacdo da aritmética modular.
A criptografia (do grego kryptés, "escondido”, e graphein, "escrita”) é uma area da
criptologia (ciéncia dos coédigos), que se dedica ao estudo das mensagens
secretas e dos processos de encriptacio [2]. Nesses processos a informacéo
original & transformada numa outra impercetivel, de modo a que apenas possa ser
conhecida pelo seu destinatario, detentor da chave secreta. A criptografia
classica, primeira aplica¢io da criptografia, remonta ao tempo do imperador Julio
César, sendo por isso, denominada por cifra de César. Segundo consta, o
imperador trocava mensagens com 0s seus generais, avangando trés letras no
alfabeto para codificar a mensagem e recuando trés letras para descodificar,

como ilustra o exemplo 3.1.3:

Exemplo 3.1.3. Cifra de César

Codificar (cifrar): avancar trés caracteres do alfabeto para a direita

Alfabeto antes da “cifragem”

A|BI|C|DJE|F|G|H|IT]J]JL|IM|NJO|P|Q|RIS|TIUIV]|X]|Z

Descodificar (decifrar): recuar trés caracteres do alfabeto para a esquerda

Alfabeto depois da “cifragem”

D| E| F] G| H] I]| J|L|M] N|O|]P|]Q|R| S| T|U| V| X|Z]AlB]C

Mensagem original: “ATACAR” Mensagem codificada. “DXDFDU”

Ainda que o uso deste esquema por César tenha sido o primeiro a ser registado,
consta que outras cifras de substituicoes tenham sido utilizadas anteriormente.
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A relacdo deste sistema de encriptagdo com a aritmética modular & muito

simples e é ilustrada no exemplo 3.1.4.

Exemplo 3.1.4. Cifra de César e aritmética modular
A cada letra faz-se corresponder o numero inteiro (de 0 a 22), que representa a
sua posi¢ao no alfabeto.

CIDJE|JF|G|H]|I]|J]JL|IM|N|JO|P|Q|R|S|T|JU]JV]|X]|Z

415|617 |89 |10|11]|12|13|14[(15|16[17|18|19]|20]| 21|22

A cifra de César pode ser entdo definida por uma fungo f, que aplica cada
namero inteiro n, com 0 < n < 22, no numero inteiro f(n) = (n + 3) mod 23.

A mensagem original utilizada no exemplo 3.1.3. foi “ATACAR”.

Codificagdo: A e 0
f(O=(0+3)mod23=3mod23=3 <D

T <18

f(18)=(18+3)mod23=21mod23 =21 X
Ce—2
fR)=R2+3)mod23=5mod23=5—F

R e 16

F(16) = (16 + 3) mod 23 = 19 mod 23 = 19 > U

Para decifrar a mensagem codificada, basta considerar a fungo inversa f1,
que transforma um numero inteiro n, com 0 < n £ 22, noutro numero inteiro
F1(n) = (n — 3) mod 23.

Note-se que a cifra de César pode ser generalizada considerando que se avanga
b posicbes no alfabeto, em vez de trés, com b € N, ou seja f(n) = (n + b) mod 23.
Neste caso néo ¢ dificil encontrar a fungéo que descodifica a mensagem original,
uma vez que f € uma fungéo bijetiva. A sua inversa sera a fungao definida por
() = (n — b) mod 23.

Ainda assim esta cifra & pouco segura hoje em dia, pois é relativamente facil
descobrir a chave secreta, podendo ser melhorada definindo f da seguinte forma:
f(n) = (an + b)Y mod 23

onde a devera ser escolhido de forma a f ser uma bijegéo, e, nesse caso,
F () = a *(n— b) mod 23

A determinacio de a~! pode ser feita recorrendo ao algoritmo de Euclides, como

descrevemos no exemplo 3.1.5.
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Exemplo 3.1.5. Aplicagao do algoritmo de Euclides no calculo do inverso
Seja a fungdo f(n) = (3n + 7) mod 23, entdo f~1(n) = 371(n — 7) mod 23.
Pretendemos saber qual o valor de 371, ou seja, qual o inverso de 3 em Z,.

Pelo algoritmo de Euclides,

1=3-1x2
23=7x3+2 1=3-1%x(23-7x%3)
3=1x2+1 1=3-1x%x234+7%3
mdc(23,7) =1 1=(-1)x23+8x3

1=8x3mod?23

Portanto, 3 X 8 = 1 mod 23 e consequentemente o inverso de 3 em Z,;é 8.

No caso do alfabeto de 23 letras, a existéncia de a~! em Z,; é garantida, uma
vez que 23 & um numero primo. Com o alargamento do alfabeto para 26 letras,
levanta-se a questao relativamente a determinac¢ao do inverso em Z,,, uma vez

que 26 ndo é um numero primo. O exemplo 3.1.6. ilustra esse prolema.

Exemplo 3.1.6. Alfabeto de 26 letras

CIDIE|FIG|H]I|J|K|L|M|IN|OIPIQIRIS|T|U|VIWIXIY|Z

2134|567 |8]|9)10]11{12|13]|14]|15|16(17]18]19|20|21]22|23|24|25

Para a fungdo f definida por f(n) = (2n + 2) mod 26 tem-se que f(17) = f(4) =10
R e 17
fA7)=(2%x17+2)mod 26 =36 mod 26 = 10 «» K
Ee— 4
fA=2%4+2)mod26=10mod 26 =10 > K

Como a funcéo néo é bijetiva, ndo existe f~1. Este facto esta relacionado com a
n&o existéncia, em Z,, do inverso de 2 pois se existisse 2, seria definida por
f~i(n) = 271(n — 2) mod 26.

Para melhor entendimento sobre a relagéo entre nimeros primos e existéncia de
inversos, passamos a apresentar algumas consideragées sobre a existéncia de

funcdo inversa e de elementos invertiveis em Z,,.

Definigdo 3.1.1. Nimeros coprimos e fungao de Euler

Dois numeros naturais m e n dizem—se coprimos ou primos enfre si se
mdc(m,n) = 1.

O numero de coprimos de n, inferiores a n, designa-se por ¢(n), designando-se
por ¢ a fungio de Euler.

Vejamos agora em que condigdes um numero inteirc a # 0 é invertivel.
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Proposigéo 3.1.1.
Seja a um elemento néo nulo de Z,. Entdo a é invertivel se e 6 se a e n séo

COpPrimos.

Demonstragdo: Suponhamos que a é invertivel em Z,, o que significa que
existebeZ,talqueab=1modn < 3q€Z: ab=nqg+ 1. Assim, 1 = ab — ng.

Seja d um inteiro divisor comum de a e n, entdo dja e d|b e consequentemente
d|(ab —nq), ou sejad|l. Logod = 1 ou d = —1 pelo que mdc(a,n) = 1.

Provemos agora o reciproco. Por hipétese mdc(a,n) = 1. Pelo algoritmo de
Euclides usado em ordem inversa (ver exemplo 3.1.5), 3s,t €Z:1 = sa + tn.
Assim,

sa=1—tn © sa=nx(—t)+1 = sa =1modn,

pois n X (—t) & multiplo de n. Portanto (s + kn)a = 1 mod n, pois kn & miltiplo de
n, com k € Z. O inverso de a sera um numero de Z,, com a forma s + kn, com

k € Z, isto é: al=s+kn kel ]

Para codificar e descodificar uma mensagem através da cifra de César
melhorada, utilizando o alfabeto de 26 letras, & necessario saber que nuimeros sao
invertiveis em Z,, = {0, 1, ---, 25}.

Exemplo 3.1.7. Elementos invertiveis de Z,,

Pela proposi¢do 3.1.1., os elementos invertiveis de Z,, séo todos os coprimos de
26, isto &, s&o apenas os numeros 1,3,5,7,9,11,15,17,19,21,23,25, donde
$(26) = 12.

Como ¢(26) < 25, podem-se levantar problemas na descodificagdo. Colmata-se
esta dificuldade, por exemplo, acrescentando ao alfabeto, simbolos néo
numeéricos, até aquele perfazer 29 elementos. Como 29 € um numero primo,
¢(29) = 28 e ja ndo ha problemas de codificagdo ou descodificagdo com qualquer
cifra melhorada de César, da forma

f(n) = (an+ b) mod 29, coma # 0.

Exemplo 3.1.8. Alfabeto de 29 elementos

DIE|F[G|H]I|J|K|L|M|NJO|P|Q|R|S|TJU|VIW|X]|Y]|Z|@

314|65|6|7]18]|9|10|11|12[13]|14|15|16|17|18|19]20]|21|22|23|24|25]|26

27

28

Descodificar a mensagem “TCIHKX", codificada com a fungéc
f(n) = (2n + 2) mod 29.

L
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A fungéo inversa de f sera f~1(n) = 271(n — 2) mod 29 com 27! o inverso de 2

em Z,q.

Pelo algoritmo de Euclides:
1=29—-14x%x2
1=2x(—14) mod 29
1=2x15mod?29

20=14x2+1
mdc(29,2) =1

O inverso de 2 em Z,, & 15, e portanto f~1(n) = 15(n — 2) mod 29.

Descodificando a mensagem “TCIHKX™:
T — 19

FH19)=15%x (19— 2)mod 29 = 255 mod 29 = 23 < X
Ce—2

FFAA2)=15%x(2-2)mod29=0mod29=0< A

8

f1(8)=15%x(8-2)mod29=90mod29=3 < D
He 7

YD =15x(7-2)mod29=75mod 29 =17 - R
K < 10

F1(10) =15 x (10— 2) mod 29 = 120 mod 29 =4 — E
X <23

FU23)=15%x (23 —2) mod 29 = 25mod 29 = 25 & Z

3.2.Implementagao na escola

A implementagdo do tema desenvolvido foi feita numa turma de cozinha e
pastelaria “on the job® (CP OTJ), na escola de hotelaria e turismo de Coimbra
(EHTC), pelo que iniciamos este capitulo com uma breve caracterizagdo de ambas.

3.2.1. Caracterizacdo da EHTC e da turma CP OTJ

A EHTC, inaugurada em 1989 pelo ministro do comércio e turismo, Joaquim
Martins Ferreira do Amaral, esta localizada na antiga Quinta da Boavista, casa
solarenga da familia Barata Alpoim. Esta casa foi adquirida pela Céamara
Municipal de Coimbra na década de 80 e cedida ao entdo Instituto Nacional de
Formacgao Turistica, para os efeitos que ainda hoje cumpre: um estabelecimento

de ensino e formacgao profissional em turismo, hotelaria e restauragao.

36



Implementagdo na escola

Os cursos de dupla certificacdo ministrados pela EHTC destinam-se a jovens
com o 9° ano de escolaridade, conferindo-lhes equivaléncia ao 12° ano e uma
certificagao profissional de nivel IV. Estes cursos tém uma duragéo de trés anos,
distribuidos por seis semestres. Destacam-se os cursos de técnicas de cozinha e
pastelaria (TCP) e técnicas do servigo de restauragio e bebidas (TSRB). A oferta
formativa de nivel IV inclui ainda os cursos de dupla certificagdo “on the job”
(OTJ), que se destinam a jovens com o 11.° ano de escolaridade, conferindo-lhes
a equivaléncia ao 12.° ano de escolaridade e a certificagéo profissional de nivel
IV. Os cursos OTJ sdo cursos de educacéo e formagéo para jovens (CEF).

As varias componentes de formacdo dos cursos OTJ abrangem as areas
cientifica, sociocultural, tecnolégica e pratica, sendo que a formacéo pratica é feita
em regime de alternancia entre a escola e uma unidade hoteleira. Por este motivo,
um curso OTJ potencia uma rapida integragéo no mercado de trabalho. A duragéo
destes cursos é de um ano e destacam-se os cursos de cozinha e pastelaria e
técnicas do servigo de restauragio e bebidas.

A EHTC tem ainda uma oferta formativa de nivel V, pds secundario, com os
cursos de gestdo e produgao de cozinha (GPC), gestdo hoteleira — restauracgéo e
bebidas (GHRB) e gestac hoteleira — alojamento (GHA).

O plano curricular dos cursos de cozinha e pastelaria “on the job” (CP OTJ),
conta, entre as varias componentes de formacéo, com 16 disciplinas no periodo
escolar inicial e 15 disciplinas no periodo em alternancia com a unidade hoteleira.

A orientacao curricular dos cursos OTJ tem por base o programa dos cursos
profissionais de nivel secundario, tendo em conta a especificidade dos mesmos,
gue podem receber alunos das diferentes &reas do ensino secundario. Assim, a
disciplina de matematica estd estruturada de forma a fazer uma reviséo
aprofundada de conceitos fundamentais do ensino basico, que servem de base as
areas tematicas abordadas.

A turma de CP OTJ era constituida por 20 alunos, dos quais 9 raparigas e 12
rapazes, com uma meédia de idades de cerca de 20 anocs, sendo que alguns
elementos do grupo ja tinham tido contacto com o mercado de trabalho.
Apresentou-se como uma turma heterogénea, devido aos diferentes niveis de

conhecimento no que diz respeito a disciplina de Matematica.

3.2.2. Atividade: aplicagdes da aritmética modular

A atividade proposta foi desenvolvida numa aula de dois tempos de 50 minutos,
na sala de informatica, e foi feita uma breve apresentacéo da aritmética modular
(Anexo 3), como uma ferramenta importante da teoria de numeros. Foram
apresentados aiguns exempios como a aritmética do reldgio, os calendarios e a
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criptografia, tendo sido, por isso, introduzida a nogdo de congruéncia. Foram
também apresentadas algumas das suas aplicagbes, como o funcionamento dos
sistemas de identificacido modulares, nomeadamente, o sistema de identificaco
de livros, International Standard Book Number (ISBN), o sistema de identificagao
de artigos, European Article Number (EAN), o sistema de identificagdo dos
bilhetes de identidade (Bl) e o sistema de identificacido dos cartdes de cidaddo
(CC).

De modo a despertar o interesse dos alunos, a apresentagéo foi feita recorrendo
a esquemas animados e utilizando exemplos da vida quotidiana, praticos e
palpaveis, como o reldégio analégico, calendarios, livros, artigos e cartdes. No
sentido de consolidarem e aplicarem os conceitos apresentados, os aluncs
realizaram, ao longo da aula, uma ficha de trabalho (Anexo 4), com aplicacbes
praticas da aritmética modular. Puderam ainda verificar experimentalmente, em

www.atractor.pt/mat/alg _controlo/, o resuitado de alguns exercicios propostos na

ficha de trabalho. O programa Octave, um freeware do programa Matlab, foi
instalado nos computadores a que os alunos tiveram acesso, de modo a poderem
verificar, através do algoritmo concebido para o efeito, se os respetivos nameros

do CC estavam corretamente escritos.

3.2.3. Avaliacao da atividade por parte dos alunos

A atividade implementada foi avaliada através de um questionario (Anexo 5), que
inquiriu os alunos acerca do interesse geral pelo tema, cujos resultados se

apresentam na figura 3.2.1.

Figura 3.2.1. Opinido dos alunos sobre o interesse geral pela atividade
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Implementagdo na escola

No mesmo questionario, os alunos foram chamados a dar a sua opinido sobre a
influéncia deste tipo de aplicagdes matematicas, no estimulo da aprendizagem
pela disciplina. Também deram a sua opinido acerca da inclusdo, ou nio, deste
tipo de aplicagbes nos programas de matemética do ensino profissional. Essa

opinido esta retratada na figura 3.2.2:

Figura 3.2.2. Opinido dos alunos sobre a motivagio pelo tema
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A maioria dos alunos revelou interesse no tema abordado, tendo participado

ativamente com duvidas e sugestdes.
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4 Conclusao

“A linguagem realmente n&o é um veiculo de transmisséao perfeito.”
Mark Zuckerberg

A analise do funcionamento dos sistemas de identificacio detetores de erros fez-nos
compreender que, nos sistemas modulo k, a detecdo de erros sera mais eficiente se k
for um nimero prime, com k > 10. Existem, no entanto, alguns constrangimentos no
caso de k > 10, pelo facto de ser necessario recorrer a dois ou mais algarismos de
teste, ou a caracteres ndo numéricos para digitos de controlo. Esses problemas sao
ultrapassados com uma generalizagdo e/ou modificacéo dos sistemas maédulo 10, que
permite aumentar significativamente a sua eficiéncia. Um exemplo de um sistema
modulo 10 melhorado € o sistema implementado no cartdo de cidad&o portugués, que
vem colmatar a falha existente no sistema de identificacéo do bilhete de identidade.

A percegao do funcionarnento do sistema do cartdo de cidadao foi determinante para
a concec¢ao do algoritmo apresentado.

Concluimos que, mesmo melhorados, a eficacia dos sistemas mdédulo k néo é total,
pelo que a aritmética modulfar ndo nos fornece uma solugdo 6tima para a detecéo dos
erros mais frequentes. Essa solugdo é-nos fornecida pela teoria de grupos.

A aritmética modular ajudou-nos, no entanto, a apresentar aos alunos, os sistemas
de identificagdo modulares mais conhecidos e por eles utilizados no dia-a-dia.
Tambem foi importante para ensinar a codificar e a descodificar mensagens secretas
através da criptografia. Os exemplos e aplicagbes da aritmética modular, no
quotidiano, foram fundamentais para cativar a atengdo dos discentes.

Consideramos que, sendo a matematica a disciplina que, por exceléncia, ensina a
pensar, no ensino profissional deve apresentar-se nido s como uma atividade
intelectual, mas também como uma ferramenta Util na vida quotidiana e profissional.

Segundo o programa para o ensino profissional, o essencial da aprendizagem da
matematica concentra-se mais na procura da resolugéo de problemas e de aplicagtes
matematicas, pelo que consideramos que abordar contelidos do interesse dos alunos,
relacionando-os com as aplicagdes praticas do quotidiano, & fundamental para
estimular a motivagao e a criatividade dos mesmos.

O tema abordado permitiu desenvolver o raciocinio de forma lidica e pensar de
modo abstrato. Assim, temas como este poderiam ser abordados nos programas de
matematica do ensino profissional. Pelas caracteristicas destes cursos, o recurso as
aplicacOes praticas e quotidianas da matematica é um fator essencial para despertar o
interesse dos alunos e, consequentemente, obter sucesso nc aproveitamento da

discipiina.
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http://www.tribunadasilhas.pt/index.php/opiniac/item/5608-a-matematica-do-

cartdo-de-cidadio-ii, consultado em fevereiro de 2013

Guia prético de utilizagdo do cartdo de cidadéo,

hitp.//www.cartaodecidadao.pt/images/stories/cc_nota_informativa.pdf, consultado
em fevereiro de 2013
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Referéncia historica

Anexo 1 Referéncia histérica sobre codificacio para controlo de erros

O seguinte cronograma refere as principais personagens da historia da codificagdo para
controlo de erros:

Tudo comegou com o “Claude” Shannon

IP4E: 94950

| ]

(1916-2001)

e recomecou com o “Claude” Berrou,
com os seus ‘turbo-codigos’.

As primeiras paginas dos principais artigos dos “Claudes” estdo representadas nas seguintes
imagens:

Chande Berrou. Alzin Glavieaw 1t Fonys Thitimaishima

2 Labormary

Al A ot Py T IrgiciCr [ prom—

Frowe

(1) Paants N SI08279 (France), N™ 93480017 L' N OTR20 403 (175 A)

gt~ Vi parper Bfuy 2 dro, 2.0y =0p, i m B Ll <o} 2 02 4y
Gl cued Turb-codei, whme s o ’

84 Tz (RS o oM e SHLASRGOR S, Tht EChoatie

o cofre w2 ee81 0w

twa Reomsiwy Syvwematic Coovaiotional -ades tof the " .
deroder, wing n feofmck docoding Talz, is T ke trelis sarwcoier s Memiicad Jor the R3C
Seplemreged rx P pyatied oot chowomeey docosion. F0fE K= Uhe NSC e 400 St 10 ook hmve e sy

s it i VR G0 (0.2 DA b K} .

1+ IYRODUCTION ¥y } ot corvepoad 10 0 scme et Spaao [l dor
Cowdder 2 ey omet Rul/Y copreicaat sRooier Wi RSCacd NSC cenip, Y 1 the e i Tosemoe between ihe
Domduinal il X 20d memory 24ak-t. The inpot & e T b,

Acoder ot ties & iz & bt dy L s Srererprmding codewusl) Whn pnered €00 15 condend, se tuol
G e Hbary aoup's O, Tic ) with FLa Xy Xy e DS AR & 8 CE2iER Doty
x Fenerw 2ol by & ki P For eaane, snisg oy
&-_f;:ui.. LY geaf) et Zade e 12 o B, e ot P of e 23 priipred o
i frt
G=Ziad,, mod2 g, 590 R oy 3
=] il I3

where £ix: {als 037 Ly § a el fe evoder ponees oo,
pwecid i ool
T is well inn, Bt gt DER <7 & camical Noa
Crevohaiomal

BSC Enup b ey m btk op 2 retiog ook of e
g aputs Ay o Py exiedl 10 e iope b dy - For am REC
e, e A e goster (cacminiy) gt 6 o Bomger the bie
e ik atw by vareble ¢y W Xpad) (7

mesprctivety
Trodkh. tht: g Ty (resp. Xy bn ol 0 gqmasion 151 d §
Sy, 1) by mibcrting o Tor < 304 e viably g b %,
oottty calcatated — 5
a R
PP, e 7= _.]
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Sistema das notas do euro

Anexo 2 Sistema de identificagdo das notas do euro

O nimero de série que se encontra numa qualquer nota de euro (verdadeira) é

constituido por uma letra seguida de onze algarismos, como ilustra a figura 2.4.1:

Figura 2.1. Nota de 10 euros ¢ respetivo nimero de série

A lefra representa o pais do qual é proveniente a nota e a qual é atribuido um valor

numeérico constante na tabela 2.1.

Tabela 2.1. Valor atribuido a cada letra correspondente ao respetivo pais

Letra Pais Valor
L Finlandia 4
M Portugal 5
N Austria 6
P Holanda 8
R Luxemburgo 1
S Italia 2
T Irlanda 3
U Franga 4
A\ Espanha 5
X Alemanha 7
Y Grécia 8
z Bélgica 9

Os dez aigarismos que se seguem 2 ietra identificam a nota e o ultimo algarismo é o

digito de controlo. Assim, o nimero de série de uma nota de euro pode ser representado

da seguinte forma:

318z 3 Q4 05 Qg A7 Ag Qg Qg9 Ay
s i
Identl'ﬁ caglo Identificagfo da nota
do pais

Q12 \

Algarismo de teste ou de controlo

a,, € escolhido de modo a que a soma de teste seja divisivel por 9, ou seja:

S=a1 +a2+"‘+a1u+a11+a12 EOmOdg,

com a, € {1,---,9}, o valor representado peia letra correspondente ao pais. Entdo,

aqz E—(a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10+a11)m0d9.
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Repare-se que este sistema ndo deteta nenhuma transposicéo de algarismos, uma vez

que os pesos sdo todos iguais a 1, nem deteta todos os erros singulares, conforme ilustra

0 exemplo 2.1.

Exemplo 2.1.
No exemplo da figura 2.1, o valor de T é 3, conforme a tabela 2.1 e § & tal que

$=34+24+3+1+8+6+9+0+9+6+9+7=63=0mod?9,

pelo que o digito de controlo estd bem calculado e podemos concluir que a nota é

verdadeira.

No entanto, note-se que se ¢ algarismo zero for trocado por um nove ou vice-versa o
numero de controlo mantém-se inalterado uma vez que 9 = 0 mod 9, verificando que este

sistema & pouco eficiente.

vi



Aula sobre aritmética modular e suas aplicagtes

Anexo 3 Apresentacao do tema em sala de aula

- - -
ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES PONTUBAL £, s de combra

A aritmeética modular,

muitas vezes chamada

aritmeética do relogio, e

uma das ferramentas
mais importantes da
teoria de numeros e

enmlve 0 conceito de

fF' s M1 uus vy HAnin

AI:I congruéncia.

E 4 18 W2 14 46 98 M 2 oA nW N H

ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES R ‘"5’ e s

Este conceito foi desenvolvido

pelo matematico Carl Gauss.

"0s numeros a e b tdm o mesmo resto

quando divididos pelo mesmo nlUmero
inteiro.”

Observou que a relacdo entre os ntmeros

Carl Friedrich Gauss
inteiros a e b tinha um comportamento e
semelhante 3 igualdade.

Gauss introduziu uma notacao especifica para essa

relacdao - = - e denominou-a por congruéncia.




Anexos

ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES PORTUCAL B

Noctes basicas de aritmética modular

1. Exemplos
Alguns exemplos que utilizam a nogéo de congruéncia:

Exemplo 1.1 Aritmética do relégio

“Aritmetica Ao relogio™ 0:00 — 12:00 apés 12 horas, 0+12=12
congruéncia modulo 12, 12 = 0 modulo 12
0:00 — 13:00 apos 13 horas, 1+12=13
13 = 1 module 12

0:00 — 02:00 apds 26 horas, 2+2x12=26

26 = 2 méduio 12

Olhamos para o tempo entre os muitiplos de 12.

OC=ziz2=24=.mod 12

1=13=25=...mod 12
2=14=26=_.mod 12

. ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES pomobi S scladehotslara

Exemplo 1.2 Calendarios

ABRIL
‘ooM | sz | vem | cua | oui | sex | sas |
1 2 3 4 5 '3
8 9 10 1 12 O més de Abril comegou

15 16 17 18 19
22 23 24 | 25 26

a uma 2.9 feira...

Em que dia da semana ira calhar o feriado do dia 25 de Abril de 20167

Dias | Segunda l Terga §Quarta 'Quinta Sexta | Sabado Domingo
ne|l 1 | 2 | 3 4 5 6 0

viii
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ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES PORTUGAL i% e

Quantos dias podemos contar até o dia 25 de Abril de 20167

Ano
Més 2013} 2014]2015{2016 (bissexto)
Janeiro 31 31 31
Fevereiro 28 28 29
Marco 31 31 31
Abril 30 30 | 30 25

Maio 31 31 | 31
Junho 30 30 30
Julho 31 31 31
Agosto 31 31 | 31
Setembro | 30 30 30
QOutubro 31 31 31
Novembro| 30 30 | 30
Dezembro| 31 31 31
Total 275 | 365 | 365 116 1121

Contabilizamos 1121 dias.

ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES ponmiess W o dehotsana

Sabado | |COM|SES TER QUA| aUl sex|sAs)|

| Domingo | 2.2 feira | ...

H
! E .
” i M. +1 ! i V.46 1 2 3 4 5
l r - + ; Aks - - [
: el st 8 9 10 11 12 N8
nosque | n.Osque | | n.0s que 15 16 17 18 19 | 2b
i divididos | divididos | i divididos s paee
t por7dao ! por7dao : = | por7dao | 22 23 24 BESH 26 BN
| restoO g restol | i resto6 28 30 i
5 1 i H H
Divisdo inteira de 1121 por 7 Dias | n.°
e observar o seu resto: ' Domingo | ©
1351 7 Segunda | 1
01 160 Terca 2
1121=160x 7 + 1 1 Quarta | 3
25 / Abril / 2016: Quinta | 4
Sexta 5
1121 = 1 mod 7 { .
e ) Sabado | 6
2.4 fevia

e

ix
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ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES PORTUEAL l{c SR oy Rt
e

Exemplo 1.3 Criptografia e congruéncia

CIFRA DE CESAR
i Alfabeto antes da cifragem
lajBic|DiE|FlGIH{1[)K{LM{NOIPIQIRIS | TIUIV|X|Z

Cifrar: avangar 3 caracteres do alfabeto para a direita

Alfabeto depois da cifragem
plelF|eiH|1]3lk[LIM|niolP|QIR|S|T|U|VIXIZ]|A[B]C
Decifrar: recuar 3 caracteres para a esquerda

Mensagem antes de Cifrar: Mensagem apds a Cifragem:
“"ATACAR" "DXDFDU"

[PrEpRaRR R

ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES ol Y ccvledenowias

Letra —» n.© que representa a sua posigao no alfabeto
AIBICIDIEJFI|IGIH|T|JILIMIN|IO|PIQIRIS|TIU|V|X|Z

i 1 E 3 L ] 4 f “ ; Too | 3R p 2 Qg |55 | 3T L35 p AT L P RS | AN R | L&

Cifrar (codificar):

cod = n.9 letra + 10 (Se cod 2 23, volta-se ao inicio do alfabeto)
Decifrar (descodificar):

des = n.0 letra - 10 (Se des < 10 faz-se — des + 23)

Exemplo:

X =21— 421+10=31=8(mod 23) » I (congruéncia mod 23)
J=8—" 384 23=3]—F2 3,31-10=21> X

Se a mensagem recebida for CGP EFHNE, como decifré-la?
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ARITMETICA MODULAR E SURS APLICAGOES ronroeaL J, Siadebotelera
ERaNzt

Decifrar {(descodificar):
CGP des = n.% letra - 10

EPNL (Se des < 10 faz-se — des = des + 23)
(Se des 223, volta-se ao inicio do alfabeto )

AIBICIDIE|FIGIHIT]IILIMINIO|P|QIR|S|TIU|Vi¥|Z

= g 4 2 IS PACN IR B IO I EHE IR BRI NS 1ol IR VOO B 00 WEli B IS o o

C - 2 = 25 (mod 23) (2+23=25) — 25-10 = 15 — — 3
G — 6 = 29 (mod 23) (6+23=29) — 29-10 = 19 ~ — i

P14 5 5 5550555 -514-10 =4 - 5 F

E—->4=27(mod23) (4+23=27)>27-10=17 —» §
Po145 -5 5 w555 5514-10 =45 &
N->12 5 559959 5 12-10=2>5-5 €

L-10 » - 55> 355 510-10 =0 —- - &

ECETr .~

" ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES ponruan, M, Sccladshorsar

1.2 Nogdo de congruéncia médulo k

« Dois nimeros inteiros a e b s8o congruentes, mddulo I se tiverem
0 mesmo resto quando divididos pelo mesmo ntimero inteiro k (k>0),
Esta relag@o de congruéncia representa-se normalmente por:

a=bmodk

» Outro modo equivalente de dizer que a e b s&o congruentes, mdéduio
k & verificar que a diferenca @ — b ou b — a é divisivel por k {ou que k
é divisor dessa difarenga)

Exemplo 1.2.1
Se 53 = 3 mod 5, entdo 53 — 3 é divisivel por 5.

De facto 53|5 53 - 3 = 50 50]5
03 1

00 10
o

eSS

Xi
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& turismo de coimbra

. ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES m‘”’“““&!{@ escola de hoielaria
L

2. Aplicacoes da aritmética modular

MATEMATICA MATEMATIAC
962531479 962531497

2.1 Sistemas de identificacdo modulares

Em muitas situacdes, utilizam-se ntimeros (cédigos numéricos) para
identificar algo:

Livros (ISBN), artigos (EAN), pessoas (Bl ou CC), etc.

Como detetar um erro na transmissaco de um ndmero?
Criag8o de algarismos de teste ou de controio do numero.

Esses algarismos s&o calculados com base na nogdo de congruéncia.

ARITMETICA MOBULAR E SUAS APLICAGDES 22 R !(9 escola de howeluria

Exemplo 2.1. ISBN (International Standard Book Number)

ISBN-10: @y @y a3 0y 5 Gg Q- Qg Og (11 5| — Algarismo deteste
o
identificagdo dolivro

Dicionario Prético de Maternatica

ISBN-10:19 7 2H7 1 0}42 25 Sequéncia: 1098765432
Livros editados . 1098 ? 6 54 32
emPortugal  Edfora  TEW 972710225

Algarismo de teste
16X+ BT +Bx2+7x7+6n1+EXx0+4x2+3Fx2+2x5=248

C - digito de controlo: 248 + C = 0 mod 11 (248 + C divisivel por 11)

C=11 -6 =@»-§>Algarismodeteste ggg ;‘;’
06

[Fsmveammmmmsen 2 U

Xii
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ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES porTUGAL I Siiolsdhaleria

i i 2%
ISBN-13: @; G2 03 G, 05 05 @y 05 09 Q¢ Uy B:30y5 2 3 28
Identificagdo do produto e do predutor Algarismo deteste
1 de Janelro da 2007 It AT
Matematica Mddulo .. ||
N i d :
ISBN-13:{9 78F{9 7 204 4}-14 0 7 : .
¥ Z & F  E .3
£ 2 3 235y
- Ttem @ Y 24
Artige | wrsg editedos Editors 2%
em Portugal ’ . 2
Algarismo de teste
Sequéncia: 1 31313131313 1331313131313

978972044407

LXO + BT+ L xB8+3xV 4+ LI X7 +I X2+ L0 F+5X8 4+ XA +3 X4+ 00437 =127
C-1: 127 +C=0mod 10 (127 + C divisivel por 10) 127 |1°
C=10 - 7 =3 Algarismo de teste 027 12

e S

¢ ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES Wl gt

Exemplo 2.2. EAN (European Article Number)

EAN 13: .4, Q> 03 4 05 Qg &y Az g Ryp Az Bi3@r3 L Algarismo de teste
i PO =

"
Identificagéo do produto e do produtor

Creme para maos

EAN 13: [8 4 74[0 0 0H2 6 110 7 31-{6)~+ higmismo detest

g{ J l’ \Qltern

Artigo Produtor Produto

Sequéncia: 1 31313131313 131313131313
847000261073

IxB+E2X4+EAX74+FX0+ix04+3x0+1x2+F%64+1x1 4+ x04+1%7+%x3 =64

T

C-»: 64+C=0mod10 (64 + Cdivisivel por 10) 4|10
C=10 -4 »@,Algarismo deteste 04 6

T S

xiii
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= ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES reacroin D Zoiadehotiaca

Exemplo 2.3. BI {Bilhetes de identidade)

BI. Q: a; G3 @, 25 Qg 7 Qg Qg |~ Algarismo deteste

{ 1D } |dentificagdo do Bl

BL:{0 84967129

’4 Sequéncia: 8 TH 54 3 2

Ideritificag8o da pessoa
Algarismo de confrolo HU87H5432
08496712

IXO0+EBxB+7x4+5x9+3x6+4xT+3x1+2x2=211
C -» digito de controlo: 211 + C = 0 mod 11 (211 + C divisivel por 11)

C=11 -2 =| u 3> Algarismo de controlo 211 l 11

101 19
E se o resto fosse 17 02

5oy
S
... 4

v ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES iy E S5cnla de olalar
B

BI:069}4?04 L vl - ij[
89947040/,

98765422
06994704

Identificag o da pessoa

L4
Algerismo de teste

IXxO+BEXxO+TX9+HEXx9+5x4+4xT+3x0+2x4=221

C=11-1=10#0! 221|1_1
%%

10 ndo é um algarismo!

O sistema do Bl n3o esta implementado corretamente.

=
i
ks

Xiv
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ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES rorroea Y occiadenadana
A

Exemplo 2.4 CC (Cartao do cidadéo)

o WERESST NORTUGAL
——

Além do ID (antigo n.% BI), o nimero
de documento do cartdo do cidadao

inclui dois caracteres n&o numeéricos e
um algarismo de teste do nimero de
documento.

n.% de documento n.<de ID chvil

Testem o numero de documento do vosso cartdo de cidadio
no programa Octave.

cc:0849671297 z{s)

ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICAGOES ,’{,‘;‘;&“{LK escolade hotelarla

FIM

Xv
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Ficha de trabalho

Anexo 4 Ficha de trabalho proposta

TURISMO DE &, escola de hotelaria Fen 37 L =
PORYUGAL !{: | Situriamo He cotmbra Ano letive 2012/ 2013 - 2:* Semestye
Cozinha e Pastelaria On the Tob Ficha de trabalho de Matemdtica - Ananetica Modular
Nome:

Nogdo de congruéneia
Dois nianeros sac congruentes se divididos pelo mesmo miimere iteiro positivo, tiverem: o mesmo
Testo.

Exemplon 36| 7 121 7
3 1

“omo em ambas as divisdes {(por 7}, o resto é 5, diz-se que 26 e 12 sao niumeros congruentes mddulo 7

{1Z =26 mod 7}

1} Verifique se o3 segunites miuneros sdo congruentes imsd 7 .

a) 29e 43 b) 38e 26 ch

[l
(st
M

Cad
P

2) Emque dia da semana nascew?
Para saber em que dia de semana nascen, & necessario ter em conta as informacdes das tabelas abaivo;

TARBET A TABELAZ2

Tabela dos meses Domingo | 0

Jeneira 1| hidho 0 2% feira |1
Feversiro |4 | Agosto 3 3.4 feira |2
Mazco 4 | Setembro |6 4 feira |3
Abril g | Outubre 1 5 feira |4
Maio 2 | Novembro | 4 6. feira |5
Tuanho 5 | Dezemlwo | 6 Sébado |6

21y Indique o ane do ssu nascimento: . Subtraia 1900 a esse valor. Isto & — 1900 -

I
I

Faca o divisao inteira do resultade por £ {isto & determine o quocients infeiro dessa divisaoh

2.3) Assoae o més do seu nascunento ao algarisio correspendente, conforme a Tabela 1;

2.4y Indigue a “guantes” nasceu: . Subtraia uma wnidade a esse valer. Istodé: .~ 1=
2.5y  Adicione os quatro muneros encontrados nas alineas anteriores: ___ + + + -

26) Divida o resultade por 7 e considere ¢ restg da divisao:

27) Associe esse resto ac dia da semana, confoime a tabela 2 acita, Nasceu maomia)
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3} Observe a seguinte mensagem codificada:

WESDY LOW

Decifre a mensagem sabendo que foi “codificada” segundo a chave: adicionar 10 unidades a0 niunerc

correspondente 4 letva constante na seguinte tabela:

piclplelr]lolufilr |l julN]o]lrlglrR|s T jUu]lvw]|x]|Y]z
1 f2]s |efs)s ] ze]le plual ol fis ||y |wfwfo|at)22]za]l|s
A mensagem £ R R

41 O Dicionrie Prittco Matonshion toi editado antes de 2007, No entanto, para facilitar a sua
comercializacio e ser identificado por lettores 6ticos, o seu ISBN foi convertido em cddigo de barras,

contonne mostra a hgura:

Ahaves da tigura pode-se constatar gue o ultime algarisine (de controlo) 09,
Antes de ser converfido num ISBN 13 (EAN), o Diciouario Pritive Mateidtion tinha o seguinte ISBN 10:

BN B7E-TI0-288

* ISBN-13 (EAN }

Determiine o seu algarismo de convrolo, tendo em contta que deve ntilizey a sequencia 1098765432
2

a congruéncia med 11.

*Kviii
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5} Imagine que estd na caixa de um supermercado para pagar as suas compras e um produto de
superticie rugoza nAo consegue ser identiticado pelo leitor 6tico. A funciondria digita os algarismos do
cédigo do produto, mas nao consegue obter o prego do mesmo. O produto tem o seguinte cédigo de

barras: nl ﬂl

5 50123412345

Come pode vertticar, falta o algaismo de controlo. Determine-o, recordando que deve ulilizar a
sequéncial 31313131313 eacongruéneia pied I,

R:

NOTA: contirme o algarismo enconfrado consultando www.alractor.pt/mat/alg controlofindex.htm

6} Confirme, através da sequéncia 98 7 6 5 4 3 2 e da congruéncia mod 11, o valor do algarismo de
controle de seu BL

R:

NOTAS:
1. seoseulD (n de identificacdo) tiver menos de § algariamos. deve acrescentar zeros a esquerda
do n.® de modo a pertazer essa quantidade de algarismos.

2. Confirme o algarismo encontrado consultando www.atractor.ptfmat/alg_controiofindex.htm
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7y O nimero de docwunento do Cartao do Cidadéo inclui o mimmero de identificacdo civil ID {antigo n.” do
BI), dois carateres alfanuméricos e wmn algarismo de controle do mimero do docwmente.
Exemplo:

n.t de documento n.4de LD ohai

Observe o n.” de documento do seu CC, Considere £ = 35 e se forocaso, ¥ = 34.

7.1} Adicione os valoves dos digitos das posigies fmpares, a contar da direita para a esquerda.
S1011E 8356 resuliado por 3y

R: Si =

7.2) Mudtiplique por 2, o valor de cada wm dos digitos das posigdes pares, a contar da direita para
esquerda.

7.3) Retire 9 unidades aos valores obtidos em 7.2) com mais de um digito.

74) Adicione os valores obtidos em 7,34 Designe esse resultado por S;.

R: Sz —
7.5) Adicione o resultado obfido em 7.1} ao resultado cbtido em 7.4) e designe esse valor por 5, isto &
L= 5’1 + SZ'
R: § =

7.6) Calcule—l’%.

R:

=
10
7.7) Atendends ao resultado obhido em 7.6}, estard o seu miumero de CC corretamente escnato? Jushfiqus,

R:

Bom trabalho
Cléudia Senbva Sawtes

XX
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Anexo 5 Inquérito aos alunos

TURISMO DE ‘( escota de hatelaria
PORTUGAL 2R, eturismo de coimbra

INQUERITO DE AVALIACAQ DA ATIVIDADE SOBRE ARITMETICA MODULAR E SUAS APLICACOES

Com o objetivo de retletir e avaliar a atividade sobre aritimética modudar e suas aplicagses. realizada

em 29 / 04 / 2013, solicitc a vossa participacao através do preenchimento da tabela e das quesides que
a seguir se apresentamy
Atividade 1 (23| 4

Ceorrespornden ds suas expectativas

Contribuiu para aprofundar o s=u evriguscimero cultural / pessoal

O tema tratadoe foi do seu agrado

A crganizacdo da atividads ol adequada

De forma geral, indique o s grav de sanszagis

Acha que aplicagoes da matemdética em situagdes da vida corrente como a apresentada pa atividads
desenvolvida deveriam fazer parte do programna da disciplina de Matematica no curso profissional de
Cozirha / Pastelaria On The Job?

Sim Nao Nio sei

Acha que a apresentagio deste tipo de aplicagées poderia estimular mais o gosto pela matematica’?

Sim Nao Nao sed

Outras observagdes que considere pertirentes:

Agradecida pela colaberacao
A professora,

Cifudiz Tenkn Sonkns
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Claudia Seabra Santos

Julho de 2013
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