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Resumo

FEste trabalho pretende explicar tanto quanto possivel em linguagem
nao excessivamente técnica o que se entende por um problema indeci-
divel. De seguida, menciona o Problema da Correspondéncia de Post
(PCP) que foi provado como sendo indecidivel por Emil Post em 1936.
Com base neste resultado, prova-se pormenorizadamente que a questao
de se um semigrupo (sob multiplicagdo) formado por um conjunto finito
de matrizes inteiras 3 X 3 contém a matriz nula é um problema indeci-
divel. Na terceira e mais volumosa parte, a prova da indecibilidade do
famoso décimo problema de Hilbert é apresentada com base na “simples”
exposicao de Martin Davis.

Palavras Chave: algoritmo, diofantina, indecidibilidade, mortalidade, recursividade

Abstract

This work aims to explain as far as possible what an unsolvable pro-
blem is, in a not exceedingly technical language. Next, the Post Cor-
respondence Problem (PCP) is referred, a problem which was proved
unsolvable by Emil Post in 1936. Based on this result, it is proved in
detail that whether or not a finitely generated semigroup (under multi-
plication) of 3 x 3 integer matrices contains the null matrix is unsolvable.
In the third and larger part, the proof of the unsolvability of Hilbert’s fa-
mous tenth problem is presented, based on the “simple” exposition made
by Martin Davis.

Keywords: algorithm, diophantine, mortality, recursivity, unsolvability






Agradecimentos

Em primeiro lugar nao posso deixar de agradecer ao meu orientador,
Alexander Kovacec, que muito me ensinou na Matematica para além
do tema desta Dissertacao e me apoiou ao longo do tempo em que a
elaborei. Aos meus pais, o meu obrigado sincero por tudo o que fizeram
por mim e pelas ferramentas que me deram e que fizeram de mim o que
sou hoje. Espero um dia poder dar aos meus filhos uma pequena parcela
do que me foi dado. A minha familia, Hugo e Aline, avos, tios, primas:
obrigada por me terem apoiado sempre, quando foi mais dificil para mim
e por rirem comigo quando é mais ficil. Obrigada ao Jason e aos seus
inesgotaveis conhecimentos de INTgX, e ao Eduardo, fulcral nas minhas
davidas pontuais da matemaética que eu ji ndo recordava. Obrigada aos
que releram a minha tese & procura de gralhas, trabalho aborrecido e
meritério, o Joao foi impecavel nisso. Aos meus amigos que ao longo
dos anos se mantém a meu lado e nos meus momentos piores tentaram
manter-se e manter-me a tona e me fazerem soltar gargalhadas, o meu
muito obrigada. Obrigada Maria, Eduarda, Madalena, minhas Amoras,
Jodo, Pedro, André, Juliana, Rita, Carolina, Joana. Obrigada aos meus
amigos de matemdtica, sao para a vida. Obrigada as pessoas a quem
agradeci nos rascunhos que fiz nas tltimas semanas ao adormecer e que
se calhar esqueci de pér aqui. Por dltimo, um obrigado especial a pessoa
para quem eu devia ser o exemplo e, no fundo, acabou por o ser para
mim, o meu irmao Diogo.

“I would thank you from the bottom of my heart, but for you my
heart has no bottom. ”
Autor desconhecido
A todos, obrigada.

1ii






Conteudo

1 Introducao

1.1 O que é um problema indecidivel? . . . . .. ..

2 A Mortalidade em Semigrupos de Matrizes

2.1 O problema da correspondéncia de Post . . . . .

2.2 Mortalidade em semigrupos de matrizes inteiras 3x3 . . . . . . . ..

3 O Décimo Problema de Hilbert

3.1 EquacoGes diofantinas . . . . . ... ... ... ..
3.2 24 lemas importantes . . . . . . ... ... ...
3.3 A funcdo exponencial . . . . . ... ...
3.4 A linguagem de predicados diofantinos . . . . . .

3.4.1 Os conectivos légicos “e” e “ou” . . . . ..

3.4.2 Quantificadores limitados . . . . .. . ..
3.5 Exemplos . . .. ... ... .
3.6 Funcgoes recursivas . . . . ... .. ...

3.6.1 A classe das fungdes recursivas . . . . . .

3.6.2 Fungoes diofantinas vs. fungoes recursivas

3.7 A indecidibilidade do décimo problema de Hilbert

4 Conclusao

10
13
22
25
25
29
34
35
35
36
38

43






Capitulo 1

Introducao

1.1. O que é um problema indecidivel?

Um dos grandes contributos da Loégica Moderna para o avanco da Matematica é
a clarificagdo da nogdo intuitiva de “método efectivo” (ou “algoritmo”) através de
magquinas de Turing, ou conceitos essencialmente equivalentes como o calculo lambda
e funcdes recursivas, e a possibilidade de demonstrar que certos problemas como o
“Décimo Problema” de Hilbert (Paris 1900) - conceber um método uniforme e efectivo
que permita decidir para dada uma equacgao diofantina qualquer se ela tem ou nao
solucao - sdo insoluveis (ou indecidiveis) no sentido pretendido. No presente trabalho
vai mostrar-se também que a questdo de se um semigrupo formado por um conjunto

finito de matrizes inteiras 3 X 3 contém a matriz nula é um problema indecidivel.

Para compreendermos o que se entende por “um problema indecidivel” precisamos
da nogédo de um “método efectivo” ou “algoritmo”. Uma formalizagdo rigorosa pode
ser dada por uma “méquina de Turing”; no entanto, um exemplo bem conhecido
¢ o “algoritmo euclideano” para calcular o maximo divisor comum de dois inteiros

positivos m e n. Uma forma muito simples deste algoritmo é dado desta forma:

1. Se m >n: define m := m —n e volta para 1.
2. Sen >m: define n:=mn —m e volta para 1.

3. Se m = n escreve ‘o maximo divisor dos inteiros dados é m’ e péra.

Se este algoritmo arrancar com (18, 8), por exemplo, vai produzir sucessivamente os
seguintes pares (m,n) de inteiros: (18,8), (10,8), (2,8),(2,6), (2,4), (2,2); de seguida
val imprimir 2, e parar.

Este algoritmo, que de momento calcula uma fung¢do, pode ser convertido num algo-
ritmo de decisao da coprimalidade de dois niimeros inteiros m e n. Basta substituir

a linha 3 por

3" Se m =n =1 escreve ‘os inteiros dados sao primos entre si’.
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3’ Se m =n # 1 escreve ‘os inteiros dados ndo sdo primos entre si’.

Existe entdao um algoritmo que permite decidir para todo o par de inteiros positivos
se sdo ou nao primos entre si. Diz-se que “O problema da coprimalidade é decidivel”.
Mais geralmente, diz-se de uma forma sucinta - mas um pouco enganadora - que
“um problema P é decidivel” se existir um algoritmo que decida toda a instancia do

problema P.

De um algoritmo de decisdao para um problema P exige-se que pére, seja qual for a

instancia do problema com que for “alimentado”.

A “indecidibilidade de um problema P”, que se provara a frente para certos problemas
de nameros inteiros, afirma entdo a nao-existéncia de um método mecinico que
permita decidir todas as instancias de P. E preciso, no entanto, ter presente que isto
nao impede que pelo menos certas instancias do problema P possam ser decididas,
normalmente por truques ou ideias particulares, tipicas da mente humana e, por isso,

nao mecaniziveis.

Assim, ao dizer coisas como “a hipotese de Riemann sobre os zeros da fungdo ¢ pode
ser ndo decidivel” (ja ouvida de bocas de mateméaticos) a impressao deixada é de
que nao foi entendido o conceito da decidibilidade: a palavra “Indecidibilidade (de
P)”, como é aqui usada neste trabalho, expressa a impoténcia de resolver por um
algoritmo (método efectivo ou mecanico) todas as instancias de uma classe P de
problemas; nao diz nada sobre a solubilidade de um problema individual, quer por

meio de um contra-exemplo, quer por uma prova tradicional.

De uma perspectiva “filosofica”, em particular em linha com a “inteligéncia artificial”
de que tanto se fala ha ja umas décadas, podemos dizer que a comprovada existéncia
de problemas indecidiveis contribui de forma pessimista para o debate sobre se “ter
ideias” é algo que possamos alguma vez esperar de computadores como os conhe-
cemos; e se “ser inteligente” é algo que é programével. Este pessimismo no plano
tecnoldgico, no entanto, € algo que deveria ser visto como positivo pela maior parte
dos seres humanos. Ao ser humano nao deveria agradar a perspectiva de ser um dia

- também a nivel intelectual - substituido por méaquinas.

Na seccao 2.1 define-se o Problema da Correspondéncia de Post e enuncia-se formal-
mente a sua indecidibilidade algoritmica, como base para a prova da indecidibilidade
do problema da mortalidade em semigrupos matriciais. Ja o capitulo 3 é dedicado

exclusivamente ao décimo problema de Hilbert e & prova da sua indecidibilidade.
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A Mortalidade em Semigrupos de
Matrizes

2.1. O problema da correspondéncia de Post

Se A for um alfabeto (i.e. um conjunto de simbolos ditos “letras”), entdo define-se
por A* linguagem sobre A, ou seja, a familia de todas as palavras com letras em A.
Note-se que A* forma naturalmente um semigrupo, sendo a operacio binaria ‘-’ sobre
A* simplesmente a concatenacao de palavras: se todos os ai,a;-, comi=1,...,k,
Jj=1,... K sao letras de A, entao aiaz...ay - ajay...a) = 102 . ..apa ay . .. 4y,
ou seja, a concatenacdo de palavras ndo seréd indicada por nenhum simbolo especial,

mas simplesmente por justaposicao.
Sejam entao X* e A* semigrupos sobre os alfabetos ¥ e A.

Um morfismo h : ¥* — A* é uma aplicacao tal que, para palavras wi,ws € X*
quaisquer, se tem a equacao h(wiwsz) = h(wy)h(ws).

Entao, uma instdncia do Problema da Correspondéncia de Post (PCP) é um par de
morfismos (h, g), h,g : ¥* — A*. Diz-se que w é solu¢ao de (h,g) se h(w) = g(w).

Teorema 1. O PCP ¢ indecidivel, isto &, ndo ha um método efectivo para, dada uma
instancia do PCP, decidir se esta tem solucio. Na verdade, mesmo o caso particular

do PCP em que A tem apenas duas letras é também indecidivel.

Neste trabalho vamos assumir como conhecido este teorema, cuja prova se baseia em

outros longos artigos de Alonzo Church sobre o calculo lambda.

2.2. Mortalidade em semigrupos de matrizes inteiras 3x3

Um semigrupo S = (5,-) é gerado por um conjunto gerador S’ C S se todo o s € S
pode ser escrito como produto na forma s = sjsh---sl, com s, € S'. S ¢ finitamente

gerado se existir um conjunto gerador finito.
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Se escolhermos uma familia finita de matrizes inteiras 3 X 3 qualquer e considerarmos
todos os produtos matriciais, definimos desta forma um subsemigrupo finitamente
gerado do semigrupo de matrizes inteiras 3 x 3. O semigrupo diz-se mortal se contiver

a matriz nula.

Provar-se-4 ao longo desta seccdo o seguinte teorema, que é o resultado principal

deste capitulo:

Teorema 2. O problema da mortalidade de semigrupos de matrizes inteiras 3 x 3 é

indecidivel.

Por outras palavras, ndo existe um algoritmo que, dado um qualquer conjunto fi-
nito de matrizes My, Mo, ..., M,,, determine a existéncia de um conjunto de indices

i,...,1 tal que M, M;, --- M;, = 0.

Para provarmos este teorema, comecemos por tomar como alfabetos I', A, com

' ={ai,a2,a3} e A = {a1,as} e definamos o : I — N por
k
o(palavra vazia) = 0, e o(a;, ...a;, ) = Ziji’)k—j.
7j=1
Em primeiro lugar, temos que

Lema. A func¢ao o € injectiva.

Prova: Supondo que os valores de duas palavras em ¥* sob a aplicagdo o sdo iguais,
chega-se a uma igualdade da forma 2?21 i;387 = 22‘21 h;3!=9, com os ij, h; €
{1,2,3}. Sem perda de generalidade, podemos supor k > I. A igualdade pode ser

entdo escrita na forma
k—1 -1 k—1 -1
0= i3 =D hiy3 =D i3+ Y (in—s — his)3"
s=0 s=0 s=l 5=0

Ora, note-se que todo o ix_s—h;_s € {—2,—1,0, 1,2}, pelo que o segundo somatorio
é em modulo menor ou igual a 22;102 3 =3 —-1<3.Sefosse k—1>1,0
primeiro somatério seria maior ou igual a 3'. Por isso a soma nao poderia ser nula.
Logok=1le Z’;;é (lp—s —1)3° = Z]S:é(hk,s — 1)3°. Temos assim aqui a igualdade
de representacoes tri-adicas. Esta implica que os coeficientes das poténcias 3° sejam

iguais, ou seja, i; = hj para j =1,2,..., k. 0

Tomemos duas palavras u = a;, ..., v = aj, ... a5 (= @i, ... a;,,) €T
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Tem-se

olw) = o(ai ...ayaj ...a5)

= a(ail ‘e .aikaik,ﬂ ‘e .aij+k)

k+l1
_ sz3k+l_]
J=1
k k+l1
_ Zijgkﬂfj_'_ Z i3kt
7=1 Jj=k+1

k l
= 3 i3 4> i3 =3l (u) + o(v).
j=1 i=1

Portanto, para duas palavras u,v em I'*, o(uv) = 3I!lo(u) + o (v).

Usemos a aplicacdo o para definir v : I x I'* — N3X3 por

3gul 00
Y1 (u,v) = 0 3 o
o(u) o(v) 1

Esta aplicacdo que obtivemos tem a seguinte propriedade:
Lema. ~v; é morfismo injectivo.

Prova: Por o ser injectiva, 71 é injectiva. Ora calculamos
[ ghul+eel g

71(“’17“27”17”2) = 0 3‘U1|+|v2| 0

o(ujug) o(vivy) 1

glual+luz| 0 0
= 0 3lvi|+|vz] 0
3luzlo(uy) + o (uz)  32lo(vy) + o(ve) 1

gml 00 3luz| 0 0
= 0 3ul o 0 3=l o

| o(u1) o(vr) 1 o(ug) o(vy) 1

= y1(ur,v1)y1(uz, v2).

Mostramos assim que 71 (u1, ug, v1v2) = 1 (u1, v1)71(ug, v2). Verifica-se entdo que v

é também morfismo e, consequentemente, é um morfismo injectivo. 0

Através das matrizes
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10 1 1 0 —1
A=1110|,eAdt=] 1 1 1
00 1 0 0 1

definimos a aplicagao v por v : I'" x I 5 (u,v) N Ay (u,v)A"! € 733 E

evidente que 7y é morfismo injectivo.

Entao, para u,v € I'*, tem-se

(10 1 vl 00 1 0 -1
Y(w,0) = |1 1 0 0o 3 o -1 1 1
1001 o(u) o) 1 0 0 1
[ 3lulto) g(y) 1 1 0 —1
= 3lul 3l 0 -1 1 1
| o(w)  o(v) 1 0 0 1
[ glulto(w—o(®) 4 4
- * k* ok
i * ko ok

Em particular, obtém-se

(v(u,v))11 = 3" + o(u) — o(v) .
O Teorema que provaremos em seguida, uma versao simplificada do Teorema 2, fala
apenas da posicao (1,1) de uma matriz do semigrupo. Nao obstante, este resultado
¢ um passo importantissimo para a conclusdo do nosso resultado principal.

Teorema 3. O problema de se um semigrupo finitamente gerado de matrizes em

Z3*3 conter uma matriz com a entrada (1,1) nula ¢ indecidivel.

Prova: Seja ¥* "¢ A* uma instancia do PCP com A = {a2,a3}. Para a € ¥ definam-
se as matrizes N, = v(h(a), g(a)) e N, = ~v(h(a),a1g9(a)) e seja S o semigrupo gerado
por essas matrizes. Uma matriz M € S tem entao a forma M = My, --- M, , com
My, = N, ou N,;l_, e define uma palavra w = by - - - b, € ¥*. Como v é um morfismo,

obtém-se
M = ~y(h(b1), §(b1)) - .. v(h(bn), §(bp)) = v(R(w), §(b1) ... §(bn))
onde cada g(b;) & g(b;) ou aig(b;) conforme se My, = Np, ou Ny .

Pondo v = g(b1) - - g(by), notamos que v € I'* = ({a1} U A)* e obtemos por (1),

6
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My = 3P 4 o(h(w)) — o(v) = o(ath(w)) — o(v). Entdo, pela injectividade de
o, M1 = 0 <= ajh(w) = v. Neste caso, como h(w) € A* v tem um a; s6 no
inicio. Entao, v = a19(b1)...g(bn) = a1g(w). Das duas representacoes de v tiramos

a conclusao de que h(w) = g(w), ou seja, w é solucao da instancia (h, g).

Reciprocamente, se w for solucao desta instancia, o argumento mostra como construir

uma matriz M € S que tem My = 0.

Reflectindo sobre o que foi feito, concluimos: uma qualquer instancia do PCP permite
definir um semigrupo finitamente gerado de matrizes 3 x 3 com entradas inteiras; este
semigrupo tem uma matriz M com entrada (1,1) nula sse a instancia do PCP tem
uma solucdo; portanto, se houvesse um método efectivo para resolver o problema do

enunciado, ter-se-ia um meétodo efectivo para resolver o PCP, que & indecidivel.

Lema. Seja S um semigrupo de matrizes inteiras 3 x 3 finitamente gerado, e seja R

100
o semigrupo gerado por SU{B},onde B= [ 0 0 0 |. Entdao 0 € R se e s6 se
0 00

My = 0 para algum M € S.

Prova: Por calculo matricial elementar vé-se que para toda a matriz M € Z3*3, se

tem (BMB);; = My se (i,5) = (1,1)
U 0 se (i,7) # (1,1) '

Se existir M € R tal que My; = 0 entdo, naturalmente, 0 = BMB € R.
Por outro lado, notando que B%2 = B, se 0 € R, entdo, sem perda de generalidade,

0 = BM1BM3B---BM,B = (BM1B)(BM3B)...(BM,B), com certas M; € S.
Como resultado das observagoes acima, a entrada (1,1) desta matriz é o produto das

entradas (1,1) dos factores: tem-se entao
0= (BM1B)11(BM2B)11 -+ (BMyB)11 = (M1)11 -+ (My)11.

Assim (M;);1 = 0, para algum . Ou seja, 0 € R implica M;; = 0, para algum
MeS. O

Prova do teorema principal (Teorema 2.):

Se houvesse um método efectivo para decidir se a matriz nula pertence a um semi-
grupo finitamente gerado de matrizes inteiras 3 x 3, entdo, em particular, poder-se-ia
decidir tal questao para o semigrupo R do lema anterior. Mas, por esse mesmo lema,

ter-se-ia um meétodo efectivo para decidir se S possui uma matriz com a entrada
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(1,1) nula que, pelo Teorema 3 é um problema indecidivel.



Capitulo 3

O Décimo Problema de Hilbert

Em 1900, no Congresso Internacional de Matematicos, David Hilbert apresentou
uma lista de problemas que ele achava de grande importancia para a Matemética
no inicio do século X X. Mais tarde, estendeu-a um pouco, obtendo uma lista que
constava de 23 problemas em aberto e cuja anélise levou a grandes desenvolvimentos
em varias areas. Neste momento, algumas das questoes foram resolvidas, outras
h& que aguardam solugdo e ainda outras tém um enunciado algo vago: sdo antes
incentivos para programas de investigacao de que nao se pode declarar de forma

clara se ja terminaram ou nao.

Em interpretacdo moderna, com o seu décimo problema, Hilbert desejava saber se
existiria um algoritmo que decidisse, dada uma equagao diofantina qualquer, se esta
teria ou nao solugdes inteiras. Esse problema provou-se indecidivel por Matyasevic,
em 1970, completando espacos em branco nas provas conjuntas de Julia Robinson,

Martin Davis e Hilary Putnam.

De notar que uma solugéo definitivamente negativa s6 pode ser dada ap6s clarificagao
da nocao de um algoritmo. Nos tempos de Hilbert esta nocao ainda nao existia e
serd a razao pela qual nos termos originais a existéncia de um método para resolver
equagdes nao é posta em causa. O enunciado do décimo problema é o mais curto de

todos:

“Dada uma equacao diofantina com varidveis quaisquer e coeficientes inteiros: pede-
se um método através do qual se pode decidir num ntmero finito de passos se a

equagao é solivel em nimeros inteiros.”

Notemos a diferenca entre as formulacdes moderna e a de Hilbert: este fala de
um método como dependente da equacao, enquanto que na formulacdo mais exacta

falamos de um método que dé para todas as equacdes.
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3.1. Equacoes diofantinas

Uma equagao diofantina (na sua forma normal) é uma equagdo polinomial da
forma P(x1,...,2,) = 0, sendo P um polinémio com coeficientes inteiros, em que

para as incognitas sé se admitem valores inteiros.
Ao longo deste texto, admitimos apenas inteiros positivos como incognitas.

O que veremos é que ndo existe um algoritmo que decida se uma equagao diofantina
tem solucdes positivas. No entanto, tal é suficiente para responder & questdo de
Hilbert, devido ao Teorema de Lagrange. Este teorema diz que qualquer inteiro
positivo pode ser escrito como soma de quatro quadrados perfeitos. Se houvesse

um algoritmo de teste de solugbes inteiras para equacgoes diofantinas, poder-se-ia

testar uma equacao diofantina polinomial P(z1,...,z,) = 0 em relacdo as suas
solucoes inteiras positivas, testando P(pl, e s D@Ly e s Ay Tly e v o3 Ty S1y -+ 5 Sp) =
PA+p2+@+r2+52,... 1+ p2+¢2 +12 +52) em relagdo as suas solugdes inteiras.

(Nota: Aqui existem somas de cinco ntimeros por se quererem apenas inteiros posi-

tivos - o que nao inclui o zero.)

Definicao. Um subconjunto S de N” diz-se diofantino se existir um polinémio
P(x1,...,ZnysY1s---,Ym), onde m pode ser nulo, de coeficientes inteiros tal que

(x7,...,2}) € S se e s6 se existem inteiros positivos yi, ..., ym tais que
P(zy,...,x8,y1, ..., ym) = 0.
Assim sendo, podemos escrever

(f,...,zp)eS < Iyr...,yn)(P(xF, ..., 25 y1, .., Ym) = 0)
isto &,

S={(zf,...,;z5): Iy1--,yn)(P(x], ..., 25y, s Ym) = 0)}
Definicao. Uma funcdo f com n argumentos diz-se diofantina se o seu grafo for
diofantino, isto é, se {(z1,...,zy,): y = f(z1,...,2,)} for um conjunto diofantino.

Ao longo deste trabalho daremos varios exemplos de fun¢ées e conjuntos diofanti-
nos, sobretudo na seccao 3.5. No entanto, uma funcao diofantina importante sera

deduzida a partir dos ntimeros triangulares:
n(n+1)
5

Sendo T'(n) uma fungdo crescente, para cada inteiro z hd um tnico namero nao

Tn)=1+2+---+n=

negativo n tal que T'(n) < 2 <T(n+1) =T(n) +n+ 1.

10
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Isto significa que z é unicamente representavel como sendo
z=T(n)+y,comy<n-+1
ou, de forma equivalente,
z2=T(x+y—2)+y, comx,y € Z*.

Assim sendo, escreve-se x = L(z), y = R(z) (respectivamente, Left e Right, como

veremos a seguir) e z = P(z,vy).

Estas trés funcoes L, R e P sao diofantinas, ja que:

Plx,y)e2z=(x4+y—2)(r—4y—1)+2y

w
Il

r=Lz) & y2z=(x+y—2)(x—+y—1)+2y]
y=R(z) & (I)2z2=(x+y—2)(x —+y— 1)+ 2y].

Estas funcdes demonstram uma bijecgao entre o conjunto dos pares de naturais e o
proprio conjunto de naturais, isto é, P é uma funcio que transforma pares de N? em
elementos de N. Por outro lado, cada elemento z € N é mapeado num par de naturais

(L(z), R(z)), respectivamente a parte esquerda e direita de z. Esquematicamente,

O que foi atréds descrito serve de prova ao seguinte

Teorema 1.1. Existem funcoes P(x,y), L(z) e R(z) tais que

e para todo z, y, L(P(z,y)) =z e R(P(x,y)) =y e

e para todo z, P(L(z), R(z)) = z, L(2), R(?) < z.

Eis uma tabela dos primeiros valores destas funcoes:

z |1 23 45 6 78 9 10

Liz) |1 213214321

Rzl 1 21 2 31 2 3 4

Outra funcao diofantina muito ttil esta relacionada com o Teorema Chinés dos Res-
tos. Relembrando, este teorema diz-nos que para ai, ..., a, inteiros positivos quais-

quer e mq,..., My, tals que para i # j, m; e m; sdo primos entre si, existe z tal

11



Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

que

T = a1 mod mq

T = ag mod mo

T = a, mod m,
Mais, o conjunto das solugoes das congruéncias é dado por = + mims---m,7Z, de

onde vemos que existe uma solugdo positiva.

Defina-se a funcio N? > (i, u) N S(i,u) = w € N, requerendo-se que w seja 0 inico

inteiro positivo tal que
w = L(u) mod 1+ iR(u)
w < 1+iR(u).
Vemos entao que w é o menor inteiro positivo que é resto da divisao inteira de L(u)
por 1+ iR(u).
Dado o que acabamos de descrever, podemos entao provar o seguinte teorema.

Teorema 1.2. Existe uma fun¢do diofantina S(i,u) tal que
o S(i,u) <u
e para cada sequéncia ay,...,a, existe um nimero u tal que

S(i,u) =a;, paral <i<n

Prova: Em primeiro lugar, vejamos que a fungao S(i,u) como foi definida atras é
diofantina. Para isso, e como z = L(u) e y = R(u) ¢ equivalente a 2u = (z +y —
2)(z +y — 1) + 2y (vide discussdao do teorema anterior), w = S(i,u) se e s6 se o

seguinte sistema de equagoes tem solucdo em (x,y, 2z, v).

20 = (z4+y—-2)(x+y—1)+2y
x = w+ z(1+1y)
1+iy = w4+v-—-1

Podemos reescrever a primeira equagao na forma (2u—(x+y—2)(z+y—1)+2y)?> =0
e proceder de forma analoga com as outras duas equacdes. As trés equagoes tém solu-
¢ao sse a soma dos quadrados - que resulta num polinémio () - tem a propriedade de
que existam (x,y, z,v) tal que Q(i,u, v, w,x,y, z) = 0. (Este método sera explicado

mais detalhadamente na secc¢ao 3.4.) Isto mostra que S é diofantina.

12
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Ora, a segunda equagao (ou, mais correctamente, o segundo conjunto de equacoes -
devido a iteragdo de i) demonstra que S(i,u) < L(u) e, consequentemente, S(i,u) €

menor ou igual a u, tal como imposto pela primeira parte do teorema.

Seja entao aq, ..., a, uma sequéncia de nimeros quaisquer. Escolha-se y como sendo
maior que cada numero da sequéncia e divisivel pelos naturais até n. Entdo os
nimeros 1+ 1y, 1+ 2y,...,1 4 ny sido dois a dois primos entre si (ja que se d|1 + iy e
d|1 + jy, entdo d|j —1i, j > i e, portanto, d < n — 1; mas nesse caso, d|y, logo, como
d|1 + jy — jy, d = 1) e, assim sendo, o Teorema Chinés dos Restos pode ser aplicado

para obter um nimero x tal que

x a; mod 1+y
xr = apmodl+ny

Faca-se u = P(x,y) de modo a que x = L(u) e y = R(u). Entdo, parai=1,2,...,n

ea; <y= R(u) <1+ iR(u). Mas entdo, por definigao, a; = S(i,u). 0O

3.2. 24 lemas importantes

A indecidibilidade do décimo problema de Hilbert foi originalmente provada em dois
passos. O primeiro foi tomado por Martin Davis, H. Putnam e Julia Robinson, ao
usarem uma fun¢do exponencial para provar um certo teorema que envolvia conjuntos
recursivamente enumeraveis. Neste trabalho, no entanto, ndo se enveredou por este

caminho, optando-se antes pelas funcoes recursivas.

O segundo passo foi feito por Yuri Matijasevic ao provar que a fungao exponencial
era ela propria diofantina. Em 1970, Matijasevic usou propriedades da sequéncia de
nimeros de Fibonacci para o fazer, mas, actualmente, propriedades das solucoes da

equacao de Pell formam das provas mais simples de tal resultado.
A subclasse de equagdes de Pell que usamos é definida por
2> —dy =1, z,y>0

(3.1)
d=a*>—-1, a>0

A descoberta de tal simplificacdo deve-se a Davis e Putnam. Note-se que a equagao

13
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tem as solucoes imediatas:
z=1;, y=0
r=a; y=1.
Lema 2.1. Nao ha inteiros x, y (positivos, negativos ou nulos) satisfazendo a

equacio e tais que 1 < z + yvd < a + Vd.

Prova: Provemos este lema por redugao ao absurdo: Suponhamos que o par (x, y)
é solucdo inteira da equacdo de Pell. Entdo, (z — yvVd)(z + yvd) = 1. A mesma
igualdade sucede com o par (a, 1), uma das solu¢des que vimos inicialmente. Isto ¢é,

também (a — vd)(a + Vd) = 1.

Suponhamos que 1 < z + yvd < a + V/d, entdo, como (z — yVd)(z + yVd) = 1,
tem-se que (z — yv/d) < 1, o que é equivalente a —1 < —z + y+/d.

Da mesma forma, 1:+y\/3 <a++Vdleva a —x+y\/g < —a+ V.

Somando as duas desigualdades,
l<z+ y\/g <a+Vd
+(-1) < —z+yVd < —a+Vd

Obtém-se 0 < 2yvd < 2v/d, i.e., 0 <y < 1, 0 que é impossivel pois y é inteiro. 0

Definicao De agora em diante, chamaremos uma Il-combina¢do a uma expressao

& + yv/d com z,y inteiros tais que 2% — dy? = 1.

Vemos que o conjugado © — yvd = = + (—y)\/g de uma l-combinacao é também 1-
combinacdo. Na verdade, no anel Z[v/d] temos a factorizacio (z +yv/d)(x —yv/d) =
z? — dy?.

Na prova do seguinte lema é claro que x,y sao definidos de formas tunicas por

Z1, Y1, T2, Y2.

Lema 2.2. O produto de l-combinacoes é ainda uma l-combinacao.

Prova: Sejam x; +y;\/d, i = 1,2, l-combinactes e z+yvd = (x1 +y1Vd)(z2+1y2Vd).

Para provar este lema precisamos de verificar que z? — y?d = 1.
Ora, z — yvd = (x1 — y1Vd) (22 — y23/d). Isto porque, expandindo, = + yvd =

14
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T129 + y1yod® + (z1y2 + 22y1)Vd, donde z — yvd = x129 + y1y2d® — (21y2 + T2y1)Vd

o que origina precisamente a desigualdade j4 escrita.

Temos entdo (2 — y2d) = (z1 — y1Vd)(za — y2Vd) (21 + y1vVd)(z2 + y2V/d), que
podemos reorganizar como sendo (x1 — y1vVd)(z1 + y1Vd) (22 — y2vV/d)(z2 + y2V/d).
Como z; + y;v/d sdo l-combinacdes, (z; — y;Vd)(z; + y;v/d) = 1, parai = 1,2, e, dai,

concluimos o que desejavamos: z? —y? = 1. 0

Recorde-se que Q[v/d] & espaco vectorial sobre Q com base {1,v/d}. Isto implica que

o que vem a seguir estd bem definido.

Definigao Os inteiros z,(a), yn(a) estdo definidos (de forma tunica) para n > 0,

a>1, por

zn(a) + yn(a)Vd = (a + V)"

Onde o contexto o permitir, a dependéncia de a nédo serd explicitamente exibida,

escrevendo-se apenas Ty, Yn-

Lema 2.3. As expressoes @, + ynVd sio l-combinacdes.
Prova: Prove-se o lema 2.3 por indugao:

Para n = 0, 2o + y0Vd = (a 4+ v/d)°? = 1, donde se verifica o resultado. Suponhamos

entdo que z, + ynVd é l-combinacio.
Entao, usando que

Tni1 +yn1Vd = (a+Vd)" ' = (a+Vd) " (a+Vd) = (2, +yaVd)(a+/d), o facto
de (2, + ynV/d) ser uma l-combinacao e (a + v/d) ser outra, leva-nos a concluir, pelo

lema 2.2, que Zp41 + Yni1Vd € uma l-combinacio. 0

Lema 2.4. Seja x, y uma solugdo ndo negativa de (3.1). Entao existe algum n

natural, tal que = x,,, ¥y = yn-

Prova: Se x = 1,y = 0, 0 n procurado € 0. As outras solugdes sao tais que z+yv/d #
1. Como (a +V/d) > 1, (a + v/d)" tende para infinito, donde existe um n positivo
tinico tal que (a + Vd)" < (z + yvd) < (a+ Vd)"t.

Se a igualdade se verifica, o lema esta provado. Se ndo, entdo z, + ypVd < (x +
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y\/g) < (zn + yn\/g)(a + \/g)
Mas entdo, como (2, + ynVd)(z, — yuvVd) = 1, (z,, — yoVd) > 0, e, assim sendo,
1 < (20 — yuVd) (z + yVd) < (a+ Vd).

Mas (2, — ynVd)(z + y/d) é produto de l-combinacdes, portanto pelo lema 2.2 é

l-combinacdo. Assim a desigualdade dupla contradiz o Lema, 2.1. 0

Lema 2.5. xpin = Tm®Tn £ dYmYn € Ymin = TnYm T TmYn, sendo no caso da

subtracao de indices m > n.

Prova: Este resultado sai facilmente da defini¢ao:

Trmin + YminVd = (a+Vd)™t" =
= (a+ Va)y"(a+ V)"
= (wm + ?/m\/g)(xn + yn\/a)

Daqui sai que
Tmtn = TmTn + dymyn € Ym+n = TnYm + TmYn-

Por outro lado, =z, + ym\/g = (Tm—n + ym—n\/g)(.%'n + yn\/g), portanto
(mmfn + ymfn\/a) = (:L'm + ym\/g> (l'n - yn\/;l)

= (xmxn - ymynd) + (xnym - mmyn)\/g
Daqui obtém-se o pretendido. O

Lema 2.6. z,,4+1 = axy, £ dym € Ymt1 = Ay £ Ty
Em particular as funcées m +— x,, € m — ¥, sdo crescentes.

Prova: Basta fazer n = 1 no lema anterior. As solugoes de (3.1) para n=1sao z; = a

ey = 1. |

Nota: A notacdo de (x,y) ¢ usada para representar o maximo divisor comum entre

Tey.
Lema 2.7. Tem-se (z,,y,) =1

Prova: Se k|, e kly,, entdo k|(x2 — dy2), isto &, k|1. 0
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Lema 2.8. y,|ynk
Prova: Provemos este resultado por inducgdo em k: Se k = 0, ¢ 6bvio que yy,|0.
Suponhamos entao que yp|ynk, para qualquer k natural.

Entao, por 2.5, Yn(k+1) = Ynk+n = TnYnk + TnkYn que €, por hipotese de indugao,

divisfvel por y,. 0O

Lema 2.9. y, |y se e s6 se nlt.
Prova: Segundo o lema anterior, bastara provar que se y,|y; entdo nlt.
Suponhamos que t nao é divisivel por n, isto é, t = ng+r, com 0 < r < n.

~ 2.5
Entao, Yt = Yng+r = TrYng + TngYr-

Como yn|Yng, yYn terd de dividir também o segundo termo da soma, zpqy,. Mas
k = (xnq,yn) = 1. (Se klyy, k ira dividir ynq por lema 2.8. E como k|zyg, pelo lema

276k =1).

Entao y,|y,. Mas isso é uma contradi¢ao, pois por r ser menor que n, y, < Y, por

lema 2.6. O

Lema 2.10. y,;, = kx,’fjlyn mod (yn)g-

Prova: Da definicao vem que
Tok + YnkVd = (a+Vd)"™*
= (20 +yuVd)*
= X (e vh(vay.
Ou seja,

k
N W
=1
j impar

O termo associado a j = 1 nesta soma é kxk =1y,

No entanto, y3 divide todos os termos da soma associados a j > 1. Dai vem o

resultado. O

Lema 2.11. y2|y,,

, 2.10 _
Prova: Usando k = y,, no lema anterior, yn,, = y2ai" ' mod v, Logo Y2 |Ynyn- O
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Lema 2.12. Se 42 |y;, entdo yy|t.

Prova: Se y2|y; entdo y,|y; e, portanto, pelo lema 2.9, n|t. Seja entdo t = nk. Pelo
lema 2.10, y,x é congruente modulo (y,,)? com kzF~1y, e, portanto, y2|kz*1y,, ie.,

yn\kxffl.

Mas, como (yn, z,) = 1, pelo lema 2.7, y,|k, ou seja, yy|t. 0

Lema 2.13. z,,41 = 202, — Tp—1 € Yn+1 = 20Yn — Yn—1.

Prova: Pelo lema 2.6,
Ym+l = Ym + Tm € Tl = ATy + dYm
Yn—1=0Ym —Tm € Tym—1 = aTpm — dYm.

Entao, Ym+1 + Ym—1 = 26Ym € Tmt1 + Tm—1 = 26T, 0

Estas equagoes, juntamente com os valores iniciais xg = 1, 1 = a, yo =0, y1 = 1,
determinam todos os valores de x,, y,. Muitas das propriedades a frente sdo provadas
por indugdo, vendo que o resultado se verifica para os valores de n = 0, 1 e depois
inferidas a partir de n — 1,n. Alguns exemplos importantes sdo apresentados em

seguida:

Lema 2.14. Tem-se y, =n mod a — 1.

Prova: O resultado prova-se por indugdoemn: Sen=0,y9=0esen=1,y; =1,
portanto a condi¢do inicial é verificada. Suponhamos entao que y, = n mod a — 1

para n e assumamos uma congruéncia similar para n — 1. Entao,

Yn+1 2 2ayn — yn1 =2an— (n—1) mod a —1
=(2a—1)n+1moda—1
=2(a—1)n+n+1moda—1
=n+1moda—1
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Lema 2.15. Se a = b mod centao, para todo n, x,(a) = x,(b), yn(a) = yn(b) mod c.
Prova: Paran =0, 1, os valores sdao iguais, portanto a condigao é verificada.

Suponhamos que a afirmagao é valida para n e n — 1 em lugar de n.
yni1(a) 2 2ay,(a) — yo-1(a)
= 2byn(b) — yn—1(b) mod ¢
= Yn+1(b) mod c.
Da mesma, forma,
ZTny1(a) 213 2ax,(a) — p—1(a)
= 2bx,(b) — x5—1(b) mod ¢

= ZTp+1(b) mod c.

Lema 2.16. Quando n for par, y, é par e quando n for impar, y, é impar.

Prova: Paran = 0en =1 o lema verifica-se, visto que yo = 0 e y; = 1. Do lema 2.13
vem que Yp+1 = 20Yn — Yn—1 donde y,4+1 € Yp—1 tém a mesma paridade e, portanto,

o resultado verifica-se. 0

Lema 2.17. Seja y > 1 inteiro. Entdo z,(a) — yn(a)(a —y) = y" mod 2ay — y* — 1.
Prova: Primeiramente,
zo —yo(a —y) =1 =y° mod 2ay — y* — 1,
r1—yila—y)=a—a+y=y=y' mod2ay—y>—1.

Portanto, o resultado é verificado para os valores iniciais de n. Suponhamos que se

verifica para n e n — 1 em lugar de n.

Provemos este lema por indu¢ao, usando o lema 2.13 (no que se segue ‘=’ significara

sempre congruéncia médulo 2ay — y? — 1):

2.13
Tpt1 — Ynr1(a—y) = 2axn — Tp-1 — 20y — Yn-1)(a — y)

= 2a(zp —yn(a—vy)) — (n—1 — Yn-1(a —y))

n—1

2ay™ —y

y" 1 (2ay — 1)

n—1,,2
Yy

Il
<

= 9" mod 2ay —y? -1
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Lema 2.18. Para todo o n, yn+1 > yYn > n.

Prova: O lema 2.6 demonstra a primeira desigualdade. Use-se indugdo na segunda
parte: yo = 0 e y; = 1 verificam a igualdade. Suponhamos que o resultado é valido
para yn, isto é, y, > n. Como a é positivo e x,, e y, percorrem todas as solugoes nao
negativas da equagao de Pell (pelo lema 2.4), entao y,41 = aYn+xn > yn+1 > n+1,

0 que prova o pretendido. 0O

Lema 2.19. Para todo o n, x,41(a) > zy(a) > a”, x,(a) < (2a)".

Prova: Pelo lema 2.6, xp41 > x, € pelo lema 2.13 z,41 = 2ax, — xn—1, portanto,

axy < Tp41 < 2axy,. Por indugao, prove-se que a” < z, < (2a)™:

Para o = 1 e x1 = a o resultado é obviamente valido. Consideremos entdo valida

a hipétese de inducao para n qualquer. Novamente pelo lema 2.13, z,41 = 2ax, —

Tpo1 < 2a(2a)" —a™! < (2a)"*! e, por outro lado, x,41 > ax, > aa™ = a0
que prova o pretendido, por indugao. 0
Lema 2.20. Tem-se x2,+; = —z; mod x,,.

Prova: Temos
Toantj = Tnitntj
= TnTptj + dynynij

= dynynij mod z,

dyn (ynxj £ xpy;) mod
= dy2z; mod m,
= (22 - 1)zj mod z, = —z; mod z,

onde no pentdltimo passo usdmos que x% —dy? =1. 0

Lema 2.21. 24,4+ = z; mod x,,.

Prova: Note-se que 4n £+ j = 2n + (2n £+ j). Entao, usando o lema anterior a cada

. 2.20 2.20
passo das congruéncias, temos T4p+; = —Top+j; = Tj mod Ty,. 0

Lema 2.22. Sejam x; = x; mod ,, com 7 < j < 2nen > 0. Entao i = j, a nao

ser que a seja 2, n seja 1, i seja 0 e j seja 2, isto &, (a,n,i,7) = (2,1,0,2).
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Tp—1

2

Prova: Suponhamos que x, é impar e seja q = Os numeros —q, —q +

1,...,-1,0,1,...,9 — 1,q, formam um conjunto completo de residuos modulo z,,.
Pelo lema 2.19,
l=zp <1< - <2 1.
Usando o lema 2.6, z,, 1 < #» < % portanto x, 1 < ¢. Mais ainda, observando
a
quen+k=2n—(n—k), k=1,..,n, pelo lema 2.20, os nimeros
$n+1a $n+27 ey L2n—1,T2n
sao congruentes moédulo x,, respectivamente, com
—Tn—-1, " Tn-2,---, L1, —To = -1
Entao os nameros xg, 1, ..., T2, sa0 incongruentes moédulo x, provando o lema no

presente caso em que &, € impar.
Suponhamos agora que x, & par e seja ¢ = . Assim sendo, os nimeros que formam
um conjunto de residuos médulo x,, sao

—q+1,...,—-1,0,1,...,9—1,q
(ja que —q = ¢ mod x,). Como anteriormente, z,,—1 < ¢ e o resultado seguird como
antes, a nao ser que r, 1 = ¢ = 3+, de modo que xp11 = —¢ mod ,, caso em que
t=n—1, j =n+1 iria contradizer este resultado. Mas, pelo lema 2.6,

Ty = aTp_1 + dyn_1,

de modo que z,, = 2x,_; iria implicar a = 2, e y,—1 = 0, i.e, n = 1. FEntao este

resultado falha apenas paraa=2,n=1,i=0¢e j = 2. O

Lema 2.23. Sejam z; = z; mod 2, com 0 <i <n,0<j <4nen > 0. Entao ou
j=1t,0uj=4n —1.

Prova: Suponhamos que j < 2n. Pelo Lema 2.22, j = ¢ a ndo ser que seja 0 caso
especial referido no lema. Como ¢ > 0, terA deser j =0, n =1, ¢ = a = 2. Mas

entdao, 1 =2 > 1 =mn, o que é impossivel, por hipétese.

Suponhamos entdo que j > 2n e seja j' = 4n — j de forma a que 0 < j < 2n. Neste
caso, ¢ e j sao nao nulos, logo nao pode surgir a excepcao do lema 2.22, o que implica

que se tenha i = j’, donde se conclui o lema 2.23. 0
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Lema 2.24. Se 0 <i <n e z; = x; mod x,, entao j = i mod 4n.

Prova: Faga-se j = 4ng + j', com 0 < j' < 4n. Pelo lema 2.21, 2y = z; = x; mod

z,. Entdo, pelo lema 2.23, 7/ =i ou j = j' =i mod x,,.

3.3. A funcao exponencial

Considere-se 0 seguinte sistema de equacdes diofantinas:

(1) o —(a® - 1y* =1
(I1) u? —(a®> —1)v? =1
(IIT) 2 -1t2=1
(IV) v = 11y’

(V) b=1+4py=a-+qu
(VI) s=x+cu

(VII) t=k+4(d—1)y
(VIII) y=k+e—1

Teorema 3.1. Dados z, k e a > 1, o sistema I — VIII tem solucdo nos restantes

argumentos y, u, v, s, t, b, v, p, q, ¢, d € e se e 86 se x = x(a).

Prova: Suponhamos que ha uma solucao do sistema I — VIII. Por V, b > a > 1.
Entao, I, II, 111, pelo lema 2.4, implicam a existéncia de i, j, n positivos tais que
v = 2i(a), y = yi(@), u = 4(a), v = yala), s = 2;(0), ¢ = ;(0).

Por 1V, y < w, portanto i < n. As congruéncias
b=amod z,(a), z;(b)=x(a) mod z,(a)
sao consequéncia das equagoes V e VI e, pelo lema 2.15, obtém-se
xj(b) = zj(a) mod z,(a)
portanto,
zi(a) = zj(a) mod z,(a).
Pelo lema 2.24,

Jj = +i mod 4n. (3.2)

Pela equacao IV, y;(a)?|yn(a), o que, pelo lema 2.12, implica que y;(a)|n, o que, por

(3.2) leva a
J = i mod 4y;(a). (3.3)
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Pela equagao V', b =1 mod 4y;(a), o que, pelo lema 2.14, leva a
yj(b) = j mod 4y;(a). (3.4)

Devido a VI1I,
yj(b) = k mod 4y;(a). (3.5)

Combinando agora (3.3), (3.4), (3.5), obtém-se
k = +i mod 4y;(a). (3.6)

Pela equacao VIII, k < y;(a) e, pelo lema 2.18 0 mesmo acontece a i, pois i < y;(a).

Como os ntimeros —2y+1, —2y+2---—1,0,1, ..., 2y formam um conjunto completo
de residuos moédulo 4y = 4y;(a), as duas desigualdades anteriores, juntamente com
(3.6), implicam a igualdade entre k e i, ou seja, x = z;(a) = xx(a), que é que

queriamos provar.

Para provar a implicacao reciproca, seja x = xp(a). Faga-se y = yi(a) de modo a
que I se verifique. Seja m = 2kyi(a) e u = zp(a), v = ym(a). Assim, a equagao I
é satisfeita. Pelos lemas 2.9 e 2.11, y?|v. Entdo basta escolher  de modo a que IV
seja verdadeira. Adicionalmente, pelo lema 2.16, v é par portanto w é impar. Pelo
lema 2.7, (u,v) = 1 e, sendo d’ um divisor primo de u e 4y, d’|y, pois u é impar e,
nesse caso, d dividiria v, pois y|v. Consequentemente, (u,4y) = 1. Assim sendo,
pelo Teorema Chinés dos Restos, existe by tal que

bp = 1 mod 4y

bo = a mod u.
Ora bg + 4juy é também solugdo das duas congruéncias e portanto a equagdo V fica
satisfeita, encontrando-se b, p e ¢ adequados. Para satisfazer a equagao II] basta
fazer s = zk(b), t = yg(b). Como b > a por V, s = xi(b) > xp(a) = x. Pelo
lema 2.15 e usando V, s = z mod u, portanto ¢ pode ser escolhido para satisfazer
VI. Pelo lema 2.18, t > k e pelo lema 2.14, t = k mod b — 1, o que leva, usando
V, at =k mod 4y. Assim sendo, d pode ser encontrado de forma a que VII seja
verdadeira. Novamente pelo lema 2.18, y > k, portanto VIII pode ser satisfeita

fazendo e =y — k + 1. 0

Corolario. A fungao g(z,k) = xr(z + 1) é diofantina.

Prova: Basta juntar ao sistema I — VIII a equagdo a = z + 1. Pelo Teorema, o

sistema I — V' III com esta nova equagao tem solugdo se e s6 se x = xi(a) = g(z, k).
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Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

Assim sendo, uma defini¢ao diofantina de g pode ser obtida com o truque ja referido

de somar quadrados de polinémios (neste caso, nove polinémios). 0
Lema 3.2. Se a > y*, entdo 2ay — y%> — 1 > y*.

Prova: Seja g(y) = 2ay — y*> — 1. Como a é um inteiro maior que 1, a > 2, logo
g(1)=2a—2>a. Paral <y <a,¢(y) =2a—2y > 0, portanto g é crescente nesse

intervalo. Entdo g(y) > a, y < a. Entdo, paray < y* < a, y* < a <2ay—y*—1.
Estamos agora em posicao de provar o teorema principal desta secgao:
Teorema 3.3 A funcdo exponencial h(n, k) = nF ¢ diofantina.

Para tal, adicionem-se ao sistema I — VIII as seguintes equagoes:

(IX) (& — yla—n) —m)® = (f — 1)2(2an —n® — 1)?
(X) m+g=2an—n?—1

(X1I) w=n+h=k+I

(XII) a? — (w?—1)(w—-1)22=1

O Teorema 3.3 decorre directamente de

k

Lema 3.4. m = n” se e s6 se as equacdes I — XII tém solucdo nos restantes

argumentos.

Prova: Em primeiro lugar, suponhamos que o sistema de equagoes I — X I1 se verifica.
Por XI, w > 1, logo (w — 1)z > 0 e, por XII, a > 1 (a®> — 1 > 0). Entdo pode

aplicar-se o Teorema 3.1 e tem-se = = x(a), y = yr(a).
Por IX e pelo lema 2.17, m = n* mod 2an — n? — 1.

A equagdo X1 indica que k,n < w. A partir de XII (usando lema 2.4), para
algum j, a = zj(w), (w — 1)z = yj(w) e, portanto, pelo lema 2.14, (w — 1)z =

J mod w — 1, mod4n ou seja,

j=0modw—1

de modo que j > w — 1. Assim sendo, pelo lema 2.19,
a=zj(w) >w > el ST e > nt,

logo por lema 3.2, n* < 2an —n? — 1. Pela equacio X, m < 2an —n? —1 e, como m
e n¥ sdo congruentes modulo 2an — n? — 1 e ambos menores que esse valor, terdo de
ser iguais, o que prova a implicagao ‘<=’ do lema.

Por outro lado, suponhamos que m = n*. Sera necessario encontrar solucoes para
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3.4 A linguagem de predicados diofantinos

os argumentos do sistema I — XII. Escolha-se qualquer nimero w tal que w > n, k.
Faga-se a = z,_1(w) de modo a que a > n* (veja-se o argumento acima). Pelo
lema 2.14, yy,—1(w) = 0 mod w — 1. Assim, pode escrever-se y,—1(w) = z(w — 1),
satisfazendo X1I. Para satisfazer X1, faca-se h = w —n, [ = w — k. Ainda se tem

ke, portanto, pelo lema 3.2, m = n* < 2ay — y? — 1, satisfazendo X.

a maior que n
Fazendo = = zx(a), v = yi(a), I — VIII sdo satisfeitas pelo Teorema 3.1. Resta
apenas a equacdo X, mas para esse fim, o lema 2.17 permite definir f de modo a
que z — y(a —n) —m = £(f — 1)(2an — n? — 1) e, portanto, IX é satisfeita. Para

finalizar, o Teorema 3.1 permite satisfazer I — VIII. 0

3.4. A linguagem de predicados diofantinos

3.4.1. Os conectivos logicos “e” e “ou”

Depois de provar, na tltima seccdo, que a funcdo exponencial é diofantina, outras
funcoes diofantinas podem ser deduzidas a partir desta. E disto exemplo a funcio

h(u,v,w) = u®".

Emprestando o simbolo légico “A” para “e”, é facil de comprovar que h é diofantina
a partir da equivaléncia (y = u*") < (32)(y = v* A z = v¥):

usando o Teorema 3.3, existe um polinémio P tal que

(y=u®) < 3ry,...,m)(Ply,u,z,r1,...,7) =0),

e(z=0v") < (Ft,....tn)(P(z,v,2,t1,...,t) =0).

Entao,

W

y=u" & (3z,r1...,"n,t1,... ,tn)(Pz(y,u,z,rl, .. ,rn)—i—PQ(z,v,w,tl, coyty) = 0).

Note-se que este procedimento pode ser estendido a quaisquer expressoes ja tidas
como conjuntos diofantinos, combinando com os conectivos légicos “€” e “ou” ou
“existe” e originando novos conjuntos diofantinos (os quais sdo também chamados de
predicados diofantinos). O conectivo “ou”; “V”, também ¢é permitido nesta linguagem

pois

Gty ) (PL=0)V (3t . 1) (Pa = 0) & (3r1, . Ty tes .- tm) (PLPs = 0).
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Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

Passemos entdo ao resultado mais importante desta seccao:

Teorema 4.1. As seguintes trés fungoes sdo diofantinas:

o f(n.k) = <Z>

o g(n) =n!

e h(a,b,y) = If[l(a + bk)

Nota: a notagdo de [r], onde r é real, sera usada para representar o maior inteiro

contido em r, isto é, || é o tnico inteiro tal que |r] <r < |r] + 1.

Lema 4.1. Para 0 <k <n, 2" <u

)50

n
7

n n
Prova: (u;}}) éigual a Y (

1=0

)u"*k. Separemos este somatorio em duas partes, de 0

ak—1ledekan:

Entao,

(n) WrF=94+R
1
i=0

n k—1
S = Z(?)uz_k e R= ;(?)M‘k

i=k

onde

S é obviamente inteiro, pois k é um inteiro menor ou igual a n e, portanto, u*~* é

multiplo de u. Por outro lado, Z—; < %, parai=0,1,...,k — 1, ou seja,
k—1 n
R<u 'S () <u '3 () =u (14 1) = ul2n < 1,
i=0 i=0
pois, por hipétese, u > 2". Entdo, R < 1.

Concluindo, (“::,1)“ =S54+ R, com R <1 e S inteiro, donde S < D" gy 1, ou

=[] = ()

i=k

seja,

Lema 4.3. A funcdo f(n,k) = (Z

Prova: Temos S = (}) + >, (Du'% =, (}), uma vez que no somatério i > k.

) é diofantina.

n
Como (}) < 20(7) = 2" < u, (}) €0 tnico inteiro positivo, menor que u e congruente
1=
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3.4 A linguagem de predicados diofantinos

H" . . . N
com L%J moédulo u. Assim sendo, temos a seguinte equivaléncia:

n u+1)"
f= <k:> < (Fu,v,w)(v=2" Nu>vAw= \‘(IC)J Af=wmoduA f<u).
U
Pelo que foi referido no inicio desta seccdo acerca de predicados diofantinos, para
ver que (Z) ¢é diofantina, basta vermos que cada uma das expressoes separadas pelo

simbolo 16gico da conjugacao é diofantina. Faremos isso de seguida.

Gragas ao Teorema 3.3, sabemos que v = 2™ é diofantina: numa representacgio

polinomial que testemunhe que a relagdo v = m” é diofantina faca-se m = 2. Obtem-

se uma representacao que testemunha que v = 2™ é diofantina. A relacao u > v é

obviamente diofantina, j4 que u > v é equivalente a existir x tal que u = v + .
(u1)"

Assim sendo, restam as expressdes w = {TJ, f<ue f=wmodu. Ora,

(f =wmod u) A (f <w)) & (By, 2)(w = f+yu) AN(f + 2 = u))

é uma equivaléncia que vem comprovar que as duas ltimas expressoes sao diofanti-
nas.

u+1)" . . N C A . . .
( ::k) J é equivalente & existéncia de inteiros r,s,t

Por ultimo, temos que w = [
tais que (u+1=7r)A (WP =) A (" = t) A(ws < t < (w+ 1)s)); isto porque

ws <t < (w+1)s é equivalente a w < % < w+1, ou melhor, a w < @D 4 1.

Prova: Tomemos r > (2z)**1. Sabemos que

O

Lema 4.4 Se r > (22)*"!, entdo

! ror r

m_r(r—l)---(r—z—i—l) rr—1 r—az+1

1
a-D--50)

ou seja, x! < @) < x'ﬁ Precisamos mostrar que % <z!+ 1.

x

| 1
< x o)

T

x

Como 7 < 1, da expansao da série geométrica obtemos

SR
~
o

,_.
|
—_
4
| 8
+
+ —~

z )
r r r
(r>22) z 1 /152
< 1+=(1+= 7>
+T(+2+ 5) )
2



Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

Portanto,
1 2
( —g)x < (1+ TI)QZ
T x .
$
= Zo(z) >
1= = N
X
aERPNGICH)
1=
x
< 1+27x;(i) <1+ 2227,
Ora, como (Tf) era menor que :c!(l_%)z, temos agora que
x 9 2T 2:(:+1 2 r+1
TT<x!+—xa§!2x:x!—l—2—xa:!<x!+ xzﬂ:x!—l-( 2)
M) r r r r

Como, por hipétese, temos (2z)*+! < r, resulta que (f)

Lema 4.5. A funcdo g(n) = n! é uma funcao diofantina.

< z! 4+ 1, e assim podemos

concluir que

Prova: A seguinte equivaléncia provard que n! é uma funcao diofantina por aquilo
que vimos no lema anterior e pelo facto de a conjunc¢ao de predicados diofantinos ser

diofantina:

(g=n!) & [@rz,y,2)(z=n+1)A@r>2n) A" =2)A((]) =v)
Ngy <z < (g+1)y)]. m

Lema 4.6. Seja bg = a mod M. Entao para todo o inteiro positivo y,
< g+y
[(a+0k) = byy!< ) mod M.
k=1 Yy

Prova: Expandindo parte do segundo membro da congruéncia, b¥y! (q+y), obtemos
W(g+y)(g+y—1)---(¢g+1) = (bg+yb)(bg+ (y—1)b) - - - (bg+b), que é congruente,
por hipotese, a (a +yb)(a+ (y — 1)b) - - - (a + b) mod M. Como sdo y termos, temos

~ . Y q+y
entdo o pretendido: [] (a + bk) = byy!< > mod M. 0
k=1 Y

Resta entao provar o tltimo resultado desta seccao:

y
Lema 4.7. A funcao h(a,b,y) = [] (a + bk) é uma funcao diofantina.
k=1

Prova: No lema 4.6, escolnemos M = b(a+by)Y+1. Entdo, o maximo divisor comum

y
entre M e b serd 1 e M serda maior que [] (a + bk). Desta forma, a congruéncia
k=1
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3.4 A linguagem de predicados diofantinos

y
bg = a mod M teré solugdo em g e podemos determinar [] (a + bk) como sendo o
k=1

S o +
unico inteiro (positivo) congruente com bYy! (q y) mod M que é menor que M,
Yy

isto é, podemos definir a seguinte equivaléncia

h= kﬁl(a +bk) < [(3M,p,q,r, s, t,u,v,w,z)(r=a+by) A (s=rY)A
) (M=bs+1)AN(bg=a+ Mt)A(u=0)A(v=y)A
(h<M)N(w=q+y)N(z= (Z))/\(h—kMp:uvx)]
que vem comprovar que h é diofantina, usando as expressoes usadas nos anteriores

lemas para a funcao factorial e para o coeficiente binomial. 0

O Teorema 4.1 fica entao provado com o que demonstramos nas provas dos lemas

4.3, 4.5 e 4.7,

3.4.2. Quantificadores limitados

Na seccao anterior vimos como o uso dos conectivos 16gicos “e” e “ou” e da existéncia é

permitido no ambito da linguagem dos predicados diofantinos. No entanto, existem
outros operadores e conectivos logicos, também usados no contexto do estudo da
logica mateméatica como a nega¢do de uma férmula, o quantificador universal (“V”)
e o conectivo de implicacdo (—) que podem gerar expressoes que definem conjuntos

que ndo serao diofantinos.

Nao obstante, podemos definir quantificadores limitados, tanto existenciais como uni-
versais, que podem ser anexados a linguagem de predicados diofantinos, estendendo-
a, mas mantendo-a, ainda, como uma linguagem de predicados diofantinos. Defina-

mos entao o quantificador existencial limitado

((3r)<y ...) como sendo (Fz)((x <y)A...)

e o quantificador universal limitado

((Vx)<y...) como sendo (Vz)((z >y)V...).

Assim sendo, o que foi dito previamente pode ser resumido neste Teoremas:

Teorema 4.2 Se P for um polinémio, os conjuntos

R=A{(y,z1,...,20)|(32)<y(Fy1, - -, um)(P(y, 2, T1, ..., &0y Y1, - -, Ym) = 0)} €
S={(y,z1,...,2p)|(V2)<yFy1, . .., Um) (P, 2, T1, . .., Zny Y1, - - -, Ym) = 0)}
sao diofantinos.
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Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

Que R é um conjunto diofantino decorre imediatamente da equivaléncia

(yvxlv"‘7$n) S R e ((Elzaylu"'aym)[(z S y)/\(P(yﬂz7x1)'"7$n7y17“'7ym) :0)))

O segundo conjunto precisa da ajuda de dois lemas.

Lema 4.8 A seguinte equivaléncia é verdadeira:

((Vk)gy(ﬂyl, e Um)(P(y, k1, ooy Ty Y1y ey Ym) = 0))
T

((EIu)(Vk:)Sy(Elyl, cosYm)<u(P(y ks 1, o T, Y1y, Ym) = O))

Prova: Que o lado direito da equivaléncia implica o esquerdo é trivialmente de-
monstrado: pois se em particular existem elementos y1,..., Yy, menores que u que
verificam a equacdo, entdo também existem elementos que ndo tenham obrigatoria-
mente que verificar essa condigdo (embora o possam fazer). Todos os outros valores

se mantém de um membro para o outro.
Provemos entao a segunda parte da equivaléncia, i.e. a implicagao ‘|}":

Suponhamos que o primeiro membro da equivaléncia é valido para dados y, 1, ..., xp.

Entao, iterando k£ de 1 até y, existem ntmeros bem definidos ygk), . ,y#f) para os

quais P(y,k,wl,...,wn,ygk),...,ygf)) = 0 se verifica. Tomando u como sendo o

maior de todos esses yi(k), isto &,
u = mAax {yi(k)|z': L...,n,k=1,...,y},
a implicacdao no sentido pretendido é também verdadeira. 0

O proximo lema, embora parega transformar uma expressio simples numa, bastante
mais complexa, tem o objectivo de libertar a primeira de quantificadores limitados.

Com esse proposito:

Lema 4.9. Seja P um polinémio em m + n + 2 variaveis e Q(y, u,x1,...,x,) um

polinémio com as seguintes propriedades:

L. Qly,u,x1,...,xn) > u
2. Q(y,u,x1,...,Tn) >y
3. k<yewyl,...,yn < uimplicam que

‘P(y7k7x17"‘7‘rn7y17'"7ym)| SQ(?/7U7$17~~7$n)-
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3.4 A linguagem de predicados diofantinos

Entao
(VE) <y Byt - -+ s Ym) <u(PYs by T, - oo s iy Y1, -, Ym) = 0))
T
Yy u
(Je,t,ar, ... am)((1+ct = H(H—kt))/\(t = Qy,u,x1,... ,xn)!)/\((l—i—ct)]H(al_j))
k=1 o1

A A (1 —&—ct)\H(am — ) A (Py,c,z1,...,%p,a1, ..., a4y) = 0mod 1+ ct))
j=1

Prova: Vejamos que, nas condi¢oes do lema, o segundo membro da equivaléncia

implica o primeiro membro: tomemos pg, para k =1,2,...,y, como sendo um factor

(%)

primo de 14kt e seja y; ' o resto da divisao inteira de a; por p, (i =1,2,...,m, k =

1,2,...,y). Provaremos que

a)l < y(k) <u

1 —=

b)P(y,k,x1,...,Tn, ygk), . ,yﬁ,lj)) = 0, o que conclui esta parte da demonstracao.

Como pg|l + kt, que, por sua vez, divide 1 + ct, e como, por outro lado, temos que

u u
1+ct| [] (a; —7), podemos afirmar que pg| [] (a; — 7). Dado que py é primo, py divide

7=1 7=1
a; — j, para algum j = 1,2, ..., u. O que isto significa é que a; = j = ygk) mod pg.
Ora, tendo em conta que t = Q(y, u, z1, ..., x,)!, podemos dizer que cada divisor de
1 + kt sera maior que Q(y,u,x1,...,x,)(todos os nimeros menores que @ dividem

kt e, portanto, nao podem dividir 1 + kt). Entao, pr > Q(y,u,z1,...,zy,) e, pela

propriedade 1, pr > u. Como j itera nos naturais até u, obviamente que j < u < pg
(k) (k)

e, como ¥y, € o resto da divisao inteira de a; por py tem-se y,; ~ < p;. Portanto

y = jlogo 1 <y <.

i

Em relacao a segunda parte a provar, a alinea b), comecemos por ver que 1+ ¢t e
1 + kt s@o obviamente congruentes modulo py (pois s@o divisiveis por este valor),
donde

k 4+ kct = ¢ + ckt mod pk, isto é, k = ¢ mod p.

(k)

Como ja vimos, na alinea anterior, que a; =y, ~ mod py, entao

k
P(yakaxl""axnayg )7--'7y7(7]§))EP(yakaxl-'-axnaala---aam)EomOdpkv

ou seja, P(y,k,z1,... ,xn,yyc), .. .,y,gf)) ¢ divisivel por pg. Mas, pela propriedade
3, sabemos que |P(y, k,x1,. .. ,xn,ygk), e ,y,glf))| é menor ou igual a () que, por sua
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vez, € menor que pr. Entao, destes dois tltimos resultados, o polinémio P nestas
variaveis é divisivel por pg e menor, em moédulo, que pg, o que limita o seu valor a

0, como desejavamos.
Provemos agora a segunda parte da implicagao ({}):

Paracadak =1,2...,y, suponhamos que P(y, k, x1, ... ,xn,ygk) . ,y,(,]f)) = 0, onde

)

y
cada ygk) < u. Fagamos t = Q(y,u,x1,...,2,)! e, dado que ] (1 + kt) = 1 mod ¢,
k=1
y
é possivel achar ¢ tal que 1+ ¢t = [] (1 + kt). Temos ja, entao, ¢ e t nas condigoes
k=1
pretendidas.

Vejamos entdo que os numeros 1 + kt formam uma sequéncia admissivel de moédulos
para que o Teorema Chinés dos Restos se possa aplicar. Tomemos k e 1 tais que

1 <k<l<yeprovemos que (1 +kt,1+1t)=1:

Seja d divisor de 1+ kt e 1+1t. Entao d|(I—k) e, portanto, d € menor que y que, por
sua vez, é inferior a Q(y,u,x1,...,2z,)(pelas condi¢oes iniciais do lema). Entao d é
menor que t e, por isso mesmo, d|t (t = Q(y,u,z1,...,2,)!). Entéo, como d|1 + kt
e d|t, d divide 1 e, portanto, d = 1. Temos, entao, uma sequéncia admissivel de
modulos e, pelo Teorema Chinés dos Restos, para cada ¢ = 1,...,m, existe a; tal
que

aizygk) mod 1+ Fkt,k=1,2,...,y

Como na implicagdo contraria, também aqui k e ¢ serdo equivalentes modulo 1 + kt,

portanto
= (k) (k)
P(y,c,z1...,&p,01,...,am) = Py, k,x1,. .., Tn, Yy s, Yy’ ) mod 1+ kt

= 0 (ver hipdtese).

Isto acontece para cada k = 1,2,...,y. Ora, como para cada k, 1 4+ kt divide
P(y,c,x1,...,Zp,a1,...,ay) € os nameros 1 + kt sdo primos dois a dois, o produto
também dividira o polinémio. Assim sendo, P(y, k,z1,...,Zn,a1,...,ay,) = 0 mod

1 + ¢t também ¢é satisfeito. Resta-nos provar que

u
L+ ct|[J(ai —4), i=1,...,m.
j=1

Primeiro, como a; = y(k) mod 1+ kt, 1 4 kt divide a; — y(k). Ora, y(k) é um inteiro

entre 1 e u donde obviamente que 1+ kt divide o produto das diferengas (a; —j), com
(k)

J a variar entre 1 e u, ja que y," vai tomar um desses valores. Novamente porque
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14+ ktsao2a?2 primos entre si, como cada um destes ntimeros vai dividir o produto,

também 1 + ct| H (a;—j)yi=1,...,m. 0
j=1
Completemos entao a prova do Teorema 4.2 usando os lemas 4.8 ¢ 4.9. Falta-nos

provar que o conjunto S desse teorema é diofantino.

Como queremos aplicar o lema 4.9, precisamos de um polinémio ) que satisfaca as 3
condic¢oes do enunciado deste lema. P serd um polinémio qualquer, portanto P sera

da forma
N

P(y7k7x17"-7$n7y17--~7ym) :Ztr,

r=1

com t, = cy®klxf 2% .. iy ys? .. ySm e ¢ um inteiro positivo ou negativo.
Para @ cumprir as condi¢des, facamos entdo u, = |¢|y? bz ... pirysitsztFom ¢
seja

Qy,u,x1,...,x,) = u+y+2ur.
Para valores nao nulos, é 6bvio que Q(y, u, z1,...,Tn) > u e Q(Y, u, T1,...,Tpn) > Y,
portanto as propriedades 1 e 2 sdo satisfeitas. A aplicagao da desigualdade triangular,

implica para que kK <y e y1,...,ym <y, também a terceira condicdo se verifica.

Assim, como foi visto no lema anterior,

((Vk)éy(zl?/h e ,?/m)(P(%kanlv s Ty Yy - 7ym) = 0))

é equivalente a
Yy

(Fe.toar, o am) (et = [JA+R)A(E = Qy w, 21, ..., 2n))A(L+ct|[ [ (a1 1))
k=1 j=
A1+ ct|H(am — i) APy, c,z1,...,2p,a1,...,am) = 0mod 1+ ct))

que podemos escrever como

y
(Elu,c,t,al,...,am,e,f,gl,...,gm,hl,...,hm,l)((e: 1+ct)A(e= H(1+kt))
k=1

ANf=Q,u,x1,...,zp)) ANt=fON(r1=a1—u—1)A--A(gm = am —u—1)
Ahy= [Tl +R) A - H gm + k) A (elha) A--- A (el hm)
k=1 k=1

Al =P(y,c,z1,...,2p,a1,...,an)) A (€]l))

u
Os termos [] (a; — j) foram decompostos nos equivalentes pares (¢; = a; —u — 1) A
j=1
U Y
(hi = [] (9i + k)) pois, no Teorema 4.1 foi a funcdo h(a,b,y) = ][] (a + bk) que
k=1 k=1
vimos ser diofantina.
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Capitulo 3 O Décimo Problema de Hilbert

Conseguimos entao reduzir a expressio que define os elementos do conjunto S do
Teorema 5.1 a uma expressao que sabemos ja ser diofantina, o que conclui a prova

de que S é diofantino. 0

3.5. Exemplos

Serad entdo altura, com todas as ferramentas de que ja dispomos, de darmos alguns

exemplos do que sao conjuntos diofantinos.

O conjunto S dos nimeros compostos é um conjunto diofantino que pode ser repre-

sentado por
(n€S) e (G, y)(n=(z+1)(y+1)).
Por outro lado, um nimero pertence ao conjunto P dos niimeros primos se
(p> 1) A (Va,y)<p((zy <p)V(zy >p)V(z =1V (y =1)).
Entao, uma representacao do conjunto diofantino dos ntumeros primos pode ser dada

por
(peP)e (p>1)A(Vo,y)<pFu, v((wy +u—p)*(ay — v+ p)?(z — 1)*(y — 1)%).

Segundo a teoria atris exposta esta expressao podia ser libertada da sua quantificagao

limitada e abranger p > 1 usando o lema 4.9, mas a expressao seria demasiado pesada.

Em relacao ao conjunto das relacées de modularidade, teremos um conjunto consti-
tuido por pares de inteiros, sempre relativos ao modulo em questao. Neste caso (x,y)

pertencem ao conjunto S sse x = y mod c. Este conjunto pode ser representado por
(z,9) € S & (32)((z —y)* = (2 = 1)?).

(Se admitissemos quantificacao sobre os inteiros (eventualmente negativos) podiamos

escrever (z,y) € S < (32)(z —y) —cz =0).)
O conjunto dos ternos (x,y, z) tais que x|y e x < z. Aqui
(zly) & Fu)(y = 2u) e (z < 2) & (Iv)(z =z +v)2
Entao,
(z,y,2) € 9) & (Fu,v)((y — zu)? + (x + v — 2)2 = 0).
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3.6 Funcoes recursivas

3.6. Funcoes recursivas

Até aqui fizemos um estudo aprofundado de funcdes e relacdes diofantinas. E al-
tura de fazer a ligagdo do nosso problema de indecidibilidade as nog¢oes de método
efectivo ou algoritmico que sdo o nicleo de problemas deste tipo, como mencionado
na introdugao. Surgidas no seguimento de desenvolvimentos da logica moderna e do
crescente interesse por maquinas calculadoras, Post e Turing propuseram, de forma
independente, modelos computacionais idealizados de tais méquinas. Isto ocorria em
1936 e estas maquinas seriam equiparaveis a humanos na capacidade de célculo, mas
mais rapidas e menos faliveis, por serem processos mecénicos e, assim, se eliminarem
os normais erros humanos. Ao mesmo tempo, nos desenvolvimentos da logica, o
programa de Hilbert, o logicismo de Russel e a aritmetizagdo da metamatemética
de Godel levaram a tentativas de especificacdo do que seria calculavel ou decidivel,
levando a que, cada um & sua maneira, definisse o que seria a classe de funcoes

computaveis que actualmente se chamam recursivas.

A tese de Turing-Church, hoje completamente aceite, baseia-se no facto de todas
as abordagens & questdo da computabilidade se mostrarem equivalentes: maquinas
de Turing ou fungoes recursivas captam essencialmente aquilo que é mecanizével em

matematica.

Em relagdo as funcoes diofantinas, temos ja uma linguagem extensa, a partir de
varios métodos que usdmos (quantificadores limitados, a fungao S(i,u)...), que nos
permite obter um nimero bastante vasto de conjuntos diofantinos. Convergimos
entdo os dois estudos neste capitulo: usaremos a classe das fungdes recursivas para

testar os métodos usados no estudo das funcgoes diofantinas.

3.6.1. A classe das funcoes recursivas

Ha varias definicoes equivalentes desta classe. A que usaremos serd a que se apoia
em trés fungdes base: a funcdo constante, a funcdo sucessor e a func¢do projeccdo
(respectivamente, N > z +— ¢(z) =1 e NN N>z — s(z) =z+1 € NN 5

k _
(1, ..y xn) = Pi(x1,...,2n) = 2 €N)
A estas funcGes chamaremos as fungoes iniciais.

Todas as outras fungoes recursivas sao construidas a partir destas, iterando através

das trés operagoes
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e composicao em que, se f: N - Neg,: N— N, i=1,2...,m forem recursivas,

entdo h : N® — N definida por
hz,... xn) = f(r(z1, -y Zn)y ooy g (T, - -+, X))
é recursiva;

e recursio primitiva em que, se f : N = N e g : N*t2 & N forem recursivas,

entdo h : N"*1 — N definida por
h(z1,...,2n,1) = f(z1,...,20)
h(z1,...,xn,t+1)=g(t,h(x1,..., 20, t),T1,...,Tp)
é recursiva;

e operador minimo em que para f,g: N**! — N recursivas, a funcio h : N* = N

definida por
h(l'la s 7xn> = My[f(mla s 7xnay) = g(‘rla s ,.In,y)]

é recursiva. h devolve o menor valor y para o qual f(z1,...,2n,y) = g(Z1,...,Zn,Yy),
assumindo que para cada x1,...,I,, existe pelo menos um y para o qual a equacao

é satisfeita, ou seja, h estd definida em toda a parte.

A esta defini¢ao adicionamos o facto de que a fun¢do S(i,u) definida no Teorema 1.2
ser recursiva. Por definicdo, isto pode ser provado a partir das trés funcoes iniciais e

das trés operagoes acima referidas.
3.6.2. Funcoes diofantinas vs. fungoes recursivas

Nesta seccao comparamos fungdes diofantinas com fungoes recursivas e chegamos a
extraordinaria conclusao de que as funcoes diofantinas sdo precisamente as recursivas

e vice-versa, isto é
Teorema 6.1. Uma funcao é diofantina se e s6 se é recursiva.

Primeiro, sabemos que um polinémio com coeficientes inteiros positivos é construido
iterando sobre somas e multiplicagoes e, portanto, vejamos a recursividade destas

operacoes: As equacoes

sum(z,1) = s(z)
sum(z,t+1) = (so P9)(t, sum(t,z),x)
comprovam a recursividade da soma, por recursividade primitiva.

Em relagao & multiplicacao, também pela recursao primitiva e com o auxilio da soma,
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podemos usar as seguintes equagoes
mult(x,1) = Pi(z)
mult(x,t +1) = (sume (P, P3))(t, mult(t,z),z)

como testemunha da sua recursividade.

Como sabemos, a funcao c¢i(x) = 1 é recursiva (por definicao). De facto, todas as
funcoes constantes cx(x) = k, k € N sdo recursivas, como vemos por indugio em k,

atendendo a

ckr1(x) = sum(cg (), 1 ().

Como todo o polinémio se escreve por composicao destas trés funcoes, todo o poli-

nomio de coeficientes inteiros sera recursivo.

Seja entdo f uma funcao diofantina e escreva-se

y=f(z1,...,2n) &
(Ft1, .o tn) (P21, oo Ty Yty e oy tm) = Q1+ o Ty Yy b1y e oy tm) )y

onde P e () sdao polindémios com coeficientes inteiros positivos. Entdo, usando a

fungao S(i,u), podemos reescrever f como
flz1,...,xn) = S, pu[P(2z1, ..., Zn,y, S(L,u), S(2,u),...,S(m+1,u)) =
=Q(x1,...,2n,y,S(1,u),S(2,u),...,S(m+1,u))]).

Como P, Q e S(i,u) sdo recursivas, usando a composi¢cdo e o operador minimo

também f serd recursiva.

Falta provar que o reciproco é também verdadeiro, isto é, que toda a fun¢ao recursiva

é diofantina.

Ora as fungoes iniciais sao obviamente diofantinas, basta apenas provar que as fun-
¢oOes diofantinas sao uma classe fechada para a composicdo, para a recursdo primitiva

e para o operador minimo.

Seja h : N — N definida por h(x1,...,2n) = f(g1(z1,.. ., Zn)s -, gm(z1, ..., Tn)),

com f:N" —= Neg;: N* = N diofantinas. Entao, h também é diofantina pois
y="h(x1,...,2n) S (Ft1,...,tm)(t1 = g1(x1,. .., Zn) A ...
At = gm(x1, .. xn) ANy = f(t1,. .. tm)).
Portanto, asseguramos que, apds composicdo, as fungoes continuam diofantinas.

De seguida veremos o que sucede com a recursao primitiva. Sejam entdo f: N - N
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e g : N"*2 — N diofantinas e h definida como
Mz, xn, 1) = flxg,...,2p)

h(zi,...,xn,t+1) = g(t,h(x1,...,Tn,t),21,...,Tpn).
Se, novamente, usarmos a funcao S(i,u) para “guardar” os ntmeros h(xi,...,ZTn, 1),
h(z1, ... xn,2),..., h(x1,...,2n, 1), respectivamente em S(1,u), S(2,u),..., S(t,u).
Entao y = h(x1,...,x,,t) € equivalente a
(Hu)[(ﬂv)((v =S, u) A (v=f(xq,... ,xn)))/\
(Vs)<t((s =) vV (o) ((v = S(s+ 1,u)) Av=g(s,5(s,u), 21,...,2,))) Ay = S(t, u)]
o que, devido a tudo o que vimos na sec¢do 3.4 garante que a fun¢do h é ainda

diofantina.

Em relagdo ao operador minimo, como f e g sfo diofantinas e h é definida, grosso
modo, como o menor valor para o qual as fungoes f e g se igualam, podemos reescrevé-

la como sendo
y=h(@1,. .. 2) &
(@)= = flz1,- 20, 9) Az = g(z1, .. 20, 9)) )
AVE)<y((t =y) V Gu,v)((u = f(z1,. .., 20, y))
A =g(@1, ..., 2n ) A ((w>v) V(0> u)))) ).

Isto demonstra que h é também diofantina, concluindo a nossa demonstracdo sobre

a equivaléncia das classes das funcoes recursivas e diofantinas. 0

3.7. A indecidibilidade do décimo problema de Hilbert

Na seccao anterior provamos que a classe das fungoes diofantinas e a classe das fun-
¢Oes recursivas sdo equivalentes. Estamos agora preparados para provar a indecidi-
bilidade do décimo problema de Hilbert. Comecemos por descrever uma. enumeracao

de todos os conjuntos diofantinos de numeros inteiros positivos:

Como qualquer polinémio com coeficientes inteiros positivos pode ser construido a
partir de 1 por sucessivas adi¢oes e muiltiplicacoes, fixamos um alfabeto de varia-
veis xg,x1,2,... € contruimos os restantes polinémios a partir das fungoes L e R

(definidas na secgao 3.1), enumerando como aqui descrito

38



3.7 A indecidibilidade do décimo problema de Hilbert

P = 1
Py = xi
Psi = Py + Pry
Psiv1 = Pruy Pre
Escreva-se P; = P;(xg,x1,...,%n), onde n é suficientemente grande para que todas

as variaveis que ocorrem no polinomio sejam incluidas. (E claro que, regra geral, o

polinémio ndo ird depender de todas estas variaveis!)
Sejam agora os conjuntos diofantinos D;, definidos desta forma
Dn = {1}0‘(31’1, ey xn)(PL(n)(xo,xl ve ,xn) = PR(n)(.CCU,xl, cee ,xn) )}

Nesta defini¢ao, Pr,) ¢ Pg(,) ndo envolvem necessariamente todas estas varidveis,
mas obviamente ndo podem envolver quaisquer outras, pois, como vimos na primeira
seccao, L(n), R(n) < n.
Os primeiros polindémios gerados por esta enumeracao sao
P =1 Ps = x;
P, = x Ps=P,+ P =x29+1
Ps = Ppoy+Pryy=1+1=2 Pr=P- P =xg
Py = PrayPray=1-1=1 Py =x9
E os primeiros conjuntos diofantinos sao
D1 = {o|(321)(Pp1) (20, 1) = Pr(1) (2o, 21) )}
= {wo|(Fz1) (P10, 21) = Pr(wo, 1) )} = {wo|(Gz1)1 =1} = Z
Dy = {zo|(Fz1, 22)(PL(2) (20, 21, 22) = PRreo)(z0, 21, 22) )}
= {wo|(Fz1, x2) (w0 = 1)} = {1}
D3 = Do
Dy = {xo|(3r1, v2, 23, 24) (Pr4) (0, 21, T2, T3, T4) = Ppay (w0, ¥1, T2, 23, 74) )}
= {zo|(Fx1, 22,23, 24)(Ps =P )} = {x0]2=1} =0
Da maneira que foram construidos os polinémios (a partir das funcoes L e R, que

traduzem uma bijeccio entre N? e os naturais) e os conjuntos diofantinos, a sequéncia

de conjuntos Dy, Do, D3, ... vai conter todos os conjuntos diofantinos de naturais.

Teorema 7.1. Teorema da Universalidade:

O conjunto {(n,z)|x € D,} é diofantino.
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Prova: Usemos a funcao S(i,u) uma vez mais para “guardar” nimeros. Afirmamos
que:
x € Dy < (Fu){S(l,u) =1AS2,u) ==
A(Vi)<n( S(31,u) = S(L(i),u) + S(R(7),u) )
AVi)<n( S(3i+1,u) = S(L(i),u)- S(R(3),u) )
AS(L(n),u) = S(R(n),u) }
Obviamente que o segundo membro da equivaléncia é diofantino, portanto sé preci-

samos de verificar que a equivaléncia é, de facto, verdade.

Seja x pertencente a D, para dados x e n. Entdo existem naturais ¢, ..., t, tais que
PL(n)(LU,tl, ) tn) = PR(n)(x, tl, e ,tn)

E uma observagio trivial (mas talvez 1til) que o natural Pj(z,ty,...,t,) pode ser
construido indutivamente pelas formulas acima dadas, se substituirmos desde inicio

as varidveis por naturais.

Dados entdo os naturais z,t1, ..., t,, podemos escolher u (pelo teorema 1.2) tal que
S(j,u) = Pj(z,t1,t2,...,ty), com j=1,2,... 3n+2.

Em particular, pela defini¢do dos polinémios que demos, S(1,u) = 1, S(2,u) = =,

S(3i+ 1,u) = S(L(i),u)- S(R(i),u) e S(3i,u) = S(L(2),u) + S(R(7),u), com i =

1,2,...,n 4+ 1. Assim, a implicagdo neste sentido (=) fica provada. Suponhamos

agora que o lado direito da equivaléncia se verifica. Faca-se
t1 = S5,u), ta =S8,u),...,t, = 5SBn+2,u).

Entdo, Pj(x,t1,...,t,) = S(j,u), j =1,...,3n+ 2 é verdade. Como S(L(n),u) =

S(R(n),u) se verifica, tera de acontecer
PL(n)(x,tl ce ,tn) = PR(n)(l‘,tl, ce ,tn),
isto é, x € D,,. 0

A partir do momento em que podemos listar todos os conjuntos diofantinos, é facil

construir um conjunto a partir destes que nao seja Diofantino. Definamos

V={nln¢ D,}.

Teorema 7.2 O conjunto V ndo é diofantino.

Prova: A prova rege-se pelo método de diagonalizacao de Cantor. Se V fosse dio-
fantino, para algum i, V = D;. O que aconteceria ao elemento ¢?7 Por um lado, se

t €V, como V =D, entdo ¢ € D;. Por outro lado, se i € V, entao i, pela definigao
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de V, nao pode pertencer a D;. Isto gera uma contradicdo, portanto V nao pode ser

diofantino. 0

Chegamos entao ao ponto alto deste capitulo. O que decorre da demonstragao do
proximo teorema vai ser de suprema importancia para o nosso objectivo pois contra-

diz a existéncia de um algoritmo que resolva equagoes diofantinas.

Teorema 7.3 A funcdo g(n,z) definida por
g(n,x)=1sex ¢ D,

g(n,z) =2sex € D,

nao é recursiva.

Prova: Se g fosse recursiva, pelo Teorema 6.1 seria diofantina, isto é, existiria um

polinémio P tal que

y= g(nax) ~ (Elylv"'>yM)(P(nax7y’y17""ym) = 0)

Mas, nesse caso, seria possivel definir-se V' da forma
V= {x’(aylv cee >ym)(P(x7xa 1791, e 7ym) =0 )

o que viria contradizer o que foi provado no Teorema 7.2, pois P(z,z,1,y1,...,Ym)

é evidentemente um polinémio. =

Teorema 7.4 O décimo problema de Hilbert é indecidivel.

Prova: Usando o Teorema 7.1, poderiamos escrever

T € Dn<:> (Elylw--ayk)(P(nvwayla"'ayk) )7

onde P seria potencialmente um polindémio complicado, mas, ainda assim, possivel

de definir.

Suponhamos que existia um algoritmo para decidir se equacoes diofantinas tinham
solucdo, isto é, um algoritmo que resolvesse o décimo problema de Hilbert. Entéo,
para dados x e n, esse algoritmo podia testar se a equagdo P(n,z,y1,...,yx) = 0
tinha solucao, isto é, se x estaria ou ndo em D,,. Mas nesse caso terfamos um método
mecanico que computaria a fungdo g, algo que ja proviamos nao ser possivel, pois as

funcées recursivas sdo precisamente aquelas para as quais um algoritmo computéavel
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existe! Isto iria contradizer o Teorema 7.3 e, assim, concluimos que o décimo

problema de Hilbert é indecidivel! 0
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Capitulo 4

Conclusao

Ao longo deste trabalho pudemos ver de forma razoavelmente clara o que se entende
por um problema indecidivel. Mais ainda, vimos dois exemplos de problemas inde-
cidiveis, bastante diferentes no seu amago. Eram nao sé diferentes em tipo, como a
propria forma de demonstrar a sua indecidibilidade se provou ser distinta. De facto,
enquanto que com o décimo problema de Hilbert foi necessario ir as profundezas
das definicoes do tema e demonstrar explicitamente como nao era possivel exibir um
algoritmo que resolvesse todas as instancias do problema, no caso da mortalidade
em semigrupos foi adoptada uma abordagem que é mais comum nestes problemas:
reduzir a um problema ja conhecido como indecidivel e provar a indecidibilidade
dessa forma. No entanto, ambas as abordagens sao validas e a existéncia de proble-
mas indecidiveis continua a assegurar-nos de que o olhar humano continua a néao ser
substituivel pelo computorizado: a nossa capacidade de ver para além do mecanizéivel

supera ainda as maquinas.
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