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Resumo

() modelo de Black-Scholes para opgoes curopeias foi estabelecido assu-
mindo um conjunto de hipéteses sobre a evolugdo do prego do activo subja-
cente, nomeadamente, o retorno e a volatilidade sido constantes ¢ o caracter
alcatdrio ¢ introduzido por um processo Browniano. A comparagio cutre
os resultados de simulagio numérica e os dados reais relatives a evolugao
de alguns morcados. colocou e questdo tais hipétescs, nomeadamente a
volatilidade constante.

Com o objectivo de colmatar ag diferengas do comportamento observado
nos resultados de simulagdo e nos dados reais do mercado. surgiram na
literatura varios modclos Brownianos para a evolugio do prego de opgdes
em que a cvolugao do prego do activo subjacente ¢ descrito por uma equacéo
diferencial estocdstica mas em que a volatilidade é estocéstica ¢ uma funcao
determinista do prego do activo calculado no mesmo instante temporal ou
uma fungao determinista do passado do prego do activo. E de salientar que
nesta tltima classe de modelos é introduzide um certo cfcito moméria.

O cstudo de dois modclos representativos de cada uma das classes de
modelos antertormente introduzidos ¢ o objectivo central desta dissertacio:
o modelo de Cox e Ross e o modelo de Hobson e Rogers, mais especificamente
os correspondentes problemas diferenciais estocésticos com condicdo inicial
para o prego dos activos subjacentes ¢ os problemas de derivadas parciais
para as correspondentes opgdes curopeias.

Palavras Chave: Equacéo diferencial estocéstica, prego do activo, volatilidade, preco

Abstract

The Black-Scholes model for Europecan options was established under
a sct of assumptions for the time cvolution of asset prices, morc precisely.
constant drift, constant volatility and the randomness is introduced by a
Brownian motion. A gap between the simulation results and the data of real
financial markets leads to check out such assumptions, namely the constant
volatility.

To avoid the observed gap between the simulation results and the data
of real financial markets. several Brownian models for the evolution of the
asset prices characterized by stochastic differential equations for the asset
prices arise in the literature where the volatility depends (deterministically)
on asset price at the same time level or depends on the past of the assct
prices. We point out that in this last class of models a certain memory effect
was introduced.

The aim of this work is the study of two models representing the two
previous classes: the Cox and Ross's model and the Hobson and Rogeres’s
model. more preciscly, the correspondents stochastic initial boundary value



problems for the asset prices and the partial differential problems for the
Furopean options.

Keywords: Stochastic differential equation. asset prices. volatility, European option

prices. partial differential equations, numerical simulation.
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Capitulo 1

Introducao

O modelo de Black e Scholes (BS) foi introduzido em 1973 em [2] para estudar a cvolugéo
de opgoes ditas curopeias do tipo call ou put. Este modelo é caracterizado por uma
cquagao parabdlica para o preco da opgdo quando o prego do activo atinge um deter-
minado valor num determinado instante, por uma condicio no instante de maturidade
e que & definida a partir do preco de exercicio e por cendigbes de fronteira que séo
estabelecidas a partir do prego da opgdo quandoe o prego do activo é mulo ¢ quando o
preco do activo ¢ arbitrariamente grande. tendo-se neste caso. para um valor do preco
do activo arbitrariamentc grande, o valor da opcio igual a este prego do activo.

O modclo BS & estabelecido assumindo que o prego do activo satisfaz uma equacio
diferencial estocastica em que o ruido é definido a partir de um movimento Browniano,
os coeficientes deriva ou flutuagdo ¢ a volatilidade sao considerados constantes. Além
das hipéteses anteriores. Black e Scholes consideram um conjunto de hipéteses sobre o
mercado conio por exemplo, a taxa de juro sem risco ¢ constante. nao héd arbitragem e
nae cxistem custos de transaccdo associados.

Os dados reais do mercado financeiro permitem observar na volatilidade fenémenos
usualmente designados sorrisos (do inglés smiles) e auséncia de achatamento (do inglés
skews) que nao sao compativeis com a hipGtese para a volatilidade assumida por Black
e Scholes ([8].[15]). Surgiram entdo na literatura modelos Brownianos em que a volatil-
idade ¢ estocastica dependendo do prego do active. Sem pretendermos ser exaustivos
saliecntamos o modelos de Cox ¢ Ross ([4]) caracterizado por uma equacao diferencial
estocastica para o prego do activo no instante £. S(¢). em que a volatilidade depende
do prego do activo subjacente no mesmo instante, o modelo de Hull e White ([10]) car-
acterizado por um sistema de equagdes diferenciais cstocasticas para o preco do activo
e para o quadrado da volatilidade em que a aleatoridade é definida por dois processos
Brownianos dependentes. o modelo de Hobson ¢ Rogers ([11]) e que o preco do activo
é definido a partir de uma equacéo diferencial estocastica para o preco do activo no in-
stantc ¢. S(t), em que a volatilidade depende do passado do prego do activo subjacente.

Salientamos que o Gitimo modelo é caracterizado por umn certo efeito meméria uma vez
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que o passado do preco do activo determina o prego do activo no momento presente.
Modeclos para o preco do activo catacterizados por equacdes diferenciais estocésticas
com atraso tém sido objecto de estudo ([1]).

Uma outra linha de investigacdo surgiu, entre outras, na modelagdo matematica de
mercados financeiros associada 4 substituicdo do processo Browniano por outro tipo
de processos estocdsticos. De facto, algumas das propriedades deste processo como a
continuidade induz trajectérias continuas para o preco do activo, ndo sdo obscrvadas
em alguns mercados financeiros (por exemplo [13],[14]).

Equacgdes de derivadas parciais para a cvolugdo do preco de opgoes. fundamen-
talmente curopeias. sobre activos subjacentes cuja dinfmica ¢ descrita pelos modelos
anteriormente mencionados foram estabelecidos em alguns dos trabalhos mencionados.
O principal ingrediente na dedugée destes problemas é o lema de Ité que permite clim-
inar o cardcter aleatério presente na evolugdo destes activos. I de salienar que apenas
o modelo BS admite uma férmula explicita para o prego das opgdes em fungio do prego
do activo subjacente ¢ dog pardmetros do mercado. taxa de juro, tempo de maturi-
dade, prego de excercicio, deriva e volatilidade. Os restantes modelos para opgées nio
permitem obter expressoes explicitas para o prego das opgdes. Neste caso., os métodos
numéricos para equagoes com derivadas parciais tém um papel central na descricao do
comportamento do prego das opgdes.

O estudo de dois modelos de volatilidade estocastica ¢ o objectivo central desta
dissertacdo: o modclo de Cox ¢ Ross ¢ o modclo de Hobson ¢ Rogeres, mais especifica-
mente, 08 correspondentes problemas diferenciais estocasticos com condicdo inicial para
o prego dos activos ¢ os problemas de derivadas parciais para as correspondentes opgdes
curopcias.

Num capitulo introdutério. Capitulo 2, apresentamos alguns conceitos fundamen-
tais nesta disscrtacdo como 830 o conceito de processo Browniano ¢ o Lema de Tté. O
modelo BS & objecto de estudo no Capitulo 3. Neste capitulo apresentamos de modo
sucinto 0 modelo anterior para o preco dos activos e para as correspoundentes opcocs
curopcias ¢ ilustramos o seu comportamento em fungio dos parAmetros do modelo: taxa
de juro, tempo de maturidade, prego de excrcicio, deriva ¢ volatilidade. O estudo do
modelo de Cox e Ross ¢ objecto de estudo no Capitulo 4. Consideramos neste capitulo o
problema diferencial estocastico com condicéo inicial para o preco do activo com deriva
constante em que a volatilidade ¢ fungao do prego do activo ¢ estabelecemos o problema
diferencial de derivadas parciais para o prego das opgdes curopeias correspondentes.

Ilustramos o comportamento dos precos dos activos ¢ das opgoes correspondentes uti-
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lizando o método de Euler explicito para o problema diferencial estocéstico ¢ o método
de Euler explicito com discretizagio das derivadas do prego da opcio em relacdo ao
pre¢o do activo utilizando operadores de diferengas centradas. O modelo de Hobson c
Rogers ¢ estudado no capitulo 5. Neste capitulo apresentamos o problema diferencial
para o prego dos activos ¢ o problema diferencial de derivadas parciais para o prego
das opgdes curopeias. A ilustragdo do comportamento destes pregos bem como dos
pregos dos activos subjacentes é feito utilizando métodos do tipo dos considerados no
capitulo anterior. Finalmente no capitulo final. capitulo 6. apresesentamos algumas

consideragdes finais.
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Capitulo 2

Alguns resultados preliminares

2.1 O processo Browniano

O caracter aleatorio do mercado financeiro é modelado por um processo estocastico.

Recordamos seguidamentce csta nogao.

Definigdo 1. Seja X(t), t > 0, uma funcdo aleatdria. isto é, uma aplicacdo que atribui
a cada valor do tndice t > O uma varidvel aleatoria. X(t), t > 0. diz-se um processo

estocdstico se for wma funcdo aleatdria do tempo.

O processo estocdstico que mais tem sido considerado na modelagdo do cardcter

aleatério de mercado financeiro é o conhecido processo Browniano.

Definicao 2. O processo estocdstico X(t), t > 0, diz-se um processo Broumiano se
as suas trajectorias sao continuas e 0s seus incrementos verificam os seguintes requisi-
tos: tém média nula, sdo independentes (isto é. as varidveis oleatdrias X(ty). X (t1) -
AXto),. ... X(tar) — X(tar—1) sdo independentes para todos os valores 0 < tg < t; <
... < tar) € sdo estaciondrios (isto ¢, as distribuigdes dos processos estocdsticos {X (o +
h)—X{to)}nzo e {X({t1+h)— X(t1)}hzo sdo as mesmas, quaisquer que sejam os valores

reais ndo negativos to e ty) .

E de salicntar que algumas das propriedades dos processos anteriores como a con-
tinuidade, a independéncia dos acréscimos, ndo sao validas em alguns mercados finan-
ceiros. Estes factos levou & substituigio destes processos por outros processos cstocis-

ticos como os processos de salto ([13]). os processos de telégrafo ([14]).

2.2 Equacoes diferenciais estocasticas

Seja X (t),¢ > 0, um processo Browniano. A equacao diferencial estocastica que consid-
cramos posteriormente na descrigao da dindmica do prego do active é uma particular-

izacao da ecquacao seguinte:

dS(t) = a(S(6),t) dt + b(S(2), 1) dX ().t > 0. (2.1)

)
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O resultado seguinte estahelece uma condicao suficiente para a existéncia de uma

solugdo S(t) de (2.1).

Teorema 1. Sea eb sio localmente de Lipschitz relotivamente ao primeiro argumento,

entdo para cada Sy € IR eriste pelo menos uma solugio S(t) de (2.1) tal que S(0) = Sp.
A unicidade de solugdo ¢ cstabelecida no resultado seguinte:

Teorema 2. Se a ¢b sdo de Lipschitz relativamente ao primeiro argumento e verificam

as sequintes condigdes de crescimento
la(z.t)| < Clz|, |b(z,1)| < Clal.Vz € R, (2.2)
para algum C > 0, entdo, para cada Sy € IR, eriste uma solugio dnica de (2.1).

Embora a existéncia e unicidade scja, pelo Teorema 2, garantida para uma grande
classc de problemas, a determinagio da expressdo de tal solugdo s6 ¢ conhecida para um
conjunto reduzido de problemas. A determinagao de tal solucio. pelo menos de modo
aproximado, pode ser feito recorrendo ao método de Euler. Para o cfeito, consideremos

um intervalo temporal [0, T onde introduzimos uma particio uniforme
O=tg <ty <ty <<ty =T,

em que ti11 — f; = At,i =0,.... M — 1. No célculo do valor aproximado para S(t;). S;
usarcmos 0 processo discreto scguinte:

Siy1 = Si + Atplt:, Si) + ot Si)(XH—l - .Yz')qi =0,...,M — 1,
(23)

Sy & dado.

No caso particular u(t;, S;) = uS;, 0(t;, S;) = ¢8;. da quacio (2.3) vem que o retorno

Sit1—

.5 Si . .
do preco do activo — ! satisfazem a igualdade

i
Siv1—5;
T = ,uAt -+ U(Xi-i-l — ij), (2—1)
i
em que os acréscimos X;11 — X; sao independentes ¢ gseguem uma lei normal de média
nula ¢ varidncia Af. Assim o retorno do prego do activo tem média pA# ¢ varidnecia

a?At. Observamnos que podemos reescrever (2.4) na forma equivalente

Sit1 — 8

2 = pAt + oV ALZ;, (2.5)

cn que Z ¢ uma varidvel alcatéria normal de média nula ¢ varifncia unitéria. Nas
simulag6es numéricas que apresentamos ao longo deste trabalho. tomamos uma amostra

com Af = 200 e que tem associada o histograma representado na Figura 2.1.
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T Y T
-4.0000 -2,0000 0poan 2,0000

Figura 2.1: Histograma da amostra da varidvel aleatéria normal Z de média nula e

variancia igual & unidade.
2.3 O lema de It6

O resultado seguinte tem um papel central no estabelecimento da equacdo de Black-
Scholes para o prego de opgdes europeias pois permite substituir, num enquadramento

adequado, 0 modelo de natureza estocéstica por um modelo determinista.

Teorema 3. Seja S(t),i =2 0, o solugdo da equacdo diferencial estocdstica que consid-
eramos na descriggo da dindmice do prego do activo. Sejo V(S(t),t), que por simplici-
dade denotaremos por V(5,t), uma funcdo duas vezes continuamente diferencidvel em
[0,4+00) x (0,+0oc). Nestas condigbes, o processo estocdstico V(S,t), t > to satisfaz o
equacdo integral estocdstica escrita, em versio diferencial, na forma

1%V

av (s, t)— Vs, t)it+ (StdS+2882(

t)(dS)?, (2.6)

em que o termo (dS)? € calculado através das regras algébricas:

dt.dt = dt.dX(t) = dX(£).dt = 0 e dX (£).dX(t) = dt.
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Capitulo 3

O Modelo de Black Scholes

3.1 Introducao

O modelo introduzido por Black ¢ Scholes ([2]) para o prego do activo e para as opedes
curopcias correspondentes, que designamos modelo BS para os activoes e modelo BS
para opgdes é talvez o modelo para mercados financeires que mais tem sido usado. E
estabelecido assumindo um conjunto de hipéteses simplificadoras que permite obter
formulas explicitas para o prego das opgdes.

Neste capitulo apresentamos de modo sumério os modelos BS para activos ¢ para
opgdes ¢ apresentamos algumas ilustragoes destes modcelos em fungio dos parametros:
deriva, volatilidade e taxa de juro. Assim na scc¢ao 3.2 apresentamos o modelo BS
para os activos e o modelo BS para opgdes é apresentado na sec¢io 3.3. Nesta secgao,
além de introduzirmos expressio explicita para o prego de opgdes curopeias, mostramos
quc osta solugdo € tnica. Em ambas as scegbes apresentamos resultados que ilustram o

comportamento dos modelos.

3.2 BS para o preco do activo

O modelo de BS para o preco de opgdes Europeias sobre activos financeiros tem por

base a seguinte equagao diferencial estocdstica para o prego dos activos

dS(t) = pS(t)dt + aS(t)dX(t).t > 0,
(3.1)
l S(O) = 805
onde
e u representa a deriva ou flutuagao e estd associado a taxa média de crescimento

do activo;
+ ¢ denota a volatilidade e ¢ um indicador do desvio dos retornos;

e X(t) representa o processo Browniano.
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CAPITULO 3. O MODELO DE BLACK SCHOLES

Pelo Teorema 2. a solugio do problema de condicdo inicial (3.1) existe. é unica. A

fungao

S(t) = SgExp((,u %02) + X(t)), t>0. (3.2)

¢ solugao do problema de condigdo inicial (3.1)

No que se segue ilustramos a influéncia da deriva e da volatilidade no comportamento
do prego do activo. Para o cfeito utilizamos o método (2.5).

Nos resultados que apresentamos scguidamente tomamos a amostra de tamanho 200
da variavel aleatéria de média nula ¢ variancia unitaria cujo histograma osta represen-
tado na Figura 2.1. Na Figura 3.1 apresentamos a evolugao do activo para Sy = 5,
T = 2c¢c ¢ = 001,010 = 0.02. Constatamos que o aumento da deriva induz um
aumento do preco do activo.

Iluntramos agora a influéncia da volatilidade no prego do activo. Na Figura 3.2
apresentamos a cvolugao do prego do activo com volatilidade ¢ = 0.02,0.04 ¢ deriva
i = 0.01. Observamos um aumento da variabilidade do prego do activo com o aumento

da volatilidade.

Figura 3.1: Preco do activo com o modelo BS para = 0.01,0.1,0 = 0.02,T,,, = 2.

3.3 BS para opcoes Europeias

Seja V(5(t).t) o prege de uma opgao Europeia cujo tempo de maturidade é Tj,,. Scja

E o prego de exercicio desta opgdo. Recordamos que

10
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52 —— 5=0.02
—— o=0.04

4.5 : ' :
0 0.5 ! 15 2

Figura 3.2: Prego do activo com o modclo BS para i = 0.01, 0 = 0.02,T,,, = 2.
o V(S(Thn}, Tn) = max{S(T,) — E.0} sc a opgdo é uma call,

o V(S5(Ty,),Tw) = maz{E — §(T\n}, 0} sc a opgio & uma put,

em que S(Tp,) denota o prego dos activos na maturidade.
O modclo BS para as opgoes Europeias foi estabelecido assumindo as seguintes

hipéteses para o mercado financeiro:

e a taxa de juro r sem risco ¢ constante;
e nao ha arbitragem:

e nio cxistem custos de transacgio associado ao mercado das opcdes:

a volatilidade do prego do activo subjacente é constante,

Seja V(S5(t),t) o prego de uma opg¢do Europeia do tipo call que denotamos apenas
por V(S,t). Scja II(S,#) = V(8,t) — AS o preco de uma carteira definida a partir da
opgéio ¢ dc um determinado ntimero de activos A a prego S. Conjugando a variagio da
carteira num determinado periodo de tempo, a equagdo diferencial estocastica para o
prece do activo (3.1), o Lema de Ité 3 e ainda o facto de a taxa de juro ser igual a r,
Black ¢ Scholes estabelecem a seguinte equagao de derivadas parciais para o preco das
opgoes Europeias

oV

! P
ot 27

PV oV
252 G ==
352+?588 TV

11
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CAPITULO 3. O MODELO DE BLACK SCHOLES

A cquagdo paraboélica (3.3) ¢ complementada pela condicdo no instante de maturidade
V(8. Twm) = max{S - E.0}, § > 0. (3.4)
Além da condicdo anterior, tem-se
V(0.t) = 0.t € (0.7, (3.5)
Admitimos que quando o prego do activo subjacente sc torna arbitrariamente grande.,
o prego da opgao é igual ao prego do activo, isto 6
lim (V(S.t) - §) = 0.t € (0. 7). (3.6)

Obscrvamos que o problema diferencial (3.3), (3.4). (3.5). (3.6) tem quando muito

uma solugio. De facto, scjam V4 ¢ Vo duas solugdes ¢ seja
WS, t) =W (5T, —t) = Vi(S.t) — Va(S.1).

Esta funcao verifica

aw’ - PW oW

1
22 il 7
o5 — 37 5 952 +rS 95 rV..8 > 0,1 € (0, T). (3.7)
W({s5.0)=0,8>0, (3.8)
W(0,t) = 0,t € (0, T3] (3.9)
glim W(S.t) = 0.t € (0.T3). (3.10)
Observamos que se tem
i . [ ah
W e = | wisn s.nas.
e, atendendo a (3.7). obtemos
1d ( 1 2 c2err PW
thHH t)|EL2(]R+) - 5/0. g“S*W(S.t) 552 {5,t)dS
o v
+] rSW{(S.t) (5.t)dS (3.11)
0 in

- / rV2(8,1) dS.
0

Atendendo as condigdes (3.9}, (3.10), para o primeiro termo do segundo membro de

{(3.11) tem-se

2 e r
] S2(S. t)%;Z(S £dS —— / (8”’ (S,4))% ds —2 f WS, f)aﬂ (S,4)S ds
0 0

_/0 (3” (5,6)° ds + [ W (1)]2g0s)

(FaN

” I'V(t) ”iZ{B"') .
(3.12)

12
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Para o segundo termo de (3.11) tem-se

x oW 1 ,
/{; SW (5,1) 5o (5,00 dS = 2 W (D)2 (3.13)

Conjugando (3.11), (3.12} ¢ (3.13) obtemos
imt : < (o% - 3| W @)|? t>0
df-” )“L2(]R+) < {0 — 3r)|| WY )”m(][.ﬁ); > U,
que permite concluir, atendendo a (3.8), a scguinte desigualdade
||EV(t)||i2UR;) < 0.t 20. (3.14)
Da desigualdade (3.14) vem finalmente
Wi(t)=0,t>0, (3.15)

ou seja
Vi(5.t) = Va(S,t) = 0.5 > 0.t € [0. L}p).
Concluimos o resultado seguinte:

Teorema 4. O problema diferencial (3.3), (8.4}, (3.5), (3.6) tem quando muito uma

solucdo.

Observamos gue no estabelecimento da igualdade (3.15) a partir de (3.14) assumiinos
a continuidade d¢ TV

A solucdo do problema diferencial (3.3), (3.4), (3.5). (3.6). admite a seguinte repre-

gentacao
V(S,t) = SN(dy) — e "I VEN(dy). § > 0.t € [0.T,]. (3.16)
onde
1 d a2
o N(d} = ot e~ 2dx
—
1 : o?
] ! T,
s g T =)
1 S o?
o dy=——(In—— (r— — )T}, — 1)).
2 gm( E ( 9 )( It ))

[lustramos seguidamente o comportamento do preco da opgao definido por (3.16)
em fungao dos pardmetros volatilidade (o), deriva (p) e taxa de juro (r}. Na Figura
3.3 ilustramos o comportamento da opgao call V(S.t) quando T, = 10.E = 5. u =
0.02.6 = 0.01 ¢ r = 0.2. Nesta figura s@o apresentados as curvas V(S,t) quando ¢

0.1.2,3,4.5,6 (da esquerda para a dircita). Na Figura 3.4 apresentamos a comparagio
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10

Figura 3.3: Preco de opgoes call com o modelo BS para Ty, = 10, E =5, ¢ = 0.02, 0 =
00ler=02nosemf=0,1,2.3,4.5,6.

citre o prego da opgdo para o = 0.01,0.06, em ¢ = 3,4, 5. Obscrvamos que hé apenas
alteragdo do comportamento na vizinhanga de § = E. O aumento da volatilidade induz
um aumento do valor da op¢do. A influéncia da taxa de juro no comportamento das
opgoes é ilustrada na Figura 3.5. Nesta figura apresentamos o pre¢o da opgao para
r=01,02e £=5,u=002,06 =001lcmt? =345 O aumento da taxa de juroc induz

um aumento do valor da opcio.
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2.0

1.5
10r

03

i

0.0 0.5

Figura 3.4: Prego de opgoes call com o modelo BS para T, = 10, E =5,u = 0.02.0 =
0.01 {trago continuo) 0.06 (trago descontinuo) e r =0.2 em t = 3,4, 5.

Figura 3.5: Preco de opgbes call com o modelo BS para r = 0.1 (traco continuo) 0.2

(trago descontinuo) com Ty, = 10, E = 5, 4= 0.02,6 = 0.01 em ¢ = 3.4, 5.
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Capitulo 4

O Modelo de Cox and Ross

4.1 Introducao

O modelo BS foi estabelecido tendo por hipotese que o prego dos activos subjacentes
verificain a equagao diferencial estocastica (3.1) em que a volatilidade é constante ¢ o
riido alcatério é introduzido por um processo Browniane. Os dados reais do mercado
financeiro permitem observar que a volatilidade ndo ¢ constante ([8], [15]). Surgiram
cntao na literatura modelos Brownianos em que a volatilidade é estocéastica dependendo
do preco do activo.

O objectivo deste capitulo ¢ o estudo de um dos modelos Brownianos com volatil-
idade estocéstica que foi introduzido por Clox e Ross em [4] e que na literatura surge
como modelo de variancia com clasticidade constante e que neste trabalho designamos
modelo CR. Neste modclo a volatilidade depende do pre¢o do activo ¢ os autores consid-
craram o(S(t)) = ¢S(1)~172) a € (0.1). Assim na secgio 4.2 introduzimos o modelo
CR para o prego do activo e ilustramos o seu comportamento. O modelo CR para as
opgoes correspondentes ¢ estudado na secgio 4.3. Aqui estabeiecemos a equagio para
o prego das opgoes ¢ apresentamos alguns resultados ilustrativos. Observamos que tais

resultados foram obtidos utilizando um método de diferencas finitas.

4.2 CR para o prego do activo

Consideremos um activo financeiro de valor cujo prego no instante ¢, S(t) ¢ aleatério ¢

cuja dinfimica ¢ descrita pela equagéio diferencial estocastica
dS(t) = pS{t)dt + o (S{t), 1) S(t)dX{¢). (4.1)

oude y representa a deriva, o(S(t). £) denota a volatilidade e X (¢) o processo Browniano.

Uma expressao possivel para o foi proposta por Cox ¢ Ross- ¢(z, t) Um“(l‘“), com

a €(0,1).
A cquagao diferencial cstocastica (4.1) admite a representacio (2.1). Para a cs-

colha anterior da expressdo de sigma temos b(x,t) = o2®. Esta fimgdo é localmente

17



CAPITULO 1. O MODELO DE COX AND ROSS

de Lipschitz em x mas ndo satisfaz a hipétese {2.2). Assim. embora possamos garan-
tir a existéncia de solugiio do problema diferencial (4.1) quando complementado por
uma condicao inicial ${0) = Sp. ndo podemos aplicar o Teorema 2 para estabelecer a
unicidade.

As ilustragoes do comportamento da solugao de (4.1) com S(0) = Sy no intervalo
[0, T poderéo facilmente ser obtidas considerando os processos numérico explicito {-1.2)

ou explicito -implicito {4.3) definidos. respectivamente. por
Siv1 =1+ Atu)Si + oS (Xip1 — Xg)ei = 0.0 V-1,

Sp dado,

(]. Atﬂ)S;+1 = 5; + O'Sl-a (‘¥i+1 - }(1‘).?" 0. .. A - 1.
(4.3)

S() dado.
No que sc scgue utilizanmos o método explicite (4.2). Na Figura 4.1 sao apresentados
os pregos dos activos para g = 0.01.o = 0.02. 0 = 0.1.0.4, ¢ Af = 0.01. O aumento do
pardmetro o induz um aumento na variabilidade. O mesmo comportamento se observa

quando ¢ cresce (ver Figura 1.3).

5.07

5.06

5056+

5.04

5.031

5.02

5.01

Figura 4.1: Precos dos activos com p = 0.01.0 = 0.02. 0 = 0.1. 0.4, definidos por {(1.2)
para At = 0.01.

A Figura 4.2 ilustra o comportamento dos pregos dos activos para ¢ = 0.02. 4 =
0.0L. = 0.04,x = 0.1 ¢ At = 0.01. Das Figuras 3.1 ¢ 4.2 constatamos que o compor-
tamento do prego do activo quando ha um aumento da deriva nos modelos BS ¢ CR é

andlogo.

13



4.3. CR PARA OPCOES

5.5 T T T

54r —k— u=0.01

4.9 b

Figura 4.2: Precos dos activos com o = 0.02, 4 = 0.01. 2 = 0.04 e a = 0.1, definidos
por (4.2) para At = 0.01.

O comportamento do prego dos activos definido pelo modelo CR (4.2) quando o
pardmetro o aumenta ¢ ilustrado na Figura 4.3. Observamos que o aumento deste

paramctro induz um aumento da variabilidade dos pregos.

506+

5.04

Figura 4.3: Pregos dos activos com o = 0.02,0.04. ¢ = 0.01 ¢ a = 0.1. definidos por
(4.2) para At = 0.01.

4.3 CR para opgoes

Scja V(S,t) o valor de uma opgéo europeia no instante ¢ sobre o activo de prego S.
Counsideremos a carteira II(S. ¢) definida por I1{(5.¢) = V(5.#) — AS. e que A denota

o nimero de activos com prego S.
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CAPITULO 4. O MODELO DE COX AND ROSS
A cartecira apresenta, no periodo de tempo di. a variacio
dll = dV — AdS. (4.4)

Pelo Lema de It6 3, a variacdo do prego da opgio é dada por

v av 187V
P 4
dV = 5o dt + =dS + S5 (dS)°. (4.5)

Atendendo a que dS satisfaz (4.1), de (4.5) obtcmos

2
dv (@f+ S‘W 1 QSQC'Z,K)dt—% SmS/dX (4.6)

A cstimativa para o prego da opgéo obtem-se considerando a variacao da carteira.

Conjugando (4.4) com (4.6) ¢ (4.1) estabelecemos

oV BV 1 52 20 .
isto é
OV v 2 20 av .
dIl = (Bt + 1( 5 A)S + < ch g)dt—l—cr(as A)SdX. (4.7)
Considerando agora A (Z—LS, a componente estocastica do segundo membro de
{4.7) anula-ge tendo-se
av av 1 5 00V

A variacdo da carteira pode também ser calculada considerande que a taxa de juro

¢ r e que ndo hd arbitragem tendo-se
dIl = rlldt. {4.9)

Conjugando as igualdades (£.8) ¢ (4.9) obtemos a cquacio de Black-Scholes com
volatilidade varidavel

O 1 00V OV -
oy T 50 5 5e trS5e ~ 1V =0.5>0,t€ (0.T), (4.10)

em que T, denota o tempo de maturidade. Finalmente, scja v(S,t) = V(S, T, — {).
Temos
Q1 4 8%

O
7 3 - 5" 752 -I-TS8 — 1.8 > 0.8 € {0.Tp. (.11}

que & complementada com as seguintes condicbes
v(5,0) = max{S — E,0}, § > 0, {4.12)

quando a opcéo ¢ uma call,

v(0,4) = 0.t € (0,Tp)]. (4.13)
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4.4. CR PARA OPCOES - SIMULACAO NUMERICA

lim (v(S,t) — §)=0. (1.14)
S—oc
2
Seguindo a demonstragdo do Teorema 4. podemos demonstrar que se (o 252y ¢

as?
limitada, entdo o problema diferencial (4.11)-(4.14) tem guando mmito uma solucio. De

facto, sc w(S,t} = e1(S.t) — v2(S.£) ¢ v1 e vo satisfazem (£.11)-(1.14), entdo ¢ suficiente

observar que se tem
oC 2 o0 ) oS Fap .
g 2’wcrzS ds —f (3_10)20282 ds — —uwi(UZSQ) ds
o 08 0
©L o, 0 o282
S/(; ~w ﬁ( S )d9
< C'onts.fiu:(f)”ig(ﬁﬂ.
4.4 CR para opgoes - simtulagao numérica

Atendendo a que a expressdo da sohicao do problema diferencial nfo é conhecida, o
comportamento do prego de opgdes curopeiag 86 pode ser descrito utilizando métodos
numéricos para equagocs diferenciais de derivadas parciais. Neste trabalho consideramos
os métodos de diferencas finitas. Para o efeito consideramos Sy,,, fixo arbitrariamente
grande. Introduzimos em [0, Spqz] & rede uniforme {S;,4 = 0,.... , N} de espagamento
h, Sis1 =58 +ih,i=0,....N — 1,8 = 0,Snar = Sn. Seja {tn.n =0....,M} arede
uniforme, de espagamento At, definida em [0, T),]. tp 11 = top+ndt, tg = 0,2 = T}, Por
v[* denotamos a aproximagao para v(S;, t,) definidas pelos esquemas de diferencas finitas
que aprescntamos scguidamente. A discretizagio das derivadas parciais, de primeira ¢
segunda ordens, relativamente ao prego do activo ¢ feita utilizando os operadores de

diferencas centradas de segunda ordem s ¢ D). definidos por

1
Dau; = h_z(“*'“ 2u; +’Mi—1)-
1 .
Dew; = %(uj-q-l - 15.1-,1),-; =1,....N-=1,

¢ o operador de diferencas regressivas
D_xu.,; i(u, = 'U,gfl),i == [ N,
2h
Consideramos seguidamente os métodos numéricos explicito centrado e explicito up-
wind definidos. respectivamente, por (4.15) e (4.16). O método (1.15) é estabelecido

considerando no calculo de uma aproximagdo para v no nivel temporal £,.1 as dis-

1 0*u v

tizagdes dos termos dift 252 .
cretizag s termos difusivo 37 55 53
Ds e D,. No método (4.16) o op(31ad01 D, foi substituido por D_,.
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CAPITULO 4. O MODELO DE COX AND ROSS

= Alétodo explicito centrado:

ypl = %(( "2, TA—; — 19 t)'v?'_l + (1 (U{")QSZ-Q% rAt)ol
+%(( ™ S?%+ SAh Jolyoi=1,... . N-1n=0....,.0M —1. o
v) = max{S; — E.0}.i = 1.....N - 1, |
vg = 0. N = Spmaz.m = 0. ... M,
onde o = (S, ty)-
Método explicito upwind:
ot = (Gl SY g S + (1 (oSt — it Sy
+%(ag’)23?%)v;;h i=1,....,N—1,n=0, .. M — 1,
vy = max{S; — E,0}.i=1,.. ,N—1,
vy =0. v} =Snge, n=0,..00AL
(4.16)

Observamos que os métodos (4.15) ¢ (4.16) tém ordem de consisténcia, relativamente ao
cspaco, 2 ¢ 1. respectivamnente. Esta propriedade ndo permite concluir que o primeiro
método conduz a melhores resultados quc o método (4.16) atendendo 4s propriedades
de cstabilidade. Nos resultados que apresentamos seguidamente consideramos T, =
2,E = 5.a = 04,06 = 002,r = 0.1 ¢ 5mar = 100. Na Figura 4.4 aprescntamos a
evolugdo do prego da opgio definido pelo método centrado (4.15} com h = 1 At = 0.01.

Na Figura 4.5 apresentamos a evolugéo do prego da opcao definido pelo método
(4.15) com h = 0.1 ¢ At = 0.01. Os resultados apresentados nio sofrem alteracio
relativamente aos apresentados na Figura 4.4,

Uma vez que nao se observou numericamente qualquer comportamento de instabil-
idade, nao apresentamos a simulagdo numérica obtida com o método (4.16) pois que
os resultados obtidos nao sdo significativamente diferentes dos obtidos com o método
(4.15). Assim, no que se segue consideramos o método (4.15) com A = 0.1 ¢ At = 0.01.

[lnstramos seguidamente o comportamento do modelo CR para opedes relativamente
a alguns dos scus parfimetros. Na Figura 4.6 consideramos o comportamento das opc¢oes
quando ha um aumento da taxa de juro. Obscervamos que um aumento da taxa de juro
¢é acompanhado por uma valorizagio do prego da opcao.

O comportamento do prego da opgéo relativamente ao parametro ¢ ¢ ilustrado nas

figuras seguintes. Na Figura 1.7 apresentamos os resultados obtidos com r = 0.1, a = 0.4
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20

18
—e— =0

16 —a =1 r

—_— =2

"y

14+

N

12+ R

" .ﬂ.:l\.

Figura 4.4: Preco dc opgodes call definidas pelo modelo CR (4.15) com h = 1, At = 0.01,,
r=01o=002,a=0l.cmt=01¢ 2.

¢ o = 0.02.0.2 mas para & < 6. Obscrvamos que para ¢ = 0.2 hid uma valorizagio do
prego das opgdes. A partir deste valor do activo, o prego da opcao nao apresenta

variacio significativa como podemos ver na Figura 4.8,
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10 T

8
—e— =0

ar —a— (=1 -
e (=2

Figura 4.5: Preco de opcoes call definidas pelo modelo CR {(4.15) com i = 0.1, At

001, r=010=002.a=01lcemt=01¢2.

B —e— r=0.1

—a—— r=0.2

Figura 4.6: Prego o opcoes call definidas pelo modelo CR (4.15) com h = 0.1.Af =
00, 0 =002,a=10l.cr=01.02. em t = 1.
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14 - e — I'i=|:| G;_I.
—=— g=0.2

12f S

> 0Hf
Dar

DAt ///

02r

Figura 4.7: Pregu de opgoes eall definidas pelo modelo R (4.15) com h = 0.1, Af =

00,6 =002 0 =0Lor=0.1.02 ont =1, para § <.

£5¢

35F

257

Figura 4.8: Prec¢o de opgdes coll definidas pelo modelo CR {4.15) com h = (L1 At =
001, 0 =002, =01, ¢ r = 0.L02 cin £ =1, para 5 >,
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Capitulo 5

O Modelo de Hobson e Rogers

5.1 Introdugao

No capitulo anterior foi estudado o modelo CR para os pregos de activos ¢ para a
evolugdo de opcdes em que a volatilidade ¢ estocdstica j& que depende do preco do
activo no instante ¢.

H4 nos estudiosos do mercado financeiro a aceitacao de que as propriedades do
mercado dependem do scu passado. De facto, nos modelos propostos em [1], [3], [12] o
comportamento do prego do activo é modelado por wma equagéo diferencial estocastica
com atraso cm que a volatilidade depende de passado do prego do activo mas apenas
num perfodo especifico. Um modelo para a dinamica do prego do activo em que a
volatilidade ¢ cstocastica mas que depende de todo o scu passado foi proposto por
Hobson ¢ Rogers em 1998 ([11j). O objectivo deste capitulo é o cstudo deste tltimo
modelo para o prego de activos - Seegfio 5.2 ¢ para opedes curopelas sobre cstes activos
- Seccao 5.3.

Finalmentc observamos que o modelo de Hobson ¢ Rogers tem atraido a atengéo de
um conjunto considerével de investigadores. Sem pretendermos ser exaustivos, salicn-

tamos os trabalhos [3]. [6] ¢ {7] bem como as suas referéncias.

5.2 HR para activos

No que segue tomamos uma particularizagdo do modelo proposto por Hobson ¢ Rogers
em [11]. Estes autores introduzem wma cquagao diferencial estocastica para uma nova
varidvel cstocéstica Z(t) que depende do preco do activo e que é definida por Z(t) =
In {e7"S(t)) em que e " S(t) representa o preco do activo com desconto.

Scja D(t) a varidvel estocastica definida por
D(t) / de ML) — Z(t — 7)) dr. (5.1)
0

cm que o parmetro A representa a taxa de desconto da diferenga entre o prego Z(t) ¢
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CAPITULO 5. O MODELO DE HOBSON E ROGERS
do scu passado Z(t — 7). Obscrvamos que para D(t) vale a representacio scguinte
t
D)= Z(t) ~ A f e M7 Z(r) dr. (5.2)

A relagdo anterior permite de facto afirmar que D(f) representa a diferenca entre o
prego Z(t) ¢ o scu passado Z(7) depois de descontado pelo factor Ae= (7).
Hobson ¢ Rogers propdem o seguinte problema diferencial estocéstico para Z(t)

dZ(t) = p(D(®))dt + o (D())dX(t), t > 0,
(5.3)

Z(0) dado,
onde X{t) representa o processo Browniano ¢ ¢ ¢ ¢ sfio fungdes de Lipschitz sendo o(.)

estritamente positiva. Tem-se o resultado seguinte:

Lema 1. Sejo Z(t) a solugio de (5.3) ¢ D{t) definido por (5.1). Entdo

dD(t) = (u(D(t)) — AD(1)) dt + o(D(t)) dX (£).t > 0. (5.4)

Demonstracao: Por hipétese i ¢ o sao fungdes de Lipschitz, logo, dado Dy, cxiste
¢ ¢ iinica a solugdo de (5.4) que satisfaz D(0) = Dy. Atendendo 4 representacio (5.2),

tem-se
t

dD(t) = dZ(t)— MZ(t) + A f e M Z(rydr

—oc

- W(D())dt + o(D(£))dX (t) A(Z(t) A / t e_)‘(tkT)Z(T)dT)dt

(u(D(1)) = AD(t}) + o(D(t))dX (t).
]
A partir da equacao diferencial para o processo Z(¢t) . estabclecemos seguidamente

a cquagdo diferencial para ¢ prego do activo. Tem-se

_ d5(t)
dZ(t) = —rdt + S0
e, atendendo a que Z(t) satisfaz (5.3), vemn
dS(t) = (u(D{))+r)S(t)dt + o(D(t))S(t) dX (1). (5.5)

Da cquagdo (5.5) constatamos que Hobson e Rogers consideram na dindmica do prego
do activo a deriva dependendo do passado do prego do activo descontado a taxa de juro
T

Embora a cxisténcia de Z(t) e D(t) esteja garantida, o seu caleulo cfectivo é feito

numericamente. Para tal consideremos o intervalo [0.7),] e a rede uniforme {#,} de
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cspagamento At com tg = 0.f3 = Ty, Scjam Z; ¢ D; as aproximacdes para Z(t;) e

para D(t;). respectivamente. definidas pelos esquemas de diferencas

Diy = D+ At(u(Di) = ADi)) + o(Di) (Xisa = X;)i = 0., M~ 1

(5.6)
Dg dado,
¢
Zigl = (Zl + At,U,(DH,l)) + O‘(Di+1)(X,:+1 = Xi).l' =0,....M 1
(5.7)
7y dado.
O preco do activo ¢ entao determinado através da igualdade
S;=eZtrt =0, . M. (5.8)

Nos resultados numéricos obtidos consideramos p constante e a funcio de volatili-

dade introduzida em [11] por Hobson ¢ Rogers
o(z) = min{nv/1 + ex*, N,} (5.9)

em que 7.€ ¢ N, sdo constantes (N, » n.¢€).

Salientamos que a func¢io anterior foi substituida por

a+ ba? .
o(xr}= i (5.10)
C
1+ az + ba?
e (511

em que a, b, ¢, d e e sdo constantes, por exemplo, em [9]. No entanto estas duas tltimas
fungdes introduzem um maior nimero de parametros a determinar a partir dos dados
do mercado o gue limita a sua aplicabilidade.

Na Figura 5.1 apresentamos a evolugao do prego dos activos definido por (5.6), (5.7)
¢ (5.8) com S(0) = 5. At = 0.01, para g = 0.01,7 = 0.0l,¢ = 1.7 = 1N, = 10. A
evolugio da volatilidade é apresentada na Figura 5.2.

A influéncia do parametro A no comportamento do preco dos activos definidos pelo
modelo IR é ilustrada na Figura 5.3. Obscrvamos que para tempos inais altos a in-
fluéncia deste pardmetro tem mais significado tendo-se precos mais elevados para maior
valor de A.

Na Figura 5.4 ilustramos o comportamento do modelo HR para activos em fungao
da taxa de juro R. Nesta figura apresentamos os resultados obtidos com (5.6}. (5.7) ¢

(5.8), 8(0) = 5,At = 0.01. g = 0.01,A = 0.1,é = L.y =1, N, = 10 e r = 0.01,0.1. O
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o
T

Figura 5.1: Evolucio do preco dos activos definido por (5.6). (5.7) e (5.8) com A¢ = 0.01,
para S(0) = 5.4 = 0.0L,r =001, A=0.1,¢ = 1. = 1, N, = 10.

aumento da taxa de juro induz wm aumento no prego do activo e csse aumento torna-se
mais significativo para tempos mais elevados e para maiores pregos. O comportamento
dos pregos dos activos relativamente 4 deriva é andlogo ao anterior como esté ilustrado
na Figura 5.5.

A comparacdo entre os modelos HR, CR e BS para activos ¢ apresentada na Figura
5.6. Nesta figura apresentamos a evolucio dos precos dos activos caleulados com o

modclo HR, com A? = 0.01. para g = 0.01,r = 0.01,A = 00l.e = 1,9 = 1, N, = 10,
M

4

L
com o modelo CR com At = 0.01,p = 0.01,0 = Tl ;U(Si) ea = 0.5, ¢c com
M
AT ;O’(Si). Observamos ¢ mesmo

comportamento qualitativo mas os precos dos activos sdo significativamente diferentes.

o modclo BS com At = 001,y = 00l co=

5.3 HR para opcoes

Consideramos seguidamente uma opgao call sobre um determinado nitmero de activos
de prego S(t). Atendendo a que D(t) é definido por (5.1). podemos assumir que o
preco da opgdo V' osobre os activos de prego S(¢) depende de D(t) e S(t}. isto é V =
V(D(t),8(t).t). Seja v(D,S,t) = V(D.S.Tr, — t}. Em [11] ¢ estabelecida para v a

seguinte equacdo difcrencial de derivadas parciais

ov ofl 2 Pv  10% J*v 1 dv
%= (5555 + 50pe + 83585~ 365) (512)
v dv i i
+T’Sa—8—)\Da—D—T‘L,S&R tE(OTm]
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5.3. HR PARA QPCOES

Figura 5.2: Evolugao da volatilidade o(S) definida por (5.6). (5.7), (5.8) e (5.9). com
At =001, para S(0) =5,4 =001, =001, A=01,e=1,n=1,N, = 10.

! 2
61 5 i 18y

E! b1 160
5P i f%\

"‘?‘ hﬂ:‘,£ 14+
4 % i A\'LE' muf

(%] Ny 5
Y
2 %ﬂt X}\/‘ J 08
\Mﬁ-w)\\ 04
s J
) 0.2

0 | | Al ‘<
0 0.5 1 15 2 1 12 14 1.6 18 2

(a) (b)

Figura 5.3: Evolugao do prego dos activos definido por (5.6). (5.7) e (5.8) com At = 0.01.
para S(0) = 5,4 =0.01,r =00Ll,e = 1.n=1, Ny = 10 ¢ A= 0.01.0.5.

Atendendo & definicdo de D(t) (5.2), tomamos D € R. Assim, em (5.12) tomamos

D € R ¢ esta equagdo ¢ complementada pelas condiges de fronteira
v(D,0.t) = O,Sliln {(v(D,S,t)—S)=0,DeR.t €{0,T,l (5.13)

Para uma opc¢do Ewropeia do tipo call, a condigao inicial para v, que corresponde &

condigdo final para V', é definida por
v(D. 8,0} = max{S — E,0},Se R",De R. (5.14)

Fixado 5,4, arbitrariamente grande quando comparado com o prego de exercicio E, as

condigdes na equagdo diferencial (5.12) tomamos S € (0, Spur) ¢ as condigoes (5.13) e
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CAPITULO 5. O MODELO DE HOBSON E ROGERS

Figura 5.4: Evolugao do prego dos activos definido por (5.6), (5.7) e (5.8) com At = 0.01,
para S(0) = 5.4 = 0.0L.A=01.e =1,9=1,N, =10 er =0.01,0.1

{5.14) s#o substituidas por

v(D,0,t) = 0,0(D, Sipag+t) = Smaz: D € IR, t € (0, T, (5.15)

w(D, S,0) = max{S — E,0}, 5 € (0. Syaz), D € Rurt € (0. Tp). (5.16)

Com o objectivo de introduzir na secgdo seguinte um método numérico de difer-
engas finitas para determinar aproximacoes para o preco da opgao, consideramos I) €
[—Dinors Dmaz). Assim. na equacdo diferencial (5.12) tomamos S € (0, Spar), D €
(—Drazs Praz ). nas condigdoes (5.15) ¢ (5.16) substituimos D € IR por D € (—Dynez, Dryas)

e impomos ainda as seguintes condigdes de frouteira ficticias

v
%(_Dmal‘rsr il) E 01 S5e (O7Sm0-‘l‘)?t € (O:Tma.z.‘]$ (517)
[&]
%(Dm. S,t) = 0,5 € (0, Smau) t € (0, Tmaa)- (5.18)

5.4 HR para opcoes - simulagao numeérica

Consideremos em [0.7,,] a rede {#t,,n =0,..., M,ty = 0.T,, = Tar} de espagamento

At e em [0, Siax] X [—DPmaz- Dmax] & rede rectangular uniforme
{(ST,D]).G.‘ — 0 5. Ars,j = 0, ;o .ND,S{) = O;Snmx = SND,DQ — *Dmaa:-DND — D;’Uum}
em que S; ~ Sic1 =h. Dy —-D;_y =k,
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5.4. HR PARA OPCOES - SNULACAQO NUMERICA

Figura 5.5: Evolugao do prego dos activos definido por (5.6). (5.7) e (5.8} com At = (.01,
para S(0) =5, =001.A=01,e=17=1.N, =10 ¢ p=0.01,0.1

Na construgao do método de diferengas finitas para o problema diferencial intro-
duzido na sccgao anterior, substituimos as derivadas parciais de primeira ¢ segunda

ordens por cocientes de diferengas centradas de primeira ¢ segunda ordens, respectiva-
2

d“v (
anas

1
Ds.pv(S;. Dj-tn) = 1+ ((U(Sm; Djy1,bn) — v(Si-1. Djy1.tn))

moente, ¢ a derivada mista Si. Dj, t,) é substituida pelo cociente de diferencas

- (1‘(S.i+1, D.f—l- tn) - ?f(Si.—lu Dj—h tn))) .
As condigdes de fronteira (5.17) e (5.18) sao discretizadas utilizando aperadores de
difcrencas progressivas e regressivas em relagdo a variavel D. respectivamente. Assim,

no gue sc segue. consideramos o método explicito

pi g G(D')28-2 o{D;)? .
iij . i _ 2.;?,2 Eofy, — 208 + 0l ) + 2kj? (07101 — 20 + ) y)
a(D;)2%S; |
+ 4}2;; 1 ((U%Tif-l.-jﬂ S ULl T Y1)
a(D;)? 1, , 1 ‘ -
~(Z5 HAD)) (v — v{jj_l)) + 78 (v 5 — vl ) — ol
i=1,...Ne~1,j=1,....Np—1ln=0...., M~-1.
(5.19)
em que
U?,j = max{S; - E,0},i=0,....Ns,j=0,...,Np.
z‘(T)i_,i = OsUR'S,_j = Smaw-J=0... ..Np,n=1,.... Al (520)
o = (N U;ND = N1 =0,... ,Ne.n=1...., M.
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CAPITULO 5. O MODELQ DE HOBSON E ROGERS

Figura 5.6: Evolugcao dos pregos dos activos definidos pelos medelos HR, CR e BS:
modelo HR com At = 0.01, para ¢ = 0.01,r = 0.0L, A =0.1,e = 1, = 1, N, = 10;

M
1
modelo CR com At = 0.01, 4 = 0.0}, 0 = N1 ;J(Si) e @ = 0.5; e modelo BS com
;M
At =001,p=001eo - M—Hga(s,-).

Nas figuras seguintes apresentamos a evolugio do prego da opgao para T, = 0.0001,
E=1_8n =4Dp=4en=1¢=1,N, = 10,A = 0.1,r = 0.1. Consideramos
At = 0.00001,h = k = (0.2 Na Figura 5.7 apresentamos a condigao inicial ¢ a Figura
5.8 ilustra o comportamento da solugdo numérica definida por (5.19}, (5.20) com os
parfimetros anteriores.

Observamos que a simulagédo numérica mostra que o método (5.19), (5.20) é instavel.
Por exemplo na Figura 5.9 apresentamos os resultados obtidos com At = 0.00001, h

k= 0.1. A redugéo da medidas de passo h e & induz um comportamento oscilatério.
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5.4. HR PARA OPCOES - SIMULACAO NUMERICA

Figura 5.7: Grafico de VS5, 0.T,,) para S € [0,4],D € [—4,4].

Figura 5.8: Fraoo da vunde sl definida pelo wedelo HR (5.19), (5.20) em ¢ = 0 obtida
com T, =0.0001, E=18,.;, =40, .=4n=1¢e=1N,=10,A=01r=01e¢
At =0.00001,h = /5 = (1.2

35



CAPITULO 5. O MODELQ DE HOBSON E ROGERS

Figura 5.9: Prego da opgao call definida pelo modelo HR (5.19), (5.20} em t = 0 obtida
com Ty, =0.0001, E=1,8m0: =4, Dnaz=4,7=Le=1,N, =10, A=0.1,r=01¢
At = 0.00001,h = k = 0.1
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Capitulo 6

Comentarios e Conclusoes

Nesta dissertagdo foram estudados modclos para a evelucio de pregos de activos ¢ opgdes
em gue a volatilidade é cstocdstica, nomeadamente o modelo de CR ¢ o modelo HR.
Salicntamos que no primeiro modelo a volatilidade é fun¢do do prego do activo ¢ no
modclo IR a volatilidade depende do passado do prego do active. Atendendo a cste
facto. podemos afirmar que neste tltimo modelo é introduzido um certo efcito meméria
relativamente ao passado do prego do activo.

O comportamento dos pregos de activos ¢ opgdes modelados pelo modelos BS. CR e
HR foram ilustrados recorrendo a métodos numéricos. Deste modo foi ilustrado o efeito
dos parfunctros que caracterizam cada modclo na evolugio dos pregos de activos e de
opgdes. Salientamos que para o modclo BS. a evolucgao do prego de opgdes foi ilustrado
recorrendo & popular formula de Black-Scholes.

A gimulagdo numérica do modelo CR. para opgées foi feita utilizando wmn método de
diferencas finitas explicito obtido discretizando as derivadas relativamente ao preco do
activo utilizando operadores de diferengas centradas. Observamos que o problema difer-
encial apresenta coeficientes varidveis. A siimulacio numérica efectuada utilizando tal
método perimite-nes intuir que o método ¢ egtidvel. Notamos que foi feita a comparacio
entre o método anterior ¢ o correspondente método upwend,

Na siimulacao numérica do modelo HR para opgoes utilizamos wn método de difer-
encas finitas explicito obtido discretizando as derivadas parciais utilizando opcradores
de diferengas centradas. A simulagio numérica realizada permite-nos intuir da instabil-
idade do método usado.

Uma guestdo natural que permancee ao concluir este trabalho. é a construgaoe de

um método de diferencgas finitas para o modelo HR para opgbes que seja estével.
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