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Resumo
As alterações nas vias metabólicas são um importante indicador de alterações no es-

tado fisiológico, patológico e de diferenciação da célula ou tecido. Para além disso, a
imagiologia de fluorescência das coenzimas NADH e FAD, quer se tratem de medidas
de intensidade ou de tempo de vida, é uma ferramenta extremamente útil para sondar o
metabolismo celular e tem sido testada clinicamente na determinação de tecidos suspei-
tos durante operações cirúrgicas e na detecção precoce de doenças como o cancro. Usa-se
a Teoria dos Funcionais da Densidade Dependente do Tempo para construir um método
que, apenas recorrendo à informação contida nos espectros de absorção, permita verificar
se se pode concluir acerca das concentrações relativas da fracção ligada e não ligada das
coenzimas, um importante indicador bioquímico, a partir da análise dos seus tempos de
vida de fluorescência.
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Abstract
Change in metabolic pathways is an important signal of modifications in the physiolog-

ical, pathological and differentiation state of the cell or tissue. Furthermore, fluorescence
imaging of coenzymes NADH and FAD, whether by intensity or lifetime measurements,
is a notable tool to probe cell metabolism and is being clinically tested for pre-operative
tissue diagnostics and early cancer detection. Here, a Time Dependent Density Functional
Theory method, solely based on absorption spectra, is proposed to verify the hypothe-
sis that the coenzymes’ fluorescence lifetimes suffice to extract information regarding the
relative concentrations of their free and bound forms.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Definição do problema

A monitorização dos processos metabólicos em células e tecidos vivos é, necessaria-
mente, um pré-requisito para a compreensão detalhada da sua fisiologia e das modifica-
ções que sofrem em caso de doença. De facto, tanto processos fisiológicos que correspon-
dem ao normal funcionamento do organismo, de que são exemplo o envelhecimento, a
gravidez ou a diferenciação celular, como a maioria das patologias, incluindo inflamações,
isquemia, doenças cardiovasculares e cancro são caracterizados por importantes alterações
metabólicas [1–9].

Entre as biomoléculas com propriedades intrínsecas de fluorescência encontram-se a
espécie reduzida do dinucleótido de adenina nicotinamida (NADH), a espécie oxidada do
dinucleótido de adenina flavina (FAD), proteínas estruturais como o colagénio, a elastina
e as suas ligações cruzadas (cross-linking), os aminoácidos com cadeias laterais aromáti-
cas (tirosina, triptofano e fenilalanina) e as porfirinas [10]. Dos fluoróforos referidos, as
moléculas NADH e FAD, por se tratarem das coenzimas mais relevantes no metabolismo
celular, tornaram-se convenientes marcadores fluorescentes, in vivo e não-invasivos, do es-
tado metabólico dos tecidos desde as experiências de Chance e seus colegas em 1962 [11].
Na verdade, desde o início do século que se tem vindo a testar o uso da fluorescência das
moléculas mencionadas como uma das ferramentas de diagnóstico precoce dos cancros do
cólon, do colo do útero, do esófago, dos pulmões, da bexiga e da mama [12].

Dada a complexidade que o corpo humano e, em particular, as suas células encerram,
é natural que se pondere acerca da influência de uma grande variedade de factores nas
propriedades de absorção e fluorescência habitualmente medidas experimentalmente: ca-
racterísticas espectrais, intensidade e, no caso da fluorescência, tempo de vida. De facto,
nos últimos anos o leque coberto é vastíssimo: pH, temperatura, polaridade do solvente,
campos eléctricos externos, estados de oxidação, protonação e ligação das coenzimas aos
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respectivos complexos enzimáticos, condições de stress oxidativo e de hipoxia, entre ou-
tros [10, 13–17]. Apesar da variedade salientada, os estudos publicados têm em comum
uma base fundamentalmente empírica que, além dos custos monetários que habitualmente
acarreta, peca pelo facto de não conseguir isolar e controlar facilmente todas as variáveis
das quais depende a informação obtida. Deste modo, uma análise alicerçada em mode-
los teóricos dos fenómenos físicos e químicos envolvidos poderá colmatar algumas das
lacunas encontradas.

O presente trabalho pretende assim propor uma estratégia alternativa e complemen-
tar às técnicas experimentais que passa por simular computacionalmente as coenzimas,
o seu comportamento face à absorção de radiação electromagnética e posterior relaxação.
Obtêm-se os espectros de absorção das moléculas NADH e FAD livres e, a partir destes, os
tempos de vida de fluorescência [18]. Discute-se então de que forma os resultados obtidos
estabelecem uma base para estudos futuros em que se incluam efeitos de solvente ou as
ligações às respectivas enzimas. Este será um passo importante na validação da tese de
que se pode utilizar a informação dos tempos de vida como indicador metabólico: actual-
mente considera-se que as coenzimas apresentam decaimentos bi-exponenciais com uma
das componentes associada à fracção livre e outra à fracção ligada [10, 19].

1.2 Sinopse

Dado que o historial académico do autor visa, fundamentalmente, duas componentes,
a física e a matemática, considerou-se importante incluir uma secção unicamente destinada
à clarificação de alguns conceitos importantes de biologia que permitirão uma melhor per-
cepção das implicações que a investigação nesta área tem na medicina. Por conseguinte, a
secção 1.3 resume os principais mecanismos metabólicos que motivam o trabalho a desen-
volver.

Já o capítulo 2 foca-se no problema de tentar encontrar soluções aproximadas para
equação de Schrödinger para um sistema de muitos electrões. Explica-se brevemente o
método de Hartree-Fock (HF), para depois abordar a principal ferramenta que permitiu
levar a cabo a simulação computacional. Trata-se da Teoria dos Funcionais da Densidade
(DFT), uma reformulação da Mecânica Quântica introduzida nos anos 60 por Hohenberg,
Kohn e Sham [20, 21], em que é a densidade electrónica e não a função de onda de muitos
electrões que toma o papel principal. Em particular, como a natureza do problema exige
o conhecimento da evolução temporal do sistema, usar-se-á uma extensão da teoria acima
para sistemas arbitrários dependentes do tempo, a Teoria dos Funcionais da Densidade
Dependente do Tempo (TDDFT) desenvolvida por Runge e Gross em 1984 [22] e que já
tem vindo a ser usada com sucesso no cálculo do espectro de absorção de várias moléculas
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[23–26]. Introduzem-se ainda outros conceitos importantes como o de pseudopotencial e
o método usado na obtenção dos tempos de vida de fluorescência das moléculas a partir
dos seus espectros de absorção.

O capítulo 3 ilustra, ao expor os resultados das simulações computacionais efectuadas,
os conceitos descritos no capítulo 2. Obtêm-se os espectros de absorção das coenzimas
e respectivos tempos vida de fluorescência. Por último, no capítulo 4 encontram-se as
principais conclusões deste trabalho bem como sugestões de investigação futura.

1.3 Do metabolismo celular à fluorescência das moléculas

NADH e FAD

1.3.1 O que é o metabolismo celular?

O conjunto de reacções químicas que ocorrem no interior das células de qualquer ser
vivo constitui o metabolismo celular. Este compreende dois tipos fundamentais de reac-
ções [27]:

Anabolismo Conjunto de reacções que requerem consumo de energia para sintetizar mo-
léculas complexas a partir de outras mais simples. É necessário para o crescimento,
reprodução e reparação de estruturas celulares.

Catabolismo Conjunto de reacções que libertam energia por quebra de moléculas com-
plexas noutras mais simples. Providencia energia ao organismo para as suas várias
actividades, incluindo o movimento, transporte e síntese de moléculas complexas
(isto é, anabolismo).

A gama de processos metabólicos conhecida é imensa, sobretudo devido aos microor-
ganismos, que são particularmente versáteis nas formas em que conseguem obter energia.
Contudo, interessa aqui enfatizar os processos metabólicos característicos dos seres quimi-
oheterotróficos1, lote em que se incluem todos os animais e, em particular, os humanos2.
Estes processos incluem a glicólise (oxidação da glicose3 a ácido pirúvico), a fermentação
(conversão de ácido pirúvico em álcool etílico, ácido láctico ou outros compostos orgâ-
nicos) e a respiração aeróbia (oxidação do ácido pirúvico a dióxido de carbono e água).

1Os seres heterotróficos usam como fonte de carbono moléculas orgânicas que obtêm a partir de outros
organismos (vivos ou mortos). Dentro destes, os quimioheterotróficos são aqueles que obtêm energia por
degradação de compostos orgânicos e não luz solar como no caso dos fotoheterotróficos.

2Note-se, no entanto, que tal não significa que todos os processos metabólicos que caracterizam o grupo
dos seres quimioheterotróficos, caracterizem também os seres humanos. Em particular, a fermentação alcoó-
lica por exemplo, é realizada por algumas leveduras e bactérias mas não pelo organismo humano.

3A molécula de glicose é também designada frequentemente por glucose.
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A glicólise e a fermentação (processos anaeróbios) não requerem oxigénio e apenas uma
pequena quantidade da energia da molécula de glicose é armazenada sob a forma de mo-
léculas de trifosfato de adenosina (ATP). Já a respiração aeróbia requer oxigénio como
aceitador final de electrões e é um processo bastante mais rentável. Note-se que, como
a glicólise é uma via catabólica4 inerente tanto à fermentação como à respiração aeróbia,
é usual, quando se menciona qualquer uma das duas últimas, assumir implicitamente a
primeira. Por este motivo, tal é o que se fará daqui em diante.

Metabolismo celular

Anabolismo Catabolismo

Fermentação Respiração aeróbia

Alcoólica Láctica

FIGURA 1.1: O metabolismo celular compreende reacções anabólicas e catabólicas. O es-
quema resume as vias catabólicas de maior relevo neste trabalho. Se a molécula de oxigé-
nio intervir no processo, a respiração celular diz-se aeróbia, caso contrário pode, mas não
necessariamente, tratar-se de um processo de fermentação. A fermentação alcoólica re-
sulta na produção de álcool etílico e é utilizada pelo Homem para produzir vinho, cerveja
e pão. Já a fermentação láctica resulta na criação de ácido láctico e é usada na indústria de
lacticínios na produção de iogurtes e queijo e também pelas células do Homem e outros
animais em condições anaeróbias.

O esquema da Fig. 1.1 pretende resumir as considerações tecidas. Dos dois tipos de
fermentação especificados, a fermentação láctica, que resulta na formação de ácido lác-
tico, é de particular interesse porque, a par da respiração aeróbia, é utilizada pelas células
humanas e de outros animas. Antes, contudo, foque-se a atenção na extremamente mais
rentável e frequente respiração aeróbia.

4Como quase a totalidade dos processos químicos em organismos vivos, a glicólise, a fermentação e a
respiração aeróbia consistem em séries de reacções químicas em que o produto de uma reacção serve, suces-
sivamente, como o substrato da seguinte. A estas cadeias de reacções dá-se o nome de vias metabólicas. Por
sua vez, estas podem ser designadas anabólicas ou catabólicas, consoante os mesmos critérios apresentados
no início da secção.
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1.3.2 Respiração celular aeróbia

A respiração celular aeróbia é uma sequência bem determinada de reacções químicas
controladas por enzimas5 em que o oxigénio (O2) está envolvido e que resulta na quebra
de moléculas de glucose (C6H12O6) em dióxido de carbono (CO2) e água (H2O). A energia
armazenada nas ligações químicas da glucose é disponibilizada à célula sob a forma de
ATP num processo que se pode sumariar pela seguinte equação:

C6H12O6 + 6 O2 −−→ 6 CO2 + 6 H2O + energia (térmica + ATP). (1.1)

Na verdade, o conjunto de reacções subjacente à respiração aeróbia está longe da simplici-
dade aparente da expressão (1.1). Há três vias metabólicas distintas envolvidas: a glicólise,
o ciclo de Krebs e a cadeia transportadora de electrões.

A palavra glicólise vem do grego glykys, que significa doce, e lysis que significa divisão
[28]. A glicólise é, portanto, a transformação e divisão da glucose. É uma sequência de re-
acções enzimáticas que ocorrem no hialoplasma6 através das quais a molécula de glucose,
com seis átomos de carbono, é transformada e clivada, que culmina na produção de duas
moléculas de piruvato7, com três átomos de carbono, e uma quantidade reduzida de ATP
a partir de difosfato de adenosina (ADP) e fosfato inorgânico (Pi) (cf. Fig. 1.2). Durante
o processo, alguns átomos de hidrogénio e respectivos electrões são removidos das molé-
culas orgânicas sob catálise e captados pela molécula transportadora de electrões NAD+

formando NADH. A coenzima8 NADH contém uma enorme quantidade de energia que
pode ser usada para formar mais ATP na cadeia transportadora de electrões. A tarefa do
NADH consiste, de facto, em transportar os electrões e protões capturados para a cadeia
transportadora de electrões. Assim que soltam as ditas partículas, as moléculas de NAD+,

5As enzimas são proteínas que actuam como catalisadores e que, como tal, aceleram a reacção e podem
ser recuperadas, intactas, no seu final. A produção destes catalisadores proteicos está sob o controlo directo
do material genético do organismo (DNA).

6Ao conteúdo genérico que ocupa o interior das células dá-se o nome de citoplasma. O citoplasma é
constituído por duas fracções distintas: uma hialina de grande complexidade química, geralmente muito
hidratada, designada por hialoplasma, citosol ou matriz citoplasmática e a outra constituída pelas diferentes
estruturas e organelos citoplasmáticos. Organelos ou organitos são estruturas intracelulares presentes nas
células eucarióticas que desempenham funções específicas. São exemplos de organelos o núcleo, as mitocôn-
drias, o retículo endoplasmático, os ribossomas, o complexo de Golgi, os cloroplastos e os lisossomas.

7Em rigor, o piruvato é a espécie ionizada do ácido pirúvico ou, por outras palavras, a sua base conju-
gada. Contudo, como as duas espécies são indissociáveis e convivem em equilíbrio químico, podem aqui
tomar-se como equivalentes, tal como é comum na literatura. O mesmo acontece, por exemplo, com os pares
ácido láctico/lactato e ácido cítrico/citrato.

8Algumas enzimas precisam de uma molécula adicional que as auxilie a desempenhar a sua função. Os
cofactores são iões inorgânicos ou moléculas orgânicas que servem precisamente esse propósito. Iões de
zinco, ferro e magnésio que se combinam quimicamente com as enzimas assistem-nas no seu papel como
catalisadores. Uma coenzima é uma molécula orgânica que funciona como cofactor. Elas são sintetizadas a
partir de aminoácidos, bases azotadas e vitaminas. Por exemplo, a vitamina riboflavina (B2) é metabolizada
pelas células tornando-se no dinucleótido de adenina flavina (FAD) ao passo que, por processos análogos, a
vitamina niacina (B3) se torna no dinucleótido de adenina nicotinamida (NAD+).
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a) Glicólise b) Formação de Acetil-CoA c) Ciclo de Krebs

FIGURA 1.2: Esquema simplificado de duas das etapas fundamentais da respiração ae-
róbia: a glicólise (a) e o ciclo de Krebs (c). Inclui-se a localização na célula onde os res-
pectivos conjuntos de reacções ocorrem. A via glicolítica ocorre no hialoplasma, ao passo
que o ciclo de Krebs acontece na matriz mitocondrial. A descarboxilação do piruvato a
acetil – CoA (b) é considerada uma curta etapa auxiliar que precede o ciclo de Krebs e que,
por conseguinte, é muito frequentemente subentendida na designação do ciclo. Adaptado
de Quintas et al. [28].

agora novamente oxidadas, estão disponíveis para capturar mais electrões e repetir o pro-
cesso [29].

O ciclo de Krebs9 tem lugar no interior das mitocôndrias das células, especificamente,
na matriz mitocondrial (cf. Fig. 1.3). Ao entrar na mitocôndria, cada uma das moléculas de
piruvato com três átomos de carbono é sujeita à acção de enzimas específicas sintetizadas
a partir de informação genética contida no DNA localizado dentro da própria mitocôndria
(mDNA). Dos três átomos de carbono, um é removido e libertado sob a forma de dióxido
de carbono e o fragmento restante com dois átomos de carbono (grupo acetilo) é anexado a
uma molécula de coenzima A (CoA) formando um composto denominado acetil-coenzima
A (acetil – CoA). Durante o processo que origina a acetil – CoA, molécula que procede para
o ciclo de Krebs, há também a formação de NADH (cf. Fig. 1.2). No decorrer do ciclo de
Krebs, a acetil – CoA é continuamente clivada, isto é, os seus átomos de hidrogénio e res-
pectivos electrões são sucessivamente removidos. A maioria dos electrões são capturados
pelo NAD+ que se reduz a NADH, mas há um ponto no processo em que é o FAD que
é reduzido a FADH2. Independentemente do transportador de electrões em causa, estes
são sempre enviados para a cadeira transportadora de electrões. No final do ciclo, o grupo
acetilo da acetil – CoA foi completamente oxidado a CO2 e a CoA libertada, ficando dispo-
nível para nova utilização. Repare-se que a quantidade de ATP produzida neste conjunto

9Ciclo de Krebs, ciclo do ácido cítrico ou ainda ciclo dos ácidos tricarboxílicos (TCA).
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de reacções é, tal como na glicólise, extremamente reduzida. Para além disso, parte da
energia é ainda libertada termicamente. É ainda de salientar que uma única molécula de
glicose permite a realização de dois ciclos de Krebs, uma vez que a sua degradação origina
duas moléculas de piruvato [29].

FIGURA 1.3: Esquema representativo da estrutura de uma mitocôndria. As mitocôndrias
participam em diversas reacções bioquímicas. Estruturalmente, estes organelos têm qua-
tro compartimentos: a membrana externa, a membrana interna (que apresenta invagina-
ções para o interior, as cristas mitocondriais), o espaço intermembranar e a matriz mito-
condrial. A principal função das mitocôndrias é a transdução de energia e, dado que a
maioria das moléculas de ATP são formadas no seu interior, são coloquialmente designa-
das as centrais energéticas das células. Adaptado de Reis et al. [30].

A cadeia transportadora de electrões10 acoplada à fosforilação oxidativa é um dos me-
canismos de transdução de energia mais complexos e eficazes da natureza. Localizada nas
cristais mitocondriais (cf. Fig. 1.3), a cadeia transportadora de electrões é constituída por
quatro grandes complexos enzimáticos responsáveis pelo transporte de electrões e forma-
ção de um gradiente protónico: NADH: ubiquinona oxidorredutase (complexo I); succi-
nato: ubiquinona desidrogenase (complexo II); ubiquinona: citocromo c oxidorredutase
(complexo III) e citocromo c oxidase (complexo IV). A ATP sintase (ATPase ou complexo
V) é responsável pela degradação do gradiente de protões formado e pela síntese de ATP
(cf. Fig. 1.4).

Os complexos I e II recebem os electrões das moléculas de NADH e FADH2 respectiva-
mente, os quais são dirigidos para um transportador de electrões, a coenzima Q, que con-
duz os electrões no interior da membrana para o complexo III. Este complexo, por sua vez,
reduz o citocromo c, o segundo transportador móvel da cadeia respiratória. O citocromo
c doa os seus electrões ao complexo IV que transfere os electrões para o seu aceitador fi-
nal, o oxigénio, formando-se uma molécula de água por cada dois protões captados. A
energia libertada na sequência das reacções redox ao longo do fluxo electrónico que ocorre
na cadeia transportadora de electrões é utilizada pelos complexos I, III e IV para bombear
protões para o espaço intermembranar, contra o gradiente de concentração. Uma vez que
a membrana interna das mitocôndrias é impermeável a iões, este gradiente protónico é
dissipado através do complexo V, permitindo a síntese de grandes quantidades de ATP

10Cadeia transportadora de electrões ou cadeia respiratória.
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FIGURA 1.4: A cadeia transportadora de electrões. Além da coenzima Q e do citocromo
c, são visíveis os diferentes complexos enzimáticos: NADH: ubiquinona oxidorredutase
(complexo I); succinato: ubiquinona desidrogenase (complexo II); ubiquinona: citocromo
c oxidorredutase (complexo III); citocromo c oxidase (complexo IV); e ATP sintase (com-
plexo V). Adaptado de Quintas et al. [28].

por via da fosforilação11 de ADP por fosfato inorgânico, Pi. Também nesta via metabólica
alguma energia é dissipada sob a forma de calor.

Neste ponto são já claros os processos metabólicos em que todos os intervenientes da
expressão (1.1) participam. Logicamente, a presente secção não pretende expor exausti-
vamente cada uma das reacções químicas que compõem as vias metabólicas e, por con-
seguinte, a estequiometria da dita equação não fica evidente na exposição. De facto, os
conceitos de bioquímica subjacentes à totalidade das reacções químicas envolvidas vão
muito além do âmbito desta secção introdutória. Contudo, caso se pretenda um estudo
mais aprofundado do tema, encontrar-se-ão bons pontos de partida em Black [27], Quin-
tas et al. [28] e Enger et al. [29].

1.3.3 Fluorescência das moléculas NADH e FAD como assinaturas do

metabolismo celular

A subsecção anterior permitiu concluir que as moléculas de NADH e FADH2 são os
principais transportadores de electrões entre as vias metabólicas da respiração aeróbia e,
por conseguinte, desempenham um papel fundamental em todo o processo. Acontece que
a forma reduzida do dinucleótido de adenina nicotinamida (NADH) e a espécie oxidada
do dinucleótido de adenina flavina (FAD) fluorescem ao passo que as suas formas oxidada

11A fosforilação consiste, tal como o próprio nome indica, na adição de um grupo fosfato a uma molécula.
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(NAD+) e reduzida FADH2, respectivamente, não. Com efeito, as moléculas de NADH e
FAD apresentam máximos de excitação para 340 nm e 450 nm e máximos de emissão para
450 nm e 535 nm, respectivamente, quando se constroem matrizes de excitação-emissão12

(EEM) de fluorescência [31]. Este desvio para o vermelho característico dos espectros de
fluorescência (desvio de Stokes) confere às técnicas que tiram proveito deste fenómeno
uma grande sensibilidade, pois permite que os fotões emitidos sejam detectados com
pouco fundo, isolados dos fotões de excitação. Esta situação contrasta com o que acon-
tece, por exemplo, na espectrofotometria de absorção que requer medidas de luz transmi-
tida relativamente a intensidades elevadas de luz incidente do mesmo comprimento de
onda.

Uma vez que as medidas de intensidade de fluorescência podem ser afectadas por pa-
râmetros da instrumentação utilizada ou atenuação por absorção devida à hemoglobina
nos tecidos, a razão redox, definida como o quociente entre as intensidades de fluorescên-
cia de FAD e NADH+FAD, tem sido empregue como indicador da actividade metabólica
dado que devolve informação mais fidedigna que a medida isolada da intensidade de flu-
orescência para as duas moléculas [32]. Analise-se um caso concreto.

Na presença de oxigénio, a maioria das células diferenciadas13 catabolizam a glicose a
dióxido de carbono por oxidação do piruvato no ciclo Krebs. Este conjunto de reacções
produz NADH e FADH2 que depois alimentam a fosforilação oxidativa para maximizar
a produção de ATP, tal como se viu na subsecção 1.3.2. De facto, as células diferenciadas
apenas produzem elevadas quantidades de ácido láctico (fermentação láctica) sob condi-
ções anaeróbias (cf. Fig. 1.5).

Pelo contrário, a maioria das células neoplásicas14 produzem grandes quantidades de
ácido láctico independentemente da disponibilidade de oxigénio. Este processo, denomi-
nado efeito Warburg [34], é intrigante dado que as células neoplásicas, devido à rápida
divisão celular, deveriam, à primeira vista, procurar maximizar a produção de ATP [32,
35]. Ora, acontece que a fermentação láctica é na realidade uma glicólise exactamente igual
à que se viu na Fig. 1.2 seguida da redução do piruvato a lactato pelas moléculas de
NADH formadas imediatamente antes durante a via glicolítica. Não há, portanto, qual-
quer intervenção das vias metabólicas que ocorrem no interior das mitocôndrias. Deste
modo, a célula, embora aparentemente necessite de maior quantidade de energia, direc-
ciona a grande maioria dos seus recursos para um processo bem menos rentável (cf. Fig.

12Uma matriz de excitação-emissão (EEM) é um gráfico bidimensional de curvas de contorno que repre-
senta a intensidade de fluorescência em função da uma dada gama de comprimentos de onda de excitação e
emissão. Deste modo, é possível extrair os comprimentos de onda de excitação e emissão óptimos para levar
a cabo, por exemplo, uma experiência que envolva microscopia de fluorescência.

13Uma célula diferenciada é uma célula especializada, isto é, que já tem a sua função no organismo deter-
minada e que não pode dar origem a outros tipos de células. Os neurónios, os glóbulos brancos, as hemácias
ou as células da pele são exemplos de células diferenciadas.

14As células neoplásicas são também comumente denominadas células tumorais.
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FIGURA 1.5: As diferenças entre a fosforilação oxidativa e a fermentação láctica (glicólise
anaeróbica) realizadas pelas células diferenciadas em condições aeróbias e anaeróbias,
respectivamente (a); e o efeito Warburg observável em células neoplásicas e em células
estaminais com capacidade proliferativa (b). No caso das células com elevado potencial
proliferativo, cerca de 10 % da glucose é desviada para outras vias metabólicas que não fi-
guram no esquema. Repara-se nas diferenças abismais de rendimento entre a fosforilação
oxidativa e os demais processos. Adaptado de Vander Heiden et al. [33].

1.5). As razões que motivam este comportamento são, ainda hoje, objecto de discussão
[33]. A justificação apresentada por Vander Heiden et al. [33] passa pela necessidade da
célula replicar todos os seus componentes durante a proliferação, tarefa que naturalmente
implica uma grande necessidade de nucleótidos, aminoácidos e lípidos. Assim, durante o
crescimento, a glucose é consumida não só na produção de ATP, mas também de biomassa.
Desta perspectiva, parece claro que a conversão da glicose em CO2 através da fosforilação
oxidativa por forma a maximizar a produção de ATP vai contra as necessidade do tecido
proliferativo. Parte da glicose tem que ser desviada, por exemplo, para a produção de
acetil – CoA para a síntese de ácidos gordos, um constituinte importante das membranas
celulares. Este facto pode ajudar a explicar, pelo menos em parte, a vantagem selectiva
providenciada pelo efeito Warburg.

Dado que a razão redox reflecte o estado de oxidação ou redução do NADH e/ou do
FAD, resulta que esta pode ser usada como medida da contribuição da respiração aeró-
bia para o metabolismo de uma dada célula. Logicamente, as mudanças de metabolismo
acima descritas devem reflectir-se em alterações nas concentrações relativas de NADH e
FAD à medida que tecidos saudáveis progridem para cancro. Com efeito, pensa-se que,
em tumores, estas coenzimas existam no seu estado reduzido, o que implica uma dimi-
nuição da razão redox [10]. Uma vez que as células estaminais15 se assemelham às células

15As células estaminais são células não diferenciadas. São, portanto, células não especializadas, isto é,
sem função determinada no organismo. As células estaminais podem diferenciar-se numa grande variedade
de tipos de células distintas, para além de poderem dar origem a novas células estaminais.
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tumorais no que toca à utilização de mecanismos anaeróbios, a fluorescência de NADH e
FAD pode também vir a ser utilizada na detecção de células desta natureza [36].

Uma outra implicação do efeito Warburg passa pelo facto da glicólise decorrer no hi-
aloplasma. De facto, a ligação aos complexos enzimáticos da cadeia transportadora de
electrões nas cristas mitocondriais, complexo I para NADH e complexo II para FADH2,
deverá ser perturbada de alguma forma. Se o tempo de vida de fluorescência das coenzi-
mas depender de facto destes ligandos, tal como é sugerido na literatura [10, 17, 19], então
existem bases para usar o tempo de vida como indicador de alterações metabólicas, em
particular, daquelas do cariz descrito.

O leque de processos biológicos associados às coenzimas sob estudo é enorme e cada
um deles parece estar associado a elevados níveis de complexidade. Deste modo, impõe-
se um estudo faseado e estruturado que comece pelas propriedades mais simples, mas tão
gerais quanto possível, das moléculas em causa.
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Capítulo 2

O problema de muitos electrões

2.1 A aproximação de Born-Oppenheimer

A percepção actual acerca da estrutura electrónica da matéria baseia-se em métodos
teóricos da mecânica quântica e da mecânica estatística. Nos muitos casos em que os efei-
tos relativistas não são relevantes (elementos leves [37]), a equação de Schrödinger inde-
pendente do tempo, proposta em 1925 pelo físico austríaco com o mesmo nome, é uma boa
descrição do comportamento de sistemas com muitos electrões, como são os átomos ou as
moléculas. Assim, o ponto de partida é o hamiltoniano para um sistema de N electrões e
M núcleos, que se pode escrever

Htot(~r1, . . . , ~rN , ~R1, . . . , ~RM) = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i −

M∑
A=1

1

2MA

∇2
A −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

|~ri − ~RA|
+

+
N∑
i=1

N∑
j>i

1

|~ri − ~rj|
+

M∑
A=1

M∑
B>A

ZAZB

|~RA − ~RB|
, (2.1)

em que a posição dos núcleos e electrões é descrita pelos vectores ~RA e ~ri, respectivamente
(cf. Fig. 2.1). Na equação acima, MA é a razão entre a massa do núcleo A e a massa do
electrão, e ZA é o número atómico do núcleo A. O primeiro termo do lado direito na Eq.
(2.1) é o operador para a energia cinética dos electrões; o segundo representa a energia
cinética dos núcleos; o terceiro termo representa a atracção coulombiana entre electrões
e núcleos; e os quarto e quinto termos contemplam, respectivamente, a repulsão entre
electrões e entre núcleos. Para simplificar as expressões, o spin não foi considerado.

O sistema de unidades usado é o sistema de unidades atómicas, em que

h̄ = me = e =
1

4πε0
= 1,

com h̄ a constante de Planck dividida por 2π, me a massa do electrão, e o módulo da
sua carga e ε0 a permitividade do vazio. Neste sistema, a unidade de comprimento é
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y

x

z

i

j
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B
~ri

~rj

~RA

~RB

~ri − ~rj

~RA − ~RB

~ri − ~RA

~rj − ~RA

FIGURA 2.1: Sistema de coordenadas para uma molécula: i, j = electrões; A,B = núcleos.
Adaptado de Szabo e Ostlund [38].

o bohr, que não é mais que o raio de Bohr, a0 (1 bohr = a0 = 0.52918 Å), a unidade de
energia é o hartree, o dobro do módulo da energia do estado fundamental do átomo de
hidrogénio, Eh = e2/4πε0a0 (1 hartree = 1 Ha = Eh = 27.211 eV), e a unidade de tempo
é 2.4189× 10−17 s. A Tabela 2.1 expõe os factores de conversão entre unidades atómicas e
unidades SI para algumas quantidades físicas.

Quantidade física Factor de conversão Valor em SI

Comprimento a0 5.2918× 10−11 m
Massa me 9.1095× 10−31 Kg
Carga e 1.6022× 10−19 C
Energia Eh 4.3598× 10−18 J
Momento angular h̄ 1.0546× 10−34 J s
Tempo h̄E−1h 2.4189× 10−17 s
Momento dipolar eléctrico ea0 8.4784× 10−30 C m
Polarizabilidade eléctrica e2a20E

−1
h 1.6488× 10−41 C2 m2 J−1

Campo eléctrico Ehe
−1a−10 5.1423× 1011 V m−1

Função de onda a
−3/2
0 2.5978× 1015 m−3/2

TABELA 2.1: Conversão entre unidades atómicas e unidades SI. Adaptado de Szabo e
Ostlund [38].

Estão agora reunidas as condições para se abordar a primeira das simplificações a apli-
car à Eq. (2.1). De facto, ela, ou melhor, a equação de Schrödinger a ela associada, é, em
geral, impossível de resolver. Agora, uma vez que os núcleos são muito mais pesados que
os electrões, pode considerar-se, em boa aproximação, que os electrões de uma molécula
se movem num campo de núcleos fixos. Por conseguinte, o operador para a energia ci-
nética nuclear é tão pequeno que a dinâmica electrónica se pode considerar independente
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da nuclear, ao passo que aquele que representa a repulsão entre núcleos pode ser tomado
constante, motivo pelo qual se passará a designar Enn. Deste modo, pode-se separar o
hamiltoniano num hamiltoniano electrónico e noutro nuclear. O hamiltoniano electrónico
escreve-se

Helec(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM) = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i−

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

|~ri − ~RA|
+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

|~ri − ~rj|
+Enn, (2.2)

e a equação para os electrões fica

Helec(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM)Ψ(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM) =

= E(~R1, . . . , ~RM)Ψ(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM). (2.3)

Repare-se como a equação anterior depende explicitamente das coordenadas electrónicas
mas apenas parametricamente das coordenas nucleares. Por outras palavras, as funções
de onda Ψ(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM) e valores de energia E(~R1, . . . , ~RM) obtidos na sua reso-
lução variam com o arranjo nuclear.

A aproximação adiabática ou de Born-Oppenheimer [39] consiste agora em assumir
que, à medida que os núcleos se movem, os electrões permanecem no mesmo estado.
Isto é, embora a função de onda electrónica Ψ(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM) e a própria ener-
gia E(~R1, . . . , ~RM) dependam das coordenadas nucleares ~RA, admite-se que os electrões
não mudam de estado e que nenhuma energia é transferida entre os graus de liberdade
nucleares e de excitação dos electrões. De facto, esta estaria necessariamente associada
a uma mudança de estado electrónico [40]. Assim, assume-se que os núcleos se movem
num "potencial" que é a energia do estado electrónico correspondente à configuração dos
núcleos nesse instante:

Hnucl(~R1, . . . , ~RM) = −
M∑
A=1

1

2MA

∇2
A + E(~R1, . . . , ~RM). (2.4)

A respectiva equação para os núcleos virá

Hnucl(~R1, . . . , ~RM)Λ(~R1, . . . , ~RM) = εΛ(~R1, . . . , ~RM), (2.5)

em que a solução Λ(~R1, . . . , ~RM) descreve a vibração, rotação e translação da molécula e ε
é a aproximação de Born-Oppenheimer para a energia total do sistema e inclui as contri-
buições electrónica, vibracional, rotacional e translacional. A aproximação correspondente
para a função de onda que descreve todo o sistema é

Φ(~r1, . . . , ~rN , ~R1, . . . , ~RM) = Ψ(~r1, . . . , ~rN ; ~R1, . . . , ~RM)Λ(~R1, . . . , ~RM). (2.6)
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As considerações tecidas mantêm-se válidas desde que a massa dos núcleos seja, efectiva-
mente, bastante superior à dos electrões. Ora, como a massa de um único protão (núcleo
do átomo de hidrogénio) é já cerca de 1800 vezes superior à do electrão, esta é uma boa
aproximação para os sistemas moleculares de interesse neste trabalho. É ainda necessá-
rio que a configuração nuclear seja tal que os estados electrónicos se encontrem longe de
apresentar degenerescência.

A partir deste ponto não se considerará mais o problema vibracional/rotacional e toda
a exposição recairá sobre o problema electrónico que, tal como exposto nas expressões
(2.2) e (2.3), tem ainda resolução bastante difícil, apenas possível para sistemas de poucas
partículas [41]. O objectivo das secções seguintes passa, assim, por explorar diferentes
alternativas de resolver, de forma aproximada, o problema electrónico. Por conseguinte,
deixar-se-á cair o índice "elec" do hamiltoniano electrónico H e omitir-se-á a dependência
paramétrica nas coordenadas nucleares.

2.2 O método de Hartree-Fock

2.2.1 Motivação e determinantes de Slater

A aproximação de Hartree-Fock é central em problemas de estrutura electrónica e o
ponto de partida de outras aproximações mais elaboradas. Este método foi pela primeira
vez aplicado, em átomos, por Fock em 1930 [42].

Deixando cair Enn da Eq. (2.2) (qualquer constante adicionada a um operador tem
apenas o efeito de se adicionar aos seus valores próprios, não alterando os seus estados
próprios), pode escrever-se

H(~r1, . . . , ~rN) = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i −

N∑
i=1

M∑
A=1

ZA

|~ri − ~RA|
+

N∑
i=1

N∑
j>i

1

|~ri − ~rj|
. (2.7)

Se se definir o operador de um electrão h(~r) (assim denominado porque apenas envolve
as coordenadas de um único electrão) como

h(~r) = −1

2
∇2 −

M∑
A=1

ZA

|~r − ~RA|
, (2.8)

e um operador de dois electrões v(~r, ~r ′) (assim designado porque envolve as coordenadas
de dois electrões) como

v(~r, ~r ′) =
1

|~r − ~r ′|
, (2.9)
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pode reescrever-se a Eq. (2.7) sob a forma

H(~r1, . . . , ~rN) =
N∑
i=1

h(~ri) +
N∑
i=1

N∑
j>i

v(~ri, ~rj). (2.10)

Embora o hamiltoniano de (2.10) dependa apenas das coordenadas espaciais dos elec-
trões, a descrição completa do electrão requer que se especifique o seu spin. Introduzem-se
assim duas funções de spin, completas e ortonormalizadas, α(ω) e β(ω), de uma variável
não especificada ω e que correspondem aos dois estados de spin 1/2 [38]. Neste forma-
lismo, o electrão é especificado por três coordenadas espaciais e uma de spin, designadas
colectivamente por ~x,

~x = {~r, ω}. (2.11)

Fazendo uso das funções de spin acima definidas e introduzindo um conjunto finito de
K orbitais espaciais ortonormalizadas {ψi(~r) | i = 1, . . . , K}, é agora possível construir um
conjunto de 2K orbitais de spin {χi(~x) | i = 1, . . . , 2K}1,

χ2i−1(~x) = ψi(~r)α(ω)

χ2i(~x) = ψi(~r)β(ω)

}
i = 1, . . . , K, (2.12)

que, dadas as condições impostas sobre as orbitais espaciais e de spin, são naturalmente
ortonormalizadas.

Se ao hamiltoniano de (2.10) se removesse a interacção entre electrões,

H(~r1, . . . , ~rN) =
N∑
i=1

h(~ri), (2.13)

a sua solução seria um simples produto de orbitais de spin, a que se dá o nome de produto
de Hartree,

ΨHP(~x1, . . . , ~xN) = χ1(~x1) · · ·χN(~xN), (2.14)

que, no fundo, é uma função de onda de electrões independentes, cujo movimento é com-
pletamente não correlacionado. Acontece que os produtos de Hartree não satisfazem o

1A construção das orbitais de spin não tem que seguir este procedimento e, de facto, tal não seria o
caso se as orbitais espaciais não fossem restringidas a serem iguais para o spin para cima e para o spin para
baixo. Com efeito, esta imposição resulta num ramo chamado Hartree-Fock Restrito (RHF) ao passo que o
seu levantamento conduz ao domínio do método de Hartree-Fock não Restrito (UHF).
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princípio da anti-simetria, que dita que a função de onda tem que ser anti-simétrica pe-
rante a troca da coordenada ~x de quaisquer dois electrões. Esta situação pode ser contor-
nada introduzindo os determinantes de Slater,

ΨS(~x1, ~x2, . . . , ~xN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
χ1(~x1) χ2(~x1) · · · χN(~x1)

χ1(~x2) χ2(~x2) · · · χN(~x2)
...

...
...

χ1(~xN) χ2(~xN) · · · χN(~xN)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (2.15)

É, ainda, usual escrever a Eq. (2.15) de uma forma mais simples, que inclui a constante de
normalização e a ordem dos electrões ~x1, ~x2, . . . , ~xN de uma forma implícita,

ΨS(~x1, . . . , ~xN) = |χ1 · · ·χN〉 . (2.16)

É lógico que ignorar a interacção dos electrões é uma aproximação algo forte e, embora
a função de onda que se acabou de escrever recupere alguma correlação entre o movimento
dos electrões com spin paralelo por via da anti-simetrização, a sua aplicação ao hamilto-
niano completo da Eq. (2.10) nunca deixará de ser uma aproximação. Assim, o objectivo
é agora o de encontrar o determinante2 que minimiza a energia total para o hamiltoniano
da Eq. (2.10), isto é, pretendem-se determinar as orbitais de spin óptimas que farão parte
da função de onda da Eq. (2.16).

2.2.2 As equações de Hartree-Fock

Dado um único determinante de Slater |ΨHF〉 = |χ1 · · ·χN〉, a energiaEHF = 〈ΨHF|H|ΨHF〉
é um funcional das orbitais de spin {χi | i = 1, . . . , N}. Assim, para obter as equações de
Hartree-Fock, é necessário minimizarEHF[{χi}], que se escreve, em termos dos operadores
de um e dois electrões de (2.8) e (2.9),

EHF[{χi}] =
N∑
i=1

〈i|h|i〉+
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

〈ij|ij〉 − 〈ij|ji〉 , (2.17)

onde se usou a denominada notação dos físicos,

〈i|h|j〉 =

∫
d~xχ∗i (~x)h(~r)χj(~x), (2.18)

2É ainda possível usar uma combinação linear de vários determinantes, o do estado fundamental e ou-
tros singularmente, duplamente, triplamente... excitados, para aprimorar o resultado obtido. A este proce-
dimento dá-se o nome de interacção de configuração (CI).
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〈ij|kl〉 =

∫
d~x d~x ′ χ∗i (~x)χ∗j(~x

′)v(~r, ~r ′)χk(~x)χl(~x
′). (2.19)

O estado fundamental do sistema obtém-se pelo princípio variacional,

δ

δχ∗i (~x)

[
EHF[{χi}]−

N∑
i=1

N∑
j=1

εij (〈i|j〉 − δij)

]
= 0, (2.20)

em que εij são multiplicadores de Lagrange que garantem a ortonormalização das orbitais
de spin e

〈i|j〉 =

∫
d~xχ∗i (~x)χj(~x). (2.21)

Por fim, alguma manipulação algébrica sobre (2.20) permite obter as equações (integro-
diferenciais) de Hartree-Fock[

h(~r) +
N∑
j=1

(
Jj(~r)−Kj(~x)

)]
χi(~x) =

N∑
j=1

εijχj(~x), (2.22)

em que

Jj(~r) =

∫
d~x ′ |χj(~x ′)|2v(~r, ~r ′), (2.23)

é o operador de Coulomb, que representa o potencial médio em ~r criado por um electrão
em χj , e

Kj(~x)χi(~x) =

[∫
d~x ′ χ∗j(~x

′)v(~r, ~r ′)χi(~x
′)

]
χj(~x) (2.24)

é o operador de troca, ou melhor, a forma como ele se aplica a uma dada orbital de spin.
Este operador, ao contrário do anterior, é não-local pois a sua aplicação em χi(~x) requer
o conhecimento de χi em todo o espaço, e não apenas em ~x. Repare-se ainda como o
operador de troca só tem efeito quando as orbitais de spin χi e χj têm spins paralelos,
naquela que é uma consequência da anti-simetrização que se impôs à função de onda. De
facto, esta não é uma verdadeira interacção física entre os electrões, mas apenas uma forma
conveniente de representar a energia de um sistema descrito por orbitais de partícula única
[38]. A interacção física entre dois electrões i e j reside no termo repulsivo do hamiltoniano
v(~ri, ~rj) e não depende do spin, tal como expresso pelo operador de Coulomb (2.23).

Demonstra-se que existe, e que é única, uma transformação unitária sobre as orbitais
de spin {χi}, tal que a matriz dos multiplicadores de Lagrange, cujos elementos são εij , se
torna diagonal. Assim, é sempre possível escrever (2.22) na forma[

h(~r) +
N∑
j=1

(
Jj(~r)−Kj(~x)

)]
χi(~x) = εiχi(~x), (2.25)
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que, identificando o potencial de Hartree-Fock

vHF(~x) =
N∑
j=1

(
Jj(~r)−Kj(~x)

)
, (2.26)

e o operador de Fock
f(~x) = h(~r) + vHF(~x), (2.27)

se resume a
f |χi〉 = εi |χi〉 . (2.28)

Qual o significado dos valores próprios {εi}? O teorema de Koopmans afirma que o
valor próprio associado a uma orbital preenchida (vazia) é igual à alteração da energia total
(2.17) se um electrão for removido (adicionado) ao sistema, diminuindo (aumentando) o
tamanho do determinante por omissão (adição) da linha e coluna envolvendo uma dada
orbital em particular, deixando todas as outras orbitais intactas [40]. Do enunciado geral
retira-se que, no caso particular da energia de ionização, esta iguala o valor absoluto do
valor próprio da última orbital ocupada.

Em princípio, há um número infinito de soluções para as equações (2.28). Na prática,
contudo, introduz-se uma base finita de funções espaciais {φµ(~r) |µ = 1, . . . , K} na qual
se podem expandir as orbitais espaciais {ψi(~r)} tanto para as orbitais de spin α como para
aquelas de spin β. Substituindo as ditas expansões em (2.28) obtêm-se equações matriciais
(p.ex. equações de Roothaan para o método de Hartree-Fock Restrito de camadas fecha-
das) que não passam de problemas de valores próprios generalizados e que, portanto,
produzem 2K orbitais de spin, das quais as N com menor valor próprio compõem o de-
terminante do estado fundamental |ΨHF

0 〉. Depois de obtidas as N orbitais, é uma questão
de voltar a (2.17) para obter a energia do estado fundamental EHF

0 .

Há ainda um pequeno entrave adicional. De facto, repare-se como o operador de Fock
depende das suas funções próprias. Assim, as equações de Hartree-Fock são não lineares
e devem ser resolvidas iterativamente. O procedimento utilizado recebe o nome de mé-
todo do campo auto-consistente (SCF). A ideia é simples: começa-se com uma estimativa
inicial das orbitais de spin que permite obter a primeira aproximação para vHF, resolvem-
se as equações (2.28) obtendo-se um novo conjunto de orbitais de spin e, usando estas
novas orbitais pode voltar a calcular-se vHF e repetir o procedimento até que se atinja auto-
consistência.

De referir, por último, que à diferença entre o valor exacto3 da energia electrónica E0

e EHF
0 + Enn se chama, no limite de Hartree-Fock, isto é, no limite em que o número de

funções da base K tende a infinito, energia de correlação. Como o próprio nome indica,

3No domínio da aproximação de Born-Oppenheimer.
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pretende-se reiterar que, na aproximação de Hartree-Fock, o movimento de electrões de
spins anti-paralelos permanece não correlacionado [38].

2.3 Teoria dos Funcionais da Densidade

2.3.1 Os Teoremas de Hohenberg-Kohn

O princípio fundamental da Teoria dos Funcionais da Densidade é que qualquer propri-
edade de um sistema de muitas partículas interactuantes pode ser vista como um funcional
da densidade electrónica do estado fundamental ρ(~r),

ρ(~r) = N

∫
d~r2 . . . d~rN |Ψ0(~r, ~r2, . . . , ~rN)|2, (2.29)

com Ψ0(~r1, . . . , ~rN) a função do estado fundamental do hamiltoniano (2.2) e em que se dei-
xou cair novamente a referência explícita ao spin para simplificar as expressões. Por outras
palavras, uma única função escalar da posição, ρ(~r), determina toda a informação contida
nas funções de onda de muitos corpos para o estado fundamental e todos os estados exci-
tados. Estas ideias têm por base dois teoremas apresentados e provados pela primeira vez
por Hohenberg e Kohn em 1964 [20].

Recupere-se o hamiltoniano electrónico (2.2),

H(~r1, . . . , ~rN) = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i +

N∑
i=1

vext(~ri) +
N∑
i=1

N∑
j>i

1

|~ri − ~rj|
+ Enn, (2.30)

em que, dado que a formulação a apresentar se aplica a um qualquer sistema de partículas
interactuantes num potencial externo vext(~r), se omitiu a forma explícita do dito potencial,
um pouco à semelhança do que se fez na secção 2.2 ao "esconder"a atracção coulombiana
entre electrões e núcleos em h(~r).

O primeiro teorema4 de Hohenberg-Kohn estabelece que, para qualquer sistema de
partículas interactuantes num potencial externo vext(~r), o dito potencial é univocamente
determinado, a menos de uma constante aditiva, pela densidade electrónica do estado
fundamental ρ(~r). Tal implica imediatamente que o hamiltoniano (2.30) está completa-
mente determinado e, por conseguinte, também as funções de onda para todos os estados
estão determinadas, o que permite escrever |Ψ〉 ≡ |Ψ[ρ]〉. Assim, todas as propriedades do
sistema ficam completamente definidas dada apenas a densidade do estado fundamental

4Sempre que, no decorrer da exposição, se refira o teorema de Hohenberg-Kohn sem se especificar qual
dos dois está em causa, será sempre este primeiro teorema. O mesmo se pode afirmar, em geral, para a
literatura disponível no tema.
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vext(~r)

{Ψi(~r1, . . . , ~rN)} Ψ0(~r1, . . . , ~rN)

ρ(~r)
HK

FIGURA 2.2: Ao resolver a equação de Schrödinger, o potencial vext(~r) determina todos os
estados do sistema {Ψi(~r1, . . . , ~rN )} e, em particular, o estado fundamental Ψ0(~r1, . . . , ~rN )
e a sua densidade electrónica ρ(~r). O teorema de Hohenberg-Kohn completa o ciclo.
Adaptado de Martin [40].

ρ(~r). Por outras palavras, qualquer observável O é um funcional da densidade do estado
fundamental

〈Ψ|O|Ψ〉 = 〈Ψ[ρ]|O|Ψ[ρ]〉 = O[ρ]. (2.31)

A Fig. 2.2 providencia uma representação esquemática deste primeiro teorema.

O segundo teorema estabelece que se pode escrever um funcional para a energia do
estado fundamental5 de um sistema de N electrões, em termos da densidade ρ(~r), válido
qualquer que seja o potencial externo vext(~r) como

EHK
0 [ρ(~r)] = 〈Ψ0[ρ]|H|Ψ0[ρ]〉 = FHK[ρ(~r)] +

∫
d~r vext(~r)ρ(~r) + Enn, (2.32)

em que FHK[ρ(~r)] é um funcional universal, que não depende do potencial externo, e que,
portanto, é o mesmo para todos os sistemas electrónicos. A sua definição inclui todas as
energias internas, cinética e potencial, do sistema de electrões interactuantes. O estado
fundamental, obtém-se, mais uma vez, por aplicação do princípio variacional

δ

δρ(~r)

[
EHK

0 [ρ(~r)]− µ
(∫

d~r ρ(~r)−N
)]

=
δFHK[ρ(~r)]

δρ(~r)
+ vext(~r)− µ = 0, (2.33)

em que µ é um multiplicador de Lagrange que impõe a normalização da densidade ao
número total de electrões. Note-se que, se a forma exacta de FHK[ρ(~r)] fosse conhecida, a
energia obtida EHK

0 seria identicamente igual ao valor exacto E0.

Algumas notas [43]:

• Supõe-se que o estado fundamental do sistema é não degenerado, sendo, no entanto,
esta restrição facilmente levantada [44].

• O raciocínio mantém-se válido para o caso de electrões não interactuantes.

• A utilização do princípio variacional subentende que todas as funções ρ(~r) positi-
vas, bem comportadas e cuja integral é N , são densidades do estado fundamental

5De facto, este funcional difere um pouco daquele definido em (2.17) porque só é válido para o obtenção
das características (energia e densidade) do estado fundamental do sistema e não dos seus estados excitados.
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do hamiltoniano (2.30) para algum potencial externo vext(~r). Esta restrição pode ser
levantada tal como demonstrado por Lieb [45] e Levy [46] mas, em todo caso, não
parece ser limitante em casos práticos de aplicação da Teoria dos Funcionais da Den-
sidade.

2.3.2 As equações de Kohn-Sham

À semelhança do método de Hartree-Fock que reduz efectivamente o problema de mui-
tos electrões em interacção às equações de partícula única com o mesmo nome, Kohn e
Sham propuseram, em 1965 [21], uma alternativa para simplificar o mesmo problema:
um sistema de um electrão que se move num potencial efectivo, o potencial de Kohn-
Sham.

Viu-se na subsecção 2.2.1 que o estado fundamental6 de um sistema de electrões in-
dependentes é, respeitando o princípio da anti-simetria, um determinante de Slater. Na
realidade, até já se conhecem quais as equações a que as orbitais {ψi(~r)} que compõem o
determinante devem obedecer. Generalizando o operador (2.8) para um qualquer poten-
cial externo vs(~r), tem-se [

−1

2
∇2 + vs(~r)

]
ψi(~r) = εiψi(~r), (2.34)

com a densidade electrónica dada por

ρ(~r) =
N∑
i=1

|ψi(~r)|2, (2.35)

onde, no estado fundamental, a soma é sobre os N valores próprios mais baixos, conforme
ditado pelo princípio de exclusão de Pauli.

Conforme se fez notar no final da subsecção anterior, é possível aplicar os teoremas
de Hohenberg-Kohn ao sistema de electrões independentes sob análise. Por conseguinte,
conclui-se de imediato que há um, e só um, potencial externo7 que gera a densidade ρ(~r).
O funcional (2.32) para a energia total escreve-se agora

Es
0[ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] +

∫
d~r vs(~r)ρ(~r) + Enn, (2.36)

6Que se assume não degenerado para simplificar a exposição.
7Este potencial é, evidentemente, determinado a menos de uma constante, que pode ser sempre escolhida

de forma a que lim|~r|→∞ vs(~r) = 0.
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onde, por analogia a (2.32), se percebe que Ts[ρ(~r)],

Ts[ρ(~r)] = −1

2

N∑
i=1

∫
d~r ψ∗i (~r)∇2ψi(~r), (2.37)

a energia cinética do estado fundamental do sistema de electrões independentes de densi-
dade ρ(~r), é apenas um caso particular do funcional FHK[ρ(~r)]. Já por analogia com (2.33),
as equações de Euler-Lagrange escrevem-se

δ

δρ(~r)

[
Es

0[ρ(~r)]− µs

(∫
d~r ρ(~r)−N

)]
=
δTs[ρ(~r)]

δρ(~r)
+ vs(~r)− µs = 0, (2.38)

em que µs é um multiplicador de Lagrange que impõe a normalização da densidade ao
número total de electrões. Repare-se que esta última equação é formalmente equivalente à
expressão (2.34).

Voltando ao sistema de electrões interactuantes, a hipótese central do método de Kohn-
Sham consiste em assumir que existe um sistema auxiliar de partículas independentes cuja
densidade do estado fundamental é a mesma que a densidade exacta do estado funda-
mental do sistema real. Embora não se conheçam provas rigorosas para sistemas reais de
interesse, esta hipótese permanece a forma mais usual de aplicar a teoria.

O funcionalFHK[ρ(~r)] para um sistema de electrões interactuantes pode, assim, escrever-
se como

FHK[ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] +
1

2

∫
d~r d~r ′

ρ(~r)ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
+ Exc[ρ(~r)], (2.39)

em que o primeiro termo do lado direito, Ts[ρ(~r)], é, conforme se viu, o funcional da energia
cinética para um sistema de electrões independentes. O segundo é a contribuição clássica
para a energia electrostática de uma distribuição contínua de carga de densidade volu-
métrica ρ(~r) (vulgarmente designada por energia de Hartree) e Exc[ρ(~r)] é o funcional da
energia de troca e correlação, que é definido à custa da Eq. (2.39), e que, consequente-
mente, inclui todas as contribuições para a energia interna, cinética e potencial, do sistema
de electrões interactuantes, não incluídas nas duas parcelas anteriores. Deste forma, a par-
cela Exc[ρ(~r)] inclui, mas não se restringe, aos efeitos quânticos das interacções electrão-
electrão. Substituindo em (2.32), obtém-se a energia total do estado fundamental

EKS
0 [ρ(~r)] = Ts[ρ(~r)] +

1

2

∫
d~r d~r ′

ρ(~r)ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
+ Exc[ρ(~r)] +

∫
d~r vext(~r)ρ(~r) + Enn, (2.40)
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e a aplicação do princípio variacional resulta nas equações de Euler-Lagrange correspon-
dentes

δ

δρ(~r)

[
EKS

0 [ρ(~r)]− µ
(∫

d~r ρ(~r)−N
)]

=

=
δTs[ρ(~r)]

δρ(~r)
+

∫
d~r ′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
+ vxc[ρ](~r) + vext(~r)− µ = 0, (2.41)

onde o potencial de troca e correlação é um funcional da densidade dado, a menos de uma
constante8, por

vxc[ρ](~r) =
δExc[ρ(~r)]

δρ(~r)
. (2.42)

Se agora se identificar o potencial efectivo vKS como

vKS[ρ](~r) =

∫
d~r ′

ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
+ vxc[ρ](~r) + vext(~r), (2.43)

então a Eq. (2.41) pode reescrever-se

δ

δρ(~r)

[
EKS

0 [ρ(~r)]− µ
(∫

d~r ρ(~r)−N
)]

=
δTs[ρ(~r)]

δρ(~r)
+ vKS[ρ](~r)− µ = 0. (2.44)

Mas, a forma da Eq. (2.44) é idêntica à da Eq. (2.38) para partículas independentes que
se movem no potencial efectivo vKS[ρ](~r) ao invés de no potencial externo vs(~r). Assim, se
se assumir que a densidade é a mesma nos dois sistemas, conclui-se que o problema de
obter a densidade electrónica do estado fundamental do sistema interactuante se resume
à resolução das equações de partícula única (2.34) em que vs(~r) é substituído por vKS[ρ](~r)

(cf. Fig. 2.3) [
−1

2
∇2 + vKS[ρ](~r)

]
ψi(~r) = εiψi(~r), (2.45)

com a densidade do estado fundamental dada por

ρ(~r) =
N∑
i=1

|ψi(~r)|2. (2.46)

Estas são chamadas as equações (auto-consistentes) de Kohn-Sham. Repare-se que, se a
forma exacta do funcional de troca e correlação fosse conhecida, a avaliação da energia
por (2.40) produziria o valor exacto E0. Assim, a utilidade prática das equações está in-
teiramente dependente da capacidade de encontrar aproximações para o dito funcional
que sejam ao mesmo tempo simples e precisas. A subsecção 2.3.3 dá um exemplo de uma
dessas aproximações.

Nem as orbitais {ψi(~r) | i = 1, . . . , N} nem as suas energias {εi | i = 1, . . . , N} têm algum

8Que pode ser sempre escolhida de forma a que lim|~r|→∞ vxc[ρ](~r) = 0.
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significado conhecido ou directamente observável[43], excepto a ligação óbvia entre as
orbitais e a densidade electrónica dada por (2.46) e a igualdade entre a energia de ionização
e a magnitude do valor próprio associado à última orbital preenchida [47].

vext(~r)

{Ψi(~r1, . . . , ~rN)} Ψ0(~r1, . . . , ~rN)

ρ(~r)
HK

vKS[ρ](~r)

{ψi(~r)}{ψi(~r) | i = 1, . . . , N}

ρ(~r)
HKKS

FIGURA 2.3: Ao admitir a existência de um sistema auxiliar de partículas independentes
com a mesma densidade do estado fundamental que o sistema interactuante, o método
de Kohn-Sham consegue usar equações e soluções de partícula única para descrever as
propriedades de sistemas de muitas partículas. Ao potencial efectivo de Kohn-Sham cor-
respondem as orbitais {ψi(~r)}, em particular as N de valor próprio mais baixo, que cor-
respondem ao estado fundamental e à sua densidade electrónica. Adaptado de Martin
[40].

2.3.3 Energia de troca e correlação

Até este ponto, a Teoria dos Funcionais da Densidade foi apresentada como um mo-
delo matemático que permitiu visualizar o problema electrónico da perspectiva da densi-
dade electrónica. Embora motivado por considerações físicas, o uso concreto do modelo
requer aproximações para o funcional Exc[ρ(~r)] que reflictam a física da estrutura electró-
nica.

A mais simples e, ao mesmo tempo, mais usual, é denominada aproximação da densi-
dade local (LDA) [21]:

ELDA
xc [ρ(~r)] =

∫
d~r exc(ρ(~r))ρ(~r), (2.47)

onde exc(ρ(~r)) é a energia de troca e correlação por partícula para um gás uniforme de
electrões de densidade ρ = ρ(~r)(9). A parte da troca pode ser obtida pelo método de
Hartree-Fock e, em unidades atómicas, escreve-se

ex (ρ(~r)) = −0.458

rs
, (2.48)

em que

rs(ρ(~r)) =

(
4π

3
ρ(~r)

)−1/3
, (2.49)

9Ou seja, aplicar-se-ão expressões derivadas para um gás de electrões homogéneo a uma densidade
electrónica não necessariamente uniforme. No fundo, é como se se tivesse uma distribuição contínua de
carga que se considera apenas localmente homogénea, isto é, no volume infinitesimal d3r (que se tem vindo
a designar, num claro abuso de linguagem, por d~r) em torno de cada ponto ~r.
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é o raio de uma esfera ocupada por um electrão, habitualmente denominado parâmetro
de densidade. Já a parcela correspondente à correlação foi estimada pela primeira vez em
1938 por Wigner [48]

ec(ρ(~r)) = − 0.44

rs + 7.8
, (2.50)

e mais recentemente por Ceperley [49] e Ceperley e Alder [50] utilizando métodos de
Monte Carlo.

A priori, seria de esperar que a LDA, logicamente exacta para um gás uniforme de
electrões, se revelasse de alguma utilidade apenas para densidades de variação suave à
escala de rs. Em sistemas atómicos, estas condições são raramente verificadas e frequente-
mente seriamente violadas. No entanto, a experiência mostra que a LDA tem produzido
bons resultados para a maioria das situações em que é empregue, com precisão no mínimo
semelhante ao método de Hartree-Fock para sistemas atómicos e moleculares [51].

A LDA é a aproximação de base para muitas outras. Por exemplo, a aproximação de
gradientes generalizada (GGA) envolve já o gradiente da densidade ∇ρ(~r) e os métodos
híbridos procuram calcular a energia de troca pelo método de Hartree-Fock, complemen-
tando o cálculo com GGA [52].

2.4 Pseudopotenciais

2.4.1 O conceito de pseudopotencial

A resolução da equação de Schrödinger para muitos electrões pode ser deveras sim-
plificada se os electrões do sistema forem separados em dois grupos: os de valência e os
do cerne. Os electrões do cerne, isto é, aqueles das camadas mais internas, estão forte-
mente ligados e a experiência mostra que não desempenham um papel significativo na
ligação química dos átomos, formando com o núcleo um caroço que, na prática, se pode
considerar inerte. Com efeito, as propriedades de ligação, especialmente em metais e se-
micondutores, são quase totalmente descritas pelos electrões de valência [53].

As referidas considerações sugerem que os electrões do cerne podem, na grande maio-
ria dos casos, ser efectivamente ignorados, reduzindo portanto o átomo a um caroço iónico
que interage com os electrões de valência. O uso de uma interacção efectiva, um pseudo-
potencial, que aproxima o verdadeiro potencial em que se movem os electrões de valência
foi proposto pela primeira vez em 1934 por Fermi [54] e em 1935 por Hellmann [55]. Não
foi, no entanto, até 1959 com Phillips e Kleinman [56] que os pseudopotenciais começaram
a ser extensivamente usados. Eis os seus argumentos.
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Sejam as soluções exactas do problema electrónico (já reduzido a um conjunto de equa-
ções de partícula única) para os electrões do cerne, |ψc〉, e para os electrões de valência,
|ψv〉

H′ |ψn〉 = εn |ψn〉 , (2.51)

onde H′ é, por exemplo, o hamiltoniano que figura nas equações de Kohn-Sham (2.45) e
n = c, v. As orbitais de valência podem ser escritas como a soma de uma função mais
suave (chamada pseudo-função de onda), |ϕv〉, com uma função oscilante que resulta da
ortogonalização das orbitais de valência àquelas do cerne

|ψv〉 = |ϕv〉+
∑
c

αcv |ψc〉 , (2.52)

com
αcv = −〈ψc|ϕv〉 . (2.53)

Substituindo a orbital suavizada ϕv em (2.51) resulta em

H′ |ϕv〉 −
∑
c

(εc − εv) |ψc〉 〈ψc|ϕv〉 = εv |ϕv〉 . (2.54)

Esta equação indica que os estados "suavizados" |ϕv〉 satisfazem uma equação de Schrö-
dinger com um pseudo-hamiltoniano dependente da energia

HPK(ε) = H′ −
∑
c

(εc − ε) |ψc〉 〈ψc| , (2.55)

e que o valor próprio que lhes está associado é igual ao que corresponde às orbitais de
valência |ψv〉. Pode assim identificar-se

WPK(ε) = V −
∑
c

(εc − ε) |ψc〉 〈ψc| , (2.56)

como o potencial efectivo onde se movem os electrões de valência. Note-se que V re-
presenta aqui o potencial verdadeiro, já num formalismo de partícula única, em que os
electrões de valência se movem. O potencial de Kohn-Sham (2.43) é, assim, um exemplo
válido. O pseudopotencial (2.56) além de depender do valor próprio do estado electrónico
a determinar, é não-local.

Devido ao decaimento das orbitais do cerne, WPK reduz-se, a partir de uma dada dis-
tância ao caroço iónico, a V. Já na região próxima do núcleo atómico, a ortogonalização
das orbitais de valência às orbitais do cerne fortemente oscilantes, força os electrões de
valência a ter elevada energia cinética10. É esta característica das orbitais de valência, que

10A energia cinética é, na verdade, uma medida da curvatura da função de onda.
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naturalmente seriam bastantes oscilantes, que se procura transferir para o próprio hamil-
tioniano sob a forma do segundo termo de (2.55) ou (2.56). Por conseguinte, este termo de
ortogonalização ao cerne representa um potencial repulsivo que torna o pseudopotencial
bastante mais fraco na região junto ao caroço iónico. Deste modo, as pseudo-funções de
onda serão mais suaves e não vão oscilar tanto na dita região. Repare-se como além de
reduzir o número de electrões sob consideração, o conceito de pseudopotencial facilita o
problema numericamente, essencialmente porque reduz a distribuição espectral da onda,
facilitando, por exemplo, a sua representação numa base de ondas planas ou a resolução
de equações diferenciais que a envolvam.

O pseudopotencial que, dada a sua natureza não-local, é em geral designado w(~r, ~r ′), é
usualmente reescrito na forma

w(~r, ~r ′) =
∑
l

l∑
m=−l

Y ∗lm(r̂)wl(r, r
′)Ylm(r̂′), (2.57)

em que Ylm são os harmónicos esféricos. Esta expressão enfatiza o facto de wl, como função
de r e r′, depender ainda do momento angular. A forma mais habitual é, contudo, a forma
semi-local, assim denominada porque é local apenas na coordenada radial

wl(r, r
′) = wl(r)

δ(r − r′)
r2

. (2.58)

2.4.2 Pseudopotenciais ab-initio: o potencial de Troullier-Martins

Os pseudopotenciais modernos são obtidos por via de cálculos atómicos com todos
os electrões e são capazes de reproduzir com rigor a distribuição de carga de valência
[57]. O procedimento levado a cabo para gerar uma grande parte deles, em particular, os
chamados pseudopotenciais que conservam a norma, é o seguinte [58]:

1. Resolvem-se as equações de Kohn-Sham radiais para o átomo livre, com todos os
electrões (AE), para uma dada configuração de referência. Para o átomo isolado, o
potencial externo que figura em (2.43) é apenas o potencial nuclear −Z/r. Supondo
uma aproximação esférica para o potencial de Hartree11 vH[ρAE](r) e para o potencial
de troca e correlação vxc[ρAE](r), pode escrever-se

vAE
KS [ρAE](r) = −Z

r
+ vH[ρAE](r) + vxc[ρ

AE](r), (2.59)

11O potencial de Hartree é simplesmente o potencial associado à energia (potencial) de Hartree e é uma
designação frequente do primeiro termo de (2.43).
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que é um potencial esfericamente simétrico e que, consequentemente, permite sepa-
rar as orbitais de Kohn-Sham nas suas partes radial e angularψi(~r) = Rnl(r)Ylm(θ, φ)(12).
A parte radial é, assim, solução da equação[

−1

2

d2

dr2
+
l(l + 1)

2r2
+ vAE

KS [ρAE](r)

]
rRAE

nl (r) = εAE
nl rR

AE
nl (r). (2.60)

2. As pseudo-funções de onda RPP
l (r), para os electrões de valência (PP), são obtidas

usando um esquema adequado que obedece a certas condições.

3. Uma vez obtida a pseudo-função de onda, a inversão da equação radial (2.60) para a
pseudo-função de onda e densidade dos electrões de valência permite obter o pseu-
dopotencial blindado

wscr
l (r) = εPPl −

l(l + 1)

2r2
+

1

2rRPP
l (r)

d2

dr2
[
rRPP

l (r)
]
. (2.61)

4. A desblindagem dos termos de Hartree e troca e correlação para os electrões de va-
lência permite obter a forma final do pseudopotencial

wl(r) = wscr
l (r)− vH[ρPP](r)− vxc[ρPP](r). (2.62)

As condições impostas sobre as pseudo-funções de onda são as que se listam [58]:

1. As pseudo-funções de onda, além de normalizadas, são obrigadas a coincidir com as
verdadeiras funções de onda dos electrões de valência para lá de uma certa distância,
o raio de corte rc. Estas condições podem escrever-seRPP

l (r) = RAE
nl (r) se r > rlc∫ r′

0
dr r2|RPP

l (r)|2 =
∫ r′
0
dr r2|RAE

nl (r)|2 se r′ ≥ rlc

, (2.63)

em que o índice n nas funções de onda para todos os electrões especifica o nível de
valência. De notar que o raio de corte depende também do momento angular.

2. Os pseudo-valores próprios são iguais aos obtidos no cálculo com todos os electrões

εPPl = εAE
nl . (2.64)

3. As pseudo-funções de onda não devem ter superfícies nodais.

12Ainda como consequência da simetria esférica, existe degenerescência no número quântico m e estados
com os mesmos n e l têm a mesma ocupação. As propriedades dos harmónicos esféricos (closure relation)
implicam imediatamente que também a densidade electrónica tem simetria esférica, tal como se verificaria
na solução exacta do problema de muitos corpos, pois o potencial de Coulomb é esfericamente simétrico.
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O raio de corte pode ser interpretado como uma medida da qualidade do pseudopo-
tencial. O menor valor que pode assumir é, logicamente, determinado pela posição da
superfície nodal mais exterior das funções de onda com todos os electrões. Neste limite,
o pseudopotencial resultará bastante realista, mas também bastante forte. Por sua vez, a
escolha de um raio de corte superior conduz a pseudopotenciais mais suaves, com pouca
dependência no momento angular, que embora benéficos do ponto de vista numérico, são
pouco realistas. Deste modo, a escolha do raio de corte é um compromisso entre a precisão
desejada para o pseudopotencial e a celeridade dos métodos computacionais.

Um dos métodos para a construção da pseudo-função de onda foi proposto por Troul-
lier e Martins [59, 60], que se basearam em trabalho realizado anteriormente por Kerker
[61]. As pseudo-funções de onda definem-se

RPP
l (r) =

RAE
nl (r) se r > rlc

rlep(r) se r < rlc

, (2.65)

com
p(r) = c0 + c2r

2 + c4r
4 + c6r

6 + c8r
8 + c10r

10 + c12r
12. (2.66)

Os sete coeficientes do polinómio p(r) são ajustados impondo outras sete condições: a con-
servação da norma (2.63), a continuidade da pseudo-função de onda e das suas primeiras
quatro derivadas para r = rlc e a nulidade da curvatura do pseudopotencial blindado, wscr

l ,
na origem. Esta última condição traduz-se em

c22 + c4(2l + 5) = 0, (2.67)

e é responsável pela suavidade dos pseudopotenciais obtidos por este método.

2.4.3 Transferibilidade de um pseudopotencial

Por construção, os pseudopotenciais gerados têm a capacidade de reproduzir fielmente
os valores próprios de valência e as funções de onda (para lá do raio de corte) do átomo
isolado. Contudo, a utilidade do pseudopotencial reside na sua aptidão de reproduzir
o efeito do potencial verdadeiro em vários ambientes químicos. Por outras palavras, é
necessário estudar o potencial quanto à sua transferibilidade.

Uma forma de forçar o pseudopotencial a actuar num dado electrão do mesmo modo
que o verdadeiro potencial é requerer que ele possua as mesmas propriedades de disper-
são. Demonstra-se que, a par da energia do electrão, a derivada logarítmica da função de
onda desempenha um papel crucial na determinação destas propriedades [58]. Os pseu-
dopotenciais que conservam a norma são construídos de tal forma que, para r ≥ rlc, a
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coincidência entre a derivada logarítmica das pseudo-funções de onda e das verdadeiras
funções está garantida. Contudo, o que acabou de se afirmar só é verdade para a ener-
gia de referência εl e os valores próprios dependem do ambiente químico. Para que haja
transferibilidade do pseudopotencial, esta identidade dever-se-ia verificar para todas as
energias de interesse, e não apenas para aquela para a qual se ajustou o pseudopotencial.
Esta condição pode ser aliviada se se restringir o estudo apenas a uma pequena gama de
energias em torno da energia de referência ou, por outras palavras, se apenas se exigir a
igualdade da primeira derivada em ordem à energia das derivadas logarítmicas. Na ver-
dade, a conservação da norma assegura, desde logo, que assim é para r ≥ rlc, uma vez que
[57, 62]

∂

∂εl

d

dr
lnRl(r) = − 2

|Rl(r)|2r2

∫ r

0

dr′ |Rl(r
′)|2r′2. (2.68)

Dado que a condição (2.68) está à partida assegurada, o procedimento passa, em geral, por
simplesmente verificar se a condição é de facto respeitada.

Um outro teste simples consiste em comparar energias de excitação ou a energia de
ionização para o pseudo-átomo e para o átomo com todos os seus electrões. Pode ainda
estudar-se a variação da energia total do átomo livre com a ocupação das orbitais de valên-
cia [63]. Contudo, nenhum dos testes referidos tem em conta que o ambiente que rodeia
os electrões é distinto em situações que não a de referência. Assim, embora o pseudo-
potencial se mantenha, o potencial efectivo altera-se dado que tanto os termos de Hartree
como de troca e correlação dependem da densidade electrónica. Por este motivo, o método
ideal passaria sempre por verificar se o pseudopotencial reproduz com sucesso os cálculos
com todos os electrões em vários ambientes químicos. A forma mais habitual de o fazer
é testar a robustez do pseudopotencial para outras configurações atómicas, ou até mesmo
iónicas.

2.5 Teoria dos Funcionais da Densidade Dependente do Tempo

2.5.1 O Teorema de Runge-Gross

O movimento correlacionado dos electrões em sistemas de muitos corpos tem um papel
preponderante na descrição das características dos espectros desses sistemas [64]. A abor-
dagem directa ao problema consiste em resolver a equação de Schrödinger dependente do
tempo para a equação de onda de N electrões Ψ(~r1, . . . , ~rN , t)

H(~r1, . . . , ~rN , t)Ψ(~r1, . . . , ~rN , t) = i
∂

∂t
Ψ(~r1, . . . , ~rN , t), (2.69)
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em que, mais uma vez, se invocou a forma genérica do hamiltoniano (2.2)

H(~r1, . . . , ~rN , t) = −
N∑
i=1

1

2
∇2
i +

N∑
i=1

vext(~ri, t) +
N∑
i=1

N∑
j>i

1

|~ri − ~rj|
+ Enn, (2.70)

e se omitiu a forma explícita do potencial externo vext(~r, t). Este pode então representar, por
exemplo, a atracção coulombiana dos electrões a um conjunto de núcleos em movimento
ou a interacção com campos externos, como no caso de um sistema iluminado por um feixe
laser.

Resolver a equação (2.69) para o hamiltoniano (2.70) é uma tarefa extremamente difícil.
Foi então que, em 1984, Runge e Gross [22] apresentaram e provaram um teorema que hoje
ostenta os seus nomes e que simplificou substancialmente a forma como se passou a enca-
rar o problema. O teorema central da Teoria dos Funcionais da Densidade Dependente do
Tempo afirma que existe uma correspondência biunívoca entre o potencial externo depen-
dente do tempo vext(~r, t) e a densidade electrónica ρ(~r, t)(13)

ρ(~r, t) = N

∫
d~r2 . . . d~rN |Ψ(~r, ~r2, . . . , ~rN , t)|2, (2.71)

para sistemas de muitos corpos que evoluem no tempo a partir de um dado estado inicial
Ψi = Ψ(~r1, . . . , ~rN , t0) que, note-se, não tem que ser o estado fundamental Ψ0 ou sequer um
estado estacionário do hamiltoniano de (2.70) para t = t0.

As implicações do referido teorema são profundas: a densidade electrónica dependente
do tempo ρ(~r, t) de um sistema que parte de um dado estado inicial Ψi determina, a menos
de uma função dependente (apenas) do tempo14, o potencial externo vext(~r, t) que produz
a dita densidade. Por sua vez, o potencial externo define completamente o hamiltoniano
(2.70) e a equação de Schrödinger dependente do tempo (2.69) pode então, em princípio,
ser resolvida e todas as propriedades do sistema obtidas. Com efeito, a função de onda, de-
terminada a menos de uma fase puramente dependente do tempo, α(t), dada a liberdade
na definição do potencial, pode ser vista como um funcional da densidade e do estado
inicial

Ψ(~r1, . . . , ~rN , t) = e−iα(t)Ψ[ρ,Ψi](~r1, . . . , ~rN , t). (2.72)

13Em que se usou a mesma letra (ρ) que para a densidade do estado fundamental na secção 2.3, pois o
contexto não deverá permitir margem para ambiguidade.

14Esta liberdade é semelhante à que se viu no caso do teorema de Hohenberg-Kohn. De facto, uma função
que depende apenas do tempo não altera a física do problema: se dois potenciais diferirem somente de uma
função com estas características, as funções de onda resultantes diferirão apenas de uma fase puramente
dependente do tempo. Por conseguinte, a densidade electrónica e todos os valores esperados de observáveis
permanecem inalterados.
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Portanto, o valor esperado de qualquer observável O(t) é também um funcional da densi-
dade e do estado inicial

O[ρ,Ψi](t) = 〈Ψ[ρ,Ψi](t)|O(t)|Ψ[ρ,Ψi](t)〉 . (2.73)

Isto é, para um dado estado inicial, a densidade electrónica, uma função de apenas três
variáveis espaciais e do tempo, determina todas as propriedades do sistema de electrões
interactuantes. A Fig. 2.4 esquematiza o teorema.

vext(~r, t)

Ψ(~r1, . . . , ~rN , t)

ρ(~r, t)
RG

Ψi

FIGURA 2.4: Ao resolver a equação de Schrödinger dependente do tempo, o potencial
vext(~r, t) determina a função de onda dependente do tempo Ψ(~r1, . . . , ~rN , t) que descreve
um sistema que partiu inicialmente do estado Ψi. A densidade electrónica ρ(~r, t) é depois
trivialmente determinada. O teorema de Runge-Gross completa o ciclo, ao fazer corres-
ponder à densidade electrónica do sistema que parte do estado Ψi, o potencial externo de
onde o raciocínio partiu.

2.5.2 As equações de Kohn-Sham dependentes do tempo

À semelhança do raciocínio seguido na subsecção 2.3.2, recorrer-se-á a um sistema de
electrões independentes, definido por forma a reproduzir a densidade do sistema de elec-
trões interactuantes de interesse. Assim, todas as propriedades do sistema de electrões
interactuantes podem ser extraídas a partir da densidade deste sistema auxiliar.

Dado que a correspondência biunívoca entre densidades e potenciais dependentes do
tempo pode ser invocada independentemente do tipo de interacção entre as partículas, ela
pode ser aplicada, tal como se viu no caso do teorema de Hohenberg-Kohn para o estado
fundamental, ao caso particular do sistema de electrões independentes [64]. Deste modo,
o potencial externo15 vKS[ρ,ΨKS

i ](~r, t) que resulta na densidade ρ(~r, t) para um sistema de
electrões independentes que parte do estado ΨKS

i , está univocamente determinado.

15Na subsecção 2.3.2, para o caso do estado fundamental, expôs-se detalhadamente o raciocínio que cul-
minou na substituição do potencial externo vs(~r) pelo potencial efectivo vKS[ρ](~r). Repare-se que tal seria
perfeitamente equivalente a concluir que se identificou o potencial externo vs(~r) com vKS[ρ](~r). Assim, faz-se
aqui a associação equivalente para o caso dependente do tempo, sem, contudo, se referirem os detalhes que
a alicerçam.
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Regressando ao sistema de electrões interactuantes de interesse, assume-se de novo que
existe um sistema auxiliar de electrões independentes ou, de forma equivalente, que existe
vKS, para a densidade dependente do tempo do sistema interactuante. Por conseguinte, se
forem {ψi(~r, t) | i = 1, . . . , N} as orbitais que compõem o determinante de Slater do sistema
de electrões independentes16, a densidade do sistema interactuante pode escrever-se

ρ(~r, t) =
N∑
i=1

|ψi(~r, t)|2, (2.74)

em que as orbitais {ψi(~r, t)} satisfazem as equações de Kohn-Sham dependentes do tempo
(cf. Fig. 2.5) [

−1

2
∇2 + vKS[ρ,ΨKS

i ](~r, t)

]
ψi(~r, t) = i

∂

∂t
ψi(~r, t). (2.75)

De forma análoga ao procedimento anteriormente seguido, vKS é decomposto em três ter-
mos

vKS[ρ,ΨKS
i ](~r, t) = vext[ρ,Ψi](~r, t) +

∫
d~r ′

ρ(~r ′, t)

|~r − ~r ′|
+ vxc[ρ,Ψi,Ψ

KS
i ](~r, t), (2.76)

em que o primeiro é o (verdadeiro) potencial externo dependente do tempo, isto é, aquele
a que os electrões interactuantes estão sujeitos, e o segundo é o potencial de Hartree de-
pendente do tempo e representa, como já se viu, a interacção de distribuições de carga
clássicas. A dependência funcional do potencial externo não é, na verdade, de grande re-
levância prática, dado que para cálculos reais ele é escrito descrevendo explicitamente a
física do problema. Por último, o potencial de troca e correlação vxc[ρ,Ψi,Ψ

KS
i ](~r, t) tem que

ser, na prática, aproximado e é definido à custa de (2.76). De facto, este termo, adicionado
ao potencial de Hartree, é igual à diferença entre o potencial que resulta na densidade
ρ(~r, t) num sistema de electrões independentes que parte do estado ΨKS

i , e o potencial que
produz a mesma densidade para um sistema real de electrões interactuantes que parte do
estado Ψi.

A aplicação das ideias descritas inicia-se na escolha de um conjunto (que, em geral,
pode ser seleccionado a partir de uma infinidade de possibilidades) de N orbitais ortonor-
malizadas {ψi(~r, t0)} que reproduzam a densidade do estado inicial ρ(~r, t0) (e a sua pri-
meira derivada em ordem ao tempo). As equações de Kohn-Sham dependentes do tempo
(2.75) propagam depois estas orbitais iniciais.

O funcional de troca e correlação tem "memória", isto é, depende não só da densidade,
mas também da sua história. Contudo, a grande maioria dos funcionais em utilização nos
dias que correm não exibem dependência alguma nessa "memória". São ditos adiabáticos,
no sentido em que a densidade no instante t é simplesmente injectada num funcional para

16Para o caso particular de ΨKS
i , ou seja, para t = t0, as orbitais escrevem-se {ψi(~r, t0) | i = 1, . . . , N}.
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vext(~r, t)

Ψ(~r1, . . . , ~rN , t)

ρ(~r, t)
RG

Ψi

vKS[ρ,ΨKS
i ](~r, t)

{ψi(~r, t) | i = 1, . . . , N}

ρ(~r, t)
RG

ΨKS
i

KS

FIGURA 2.5: Ao admitir a existência de um sistema auxiliar de partículas independentes
com a mesma densidade dependente do tempo que o sistema interactuante, o método de
Kohn-Sham permite obter a densidade do sistema real a partir de orbitais de partícula
única. O único entrave é a forma do potencial vKS[ρ,ΨKS

i ](~r, t), em particular a do termo
de troca e correlação, que é, em rigor, desconhecida.

o estado fundamental [64], isto é

vadiaxc [ρ](~r, t) = vGS
xc [ρ](~r, t). (2.77)

Esta generalização para o caso dependente do tempo de funcionais já conhecidos para a
teoria do estado fundamental deu origem à aproximação adiabática da densidade local
(ALDA), à aproximação adiabática generalizada de gradientes (AGGA) e a extensões adi-
abáticas de funcionais híbridos. De notar ainda que a aproximação mais simples, a ALDA,
de validade à partida restringida a sistemas de variação lenta tanto no espaço como no
tempo, produz bons resultados mesmo para sistemas que se afastam deste limite [64].

2.5.3 Espectros de absorção

Um "espectro" é o nome que normalmente se dá à resposta de uma amostra quando su-
jeita a uma perturbação, que pode ser provocada por um campo electromagnético externo
(fotões) ou por outras partículas (p. ex. electrões ou neutrões). Esta resposta é habitual-
mente representada em função da energia (ou, de forma equivalente, da frequência ou do
comprimento de onda) da partícula incidente. Nesta secção o foco está sobre o cálculo da
resposta óptica de um dado sistema de interesse.

A abordagem proposta passa por aplicar o método de Kohn-Sham da subsecção 2.3.2
para obter as orbitais do estado fundamental {ψi(~r) | i = 1, . . . , N} e a respectiva densidade
electrónica ρ(~r). De seguida, conforme sugerido por Yabana e Bertsch [65], excitam-se
todas as frequências do sistema por aplicação de uma pequena perturbação instantânea κ
às orbitais de partícula única que se acabaram de obter

ψi(~r, t0) = eiκzψi(~r). (2.78)
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O pequeno momento κ é aplicado de forma coerente a todos os electrões do sistema e
tem como consequência a indução de um momento dipolar eléctrico no sistema à medida
que este evolui no tempo. Uma vez na posse das orbitais {ψi(~r, t0) | i = 1, . . . , N} e da
densidade electrónica ρ(~r, t0) que, repare-se, é a densidade do estado fundamental, pode
depois recorrer-se à equação (2.75) para propagar o sistema no tempo, enquanto se regista
a evolução do momento dipolar eléctrico. Este procedimento é repetido para cada uma das
três direcções do espaço cartesiano, o que permite obter o tensor polarizabilidade dinâmica
à custa da transformada de Fourier do momento dipolar eléctrico do sistema [64]

αxz(ω) =
1

κ

∫
dt eiwt[dxz(t)− dxz(t0)], (2.79)

em que αxz(ω) é a polarizabilidade dinâmica segundo a direcção x para radiação pola-
rizada segundo z e de frequência ω. Já [dxz(t) − dxz(t0)] é a componente segundo x do
momento dipolar eléctrico induzido17 no sistema por radiação polarizada segundo z. Os
elementos do tensor da secção eficaz de absorção óptica definem-se

σxz(ω) =
4πω

c
Imαxz(ω), (2.80)

onde c é a velocidade da luz no vácuo e Im designa a parte imaginária do seu argumento.
O espectro pode depois ser obtido a partir da expressão para a função da força do dipolo
(dipole strength function), que se escreve

S(ω) =
c

2π2

[
1

3
Tr σ(ω)

]
, (2.81)

em que Tr σ(ω) é o traço do tensor da secção eficaz de absorção.

As considerações que se acabaram de tecer são válidas até primeira ordem de teoria de
perturbações, ou seja, têm em consideração apenas termos lineares no campo perturbativo.
Para além disso, assume-se que κ é suficientemente pequeno, isto é, que o comprimento de
onda é suficientemente grande quando comparado com as distâncias interatómicas, para
que o problema se encontre no regime de aplicabilidade da aproximação dipolar.

2.6 Tempos de vida de fluorescência

Há cerca de um século, Einstein derivou uma forma de relacionar quantitativamente os
fenómenos de absorção, emissão estimulada e emissão espontânea baseando-se apenas na
compreensão intuitiva que tinha dos processos envolvidos [66]. Aqui, o objectivo é usar

17Repare-se como dxz(t0) é igual ao momento dipolar eléctrico antes de se aplicar a perturbação, dado
que ρ(~r, t0) é ainda a densidade do estado fundamental.
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essas ideias para se perceber o método derivado por Bolton e Archer [18] para extrair o
tempo de vida de fluorescência das moléculas a partir, exclusivamente, do seu espectro de
absorção.

A Fig. 2.6 mostra a forma típica das bandas de energia e dos espectros de absorção e
fluorescência de uma molécula. Todos os estados vibracionais correspondentes à superfí-
cie de Born-Oppenheimer do estado fundamental caem dentro da diferença de energia Eg

correspondente à transição entre os estados vibracionais de menor energia para as duas
superfícies (0-0). Assim sendo, é de esperar que o espectro de absorção fique para lá de νg
(a frequência que corresponde a Eg) e o de fluorescência se situe em frequências inferiores
a νg. É normal que a excitação relaxe sensivelmente a configuração da molécula. Por este
motivo, as superfícies de energia potencial e as frequências vibracionais afastam-se ligeira-
mente do comportamento do estado fundamental. Nesse caso, o máximo de fluorescência
está ainda mais desviado para o vermelho.

E(~R1, . . . , ~RM)

{~R1, . . . , ~RM}

Eg

abs fl

(a) (b)

l

u

l

u

FIGURA 2.6: Sistema de bandas de uma molécula. Em (a) apresentam-se as superfícies de
energia potencial em que os núcleos, na aproximação de Born-Oppenheimer, se movem.
A curva de menor energia corresponde ao estado fundamental electrónico para diferentes
arranjos nucleares {~R1, . . . , ~RM}. Já aquela de energia superior, é a curva equivalente para
o primeiro estado excitado electrónico. Em (b) mostram-se as transições que contribuem
mais decisivamente para o espectro de absorção à temperatura ambiente. Adaptado de
Bolton e Archer [18].

Uma vez que, à temperatura ambiente, a separação entre níveis vibracionais consecuti-
vos é bastante superior a kT , com k a constante de Boltzmann e T a temperatura absoluta,
a maioria das transições na absorção têm origem nos níveis ν = 0 do estado fundamental,
enquanto as transições na fluorescência têm origem nos níveis ν = 0 do estado excitado
(cf. Fig. 2.6). Assim, se as frequências vibracionais dos estados fundamental e excitado
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forem idênticas, os espectros de absorção e fluorescência devem exibir simetria de reflexão
em torno de νg, a frequência associada precisamente a essa transição (0-0). Aqui, far-se-á
justamente essa suposição, isto é, que os espectros de absorção e fluorescência são a ima-
gem no espelho um do outro e que, portanto, se pode extrair toda a informação através dos
dados da absorção. Tal tem a óbvia desvantagem de negligenciar o verdadeiro espectro de
fluorescência e a informação que este contém acerca da superfície de Born-Oppenheimer
do estado fundamental.

Nestas condições, o coeficiente de Einstein para a transição l0 → ub (absorção, cf. Fig
2.6) deve ser o mesmo que para a transição "simétrica" u0 → lb (fluorescência, cf. Fig 2.6).
Esta condição, denominada condição de Birks [67], pode escrever-se

glBlu(νg + δ) = guBul(νg − δ), (2.82)

em que gl é a degenerescência do estado vibracional de energia mais baixa (ν = 0) do
estado fundamental e gu é a degenerescência do estado vibracional equivalente para o
estado excitado. A frequência δ é tal que νa = νl0→ub = νg + δ está na região espectral
de absorção e νf = νu0→lb = νg − δ está na região espectral de fluorescência. Blu(ν) é o
coeficiente de Einstein para a absorção e Bul(ν) o coeficiente de Einstein para a emissão
estimulada. Usando a relação entre o coeficiente de Einstein para a emissão espontânea
Aul e para a emissão estimulada Bul

(18)

Aul =
8πhn3ν3ul

c3
Bul, (2.83)

em que h é a constante de Planck e n o índice de refracção do meio, que aqui se assume
independente da frequência, pode reescrever-se (2.82) como

Blu(νg + δ) =
Aul(νg − δ)c3

8πhn3(νg − δ)3
gu
gl
. (2.84)

A taxa de geração de moléculas excitadas pode escrever-se

dNu

dt
= Blu(ν)ρbb(ν)Nl dν, (2.85)

em que Nu e Nl são as densidades de moléculas no estado electrónico excitado e funda-
mental, respectivamente. ρbb(ν) é a densidade de energia da radiação por unidade de
frequência e é dada, para um corpo negro, pela distribuição de Planck,

ρbb(ν) =
8πhn3ν3

c3
1

ehν/kT − 1
. (2.86)

18Dado que não é habitual na literatura usarem-se unidades atómicas neste domínio da física, também
aqui se evitou o seu uso. Repare-se ainda que B é dado em unidades de [J−1m3s−1] e A em [s−1Hz−1].
Assim, em relação às unidades "habituais", estas quantidades são aqui dadas por unidade de frequência.
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Por outro lado, a mesma taxa pode escrever-se, em termos do coeficiente de absorção α(ν)

[m−1] e do fluxo de fotões incidentes j(ν) [fotões m−2s−1Hz−1], como

dNu

dt
= α(ν)j(ν) dν. (2.87)

Em termos da secção eficaz de absorção19, o coeficiente de absorção escreve-se

α(ν) = σ(ν)Nl, (2.88)

e, se for c/n a velocidade de um fotão, pode escrever-se

j(ν) =
ρbb(ν)

hν

c

n
. (2.89)

Inserindo estas relações em (2.87), obtém-se

dNu

dt
=
σ(ν)c

hnν
ρbb(ν)Nl dν. (2.90)

Comparando (2.85) com (2.90) pode identificar-se

Blu(ν) =
σ(ν)c

hnν
, (2.91)

que se pode agora substituir em (2.84):

σ(νg + δ)c

hn(νg + δ)
=

Aul(νg − δ)c3

8πhn3(νg − δ)3
gu
gl
, (2.92)

que rearranjando e substituindo νa = νg + δ e νf = νg − δ = 2νg − νa produz

Aul(νf) = Aul(2νg − νa) =
8πn2

c2
gl
gu

(2νg − νa)3

νa
σ(νa). (2.93)

Como Aul(νf) é dado por unidade de frequência, o tempo de vida de fluorescência τ é
obtido não pela simples inversão deste coeficiente, mas pelo inverso da sua integral sobre
toda a banda de absorção:

τ−1 =

∫
dνaAul(2νg − νa) =

8πn2

c2
gl
gu

∫
dνa

(2νg − νa)3

νa
σ(νa). (2.94)

A expressão (2.94) pode agora ser avaliada usando valores experimentais ou teóricos para
o índice de refracção do meio e para a secção eficaz de absorção. Evidentemente, a aproxi-
mação dada para o tempo de vida será tanto melhor quanto melhor a relação de simetria
entre os espectros de absorção e fluorescência.

19Em que, em termos do tensor que se discutiu na subsecção 2.5.3, a grandeza escalar σ(ν) introduzida na
equação (2.88) é igual a 1

3 Trσ(ν).
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Capítulo 3

Simulando as coenzimas NADH e FAD

3.1 Visão geral da simulação

O objectivo deste capítulo é expor as diferentes etapas da simulação levada a cabo, bem
como os resultados obtidos em cada uma dessas fases. Contudo, para que se possa delinear
o trajecto a seguir até à obtenção dos espectros finais, é indispensável, em primeiro lugar,
conhecer com rigor as moléculas que se pretendem estudar. A Fig. 3.1 expõe a estrutura da
coenzima dinucleótido de adenina nicotinamida (NADH) na sua forma protonada.

NADH adenina
nicotinamida

fosfato

ribose

FIGURA 3.1: Estrutura molecular da coenzima NADH, C21H29N7O14P2. Mostram-se
ainda a adenina, a nicotinamida, uma das riboses e um dos grupos fosfato que compõem
a molécula. Adaptado de ChemSpider [68].

A molécula é composta por cinco espécies atómicas distintas: hidrogénio (H), carbono
(C), azoto (N), oxigénio (O) e fósforo (P), o mesmo acontecendo com a coenzima dinucleó-
tido1 de adenina flavina (FAD) representada na Fig. 3.2. Nas suas estruturas é possível

1Na verdade, e apenas como curiosidade, o FAD não é um dinucleótido no sentido estrito do termo [69].
De facto, um nucleótido é formado a partir de pelo menos um grupo fosfato e de um nucleósido. Estes,
por sua vez, são constituídos por uma base azotada, de que são exemplo a adenina ou a flavina, e por uma
molécula de açúcar com cinco átomos de carbono, a ribose ou a desoxirribose. Ora, acontece que flavina está
na realidade ligada a um álcool, o ribitol, que resulta da redução da ribose. Deste modo, o nome da molécula
é algo enganador.
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identificar vários grupos funcionais, em particular aqueles que são responsáveis pela sua
cor, os cromóforos. Estes podem ser definidos como as entidades moleculares em que a
transição electrónica responsável por uma dada banda espectral se encontra aproxima-
damente localizada [70]. Acontece que os cromóforos orgânicos são caracterizados pela
presença de sistemas conjugados π [71]. Estas ligações conjugadas podem, usualmente,
ser representadas por ligações simples e duplas alternadas, tal como habitualmente se faz,
por exemplo, para a estrutura de ressonância do benzeno. Para o caso do FAD, os grupos
da adenina e da flavina são, portanto, facilmente identificáveis como os seus dois grupos
cromóforos. Já para o caso do NADH, podem tecer-se algumas considerações adicionais
que certamente ajudarão a esclarecer a relevância do papel desempenhado pelos cromófo-
ros nas propriedades espectroscópicas das moléculas.

FAD
adenina

flavina

fosfato

ribose

ribitol

FIGURA 3.2: Estrutura molecular da coenzima FAD, C27H33N9O15P2. Assinalam-se ainda
a adenina, a flavina, a ribose, o ribitol e um dos grupos fosfato que compõem a molécula.
Adaptado de ChemSpider [72].

Quando a molécula de NAD+ é reduzida, o anel de piridina perde a sua aromaticidade
(comparar Fig. 3.1 e Fig. 3.3) e há uma alteração das suas propriedades espectroscópicas
[73]. Com efeito, tanto a adenina como a nicotinamida têm máximos de absorção para
260 nm, o que confere ao NAD+ uma banda de absorção intensa nesta região. A perda das
propriedades cromóforas da nicotinamida aquando da redução implica uma quebra na
intensidade de absorção nos 260 nm e o aparecimento de um novo pico nos 340 nm. A Fig.
3.4 mostra os espectros de absorção da adenina, do NAD+ e do NADH. Esta característica
dos grupos cromóforos reterem a sua identidade mesmo quando inseridos em moléculas
de dimensões superiores2 é o que torna estes sistemas em particular e as moléculas em que
estão inseridos tão interessantes do ponto de vista das propriedades espectrais.

2Tal não seria verdade se os cromóforos estivessem ligados por um sistema conjugado π, circunstân-
cias em que o sistema poderia ser tratado como apenas um único cromóforo e a identidade individual dos
cromóforos iniciais se desvaneceria.
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FIGURA 3.3: O anel de piridina (o único anel visível na figura) do grupo nicotinamida
exibe, no NAD+, um sistema de ligações conjugadas que se perde aquando da redução a
NADH. Adaptado de ChemSpider [74].

As coenzimas foram simuladas na sua forma protonada, tal como se apresentam nas
Figs. 3.1 e 3.2. Não obstante, é essencial reter que, ao pH fisiológico [7.0−7.4] [75], o NADH
se apresenta maioritariamente como um anião duplamente carregado, NADH(2-), e o FAD
como um anião triplamente carregado, FAD(3-). A circunscrição do estudo a moléculas
electricamente neutras permite, por enquanto, colocar de parte eventuais obstáculos que
possam advir da localização de carga nos respectivos aniões [76]. Para além disso, os
cálculos foram levados a cabo supondo as moléculas isoladas, isto é, em fase gasosa, não
se incluindo, por conseguinte, quaisquer efeitos de polarização de solvente.
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FIGURA 3.4: Os espectros de absorção das moléculas NAD+ e NADH foram extraídos de
Nelson et al. [77] e o da adenina de Dixon et al. [78] já em função do comprimento de
onda, λ. O espectro da adenina foi ainda renormalizado para que o seu pico nos 260 nm
coincidisse, em altura, com o pico correspondente do NAD+. Como a redução do NAD+ a
NADH é acompanhada do aparecimento de um pico nos 340 nm, a evolução dessa mesma
reacção pode ser acompanhada registando a absorção nessa região espectral [77].
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Optimização de geometria (UFF)

Optimização de geometria (HF)Pseudopotencial do fósforo (DFT)

Optimização de geometria (DFT)

Estado fundamental (DFT)

Propagação no tempo (TDDFT)

Espectros de absorção (Aprox. Dipolar)

Tempos de vida (Espectros simétricos)

FIGURA 3.5: Para cada etapa da simulação, escreve-se ainda o método ou aproximação
fundamental que a tornou possível (ver corpo do texto). O código de cores é tal que a
cada uma corresponde um programa diferente: rosa para o Avogadro, cinzento para o
MOPAC R©, amarelo para o APE, laranja para o Octopus e azul para o MATLAB R©.

A Fig. 3.5 resume a sequência de passos que culminaram na obtenção dos espectros de
absorção e tempos de vida de fluorescência. Em primeira instância, optimizou-se a geome-
tria de ambas as moléculas usando três abordagens distintas: simples mecânica molecular
(campo de forças universal - UFF) utilizando o Avogadro [79, 80]; método de Hartree-Fock
(HF) utilizando o MOPAC R© [81]; e Teoria dos Funcionais da Densidade (DFT) utilizando
o Octopus [82–85]. Após determinação do estado fundamental ainda em DFT e também
com o Octopus, fez-se uso da Teoria dos Funcionais da Densidade Dependente do Tempo
(TDDFT) para obter o a evolução do momento dipolar do sistema com o tempo ainda com
o mesmo programa. O Octopus providencia ainda uma pequena ferramenta auxiliar que
permite a obtenção directa dos espectros de absorção. Contudo, o código original não in-
clui um pseudopotencial para o fósforo, ao contrário do que acontece para as outras espé-
cies atómicas das moléculas em causa. Assim, utilizou-se o APE [58, 86] para gerar o dito
pseudopotencial, essencial à construção pelo Octopus do potencial efectivo de Kohn-Sham
onde se movem os electrões de valência das moléculas. Por último, a análise numérica do
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espectro permitiu a obtenção dos tempos de vida, admitindo que os espectros de absorção
e fluorescência são a imagem no espelho um do outro. Este curto passo e todos os ou-
tros que tenham envolvido tratamento de dados ou geração de gráficos foram executados
usando o MATLAB R© [87].

3.2 O pseudopotencial do fósforo

O pseudopotencial do fósforo foi obtido segundo o esquema de Troullier-Martins, tal
como delineado na subsecção 2.4.2. O programa utilizado, o APE, é um gerador de pseu-
dopotenciais atómicos construído no quadro da Teoria dos Funcionais da Densidade. Uma
peça fundamental da teoria é, como se viu, o funcional de troca e correlação. A oferta neste
campo é variadíssima, dado que o APE recorre à biblioteca libxc [88], uma vasta colecção
de aproximações para o funcional de troca e correlação. Os cálculos aqui efectuados utili-
zaram sempre a LDA e, em particular para o termo de correlação, a formulação de Perdew
e Wang [89].

Em primeiro lugar, obtêm-se as orbitais de Kohn-Sham com todos os electrões, em par-
ticular a sua parte radial RAE

nl (r). Neste caso, a carga nuclear é Z = 15 e, por conseguinte,
a configuração electrónica escreve-se 15P: [Ne] 3s2 3p3. A Fig. 3.6 mostra a densidade de
probabilidade radial associada às orbitais de valência obtidas num cálculo com todos os
electrões.
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FIGURA 3.6: Densidade de probabilidade radial para as orbitais de valência do fósforo
obtidas num cálculo com todos os electrões (AE).
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Dado que se usarão as verdadeiras funções de onda RAE
3l (r) para construir as pseudo-

funções de onda RPP
l (r) e, em última instância, o pseudopotencial wl(r), é conveniente

gerar também a função de onda radial correspondente às orbitais 3d, pois tal assegura uma
componente de momento angular adicional na soma, idealmente infinita, da expressão
(2.57). Acontece, no entanto, que os estados 3d são não ligados e a respectiva função de
onda radial, ao invés de tender a zero no infinito, diverge. A representação da dita função
pode ser encontrada no apêndice A.

As pseudo-funções de onda podem agora ser obtidas. A Fig. 3.7 mostra a densidade
de probabilidade radial que corresponde a cada uma dessas funções. Repare-se na sua
suavidade. Assinalam-se ainda os raios de corte rlc, limite a partir do qual as funções
reproduzem, por construção, aquelas da Fig. 3.6. Mais uma vez, a função respectiva para
os estados 3d pode ser encontrada no apêndice A.
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FIGURA 3.7: Densidade de probabilidade radial correspondente às pseudo-funções de
onda obtidas pelo método de Troullier-Martins. Os raios de corte para cada uma das
funções estão também demarcados.

Uma vez na posse das pseudo-funções de onda, trata-se apenas de recorrer às equações
(2.61) e (2.62) para obter o pseudopotencial já na sua forma final, não blindada. É este
potencial, em conjunto com os das outras espécies atómicas já incluídos no Octopus, que
vai permitir a construção do potencial externo vext(~r) em que os electrões de valência das
moléculas se movem. A Fig. 3.8 mostra os resultados obtidos.

A suavidade do pseudopotencial encontrado deve-se, em grande parte, à escolha dos
raios de corte. De facto, estes foram seleccionados por forma a favorecer a suavidade do
pseudopotencial, sem no entanto descurar a sua transferibilidade e capacidade de pro-
duzir resultados realistas. Um dos testes que se discutiu na subsecção 2.4.3 tinha que
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FIGURA 3.8: Pseudopotencial gerado para o fósforo. A suavidade das diferentes compo-
nentes angulares, uma característica dos pseudopotenciais de Troullier-Martins, está bem
evidente.

ver com a coincidência das derivadas logarítmicas das verdadeiras funções de onda e das
pseudo-funções de onda que, para energias próximas daquela para a qual se ajustou o
pseudopotencial, deveria ser bastante boa. No APE, esta verificação é levada a cabo cal-
culando as derivadas logarítmicas das funções de onda, como função do valor próprio εl,
tanto para o potencial com todos os electrões, como para o pseudopotencial, para um raio
superior aos raios de corte [90]. Neste caso, como o raio de corte para a função de onda
3d é 2.35a0, escolheu-se um raio de teste de 2.4a0. Repare-se na Fig. 3.9 como, de facto, se
verifica a coincidência para valores de energia em redor dos valores próprios para os quais
se ajustou o pseudopotencial (Tabela 3.1).

Estado εl [Eh]

3s −0.51231
3p −0.20607
3d 0.00000

TABELA 3.1: Valores próprios associados às orbitais de valência do átomo de fósforo.
Recorde-se que há degenerescência no número quântico m.

Realizou-se ainda um segundo teste que consistiu em comparar a energia de ionização
obtida num cálculo com todos os electrões (AE), com aquela obtida num cálculo conside-
rando apenas os electrões de valência sujeitos ao pseudopotencial (PP). Para o primeiro
cálculo, utilizou-se novamente o APE, enquanto para o segundo se utilizou o Octopus.
O Octopus recorre também à biblioteca libxc para providenciar uma vasta gama de fun-
cionais de troca e correlação. Não obstante, em todos os cálculos efectuados com o dito
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FIGURA 3.9: A figura representa, em escala logarítmica, o módulo da diferença entre as
derivadas logarítmicas das verdadeiras funções de onda e das pseudo-funções de onda
em função do valor próprio para um raio de teste de 2.4a0.

programa, e à semelhança do que se fez com o APE, utilizou-se sempre a LDA. Contudo,
para o termo de correlação, empregou-se uma formulação distinta, por Perdew e Zunger
[91]. A Tabela 3.2 mostra que os resultados obtidos são, de facto, compatíveis entre si.

E. Ionização (AE) [Eh] E. Ionização (PP) [Eh] Erro [%]

0.361136 0.361115 0.006

TABELA 3.2: Comparação das energias de ionização do fósforo obtidas por um cálculo
com todos os electrões (AE) e por um cálculo apenas com os electrões de valência sujeitos
ao pseudopotencial (PP). O erro é relativo ao cálculo efectuado com o potencial para todos
os electrões.

Por último, comparação com pseudopotenciais disponíveis para utilização livre [92],
permitiu estabelecer definitivamente os valores dos raios de corte a usar.

3.3 Optimizações de geometria

Optimizar a geometria de uma molécula é, no fundo, tentar o encontrar o mínimo da
superfície de Born-Oppenheimer do estado fundamental (cf. Fig. 2.6). Essa superfície
é na realidade uma hipersuperfície, pois depende das coordenadas de todos os M nú-
cleos do sistema. De facto, se se subtraírem os graus de liberdade de rotação e translação,
facilmente se percebe que a energia do estado fundamental electrónico depende (parame-
tricamente) de 3M − 6 coordenadas. A tarefa de encontrar o mínimo absoluto é, pois,
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extremamente difícil. Os algoritmos mais comuns procuram, assim, determinar a configu-
ração de menor energia mais "próxima" da configuração inicial. Actualmente, há alguma
variedade nos métodos de optimização disponíveis: descida mais íngreme, gradiente con-
jugado, Newton-Raphson, algumas variações destes, outros que utilizam aproximações da
matriz Hessiana3 e ainda alguns mais recentes, como o FIRE [93].

O processo de optimização levado a cabo sobre cada uma das moléculas pode ser divi-
dido em três grandes fases. Na primeira, utilizou-se o Avogadro para, no caso do NADH,
gerar uma estrutura tridimensional a partir da estrutura bidimensional original [94, 95].
Este passo é conseguido à custa de um conjunto de regras, isto é, geometrias típicas,
que o Avogadro extrai da biblioteca Open Babel [96] e aplica átomo a átomo por forma
a conseguir gerar uma estrutura tridimensional. De seguida, e ainda usando o Avoga-
dro, optimizou-se a geometria utilizando mecânica molecular, isto é, modelos de mecânica
clássica aplicados a sistemas moleculares4. Neste contexto, aplicou-se o campo de forças
universal (UFF), desenvolvido por Rappe et al. [97], cuja parametrização é feita, exclusi-
vamente, à custa do elemento em causa, da sua hibridação e conectividade. O algoritmo
de optimização seleccionado foi o método da descida mais íngreme. No caso da coenzima
FAD, como a estrutura original tinha já informação tridimensional [98, 99], procedeu-se de
imediato à optimização de geometria tal como descrita acima.

A segunda fase de optimização consistiu em fazer uso do MOPAC R© que utiliza uma
abordagem teórica distinta, o método de Hartree-Fock, e que, por conseguinte, dará ori-
gem a uma nova geometria. Para uma dada configuração molecular, as forças sobre cada
núcleo podem ser calculadas pelo teorema de Hellmann-Feynman [100]. A minimização é
pois levada a cabo usando um algoritmo implementado por Baker [101], que utiliza, além
da energia e do seu gradiente (forças sobre os núcleos), estimativas locais da matriz Hes-
siana. É, no fundo, uma expansão em série de Taylor até segunda ordem da energia em
torno de um dado ponto.

O MOPAC R© utiliza orbitais atómicas para formar a base (finita) de funções espaciais
de que se falou na subsecção 2.2.2. As orbitais moleculares são assim combinações lineares
de orbitais atómicas (LCAO). Acontece que este programa utiliza métodos semi-empíricos
para parametrizar e simplificar as integrais que surgem envolvendo as orbitais atómicas
da base. Por exemplo, alguns métodos negligenciam todos os termos que envolvam o
produto de orbitais atómicas, funções das coordenadas do mesmo electrão, pertencentes
a átomos distintos. O hamiltoniano usado, o PM7, é uma derivação dos métodos desta
família.

3A matriz Hessiana é uma matriz quadrada que contém as derivadas parciais de segunda ordem de uma
função escalar. Descreve, portanto, a curvatura local de uma função de muitas variáveis.

4Por exemplo, é recorrente usar a energia potencial do oscilador harmónico para modelar a energia as-
sociada a uma ligação química entre dois átomos. Note-se ainda que, neste contexto clássico, não faz muito
sentido pensar em superfícies de Born-Oppenheimer. Ainda assim, embora de diferente origem teórica, não
se deixa de ter uma superfície de energia potencial para a qual se pretende encontrar um mínimo local.
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A terceira e última fase de optimização foi conduzida pelo Octopus usando Teoria dos
Funcionais da Densidade. Como já se mencionou, usou-se a LDA para aproximar o funci-
onal de troca e correlação e, nomeadamente para o termo de correlação, a formulação de
Perdew e Zunger [91]. O potencial externo, vext(~r), é construído à custa do pseudopotencial
do fósforo e de todas as outras espécies atómicas que compõem as moléculas, tal como se
viu na secção 3.1. Em cálculos em que os átomos se podem mover, é especialmente impor-
tante filtrar as componentes de Fourier dos pseudopotenciais de frequência mais elevada
que a própria grelha de simulação (cf. Tabela 3.3). Com este propósito, usou-se o filtro
proposto por Tafipolsky e Schmid [102].

Também nesta abordagem as forças sobre os núcleos5 podem ser obtidas, para uma
dada configuração, pelo teorema de Hellmann-Feynman. O algoritmo de optimização
aplicado dá pelo acrónimo FIRE (fast inertial relaxation engine, motor de rápida relaxação
inercial) e tem a peculiaridade de se basear nas equações do movimento clássicas de um
corpo que se move sujeito à acção não só da força calculada explicitamente acima, mas
também de uma outra componente que tende a alterar a direcção da velocidade mais ra-
pidamente a favor da descida mais íngreme [93].

3.4 Os espectros de absorção das coenzimas

Uma vez optimizada a geometria das moléculas, pode agora fazer-se uso do procedi-
mento delineado na subsecção 2.5.3 para obter os espectros de absorção das coenzimas. Tal
envolve a determinação do estado fundamental, usando Teoria dos Funcionais da Densi-
dade, e a propagação no tempo das orbitais, inicialmente perturbadas, utilizando a exten-
são dependente do tempo da teoria.

Em linha com o se explicou até aqui, instruiu-se o Octopus de forma a usar o mesmo
funcional de troca e correlação, bem como os mesmos pseudopotenciais. Contudo, torna-
se ainda relevante expor alguns dos parâmetros da simulação efectuada6. O Octopus tra-
balha sobre uma grelha linear no espaço real. Sobre essa grelha, é necessário restringir o
cálculo a uma região finita do espaço, a caixa de simulação. Esta foi construída à custa
da adição de esferas centradas em cada um dos átomos da molécula. Esta forma da caixa
permite minimizar o volume de simulação em relação a outras construções que fazem uso,
por exemplo, de sólidos geométricos, como um paralelepípedo ou uma esfera, que englo-
bem toda a molécula como um todo. O raio das ditas esferas e o parâmetro de grelha

5Na realidade, e tal como se passa com o MOPAC R©, ao usar pseudopotenciais subentende-se que apenas
se trata explicitamente da energia electrónica associada ao electrões de valência. Assim, estes "núcleos" são
na realidade iões, formados pelos verdadeiros núcleos atómicos e os electrões do caroço.

6O Octopus, à semelhança do MOPAC R© ou do APE, têm inúmeros parâmetros ajustáveis e aqueles que
se apresentam são apenas uma diminuta amostra de todos eles. Evidentemente, tomaram-se os valores
padrão dos respectivos programas para todos os parâmetros que não se mencionam.
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(distância entre primeiros vizinhos) foram escolhidos com base em testes de convergência
da energia do estado fundamental do átomo de fósforo. A Tabela 3.3 resume os parâme-
tros usados. Dela constam também aqueles parâmetros que descrevem a propagação no
tempo: o momento aplicado, que deve ser pequeno o suficiente para que se torne aplicável
a aproximação dipolar tal como se viu na subsecção 2.5.3, o tempo de total de propagação
do qual depende a resolução do espectro e o passo de cada iteração no tempo que deve
ser escolhido por forma a garantir a convergência do método. Logicamente, quanto maior
ele for, mais rapidamente se atinge o tempo total de propagação e menor será o tempo
computacional necessário.

Parâmetro Valor

Forma da caixa Esferas centradas nos átomos
Raio 6 Å
Parâmetro de grelha 0.1 Å

Momento aplicado κ 0.1 Å
−1

Tempo de propagação (NADH) 17.5 h̄/eV
Tempo de propagação (FAD) 9.03 h̄/eV
Passo de tempo 0.0007 h̄/eV

TABELA 3.3: Parâmetros de simulação do Octopus. Aqueles relativos à grelha e à caixa de
simulação são transversais a todos os cálculos: optimização de geometria, estado funda-
mental e propagação no tempo. Os restantes referem-se, logicamente, apenas ao último
destes tipos de cálculo.

A Fig. 3.10 representa o espectro de absorção obtido para a coenzima NADH. A com-
paração com o espectro experimental, a sombreado na mesma figura, mostra que há um
pequeno desvio para o vermelho dos dois picos que caracterizam a resposta espectral.
Uma possível justificação para este facto passa pelo comportamento assimptótico do po-
tencial de Kohn-Sham, em particular do termo de troca e correlação na LDA, que tende
exponencialmente a zero, uma queda demasiado abrupta para o que seria expectável aten-
dendo à forma do potencial de Coulomb, apenas inversamente proporcional à distância
entre cargas [53]. Por outro lado, e embora seja difícil prever e avaliar antecipadamente os
efeitos de polarização do solvente, é possível que eles se encontrem na origem de um ou
ambos os desvios.

A Fig. 3.11 mostra o espectro de absorção obtido para a coenzima FAD. Desta feita, os
picos parecem concordar em posição com a experiência, mas não em largura. A verdade
é que, com o nível de teoria que se usou, não se deveria esperar sequer qualquer concor-
dância ao nível da dita largura. Com efeito, uma vez que a teoria se restringe ao estudo
do problema electrónico, todos os estados associados à vibração, rotação ou translação nu-
clear estão, simplesmente, inacessíveis. Ora, se, experimentalmente, a largura dos picos
está associada, em parte, precisamente a estes estados, ela nunca será, neste âmbito, repro-
dutível. Por outro lado, a largura dos picos está, também, directamente relacionada com
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FIGURA 3.10: A figura expõe o espectro de absorção calculado para a molécula NADH
sobre o espectro de Nelson et al. [77] a sombreado. Nota-se um pequeno desvio para o
vermelho característico da LDA.

o facto do estado ter um dado tempo de vida finito. Acontece que o processo delineado
na subsecção 2.5.3 introduz uma certa quantidade de energia no sistema, mas a natureza
da equação de Schrödinger não permite que tal energia seja jamais libertada. Por outras
palavras, o sistema permanecerá indefinidamente num estado excitado. Esta inibição de
relaxar, traduz-se, na prática, num tempo de vida indefinidamente grande. Assim, se os
tempos de propagação da Tabela 3.3 fossem estendidos a infinito, a tendência seria que
os picos obtidos assumissem a forma da função generalizada delta de Dirac. Qualquer
tempo de propagação finito, traduz-se numa largura também finita, mas apenas por força
de incertezas puramente numéricas.

Os tempos de vida de fluorescência podem agora ser obtidos por aplicação de (2.94).
Tem apenas que se definir o domínio de integração de νmin

a a νmax
a , e as constantes n, o índice

de refracção do meio celular [105], gl/gu, o quociente dos graus de degenerescência do
primeiro estado vibracional correspondente ao estado fundamental e ao primeiro estado
excitado electrónico (que se assumiram idênticos), e νg, a frequência associada à transição
entre esses dois estados. Esta última foi escolhida por forma a que o domínio de integração,
que se escolheu, por simplicidade de νg a 2νg, ficasse abaixo do limiar de validade da teoria
que se usou7. Por outro lado, também se procurou estabelecer νg em torno da frequência
que, experimentalmente, separaria os domínios de absorção e fluorescência [15]. A Tabela
3.4 resume os valores seleccionados.

Se se atentar no facto de que σ(νa), que figura na equação (2.94), verifica a regra de soma

7Este limiar é usualmente estimado pelo valor absoluto da energia do estado fundamental da última
orbital de Kohn-Sham ocupada.
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FIGURA 3.11: A curva correspondente ao espectro de absorção calculado para a molé-
cula FAD encontra-se sobreposta ao espectro obtido experimentalmente por Kao et al.
[103] em solução tampão, pH 7.4. A largura dos picos do espectro aqui calculado não é,
por natureza, comparável àquela dos picos experimentais. Este espectro tem uma resolu-
ção anormalmente boa para o baixo tempo de propagação, tal deve-se à aplicação de um
algoritmo denominado aquisição comprimida [104], uma alternativa à transformada de
Fourier para a análise de sinais.

de Thomas-Reiche-Kuhn [106–108] e que, por conseguinte, a sua integral deve ser uma
constante, parece evidente que a integral de (2.94) deve depender da sua forma. Assim,
como esta depende do tempo de propagação computacional, os tempos de vida obtidos
não são comparáveis com a experiência. Podem, contudo, ser comparáveis entre si, se
obtidos a partir de espectros de absorção propagados durante o mesmo intervalo de tempo
(que, no presente caso, está obviamente limitado pelo valor do tempo de propagação para
o FAD, ver Tabela 3.3). Com o intuito de aprimorar este estudo, analisou-se uma terceira
molécula, de dimensões bastante inferiores às coenzimas com que se tem vindo a lidar, o
Indol [109], cuja estrutura está representada na Fig. 3.12.

FIGURA 3.12: Estrutura molecular do Indol, C8H7N. Adaptado de ChemSpider [109].
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Molécula Constante Valor

Todas n 1.36
gl/gu 1

NADH
νg 720 THz (∼ 416 nm)
νmin
a 720 THz (∼ 416 nm)
νmax
a 1140 THz (∼ 208 nm)

FAD
νg 545 THz (∼ 550 nm)
νmin
a 545 THz (∼ 550 nm)
νmax
a 1090 THz (∼ 275 nm)

Indol
νg 800 THz (∼ 375 nm)
νmin
a 800 THz (∼ 375 nm)
νmax
a 1600 THz (∼ 187 nm)

TABELA 3.4: Definição das constantes e limites de integração para o cálculo dos tempos
de vida das coenzimas e de uma outra molécula, o Indol, por via de (2.94).

O espectro obtido, com o mesmo de tempo de propagação que para o NADH, é o que
se apresenta na Fig. 3.13. O domínio de integração está definido na Tabela 3.4. Os tem-
pos de vida obtidos para as três moléculas constam da Tabela 3.5. Como se referiu, não é
possível fazer uma comparação directa entre os tempos de vida obtidos com o nível de te-
oria aplicado e aqueles adquiridos experimentalmente. Contudo, e embora não se tenham
incluído efeitos de solvente, a maiores tempos de vida experimentais, correspondem tam-
bém maiores tempos de vida calculados.

Molécula Tempo de vida calculado Tempo de vida experimental

NADH ∼ 24 ns ∼ 0.4 ns (solução tampão, pH 7.0)
FAD ∼ 42 ns 2 ns (soluções tampão, pH 5 a 9); 3 ns (células HeLa)
Indol ∼ 49 ns 7.66 ns (ciclohexano); 4.10 ns (etanol)

TABELA 3.5: Tempos de vida obtidos com tempo de propagação limitado a 9.03 h̄/eV.
Entre parêntesis indicam-se os solventes no seios dos quais os tempos de vida foram me-
didos. O tempo de vida experimental para o NADH foi extraído de Lakowicz et al. [19],
para o FAD de Islam et al. [15] e para o Indol de Gryczynski et al. [111].
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FIGURA 3.13: A curva correspondente ao espectro de absorção calculado para a molécula
Indol encontra-se sobreposta ao espectro obtido experimentalmente por Kumar T. et al.
[110] com um cristal da molécula. Também neste caso se nota um desvio para o vermelho
do pico de maior comprimento de onda.
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Capítulo 4

Conclusões

Técnicas de diagnóstico, rápidas e não-invasivas, baseadas em imagiologia de fluores-
cência têm o potencial para ligar as características bioquímicas e morfológicas dos tecidos
à assistência médica ao paciente. Com efeito, as propriedades de fluorescência das coenzi-
mas NADH e FAD podem ser exploradas como importantes indicadores metabólicos. Em
particular, quando comparado com medidas de intensidade de fluorescência, o tempo de
vida é uma sonda mais sensível ao ambiente químico que rodeia o fluróforo e parece ter
maior capacidade de discriminação entre as formas livres e ligadas aos respectivos com-
plexos enzimáticos da cadeia transportadora [10]. Não obstante, esta permanece uma ob-
servação puramente experimental que seria interessante alicerçar num cálculo teórico em
que eventuais alterações no tempo de vida são mais facilmente identificáveis com alguma
perturbação no ambiente em que a molécula se encontra.

Correntemente, considera-se que o NADH ligado apresenta um tempo de vida supe-
rior àquele que apresenta enquanto entidade livre dentro da célula. Já para o FAD, é a
fracção livre que parece decair mais lentamente [10]. Ora, se em primeira instância a dis-
criminação entre as duas componentes pode ser simplesmente conseguida por uma análise
comparativa dos tempos de vida, verificar esta diferença computacionalmente seria já bas-
tante relevante.

O trabalho que aqui se conclui, embora não contemple os complexos enzimáticos a
que as coenzimas se ligam, fornece já um importante indicador acerca da concordância
entre teoria e experiência para a comparação dos tempos de vida. De facto, os tempos de
vida de fluorescência obtidos para as coenzimas NADH e FAD e para o Indol verificam
a relação de ordem dos tempos experimentalmente obtidos. Assim, futuramente, seria da
maior importância incluir os complexos enzimáticos na simulação, por forma a comprovar
definitivamente que também os tempos de vida das fracções ligadas se relacionam correc-
tamente com os das componentes livres. Isto é, que para o NADH ligado se obtém um
tempo de vida superior e para o FAD ligado se obtém um tempo de vida inferior.

Neste ponto, a inclusão das enzimas parece, de facto, ser o passo lógico a seguir. Não
obstante, numa fase posterior da investigação em que se equacione a obtenção explícita do
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tempo de vida e dos espectros de fluorescência por relaxação do sistema excitado, poderá
já tornar-se relevante a inclusão dos efeitos de solvente para aprimorar os resultados ob-
tidos. Por outro lado, a investigação das consequências de se usar a forma não protonada
(base conjugada) das coenzimas fica, também, em aberto.
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Apêndice A

Funções de onda 3d do fósforo
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FIGURA A.1: Densidade de probabilidade radial para as orbitais 3d do fósforo obtidas
num cálculo com todos os electrões (AE). Em cima, o eixo horizontal termina, por forma
a permitir comparação directa com a Fig. 3.6, em r = 7.5a0. Em baixo, a representação
termina em r = 50a0 para dar uma melhor perspectiva sobre o verdadeiro comporta-
mento da função. Comparem-se as escalas horizontal e vertical com as da Fig. 3.6. Dado
tratarem-se de estados não ligados, a função de onda não tende a zero e diverge à medida
que a distância ao centro do átomo aumenta.
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FIGURA A.2: Densidade de probabilidade radial correspondente à pseudo-função de
onda obtida pelo método de Troullier-Martins. As diferenças para o gráfico da Fig. A.1
abaixo do raio de corte são mínimas, tal como seria de esperar dada a forma simples,
sem estrutura, da função de onda verdadeira e das condições impostas sobre o polinómio
(2.66) durante construção da pseudo-função de onda.
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