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Resumo

O presente trabalho pretende aprofundar o estudo de trés indices bolsis-
tas europeus, PSI 20, IBEX 35 e DAX 30, utilizando para tal uma aborda-
gem recente, a analise com onduletas. As caracteristicas tnicas das séries
financeiras, como a auséncia de estacionaridade, a presenca de clusters de
volatilidade e do efeito alavanca, exigem uma ferramenta minuciosa capaz
de analisar profundamente a série. A analise com onduletas permite realizar
a decomposicao da série em varios niveis de detalhe e de aproximacao, tendo
em conta o dominio do tempo e o dominio da frequéncia simultaneamente.
A relacao entre os rendimentos dos trés indices em estudo é avaliada utili-
zando uma abordagem baseada em onduletas. Os resultados mostram como
estes trés indices bolsistas se encontram bem correlacionados para frequén-
cias baixas.

Palavras Chave: Onduleta, Transformada discreta com onduleta, Transformada con-
tinua com onduleta, Andlise multiresolucdo, Transformada discreta com onduleta de
maxima sobreposicao

Abstract

The aim of this work is to develop the study of three european stock
market indexes, PSI 20, IBEX 35 and DAX 30, using a very promising
tool called: wavelet analysis. Time series of financial asset returns often
exhibit volatility clustering and leverage effects which require a great tool,
capable of decomposing a time series in a set of detail and approximation
coefficients into a time-frequency space. The link between the three stock
market indexes is analised with a wavelet-based measure. The results show
that these european stock markets are highly integrated at lower frequencies.

Keywords: Wavelet, Discrete wavelet transform, Continuous wavelet transform, Mul-
tiresolution analysis, Maximal overlap discrete wavelet analysis






Agradecimentos

Expresso aqui o meu agradecimento a algumas pessoas que, de uma
forma ou de outra, contribuiram para a concretizacdo desta dissertacao.

Comecgo por agradecer 4 minha orientadora, Professora Doutora Ana
Margarida Monteiro, a forma como orientou o meu trabalho. Toda a sua
dedicacao, apoio e as valiosas contribuicoes foram fulcrais na realizacao deste
trabalho.

Aos meus pais por todo o apoio que me deram durante todo o meu
percurso académico.

As minhas colegas de mestrado que sempre me incentivaram.

Aos meus amigos, que me acompanharam neste percurso, pelo apoio e
por todos os momentos de descontragao.

il






Conteudo

1 Introducao
2 Da analise de Fourier a4 analise com onduletas

3 Anailise com onduletas
3.1 Alguns conceitos basicos . . . .. ... oL oo
3.2 Transformada continua com onduletas . . . . . ... .. ... ... ...
3.3 Transformada discreta com onduletas e analise multiresolugao . . . . . .
3.4 Transformada discreta com onduletas de maxima sobreposi¢do . . . . . .

4 Analise comparativa dos indices PSI 20, IBEX 35 e DAX 30
4.1 Analise descritiva dos indices . . . . .. ..o
4.2 Uma aplicagdo com onduletas . . . . .. ... ... ...

5 Correlacao
5.1 Andalise de correlagdo usando onduletas . . . . . . ...
5.2 Resultados empiricos . . . . . . . ...
5.3 Analise de coeréncia . . . . . . .. L. e

6 Conclusoes
Apéndice A

Bibliografia

31
31
34
37

43

45

48






Capitulo 1

Introducao

Na Unido Europeia tem-se assistido a uma crescente interdependéncia dos mercados
financeiros resultante da liberdade de circulacao de bens e servigos, da criacao de uma
moeda dnica, o Euro, e da inovagio tecnologica nos sistemas de negociagdo. O contexto
atual dos mercados financeiros, bem como as caracteristicas tnicas dos rendimentos fi-
narnceiros, exigem uma andlise cuidada das séries financeiras. De facto, os rendimentos
financeiros possuem um conjunto de factos estilizados que nao convém ignorar, entre
0s quais, a presenca de fendmenos como clusters de volatilidade, onde a volatilidade se
encontra durante perfiodos consideravelmente longos afastada do nivel médio, evidenci-
ando persisténcia, e o efeito de alavanca, onde a volatilidade é tendencialmente maior
em periodos de queda de pregos. A metodologia utilizada nesta dissertacao, a andlise
com onduletas, constitui uma técnica de analise que tem em conta estes factos estiliza-
dos e que permite realizar uma analise detalhada no dominio do tempo e no dominio
da frequéncia, simultaneamente.

Gracgas a esta capacidade de decompér as fungdes tanto no dominio da frequéncia
como no dominio do tempo, esta abordagem constitui uma ferramenta tnica de pro-
cessamento de sinais, muito aplicada na compressao de dados, eliminacao do ruido de
sinais, identificacao de singularidades, entre outras aplicacoes, Mallat [16]. Os exemplos
mais conhecidos de aplicacao de onduletas incluem o algoritmo de compressao de dados
relativos a impressoes digitais utilizado pelo Federal Bureau of Investigation (FBI) e
o algoritmo JPEG para efeitos de compressdo relativa a imagem, Vidakovic e Mueller
[29].

A histéria das onduletas é ainda recente. As onduletas mais simples apareceram em
1909, com Alfred Haar [12|, um matematico alemao, que introduziu o que viria a ser
conhecido como onduletas Haar, um sistema ortogonal de funcoes reais definidas, por
exemplo, em | — 1,1]. No entanto, a teoria formal matematica sobre onduletas s6 viria
a ser desenvolvida em 1982 com Jean Morlet e Alex Grossman [11]. O Geofisico franceés
e Grossman foram os primeiros a introduzir a transformada continua com onduletas

recorrendo a uma funcao, ¥, bem localizada no tempo e na frequéncia e que designaram
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por onduleta. Como a transformada continua com onduletas se revelou um método
de aplicagdo complicado, em 1985, Yves Meyer descobriu que usando valores discretos
para os parametros se chegava a uma base ortonormal no espaco de Hilbert L?(R).
Mais tarde, em 1987, Stephan Mallat juntamente com Meyer [17, 18] introduziram a
andlise multiresolucdo. Desde entdo a pesquisa e o estudo com onduletas tornou-se um
fenémeno que alastrou em todo o mundo.

As onduletas sdo ferramentas matematicas para analisar séries temporais e imagens,
entre outras aplicacoes. Nesta dissertagdo iremos aplica-las ao estudo de séries temporais
relativas a indices bolsistas.

A metodologia a ser utilizada nesta dissertacao ¢ uma abordagem inovadora relativa
ao estudo dos trés indices bolsistas PSI 20, IBEX 35, DAX 30, na medida em que se
procura analisar em pormenor as influéncias que tém uns nos outros. Deste modo,
pretende-se alertar para a utilidade desta analise nesta area de estudos.

No capitulo 2 é apresentada uma breve revisao de literatura, bem como uma breve
exposi¢ao da anéalise de Fourier e a sua comparacao com a andlise com onduletas.

No capftulo 3 é descrita a metodologia do estudo. Inicia-se com a apresentacdo
do conceito de onduleta, as suas propriedas e tipos existentes, passando pela descri-
¢ao da transformada continua e discreta com onduletas e pela apresentagdo da anélise
multiresolucao e da transformada discreta com onduletas de méaxima sobreposi¢ao.

O capitulo 4 inclui uma anélise descritiva dos indices PSI 20, IBEX 35 e DAX 30 e
uma aplicacao da transformada discreta com onduletas aos rendimentos dos trés indices
bolsistas em estudo. Apresenta-se igualmente, a decomposicao de cada uma das séries
em coeficientes de detalhe e de aproximacao.

No capitulo 5 realiza-se uma andlise de correlacdo entre os rendimentos dos trés
indices em causa, baseada em dois tipos de transformada com onduletas: a transformada
discreta de méaxima sobreposicao e a transformada continua. Por altimo, no capitulo 6

sao efetuadas as devidas conclusdes.



Capitulo 2

Da analise de Fourier a analise com
onduletas

A anélise com onduletas é baseada na anilise de Fourier, constituindo uma alter-
nativa a ter em conta em muitas aplicagoes. Apresenta-se de seguida alguns conceitos
essenciais da analise de Fourier, (ver [31, 25]).

As origens da andlise de Fourier remontam a inicios do século XIX, mais precisa-
mente, 1807, com o trabalho pioneiro de Jean Baptiste Joseph Fourier sobre a difusao
de calor num sélido. Fourier considerou que uma determinada funcdo f poderia ser
representada por uma série de cossenos e senos e que esta ndo era mais do que uma
combinagao linear de fungoes trigonométricas simples da forma sin (nz) e cos (nz) para

valores inteiros de n.

Definigao 1. Seja f uma funcao seccionalmente continua no intervalo [—L,L],L € R.

Entao a série de Fourier de f € a série de funcoes

+oo
1
L35 (hen (72 + o (152
n=1
onde o0s coeficientes A, e B, se definem por

1 (L
An:L/Lf(:z:)cosszx)dl‘ ;,n=0,1,23,...

1 L
Bn:L/_Lf(IE)SlIl(nZ:E>d$ 777’:]-52’3a"'

e designam-se por coeficientes de Fourier.
O teorema seguinte apresenta uma condi¢ao de convergéncia das séries de Fourier.

Teorema 2. Seja [ uma func¢do periddica de periodo 2L, L € R. Se f e f' forem
seccionalmente continuas em [—L, L], entdo a série de Fourier de f é convergente em
R. A soma da série de Fourier coincide com f nos pontos em que f for continua. Nos

pontos xg em que [ for descontinua € igual ¢ média aritmética dos limites laterais de f:

flag) + flag)
2 b

onde f(zd) = limwﬁwg f(z) e flzg) = limx%ma f(x).
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Por vezes, em vez de uma combinacao linear de senos e cossenos, a série de Fourier
é apresentada em termos de exponenciais complexas. Esta abordagem baseia-se na

férmula de Euler onde
e =cos¢p+ising com ¢ € R.

Se f for uma fungao integravel, definida no intervalo [a,b] de dimensao L (ou seja,
b—a = L), entdo o coeficiente de Fourier de ordem n de f (n-ésimo coeficiente de

Fourier de f) é definido como

_ 2minx

. b
f =5 [ rae s,

e a série de Fourier de f é dada por

+oo ) i
> fn)e i
n=-—oo

Assim, designando f (n) por a, obtém-se

—+o00 i
Tine
flx) ~ Z ane L
n=-—o00

que se trata da série de Fourier de f.

Teorema 3. A série de Fourier de uma funcdo continua, periddica e seccionalmente

reqular converge uniformemente para essa fungdo em todo o eizo real. Neste caso,

2minx . .
e ane L, sendo a, os coeficientes de Fourier de

podemos escrever: f(x) =

ordem n.

A transformada de Fourier permite decompor um conjunto de dados numéricos em
componentes de frequéncia diferentes, ou seja, um sinal representado no dominio do

tempo é transformado para o dominio da frequéncia (espetro do sinal).

Definicao 4. Se f for uma funcdo absolutamente integrdvel em R, a transformada de
Fourier de f, designada por f, é dada por
~ +oo ,
f(v) :/ f(z)e 2 dy, (2.1)
—0oQ
Esta abordagem fornece informacao sobre as frequéncias mas nao indica o instante
ou intervalo de tempo em que essas frequéncias ocorrem, ou seja, assume que a com-
ponente frequéncia da funcao é estacionaria ao longo do tempo. Sendo particularmente
importante para séries temporais estacionérias, torna-se pouco adequada para séries
temporais ndo estacionarias que possuem desvios, tendéncias, movimentos bruscos ou o

conhecido fenémeno de clusters de volatilidade, como é o caso das séries financeiras.
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A transformada de Fourier em tempo curto, introduzida por Gabor em 1946 (8],
constitui um aperfeicoamento da andlise de Fourier apresentada. Consiste na aplicagao
da transformada de Fourier, tal como foi descrita anteriormente, em diferentes seg-
mentos do sinal igualmente espacados no tempo. Assim que a dimensdo da janela é
determinada, a resolugdo no tempo e na frequéncia torna-se fixa para toda a frequéncia
e todo o dominio do tempo, respetivamente, como ilustrado na Figura 2.1. Aparente-
mente, esta andlise constitui a solucao ideal para as limitacoes existentes na andlise de
Fourier, uma vez que é capaz de extrair informacao sobre a frequéncia e o momento
do tempo em que ocorre, no entanto, persistem algumas questoes. De facto, a trans-
formada de Fourier em tempo curto utiliza na sua anélise janelas de dimensao fixa, o
que implica que para janelas menores é possivel ter melhor resolucdo no tempo, ja para
janelas maiores a resolucao é melhor na frequéncia, ou seja, a resolucdo nunca estara
adequada a todas as frequéncias. Uma vez definida a amplitude da janela, esta terd de
ser a mesma para todas as frequéncias e muitas funcdes requerem maior flexibilidade,
de modo que se possa variar o tamanho da janela para uma maior precisdo no tempo
e na frequéncia. Deste modo, surge a necessidade de criar uma metodologia que tenha

em consideracdo quer o dominio do tempo quer o dominio da frequéncia.

& &
Frequéncis Frequéncis

B .

Tetmgpo Temp—o

Transformada de Fourier Transformada de Fourier em

tempo curto

&
Freguéncis

[

Tempro

Transformada com onduleta

Figura 2.1: Representacdo no espaco tempo-frequéncia

A analise com onduletas é mais flexivel do que a analise realizada pela transformada

de Fourier em tempo curto, ji4 que considera uma janela de dimensdo varidvel cuja
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largura e altura se adaptam as frequéncias. Deste modo, quando se pretende maior
precisao na informagdo de baixa frequéncia utiliza intervalos de tempo mais longos,
por outro lado, para maior precisdao na informacao de alta frequéncia utiliza intervalos
de tempo mais curtos. A sua capacidade de ter em consideracao quer o dominio do
tempo quer o dominio da frequéncia, torna-a extremamente 1til em diferentes areas
como Engenharia, Fisica, Matematica, Economia, entre outras.

Em alternativa & anélise de Fourier, a analise com onduletas tem como base uma
funcdo de duracao limitada, isto é, de suporte compacto. As onduletas sdo mais ir-
regulares e assimétricas ja as sinusdides, ondas clissicas seno e cosseno, tém duracao
ilimitada, propagam-se infinitamente, e sao mais previsiveis. Ha varias fun¢Ges de ondu-
leta levando a que se possa escolher a que mais se adequa ao estudo do sinal em causa,
o que constitui uma vantagem da anélise com onduletas sobre a anélise de Fourier que
s0 utiliza as sinusoéides.

Enquanto que a transformada de Fourier e também a transformada de Fourier em
tempo curto, sao funcdes da frequéncia, a transformada com onduleta é uma funcao de
escala. De facto, a frequéncia e a escala possuem entre si uma relagdo inversa, ou seja,
uma frequéncia mais elevada corresponde a uma escala mais reduzida e uma frequéncia
mais reduzida corresponde a uma escala mais elevada.

Apresentamos, de seguida, algumas referéncias relativas ao estudo das onduletas,
que foram relevantes para o estudo feito nesta dissertacio. Apesar da sua relevincia na
area da economia e das finangas, a primeira aplicacdo neste contexto surgiu ha cerca
de duas décadas. Percival e Walden [20] e Gengay, Selguk e Whitcher [10] contém uma
descri¢ao detalhada da aplicacao das onduletas na anélise de séries temporais. Crowley
[4] e Ramsey [22] sintetizam todo o trabalho com onduletas ja realizado na area da
economia e das financas, e discutem as potencialidades futuras desta abordagem nesta
area de estudos. Ramsey [21] propde possiveis contribuicoes futuras das onduletas
na economia, enaltecendo quatro funcionalidades das onduletas: andlise, estimacdo da
densidade, decomposicao tempo-escala e previsoes.

Uma das vantagens da andlise com onduletas é a sua capacidade de decompor uma
série temporal em componentes associados a diferentes escalas. Capobianco [3] realizou
uma aplicagdo da andlise multiresolucdo ao principal indice da bolsa de Téquio, o Nikkei.
Aplicou o algoritmo de Stephan Mallat e Yves Meyer |17, 18], concluindo que se adequa
ao estudo de séries financeiras. A volatilidade de um indice acionista é analisada por
Vuorenmaa [30]. Os resultados demonstram como esta anélise pode fornecer uma nova

perspectiva util nas dindmicas da volatilidade.



As onduletas sdo também uma ferramenta 1til no estudo da interdependéncia entre
séries financeiras. No caso continuo, Aguiar-Conraria e Soares [1] demonstram a utili-
dade da transformada continua com onduletas na area da economia. Rua e Nunes [24]
aplicam uma medida de co-movimento baseada em onduletas para o estudo da relagao
entre os indices bolsistas da Alemanha, Japao, Reino Unido e EUA. Por sua vez, Ranta
[23] estuda a presenca de contagio entre os mercados financeiros internacionais com uma
medida de coeréncia.

No caso discreto, ha véarios estudos publicados. Lee [15] estuda a relagdo existente
entre mercados desenvolvidos (EUA, Japdo e Alemanha) e mercados emergentes (Tur-
quia e Egipto). Para isso utiliza o indice accionista de cada um dos paises realizando
um estudo baseado nas onduletas. Gallegati [9] investigou a relac@o entre o indice accio-
nista Dow Jones e a atividade econémica dos EUA, representada pelo indice de producao
industrial dos KUA, utilizando uma abordagem bhaseada nas onduletas. Para escalas
elevadas, correspondentes a um periodo de 16 meses ou mais, os resultados mostraram
que os rendimentos acionistas lideram a actividade econdémica. Fernandez-Macho [7]
considera duas novas ferramentas estatisticas: a correlacao multipla baseada nas on-
duletas e a correlacdo cruzada multipla baseada nas onduletas para analisar a relagao
existente entre um conjunto de indices bolsistas europeus. Tiwary, Dar, Bhanja e Shah
[26] utilizaram as mesmas medidas estatisticas para analisar a correlacdo existente en-
tre nove indices bolsistas da Asia. Barunick e Vacha [2], bem como Kravets e Sytienko
[14] utilizaram as onduletas para estudar o comportamento de um conjunto de indices
durante a crise financeira mundial de 2008. Considerando o rendimento composto con-
tinuamente, a anélise multiresolucao mostrou, para qualquer escala, um aumento da

volatilidade durante o ano de 2008.
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Capitulo 3

Analise com onduletas

Neste capitulo irdo ser apresentados alguns conceitos sobre onduletas. E apresentada
a transformada continua com onduletas e a sua discretizagao, ou seja, a transformada
discreta com onduletas. Por tltimo, realiza-se uma breve descri¢do da anélise multire-

solucao e da transformada discreta de maxima sobreposicao.

3.1 Alguns conceitos basicos

A anadlise com onduletas considera uma funcéo base, a onduleta mée, também de-
signada simplesmente por funcao onduleta que, tal como o nome indica, ¢ uma onda
pequena que cresce e decresce num intervalo de tempo limitado, como tal, obedece a
determinados requisitos.

Seja ¢ uma funcdo de variavel real', consideremos que esta funcio satisfaz as se-
guintes propriedades:

o seu integral é zero

+00

—0o0
a funcio ¥ é de quadrado integravel, com valor igual a 1

+oo
Y? (x)de =1. (3.2)

—0oQ
A equagdo (3.1) obriga a que a fungdo v oscile de modo a compensar os intervalos em
que assume valores positivos, com outros em que assume valores negativos. Deste modo,
o grafico da funcdo assemelha-se a uma pequena onda. Por outro lado, relativamente

a (3.2), se considerarmos ¢ € R,0 < ¢ < 1 deverd existir um intervalo [—I,I] de

comprimento finito tal que
I
/ Y (z)de > 1 —e¢.
—I

Considerando € muito proximo de zero, entdo v é aproximadamente nula fora de [—1, []

e essencialmente ndao nula nesse intervalo.

!Na anélise com onduletas as funcbes onduleta, sendo de variavel real, podem tomar valores reais
ou complexos. A fungdo onduleta de Morlet, de que falaremos a seguir, é um exemplo de uma fungao

onduleta com valores complexos.
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Dado que pretendemos que as func¢oes onduleta sejam flexiveis e ajustadas a dife-
rentes tipos de caracteristicas de sinais, € necessario acrescentar outras condigoes. Uma
condi¢do importante é a de admissibilidade: seja ¥ uma funcao onduleta, diremos que
1) é admissivel se a sua transformada de Fourier, LZ, é tal que

~ 2
+o0 ’@ZJ (’v)’
0<Cy = / ———dv < 400. (3.3)
0

v

Dentro das funcgoes onduleta podemos encontrar varias familias de fungoes cujas di-
ferencas residem, essencialmente, no suporte da funcao ¢, na sua simetria, no ntmero de
momentos nulos ? e na regularidade dessa funcio. A mais simples de todas é a onduleta
Haar [12], introduzida muito antes do aparecimento do conceito de onduleta. As suas
propriedades de localizacdo no tempo sao boas mas a sua localizacdo na frequéncia é

muito fraca,

—% se —1<x<0
P (z) = \% se0<zx <1 (3.4)
0 sex<—-1Vzx>1.

Esta onduleta é simétrica, nao continua, ortonormal e de suporte compacto, pode ser
dada pela expressao (3.4) e representada graficamente pela Figura 3.1. A sua simplici-

dade torna pouco adequada a aplicagdo ao mundo real.

Fungo onduleta

Figura 3.1: Ilustracao da onduleta Haar

Existem outras familias de onduletas, como por exemplo, a familia de onduletas
Daubechies, cujo nome se deve a Ingrid Daubechies [6], e que dizem respeito a onduletas
ortonormais de suporte compacto. Sao onduletas bastante adequadas para o estudo dos
rendimentos associados a indices bolsistas, porque possuem um determinado grau de
suavidade. Usualmente, esta onduleta representa-se por Db(N) onde N corresponde &
ordem, que diz respeito ao nimero de momentos nulos. A onduleta Haar constitui um
caso particular da onduleta Daubechies, trata-se da onduleta Daubechies de ordem 1,

ou seja, Db(1), a mais simples de todas. A onduleta Haar tem um s6 momento nulo e,

2Uma funcio 1) com P momentos nulos satisfaz f:f: z"P(z)de =0 parar =0,1,..., P — 1.
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por exemplo, a onduleta Daubechies de ordem 4, Db(4) tem quatro momentos nulos,
favorecendo o ajustamento do sinal. Deste modo, as onduletas Daubechies de ordem
superior a 1 sdo mais eficientes em compressao de sinal do que a onduleta Haar. Para
além disso, o problema da onduleta Haar é o facto de, por exemplo, pretender aproximar
uma fungdo regular por funcdes que possuem fortes descontinuidades. As onduletas
Daubechies evitam este tipo de problema dado que possuem maior suavidade. De uma
forma geral, estas onduletas ndo possuem uma expressao explicita, embora se possam
definir & custa dos respetivos filtros de onduleta. De facto, é possivel definir a onduleta
a custa de uma série h;,l =0,...,L—1, em que L é a largura do filtro e deve ser inteiro
par (impomos hg # 0 e hp_1 # 0 para que a largura seja L), para l < 0 e [ > L temos

h; = 0. Esta formulagdo designa-se por filtro de onduleta, este deve satisfazer:

L-1 L—-1 L—1
=0, Y hi=1¢e Y hhyo=0, (3.5)
=0 =0 =0

sendo n um inteiro ndo nulo. Como exemplo, temos o filtro com onduletas Haar definido
por h():%,hlz—\% em que L = 2.

Para além das onduletas Daubechies, Ingrid Daubechies [6] introduziu outro tipo de
onduletas, as onduletas symlets que constituem modificagoes da familia de onduletas
Daubechies para aumentar a simetria, mantendo as outras propriedades. Apresenta-se
de seguida as imagens referentes as onduletas Daubechies de ordem 4 (Db(4)), Daube-

chies de ordem 8 (Db(8)) e symlet de ordem 8.

Fung#o onduleta

Figura 3.2: Fungao onduleta Db(4)

Fungo onduleta

Figura 3.3: Funcao onduleta Db(8)

11
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Fungéo onduleta

05

ik

Figura 3.4: Funcao onduleta symlet de ordem 8

Existem outros tipos de onduletas como, por exemplo, a onduleta Mexican hat,
representada na Figura 3.5, cuja expressao é
, 2 x? z?
Mh -5 +
r)=——|1——=)e 22, x€R,0€R
e ()
Trata-se de uma fungao onduleta simétrica que nao possui a caracteristica de ortogo-

nalidade. A sua expressdo é proporcional a expressdo da segunda derivada da funcio

densidade de probabilidade gaussiana.

Figura 3.5: Funcao onduleta Mezican hat

Tal como a onduleta Mezxican hat, a onduleta de Morlet, representada na Figura
3.6, é simétrica, nao ortogonal e possui uma expressao explicita dada por

M 1 —iwoT _z
¥ (x) = —e ez, zeR
V2T
sendo wgp uma constante real que controla o ntimero de oscilacoes. Usualmente, wy
é fixado em 6, o que possibilita um bom equilibrio entre resolugdo no tempo e na

frequéncia.

Figura 3.6: Funcao onduleta de Morlet

Como j4 foi referido anteriormente, a onduleta Haar é demasiado simplista na analise

de varidveis economicas devido & sua natureza descontinua. Entre as outras onduletas
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3.2. TRANSFORMADA CONTINUA COM ONDULETAS

apresentadas, nao ha uma escolha 6bvia sendo necessario uma analise cuidada dos dados
em estudo. A escolha do tipo de onduleta a usar depende do estudo que se pretende

efetuar.

3.2 Transformada continua com onduletas

As onduletas ddo-nos informacio acerca de como as médias ponderadas de certas
funcées variam de um periodo para o seguinte, como procuraremos ilustrar de seguida.
Consideremos u uma fungao real de variavel real, integravel em [a, b], a expressao

b
5 i - / u(x)dx = ala,b)

define o valor médio de u no intervalo [a, b]. Por outro lado, supondo, por simplicidade
de apresentacao, que u é uma funcdo escada:

J j+1 .
= u; —(b—a)<z< —(b— =0,...,N—-1
’LL(.T) u]) a’+N( CL) .I_(l+ N ( (Z), J ) ’

e considerando a definicao de integral de Riemann vem

1 b 1 = op-e 1H
b—a/au(x)dxzb—ajzoujN:N]Zuj'

Considerando este valor médio a depender do intervalo [a, b] e fazendo s = b—a, diremos
que s é a escala associada com o valor médio, assim podemos definir um valor médio

da funcao u, designado por A, relativo & escala s e centrado no ponto temporal 7:

1 [T
A(S,T)IQ(T—;,T+;>:S/ 2u(a:)daj.

Mais importante do que conhecer estes valores médios é saber como é que A(s,7) muda
de um perfodo para outro. Se associarmos esta mudanca com o ponto temporal que

divide dois valores médios obtemos

s s 1 [7ts 1 [7

D(s,7)=A (S,T + 7) —A (s, T — 7) = / u(x)dr — / u(x)dx.  (3.6)
2 2 s Jr S Jr—s

Nota: Se s = 1 corresponder a um dia, a representacao grafica de D(1,7) indica quao

depressa o sinal (por exemplo temperatura) muda de um dia para o outro. Se s cor-

responder a um ano, indica quanto é que a média do sinal muda de um ano para o

outro.

Considerando a fungao 15577 definida por

[y

-5 s T—s<x<T

77;5,7'(55): % , T<x<T+s

0 xé|T—s,7+5]
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podemos escrever o integral (3.6) na forma
+00 ~
1) = [ u(w)iun(e)ds
—0Q
Se compararmos com a onduleta Haar (3.4), constatamos que analisar as diferencas

meédias é comparavel & aplicacdo desta onduleta:
o) = V20 ().
De facto, através do integral

—+00
| @ @de = wH,0)
—00

a onduleta Haar extrai informacdo acerca das diferencas entre duas escalas unitarias de

u para 7 = 0. Para extrair informagao acerca de escalas unitarias para outros valores

de 7 basta fazer uma translacao de ¢:

Uil (x) = (z = 7),

em que

seT—1<z<T

Sl

¢fr($) = seT<z<T+1 (3.7)

=Sk

serxr<7—1Vax>1+1.
A integracdo de u com wa permite obter
+o00 T+1 T
wWH(1,7) = / w(z)Yf (z)dx = / u(x)dx — / u(x)dx = D(1,7)
—00 ' T 7—1
Se pretendermos extrair informacado sobre outros pontos temporais 7 podemos fazer
uma translagio da fun¢io 7 considerando 1 (z —7), como foi referido anteriormente.
Por outro lado, para obter informacao sobre outras escalas e outros pontos temporais

simultaneamente, podemos considerar

1
V2s
1
2

seT—s<z<T

seT<zr<T-+s

wlita) = o (257 =

0 sexr<7—8VI>T+Ss.

Usando esta onduleta obtemos

“+o0o
wh(s,7) = / u(:p)¢fT(:c)d1: = D(s, )

—00
Fazendo variar s percebemos melhor como é que os valores médios de u variam segundo

diferentes escalas, de um periodo de largura s para outro. O conjunto
{WH(s,7):5>0,—00 <7 < 400} (3.8)
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3.2. TRANSFORMADA CONTINUA COM ONDULETAS

designa-se por transformada continua com onduletas Haar de w.
De modo semelhante, podemos considerar outra func¢ao onduleta v e construir a sua,
transformada continua, definida como:
+oo
Wi(s,7) = / w(@) s s (2)dz (3.9)
—o0

sendo

hs,r = %w (‘T - T) (3.10)

em que s é o parametro de escala, 7 é o parametro de localizacio e -

é o factor de

o

normalizacao.

No dominio do sinal, havendo uma translagao e dilatacao das fungoes, se |s| < 1
entdo a onduleta resultante é a versao comprimida da funcdo onduleta correspondendo
a frequéncias altas, se |s| > 1 entdo corresponde a frequéncias baixas. No caso em que
s = 1 estamos perante a funcdo onduleta inicial. Uma escala reduzida corresponde a
uma elevada frequéncia e permite estabelecer uma anélise local, j4 uma escala elevada
corresponde a uma frequéncia reduzida realizando-se, neste caso, uma analise global.

A transformada com onduleta decompoe um sinal definido no dominio do tempo,
num sinal bem definido no dominio do tempo, através das translacoes, e no dominio da
frequéncia, através das dilatagdes. O sinal é decomposto em conjuntos de coeficientes
onde cada conjunto é associado a uma escala e cada coeficiente no conjunto é associado
a uma localiza¢do particular. Na terminologia das onduletas, cada coeficiente designa-se
por atomo e o conjunto de coeficientes para cada escala é designado por cristal.

Tal como no caso de Fourier, a transformada continua é a soma, ao longo do tempo,
do sinal multiplicado por func¢des onduleta que resultaram da translacdo ou dilatacao
da funcdo onduleta. Os coeficientes onduleta resultantes sdo uma funcdo desses dois
parametros, de escala e de localizacao. A decomposicao da funcao em estudo ao mover
e dilatar a fun¢do onduleta, torna a estrutura complexa original numa série de compo-
nentes mais simples.

Se a onduleta satisfizer a condi¢ao de admissibilidade (3.3), entao podera ser aplicada
uma operac¢ao inversa para reproduzir a funcao u através dos coeficientes de onduleta

obtidos com a sua decomposic¢ao, ou seja,

1 oo ptoo drds
u(z) = Cw/o W(r, 3)1/1775(3?)572

As onduletas possuem assim uma propriedade de extrema importancia, a sua capacidade
de decomp6ér e reconstruir de uma maneira quase perfeita uma funcdo de quadrado

integravel.
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3.3 Transformada discreta com onduletas e analise multi-
resolucao

Hoje em dia, o acesso a dados dos mercados financeiros é generalizado e de facil
acesso. Com uma grande quantidade de dados, torna-se computacionalmente menos
intensivo usar a transformada discreta com onduletas, em vez da continua. Vamos de
seguida apresentar os conceitos que permitem o calculo de uma transformada discreta
com onduletas, relativa a um vetor com um ndmero finito de observacéGes.

A transformada discreta com onduletas pode ser vista como uma discretizagao do
caso continuo, isto é, da transformada continua com onduletas. Usando como base
onduletas ortogonais, isto €, fungoes 1 para as quais s, formem uma base ortonor-
mada de L?(R), a transformada discreta com onduletas ¢ particularmente importante
no processamento de um determinado sinal. Sendo 7 e s deterministicos, o sinal pode
ser decomposto num conjunto numeravel de coeficientes de onduleta. Enquanto que
a transformada continua com onduletas opera em todas as escalas, na transformada
discreta, com onduletas calcula-se o ntimero de escalas a usar, assegurando que a in-
formacao presente na funcao original é preservada pelos coeficientes das onduletas. O

nimero maximo de escalas, J, é limitado pelo nimero total de observacoes N, ou seja, J

log(N)
log(2)

¢ao da transformada discreta com onduletas seja computacionalmente menos intensiva.

é o ndmero inteiro maximo tal que J < . Esta caracteristica permite que a aplica-

Os parametros vém dados, de acordo com uma rede diddica, por
s=277 jel
r=27k j kel
Nesse caso vem entao a seguinte familia de fun¢oes:
Yk =250 2z —k), j ke, (3.11)

onde j e k sdo inteiros que controlam a dilatacdo e a translacao da funcdo onduleta,
respetivamente.

Se as funcoes definidas em (3.11) formarem uma base ortonormada de L?(R) tem-se,
u= Zj,/cEZ < Ui > Vi = Zj,/cEZ uj k), em que < .,. > designa o produto interno
de duas funcoes.

Para além da funcao onduleta, 1, esta transformada também utiliza a funcao escala,

¢. Tal como a funcdo onduleta, a funcao escala também pode ser movida e dilatada,

g x—27k
Gk =2 2¢<2J)

sendo dada por:
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3.3. TRANSFORMADA DISCRETA COM ONDULETAS E ANALISE MULTIRESOLUCAO

De acordo com a expressdo (3.9), os coeficientes relativos as onduletas sao obti-
dos projetando porcoes da série temporal com versoes dilatadas e movidas da funcgao
onduleta.

Considerando uma funcio f, para uma determinada familia de funcGes base, ¥ e ¢,

pode-se definir uma sequéncia de coeficientes

SIk = /f(x)QbJ,k;dx

djr = /f(az)z/)j’kd:c,j =1,...,J
onde s sao os coeficientes de aproximacao na escala maxima, J, e d;; sao os coefi-
cientes detalhe a todas as escalas de 1 a J. O valor J corresponde ao nimero de niveis
(escalas) e k varia entre 1 e o numero de coeficientes na componente correspondente,
isto ¢, 1 <k <.
Dados os coeficientes, a transformada discreta com onduletas torna possivel a de-

composicao da funcdo f através dos seus componentes:

F@) =Y surban(@)+Y diposr(@)+ 4> digtyr(@)+ 4> dipthip(z), 1<5<J
k k k k

onde se assume que as fungoes base ¢; ;(x) e 1 (x) sdo ortogonais, ou seja,

/ D)0 (3) = B

onde §; j =1sei=jed;; =0sei#j.

Considerando uma série temporal de dimensao diddica, a decomposicdo baseada na
transformada discreta com onduletas ndo tem de ser necessariamente realizada até ao
nivel J = loga(N). Pode ser realizada uma transformada discreta parcial até ao nivel
Jp < J.

De acordo com o que foi referido anteriormente, a transformada discreta com ondu-
letas pode ser formulada considerando uma decomposicao da série de observagoes em

estudo. A funcdo f pode ser representada como
f(x) =8;(x) + Dy(x) + Dy—1(x) + -+ Dj(z) + - + Di(x)

onde

Sy(x) = Z skdk(T)
%
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k

Sy(z) e Dj(x) sao os componentes de aproximacao e detalhe, respetivamente. A repre-
sentacdo apresentada designa-se por decomposicido multiresolugcao porque os termos
Sj(z), Dj(z), Dj—1(x),...,Di(x) sdo componentes da série temporal em estudo relativos
a diferentes resolucoes.

Uma anélise de multiresolucdo de nivel J consiste na decomposi¢ao da funcao f em J
niveis de detalhe (D j(z), Dj_1(z), ..., Di(x)) e um tnico nivel de aproximacao (S;(x)).
Esta apresentacao da transformada discreta com onduletas pode ser sintetizada através
de uma operagao matricial. Seja y um vetor de observacoes com dimensao diadica,

N =27, O vetor dos coeficientes de onduleta discreto, w, obtém-se por
w=Wy (3.12)

em que W é uma matriz N x N ortonormal, que define a transformada discreta com

onduletas. O vetor de coeficientes de onduleta é composto por J + 1 vetores,

w = [dy,da, ...,dy, s5]"

em que dj, j = 1,...,J, € um vetor com % coeficientes de onduleta e diz respeito aos
coeficientes de detalhe, e sy € um vetor de dimensao QEJ dizendo respeito aos coeficientes
de aproximagao associados com as variagoes na escala de tamanho \; = 2/=1 Note-se
que, por exemplo, no caso das onduletas Daubechies, se A\; = 20 = 1, entdo tomamos
a diferenca entre observagoes adjacentes, se Ao = 2! = 2 considera-se diferencas gene-
ralizadas de tamanho 2, isto é, primeiro calculam-se médias dos pares de observacoes
adjacentes e depois consideram-se as diferencas dessas médias.

A matriz W é ortonormal composta por filtros de onduleta que dizem respeito a
onduleta escolhida para fazer a decomposicao.

Cada uma das anélises, continua ou discreta, tem as suas proprias vantagens e
desvantagens. A transformada continua com onduletas é uma ferramenta bastante util
na interpretacdo. Esta transformada parte de uma func¢do de um pardmetro para outra
de dois parametros levando a alguma redundéncia, no entanto, é esta redundéncia
que torna a informagdo mais visivel e permite captar carateristicas do sinal original
que de outra forma poderiam ndo estar visiveis. Assim, o que esta andlise perde na
simplicidade, ganha na maior facilidade de interpretacao.

A transformada discreta com onduletas vem contornar a questdo da redundéncia.

Esta transformada pode ser interpretada como uma amostra da transformada continua
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3.4. TRANSFORMADA DISCRETA COM ONDULETAS DE MAXIMA SOBREPOSICAO

com onduletas lidando unicamente com escalas diadicas e preservando a capacidade de
decomp6r o sinal em partes associadas a um instante e a uma escala em particular.
Constitui uma boa ferramenta de analise, ja que permite decomp6r uma série temporal
em diversos coeficientes associados a um determinado instante e escala diddica 2771,
Estes coeficientes sdo equivalentes ao sinal original uma vez que a partir dos mesmos é

possivel reconstruir a série original de uma maneira quase perfeita.

3.4 Transformada discreta com onduletas de maxima so-
breposicao

Neste capitulo vai ser apresentada uma versao modificada da transformada discreta
com onduletas, a transformada discreta com onduletas de méxima sobreposicao. Trata-
se de uma transformada que considera uma rede diddica, tal como a transformada
discreta com onduletas, mas, por outro lado, utiliza todas as translacdes. Neste caso,

os parametros vém dados por
s=27, j€L e 1=k kel

Para além disso, esta transformada pode lidar com qualquer dimensao N, nao necessi-
tando que seja do tipo diadico, 27.

Sendo u um vetor de observagoes de dimensdao N, o vetor de coeficientes da trans-
formada discreta com onduletas de maxima sobreposi¢ao, w, de dimensao (J + 1)N é
dado por

w=Wu

onde W é uma matriz (J + 1)N x N definindo a transformada discreta de maxima,
sobreposicao. O vetor de coeficientes desta transformada pode ser organizado em J + 1
vetores da seguinte forma

o B T
w = |dy,dg,...,dj,S;

onde Jj ¢ um vetor de coeficientes de detalhe associados a mudangas numa escala \; =
27~ e ;7 é um vetor de coeficientes de aproximacio associados a flutuacdes numa escala
27 = 2\, tal como na transformada discreta.

Os coeficientes da transformada discreta com onduleta podem ser considerados um
subconjunto dos coeficientes da transformada discreta com onduleta de maxima sobre-
posigao.

A transformada discreta de maxima sobreposicdo consitui uma alternativa a trans-
formada discreta mas nao a substitui. E uma modificacdo da transformada discreta

que nao possui a caracteristica de ortogonalidade, mas ganha outras propriedades que
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a transformada discreta ndo possui e que sdo adequadas em estudos econémicos, como
por exemplo, o facto de analisar séries temporais de qualquer dimensao.

Entre as diversas aplicacGes possiveis com a transformada discreta com onduleta de
maxima sobreposicao, salienta-se os estimadores para a variancia, para a correlacao e

para a correlagdo cruzada com onduletas.
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Capitulo 4

Analise comparativa dos indices
PSI 20, IBEX 35 e DAX 30

Neste capitulo, vamos aplicar a transformada discreta com onduletas a dados finan-
ceiros. Vamos considerar os dados referentes aos rendimentos dos indices PSI 20, IBEX
35 e DAX 30 e analisar as suas variagoes.

Os dados utilizados neste trabalho foram retirados do site yahoofinance.com, tendo
sido consideradas as cotacoes de fecho de cada um dos indices em estudo, no periodo de
24 de Janeiro de 2000 a 23 de Outubro de 2014, num total de 3722 observacdes. Como
ja foi descrito anteriormente, a transformada discreta com onduletas exige dados numa
escala diadica, deste modo, neste caso em concreto, considera-se 212 = 4096 observacoes.
Para este efeito, recorreu-se a ultima observagdo do periodo em anélise expandindo-a
até ao nimero mais proximo da escala diddica.

Um indice é um indicador que reflete a evolucao média das cotacGes das accoes das
empresas que o compoem. O indice PSI 20 constitui o indice de referéncia do mercado
de capitais portugués sendo constituido pelas ac¢oes das vinte maiores empresas cotadas
na bolsa de valores de Lisboa. O IBEX 35 é o principal indice de referéncia da bolsa
espanhola, sendo elaborado por Bolsas e Mercados Espanhéis. E composto pelas 35
maiores empresas 14 cotadas, cuja importancia no indice é ponderada pela capitaliza-
¢ao bolsista. O DAX 30 é composto pelas 30 empresas mais importantes do mercado
Alemao, ou seja, as empresas com maior capitalizacdo bolsista cotadas na bolsa de
Frankfurt. O valor numérico do indice ndo tem qualquer significado em si mas a sua
variagao indica o sentido de evolucao do mercado.

Consideramos os rendimentos associados aos precos de fecho do indice, para tal
utilizdémos o rendimento composto continuamente, obtido através da seguinte férmula:

Py
=1 t=1,2,...,T
Tt n<Pt—1>, )y )

onde P, corresponde ao valor do indice no momento ¢ e 7" ao ntimero total de observagoes.

No estudo da volatilidade considerou-se o quadrado dos rendimentos de acordo com
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r2 = [m <P?1)]2. (4.1)

4.1 Andalise descritiva dos indices

a formula

Apresenta-se de seguida a evolucao dos rendimentos associados ao indice PSI 20,

IBEX 35 e DAX 30, entre 2000 e 2014.

Rendimentos do indice PSI20
0.1a T T T T T T T

O1F B

015k A

0.2

1 1 1 1 1 1 1
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.1: Rendimentos associados ao indice PSI 20

Rendimentos do indice IBEX 35
014 T T T

0.1

1 1 1 1 1 1 1
] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.2: Rendimentos associados ao indice IBEX 35
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Rendimentas do indice DAX 30
0.12 T T T T T T T

1 1 1 1 1 1 1
1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.3: Rendimentos associados ao indice DAX 30

As Figuras 4.1, 4.2 e 4.3 possuem dois picos em comum, entre as observacdes 2000
e 2500 e as observacoes 2500 e 3000. O primeiro pico corresponde ao ano 2008, o inicio
da crise econémica global. Com varias economias a entrar em recessao no final de 2008,
os mercados accionistas sofreram ao longo do més de Outubro uma quebra acentuada.
O segundo pico coincide com o ano 2010 resultando da conjuntura econémica negativa
que persiste desde o inicio da crise financeira e que se agravou com a crise da divida

soberana na Europa.

Wolatilidade do indice PS120

0012 T T

0.008 | A

0.006 | A

0.004 | b

0.002

1] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.4: Volatilidade associada ao indice PSI 20
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Yolatilidade do indice IBEX 35
0.02 T T T
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0.014 - B

0012 F 7l
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0.004 A

0.002 - B
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Figura 4.5: Volatilidade associada ao indice IBEX 35

“alatilidade do indice DAX 30
0012 T T T

001k A
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0.004

0.002

] 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 4.6: Volatilidade associada ao indice DAX 30

As Figuras 4.4, 4.5 e 4.6 apresentam os resultados relativos a evolucao da volatilidade
para os trés indices em estudo, no periodo considerado para anélise, de acordo com 4.1.
Os indices PSI 20 e IBEX 35 apresentain trés picos de volatilidade, perto da observagao
500, entre 2000 e 2500 e entre 2500 e 3000 correspodendo respetivamente aos anos de
2002 (janeiro), 2008 (outubro) e 2010 (maio, junho). O indice DAX 30 apresenta uma
volatilidade mais dispersa. H& um pico que sobressai entre a observagao 2000 e 2500,
havendo também alguma volatilidade entre a observacao 500 a 1000 (finais de 2002,
2003) e perto da observacao 3000 (ano de 2012).

Os mercados accionistas apresentaram uma tendéncia de queda a par de elevadas
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volatilidades ao longo de 2002. Vérios factores contribuiram para que 2002 nao fosse um
ano de recuperagao de mercados. Destacam-se a desconfianca dos investidores quanto &
recuperacao econdémica onde a producao industrial continuava a registar uma evolucao
negativa no Reino Unido, em Franga e na Alemanha e a forte instabilidade geopolitica
com perspectivas de conflito no Iraque.

A crise financeira de 2008 reduziu as cotacoes e aumentou a volatilidade em geral.
Este ano foi marcado por um conjunto de eventos negativos nos mercados financeiros
internacionais, dos quais se destacam as dificuldades do sector bancario e segurador
das economias ocidentais. Estas dificuldades conduziram a uma forte instabilidade e
volatilidade nas principais bolsas mundiais. A divulgacdo de perdas significativas por
parte de algumas institui¢does financeiras aumentou os receios relativos a um risco de
contagio nos mercados financeiros internacionais. Assistiu-se assim a uma diminui¢do
da confianca dos investidores. Qutubro de 2008 foi o més onde se tornou evidente
o efeito da crise financeira mundial nos diferentes indices accionistas. Foi em 2008
que os mercados acionistas registaram um dos piores desempenhos de sempre devido &
conjuntura econdémica adversa num quadro de incerteza. Esta situacdo intensificou-se a
medida que as dificuldades na obtencao de liquidez evoluiram para um contexto mais
grave de risco de incumprimento, de recessdo econémica e de instabilidade social.

Em 2010, o mercado de acgoes registou uma elevada turbuléncia devido & crise da
divida soberana associada a Portugal, Espanha, Grécia e Irlanda. Havia também um
clima generalizado de incerteza quanto as perspectivas econémicas do mundo ocidental,
por receio de um novo periodo de recessao econémica pouco depois de se ter iniciado uma
fase de recuperacao da economia. Na Europa também as incertezas no plano politico
contribuiram para o aumento da volatilidade dos mercados.

Mais recentemente em 2012, os niveis de volatilidade assistidos particularmente no
indice da Alemanha podem ser explicados pelos efeitos cumulativos dos problemas da
Unido Europeia, ou seja, a decrescente confianga nas suas instituigdes financeiras. A
evolucao dos mercados acionistas continuou a ser influenciada pela incerteza e pelos
cenéarios de instabilidade financeira que persistiram em diversos paises da area do Euro.
A incerteza sobre a situacdo bancaria em Espanha, e os subsequentes riscos para a
estabilidade da area do Euro, bem como o agravamento das condigoes econémicas em
muitos paises, a par da incerteza sobre a eventual saida desordenada de paises da area
do Euro, foram os motivos desta evolucao.

A Tabela 4.1 inclui um resumo das estatisticas descritivas de cada um dos rendi-

mentos dos indices bolsistas.
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PSI 20 IBEX 35 DAX 30

Maéximo 0.1020 0.1348 0.1080

Minimo -0.1038 -0.0959 -0.0743
Mediana 9.2608e-05  6.7095e-04  7.5726e-04
Média -2.3507e-04  -1.5687e-05 7.1553e-05

Desvio padrao 0.0121 0.0153 0.0156

Assimetria -0.2249 0.0931 0.0104

Curtose 9.8510 7.9353 7.2815
Teste Jarque Bera | 7310.229 3782.725 2842.896
P-valor < 2.2e-16 < 2.2e-16 < 2.2e-16

Tabela 4.1: Estatisticas descritivas dos rendimentos dos indices

Pela analise da Tabela 4.1 conclui-se que todas as séries em andlise possuem curtose
superior a 3, o que indicia que estes rendimentos financeiros podem ser caracterizados
por uma distribuicdo leptocurtica. Possuem caudas mais pesadas do que uma distri-
bui¢ao normal, consequéncia da existéncia de muitas observacGes afastadas da média.
Quanto & assimetria, comparando com a distribuicdo gaussiana, os rendimentos do in-
dice PSI 20 exibem uma assimetria negativa, ja os rendimentos dos indices IBEX 35 e
DAX 30 possuem uma assimetria ligeiramente positiva. Portanto, comparativamente &
distibuicao normal, no caso do PSI 20 verifica-se uma maior concentracao de observa-
¢OGes na cauda esquerda da distribuigdo, ja no caso do IBEX 35 e do DAX 30, ha uma
maior concentracao na cauda direita. Os valores da estatistica do teste Jarque-Bera e
do valor-p associado, permitem rejeitar a hipétese de normalidade dos rendimentos em
andlise para niveis de significincia usuais, o que ji era expectavel.

Confrontando agora os valores da média e do desvio-padrao das trés séries, algumas
conclusoes podem ser retiradas. A média dos rendimentos do indice DAX 30 é superior
a dos rendimentos do indice PSI 20 e do IBEX 35. Também o seu valor do desvio-padrao
é superior aos valores encontrados para os rendimentos dos indices PSI 20 e IBEX 35

reforcando a ideia de que elevados riscos implicam elevados rendimentos.
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PSI 20 IBEX 35 DAX40

Maximo 0.0108 0.0182 0.0117
Mediana 3.4586e-05  5.9303e-05  5.7504e-05
Média 1.4538e-04 2.3342e-04 2.4201e-04
Desvio padrao 4.3288e-04 6.1478e-04 6.0664e-04

Assimetria 13.2743 11.8943 7.8009
Curtose 266.8978 253.0195 101.2894

Teste Jarque Bera | 10909720 9781981 1535979
P-valor < 22e-16 < 22e16 < 2.2e-16

Tabela 4.2: Estatisticas descritivas da volatilidade dos indices

Analisando as estatisticas descritivas da volatilidade apresentadas na Tabela 4.2, as
mesmas conclusoes podem ser retiradas. Os rendimentos dos indices IBEX 35 e DAX 30
sdo mais volateis do que os rendimentos do indice PSI 20, o que esta de acordo com os

valores encontrados para o desvio-padrao na Tabela 4.1.

4.2 Uma aplicacao com onduletas

Nas Figuras 4.7, 4.9 e 4.10 esté representada uma decomposicao dos trés indices em
estudo, baseada na transformada discreta com onduletas. A onduleta escolhida nesta
andlise foi a symlet, de ordem 8, pelas suas caracteristicas de simetria, ortogonalidade
e suavidade. Nesta representacdo utilizou-se a Wavelet Toolbor do MATLAB versao
2012b.

Segundo a definicdo de transformada discreta com onduletas, o nivel maximo de
decomposicdo é, neste caso, 12 ja que ha 2'2 = 4096 observacdes. Como o nivel de
decomposicao ideal também estéd dependente da forma, amplitude e frequéncia do sinal
e do tipo de informacdo que pretendemos obter com a transformada de onduletas, nesta
andlise inicial realizou-se uma decomposicdo baseada na transformada discreta com

onduletas considerando 6 niveis de decomposicao.
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Figura 4.10: Coeficientes onduleta associados ao indice DAX 30

As séries de rendimentos irdo ser analisadas relativamente as suas variagoes. Na
Figura 4.7, o primeiro gréafico diz respeito aos rendimentos do PSI 20 contém, por isso,
a mesma informacao da Figura 4.1. Os seis graficos seguintes referem-se aos coeficientes
de detalhe dy,ds,...,ds e o dltimo aos coeficientes de aproximacdo ag. O mesmo se
aplica as Figuras 4.9 e 4.10 referentes aos rendimentos dos indices IBEX 35 e DAX 30,
respetivamente. A Figura 4.8 apresenta uma decomposicao dos rendimentos do indice
PSI 20 para os primeiros niveis, tornando assim a informagao da Figura 4.7 mais visivel.
O primeiro nivel de detalhe, d;, permite averiguar as flutuacoes nas frequéncias elevadas
observando as diferencas em dias adjacentes. Existem rendimentos com flutuagoes rapi-
das entre as observagoes 1000 e 1200 e entre as observagoes 1200 e 1400 dizendo respeito

aos periodos 2008 e 2010 referidos anteriormente. Relativamente a do e ds observamos

29



Analise comparativa dos indices PSI 20, IBEX 35 e DAX 30

flutuagbes essencialmente entre as observagoes 500 e 600 correspondentes a 2008. Os
iltimos niveis de detalhe, ds e dg ndo exibem grandes variacées de zero, ou seja, os
rendimentos associados ao PSI 20 exibem poucas oscilagoes de frequéncia baixa.

A maior volatilidade dos rendimentos associados aos indices DAX 30 e IBEX 35 é
claramente confirmada nas flutuacoes de elevada frequéncia correspondentes a d; e do.
Repare-se que para os primeiros nivel de detalhe ha maiores flutuacées no eixo vertical,
ou seja, ha maior ruido, do que o observado para os rendimentos associados ao indice
PSI 20. De realcar ainda que, nos rendimentos associados aos indices DAX 30 e IBEX
35, do apresenta maiores oscilacgoes do que d.

Todos os indices apresentam um aumento de volatilidade no ano 2008. Esta alteracdo
brusca é detectada com melhor precisdo nos primeiros niveis de detalhe, dy e ds, uma
vez que sao os que possuem melhor resolugdo. Como os rendimentos dos indices nao
possuem uma tendéncia 6bvia, constituem antes uma trajetéria bastante irregular, os

coeficientes de aproximagao nao sao grandes reveladores de informacao.
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Capitulo 5

Correlacao

Uma anélise cuidada da série dos rendimentos de um indice bolsista e da correlagao
existente entre os rendimentos de diversos indices, é de extrema importancia ao nivel das
financas tendo um impacto significativo na afetacdo de recursos e na gestao de risco.
De facto, a abordagem com onduletas possui um caricter inovador neste tema, e de
extrema relevancia neste campo de estudo ja que tem em conta que o mercado financeiro
é constituido por investidores individuais e grandes institui¢Ges financeiras que atuam
em conjunturas diferentes. Os investidores individuais fazem mudancas rapidas com
pequeno impacto, ja as grandes institui¢oes financeiras reagem de forma mais lenta mas
com grande impacto. Enquanto para os primeiros interessa a correlagdo existente em
elevadas frequéncias, ou seja, as flutuacoes de curto-prazo, para os segundos a andlise
de baixas frequéncias é a mais relevante, ou seja, as flutuagoes de longo-prazo. A
andalise com onduletas permite estudar a forca da correlacdo em diferentes frequéncias
e como esta forca tem evoluido ao longo do tempo. E possivel identificar regides no
espaco tempo-frequéncia onde a correlagdo é maior e os beneficios de uma diversificagao
de carteira sao menores em termos de gestao de risco. Se o nivel de correlacao entre
indices varia ao longo da frequéncia, o risco para cada tipo de investidor também sera
diferente. Deste modo, os resultados obtidos com esta andlise constituem informacgao
relevante para a estratégia de investimento de diversos agentes econémicos.

Os estimadores usando a transformada discreta de maxima sobreposicao sdo con-
siderados assintoticamente mais eficientes do que os estimadores calculados usando a
transformada discreta com onduleta (Percival [19]). Por esta razao, a andlise de corre-

lacdo realizada é baseada na transformada discreta de méaxima sobreposicio.

5.1 Analise de correlacao usando onduletas

Uma propriedade importante da transformada com onduletas é a sua capacidade de
decomp6r a varidncia de um processo estocéstico.
A decomposicao da variancia da onduleta no espaco tempo-frequéncia permite cap-

tar melhor a informacao de baixa frequéncia. O processo em estudo pode ser composto
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por diversos processos simples que possuem diferentes horizontes temporais, como por
exemplo, o facto referido anteriormente dos mercados financeiros onde os investido-
res individuais fazem mudancas rapidas de pequeno impacto e as grandes instituicoes
financeiras reagem mais devagar mas induzem mudancas maiores. A interacao destes
processos, que reagem em escalas diferentes, leva a uma série complicada de observar. A
variancia da onduleta permite ter em conta os diferentes horizontes temporais revelando
sub séries mais simples.

Os vetores dos coeficientes que resultam da decomposi¢do do sinal com a transfor-
mada com onduletas estao associados a uma, determinada escala, como ja foi referido
anteriormente em (3.12) (por exemplo, os coeficientes w;, referentes ao nivel j estdo
associados com a escala \j = 2/71).

Sendo x; um processo estocastico (estacionario ou nao estacionério), a variancia da
onduleta (dependente do tempo) define-se a custa da variancia do coeficiente w;j de
escala \j, através da seguinte formula

1
i k() = o

= o, Var(w;)

A variancia da onduleta decompde a variancia de x;, escala a escala, através de

Z o2(\;) = Var(z)

Consideremos N = 27,J € N e uma realizacdo do processo estocastico zy, © =
(xo,x1,...,2xNn—1). Aplicando a transformada discreta com onduletas, de ordem Jp < J,
de modo a obter um vetor de coeficientes w, com N componentes, podemos obter um

estimador céntrico para a varidncia da onduleta dado por

/

em que L;- =[(L-2)(1-277)]e ]vj = 25] — L, sendo L a largura do filtro (ver Gengay,
Selguk e Whitcher [10]).

Considerando um valor arbitrario N, ndo necessariamente numa escala diddica, po-
demos aplicar a transformada discreta de méaxima sobreposicao, de ordem Jp < loga (V)
obtendo um vector @ com coeficientes de onduletas de tamanho (Jp+1)N. Um estima-

dor céntrico da varidncia com onduleta, baseado na transformada discreta de méxima

sobreposicao é dado por

PN == Y @ (5.1)



5.1. ANALISE DE CORRELACAO USANDO ONDULETAS

em que Lj = (27 — 1)(L — 1) + 1 é a largura do filtro onduleta de escala \; e N; =
N —L;+1.

Para analisar como estdo relacionadas as séries financeiras pode-se usar a covariancia,
e a correlacdo. Vamos agora considerar generalizagbes multivariadas da variancia da
onduleta. Para isso, vamos considerar a covaridncia com onduleta e a correlacdo com
onduleta para comparar duas séries.

A covariancia com onduleta é a covaridncia entre os coeficientes de onduleta, relativos
a escala \j, de uma série temporal bivariada. Do mesmo modo, a correlacao com
onduleta é a correlacao entre os coeficientes da onduleta da escala \; de uma série
temporal bivariada.

Seja Xy = (21,4, 22,) um processo estocéastico bivariado e wj = (wy jk, wa k) 08
coeficientes de onduleta, relativos & escala A; e calculados a partir de X;. A covariancia

com onduleta relativa a (21,4, x2+) para a escala Aj € definida como

1

Tx(Aj) = ECOU(WLJ‘,RW?J*)'

Tal como para a varidncia da onduleta relativa a processos univariados, a covariancia

com onduleta decompoe a covarincia entre dois processos estocasticos escala a escala.
> 1x(Aj) = Cov(wis, w2:).
J

Um estimador céntrico da covaridncia com onduleta, baseado na transformada dis-

creta com onduletas de maxima sobreposicdo w;; = (W1, W2,j;), € dado por
=
Ix(N) =% Y Wiz (52)
Ji=r;-1

onde Nj = N — L; + 1. Esta medida pode ser interpretada como a covariancia entre os
coeficientes da escala j das séries x1; e x2;. Em alguns casos pode ser util normalizar
a covariancia com onduleta pela varidncia. Tal leva a outra medida estatistica, baseada

na covariancia com onduleta, que é a correlacdo com onduleta, definida por

em que o3(\;) e 03(\;) sdo, respetivamente, as variancias da onduleta para 1 e z24
associadas a escala ;.

Como a correlacdo com onduleta é calculada a partir da covariancia com onduleta
para Xy = (214, z2,) e das varidncias da onduleta para x1 ¢ e 2, um estimador céntrico

para a correlacao com onduleta, baseado na decomposicao da transformada discreta com

33



Correlacao

onduletas de maxima sobreposicao é dado por

_ Fx (Aj)
Aj) == -
POi) = 5 )5
em que 71(Aj) e 62(\;) s@o dados por (5.1) e ¥x(A;) é dado por (5.2).

Os intervalos de confianca para a correlacdo com onduleta podem ser dados por

—1 - —1 _
[t(mh (h(ﬁx()\j)) _ (b]\(fl—?) ,tanh (h(ﬁX()\j)) + <I>]\(71_];)>

fornecendo uma aproximagao para o intervalo de confianga a 100(1 — 2p)%. A fungao
h(p) = tanh='(p) = %log (%ﬁ) define a transformada-z de Fisher e N; é o nimero
de coeficientes de onduleta associados & escala j, usando a transformada discreta com

onduletas.

5.2 Resultados empiricos

Tratando-se de informacao diaria, na andlise de correlacdo o tratamento de dados
exigiu que se tivesse em conta as diferengas entre os dias de funcionamento dos mercados
financeiros, de modo a que todas as observagoes fossem referentes 4 mesma data para
cada série. Apresenta-se de seguida uma andlise de correlacio entre os trés indices em
estudo utilizando a onduleta symlet de dimensao 8 pelas propriedades de simetria e
suavidade que lhe estdo associadas. Recorreu-se ao software R versao 3.0.2, package

Wavemulcor.

34



5.2. RESULTADOS EMPIRICOS

Cormrelagdo entre o indice PSI 20 e o indice IBEX 35
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Figura 5.1: Anélise de correlacao entre os indices PSI 20 e IBEX 35

Comrelacado enire o indice PS1 20 e o indice DAX 30
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Figura 5.2: Andlise de correlacdo entre os indices PSI 20 e DAX 30
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Cormrelacao enfre o indice DAX 30 e o indice IBEX 35
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Figura 5.3: Anélise de correlacdo entre os indices IBEX 35 e DAX 30

O eixo horizontal corresponde & escala. O eixo vertical indica o nivel de correlagao.
Um valor em modulo baixo (alto) corresponde a uma relagao fraca (forte).

Os trés graficos demonstram como os rendimentos dos trés indices em estudo se
encontram positivamente bem relacionados. Observa-se em todas as figuras niveis de
correlacao superiores a 0.5. Consideramos que se trata de um resultado natural por
variadas razoes, entre as quais, o facto destes trés paises pertencerem a Unido Europeia
e, em particular, & Zona Euro.

Realizando uma andlise comparativa dos trés gréaficos, observa-se, de uma forma
geral, uma crescente correlagdo com a escala, ou seja, as diferencas entre observacoes
adjacentes parecem possuir menor correlagdo. S6 no caso da anélise para a Espanha e
Alemanha, representada na Figura 5.3, &€ que esta tendéncia nao é tao 6bvia. Aliés, o
nivel de correlacdo permanece quase constante para todas as escalas, havendo s6 dois
picos nas escalas correspondentes a um més e a meio ano.

De seguida apresenta-se uma tabela com os valores do coeficiente de correlacao para

cada par de indices calculado.
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PSI 20 - IBEX 35 PSI20- DAX 30 IBEX 35 - DAX 30
Dia 0.7202569 0.6132648 0.7882517
Semana 0.7072947 0.6195949 0.7979840
Meés 0.7019313 0.6560086 0.7826263
Ano 0.8520774 0.8327415 0.8610876

Tabela 5.1: Coeficiente de correlacao nas diferentes escalas

Da Tabela 5.1 podemos aferir varias conclusoes. Para uma escala reduzida, corres-
pondentes a 1 a 2 dias, o maior nivel de correlacao verifica-se para os indices IBEX 35
e DAX 30, j4 o menor nivel de correlagao observa-se entre os indices PSI 20 e DAX 30.
Uma justificagdo possivel para este resultado consiste na composicao de cada indice em
andlise. O indice DAX 30 e IBEX 35 possuem uma dimensao semelhante, o primeiro
possui 30 empresas e o segundo 35, ja o indice PSI 20 contém um ntmero considera-
velmente inferior de empresas na sua composicdo. Para escalas elevadas, referentes a 1
ano, a diferenca no nivel de correlacao ndo é muito significativa, de qualquer forma, os
indices DAX 30 e IBEX 35, continuam a possuir um nivel de correlagao ligeiramente

superior relativamente aos outros pares de indices em anélise.

5.3 Andalise de coeréncia

Para além da correlagdo com onduletas, existe uma medida capaz de detetar a relacao
existente entre duas séries no espaco tempo-frequéncia, a coeréncia com onduletas.
Enquanto a primeira utiliza a transformada discreta com onduletas, a segunda utiliza
a transformada continua com onduletas.

Consideremos uma onduleta 1 e a sua transformada de Fourier, QZ, isto é, @(v) =
fj;o Y(x)e”*dz. Tal como na analise de Fourier, existe uma transformada com ondu-
letas inversa definida por

1 oo pAoo drd
u(:c) / Tds

= o Vs ()W (s, 7')872 (5.3)

—00 J—o0
que permite recuperar o sinal original u(z) a partir da sua transformada com onduletas
continua (as expressoes Cy, Wy (s,7) e 1) - sao dadas respetivamente por (3.3), (3.9) e
(3.10)).

No dominio das onduletas podemos definir algumas quantidades, uma delas é o
espetro com onduletas que é definido por |W, (s, T)\Q. Trata-se de uma quantidade que
mede a contribuicao relativa, em cada momento e para cada escala, para a varidncia da

série temporal. O espetro com onduletas pode ser integrado de modo a obter a varidncia
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do sinal de acordo com

1 oo pAoo drds
2 2
au:%/_oo [ W

Podemos igualmente definir o espetro cruzado com onduletas. Dadas duas séries
temporais a; e by, designemos por W, (s, 7) e Wy(s,7) as suas transformadas continuas
com onduletas, o espetro cruzado com onduletas é dado por Wy (s, 7) = Wy (s, 7)Wy(s, 7).

A coeréncia pode ser definida por

‘S (3*1Wab (s,T)) ‘2
S (s—l W, (s, T)F) S (s—l W (s, T)\Q) ’

R%*(s,7) =

1 ¢ usado para normalizacio do resultado e o operador S estd definido a

em que s~
seguir. De facto, dependendo da onduleta usada temos uma expressao diferente para
este operador. Assim, no caso da onduleta de Morlet, este operador é considerado

relativamente & escala e ao tempo, sendo definido como

S (W) = Sescala (Stempo (W(S, T)))

22

onde Siempo (W) = | W (s,7) x c; 252) e Sescala (W) = (W (s,7) X com (0.65)),, em que
c1 e ¢cg sao constantes de normalizacgdo e 7 é a fungdo retangular (ver Torrence e Webster
[28]).

O valor de R? (1, s) varia entre zero e um, com um valor alto (baixo) a indicar forte
(fraca) relagdo. A coeréncia pode ser vista como um coeficiente de correlagao ao longo
do tempo e nas diferentes frequéncias.

A abordagem numérica da andlise de coeréncia foi realizada no software R (versao
3.0.2), recorrendo ao package Biwavelet e utilizando a onduleta de Morlet. Uma das
vantagens desta onduleta é a sua natureza complexa o que permite variabilidade.

Os mapas de coeréncia constituem boas ferramentas descritivas para analisar a es-

trutura de correlagdo entre duas séries. Apresenta-se de seguida os resultados obtidos.
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Figura 5.4: Coeréncia entre os fndices PSI 20 e IBEX 35
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Figura 5.5: Coeréncia entre os indices PSI 20 e DAX 30
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Figura 5.6: Coeréncia entre os indices IBEX 35 e DAX 30

O eixo horixontal diz respeito ao intervalo de tempo e o eixo vertical refere-se a
frequéncia. A cor azul corresponde a um reduzido valor para a coeréncia, ja a cor
vermelha corresponde a um elevado valor para a coeréncia. Assim é possivel identificar
frequéncias e intervalos de tempo onde as duas séries se encontram relacionadas. Por
exemplo, um tom vermelho no fundo (topo) do grafico sugere comovimento forte em
frequéncias baixas (altas) enquanto que um tom vermelho no lado esquerdo (direito)
indicia forte comovimento no inicio (final) do periodo em analise.

Pela observacao das Figuras 5.4, 5.5 e 5.6 pode-se concluir que existe uma tendéncia
crescente de correlagdo com o periodo, ou seja, as relagbes sao mais fortes e signifi-
cativas nos movimentos de longo-prazo, flutuacées com periodicidade de 1 a 3 anos.
Comparando as relagoes entre os diferentes pares de indices considerados, conclui-se
que os rendimentos dos indices DAX 30 e IBEX 35 se encontram mais relacionados,
confirmando assim os resultados da analise de correlacdo realizada no ponto anterior.

Para analisar mais detalhadamente os efeitos da crise financeira de 2008 nos valores
de correlagao entre os rendimentos destes trés indices bolsistas, realizou-se uma aproxi-
macao em cada um dos graficos para periodos de 2 a 16 dias entre as observagoes 1500
e 2500 correspondentes ao periodo de 2006 a 2009. Os resultados sdo apresentados em

Apéndice nas Figuras 4, 5 e 6. Nas Figuras 4 e 5, que apresentam, respetivamente, a
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analise para os pares de paises: Portugal e Espanha e Portugal e Alemanha, observa-se
um tom préximo do vermelho no lado direito dos mapas, ou seja, verifica-se um aumento
de correlagao apos a crise financeira mundial de 2008 (observacao 2050). Esta forte cor-
relacdo é reveladora do efeito de contagio deste fendmeno de instabilidade financeira
(2008) vivido sobretudo nas economias mais desenvolvidas. Ja a Figura 6 referente ao
estudo da correlacao entre Espanha e Alemanha, assiste-se a uma elevada correlagao

em toda a janela temporal e para qualquer periodo considerado.
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Capitulo 6

Conclusoes

Nesta dissertagao realizou-se um estudo de trés indices bolsistas baseado nas ondule-
tas. Na decomposicao de cada uma das séries utilizou-se trés tipos de transformadas: a
transformada discreta com onduleta, a transformada discreta com onduleta de maxima,
sobreposicao e a transformada continua com onduleta. Numa primeira analise estudou-
se a decomposicao de cada indice acionista num conjunto de coeficientes de detalhe e
de aproximacao. De seguida, realizou-se um estudo de correlacao entre os trés indices
bolsistas em estudo. Numa analise inicial, baseada na transformada discreta de maxima
sobreposicao, comparou-se os valores do coeficiente de correlacdo para diferentes escalas
para cada par de indices. Os elevados valores de correlacao observados para qualquer es-
cala considerada, justificam-se pela proximidade geografica dos trés paises considerados
para anélise, bem como pelo facto de serem trés paises pertencentes & Unido Europeia.
A andlise de coeréncia complementou o ponto anterior permitindo analisar o coefici-
ente de correlacao nas diferentes frequéncias e também ao longo do periodo considerado
para anélise. A crise de 2008 revelou uma crescente correlagdo particularmente entre os
rendimentos dos indices PSI 20 e IBEX 35 e entre os rendimentos dos indices PSI 20 e
DAX 30.

A anélise com onduletas tem sido subvalorizada na area da Economia. Este trabalho
alerta assim para a utilidade desta metodologia na analise de séries financeiras. E uma
abordagem capaz detectar relactes entre varidveis em diferentes frequéncias e como essa
relacdo tem evoluido ao longo do tempo. Permite extrair informacao relevante que com
outra metodologia ndo seria possivel. A sua flexibilidade bem como a sua capacidade de
detalhar o que nao esta nitido numa observacao inicial, demonstram o quao importante
e promissora é esta abordagem. Explorou-se assim uma metodologia inovadora e que

podera vir a ter um papel relevante em muitos estudos econémicos.
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Apéndice A

As figuras seguintes apresentam a evolucao da cotagdo dos indices PSI 20, IBEX 35

e DAX 30, entre janeiro de 2000 e outubro de 2014.

w10t indice PSI1 20
16 : : : : : :

1.4 4
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Figura 1: Trajetéria do indice PSI 20
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Figura 2: Trajetéria do indice IBEX 35
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Figura 3: Trajetoria do indice DAX 30

Apresenta-se, de seguida, as representagoes associadas a uma medida de coeréncia
para cada par de indices, considerando um perfodo de janeiro de 2006 a dezembro de

2009 para escalas de 2 a 16 dias.

d
L]
08
-
= — 06
¥
Lo o
&
— 04
@M
02
@0

Figura 4: Aproximacdo da coeréncia entre os indices PSI 20 IBEX 35
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Figura 6: Aproximacdo da coerénc

47

tre os indices PSI 20 e DAX 30

ia entre os indices IBEX 35 e DAX 30



Apéndice A

48



Bibliografia

1]

3]

[6]

[10]

[11]

Aguiar-Conraria, L. e Soares, M. J., The Continuous Wavelet Transform: boving

beyond uni- and bivariate analysis. Journal of Economic Surveys, 28:344-375, 2013.

Barunik, J. e Vacha, L., Wavelet Analysis of Central European Stock Market Beha-
viour During the Crisis. IES Working Paper 23/2009. IES FSV. Charles University.

Capobianco, E. Wavelet Transforms for the statistical analysis of returns genera-
ting stochastic processes. International Journal of Theoretical and Applied Finance,

4:511-534, 2001.

Crowley, P. M., An intuitive guide to wavelets for economists. Research Papers,

Bank of Finland, 1,2005.

Daubechies, 1., Orthonormal bases of compactly supported wavelets. Il. Variations

on a theme. STAM J. Math. Anal., 24:499-519, 1993.

Daubechies, 1., Ten lectures on wavelets. Society for Industrial and Applied Mathe-
matics (STAM), Philadelphia, PA, 1992.

Fernandez-Macho, J., Wavelet multiple correlation and cross-correlation: A mul-

tiscale analysis of euro zone stock markets. phycica A 391:1097-1104, 2011.
Gabor, D., Theory of Communication. J. Inst. Elec. Eng. London, 93:429-457, 1946.

Gallegati, M., Wawelet analysis os stock returns and aggregate economic activity.

Computational Statistics and Data Analysis, 52:3061-3074, 2008.

Gencay, R., Selguk, S. e Whitcher, B., An Introduction to Wavelets and Other

Filtering Methods in Finance and Economics. Academic Press, 2001.

Grossman, A. e Morlet, J., Decomposition of Hardy functions into square integrable
wavelets of constant shape. STAM Journal on Mathematical Analysis, 15:723-736,
1984.

49



Bibliografia

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

Haar, A., Zur theorie der orthogonalen Funktionsysteme. Mathematische Annalen,

69:331-71, 1910.

Jensen, A. e la Cour-Harbo, A., Ripples in Mathematics: The Discrete Wavelet

Transform. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2001.

Kravets, T. e Sytienko, A., Wavelet analysis of the crisis effects in stock index

returns. Ekonomika, 92:1258-1392, 2013.

Lee, H. S., International transmission of stock market movements: o wavelet analy-

sis. Applied Economics Letters 11:197-201, 2004.

Mallat, S., A Wawelet Tour of Signal Processing. 3rd edition, Academic Press, New
York, 2008.

Mallat, S., Multiresolution approzimation and wavelet orthonormal basis of L? (R).

Transactions of the American Mathematical Society, 315:69-87, 1989.
Meyer, Y., Wavelets and operators. Cambridge University Press, Cambridge, 1992.

Percival, D. B., On Estimation of the Wavelet Variance. Biometrika, 82:619-631,
1995.

Percival, D. B. e Walden, A. T., Wavelet Methods for Time Series Analysis. Cam-
bridge University Press, 2000.

Ramsey, J. B., The contribution of wavelets to the analysis of economic and finan-
cial data. Volume Wavelets: the key to intermittent information, 221-236, OUP,
2000.

Ramsey, J. B., Wawvelets in Economics and Finance: Past and Future. Studies in

Nonlinear Dynamics and Econometrics 6:1558-3708, 2002.

Ranta, M., Wavelet multiresolution analysis of financial time series. Ph.D. thesis,

University of Vaasa, Finland, Acta Wasaensia, 223, Statistics 5, 2010.

Rua, A., Nunes, L., International Comovement of Stock Market returns: A Wavelet

Analysis. Journal of Empirical Finance, 16:632-639, 20009.

Stein, E. M. e Shakarchi, R., Fourier Analysis: an Introduction. Princeton Univer-

sity Press, 2003.

20



[26] Tiwary, A. K., Dar, A. B., Bhanja, N. e Shah, A., Stock Market Integration in
Asian Countries: evidence from wavelet multiple correlation. Journal of Economic

Integration, 28:441-456, 2013.

[27] Torrence, C. e Compo, G. P., A Practical Guide to Wavelet Analysis. Bulletin of
the American Meteorological Society, 79:61-78, 1998.

[28] Torrence, C. e Webster, P. J., Interdecadal changes in the ENSO-monsoon system.
Bulletin of the American Meteorological Society, Journal of Climate, 12:2679-2690.

[29] Vidakovic, B. e Mueller, P., Wavelets for kids. Institute of Statistics and Decision

Sciences, Duke University Durham.

[30] Vuorenmaa, T. A.,; A wavelet analysis of scaling laws and long-memory in stock

market volatility. Bank of Finland Research Discussion Paper 27, 2006.

[31] Walker, J. S., Fourier Analysis. Oxford University Press, 1988.

ol



