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Resumo

Este trabalho tem como objectivo estudar medidas de risco e a sua uti-
lizacdo em problemas de optimizacdo em seleccdo de carteiras.
Pretende-se comprender as alternativas & abordagem tradicional de op-
timizacao média-variancia, introduzida por Markowitz, em que o risco é
medido pela varidncia dos retornos dos titulos accionistas.

Para o efeito, estudamos os Momentos Parcialmente Inferiores (LPMs)
e os Momentos Parcialmente Bilaterais (BPMs), cobrindo os casos par-
ticulares da semi-variancia e da semi-varidncia balanceada. Abordou-se,
igualmente, o Valor em Risco Condicional (CVaR). Depois, analisamos
a incorporacdo destas medidas de risco enquanto funcgoes objectivo de
problemas de optimizacao em seleccao de carteiras.

Realizou-se um estudo empirico do desempenho das carteiras que re-
sultaram da solugao dos problemas de optimizacao associados as diversas
medidas de risco, recorrendo a dados histéricos do indice PSI20. O de-
sempenho destas carteiras foi avaliado, fora da amostra, pelos racios de
Sharpe e Sortino, tendo revelado que as medidas alternativas de risco
superam a variancia.

Palavras Chave: optimizacao em seleccao em carteiras, medidas de risco, Momen-

tos Parcialmente Inferiores e Bilaterais, semi-variancia

Abstract

The goal of this work is to study risk measures and its use in optimi-
zation for portfolio selection. One aims at understanding the alternatives
to the traditional approach of mean-variance optimization, introduced by
Markowitz, where risk is measured by the variance of the returns of the
financial assets.

For this purpose, we studied Lower Partial Moments (LPMs) and
Bilateral Partial Moments (BPMs), covering the particular cases of semi-
variance and balanced semi-variance. We also approached the Conditio-
nal Value-at-Risk (CVaR). We then analyzed the incorporation of these
measures of risk as objective functions of optimization problems in port-
folio selection.

It was carried out an empirical study of the performance of the port-
folios that resulted from the solution of the optimization problems associ-
ated with the various risk measures, based on historical data of the PSI20
index. The performance of these portfolios was evaluated, out-of-sample,
by the Sharpe and Sortino ratios, having revealed that the alternative
risk measures outperform the variance.

Keywords: portfolio selection optimization, risk measures, Lower and Bilateral
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Capitulo 1

Introducao

As caracteristicas dos retornos de titulos accionistas transaccionados em merca-
dos financeiros puseram em causa os pressupostos da abordagem tradicional para
a seleccao de carteiras, introduzida por Markowitz (1952). Esta abordagem utiliza
a optimizacao média-varidncia, em que o risco da carteira é medido pela varidncia
do seu retorno, e teve forte influéncia no desenvolvimento do estudo de seleccdo de

carteliras.

Entre as criticas colocadas & abordagem tradicional, mencionamos o facto desta
pressupor que seja quadratica a utilidade do capital do investimento ou que sejam
normais as distribui¢oes dos titulos. Na literatura relevante sobre este assunto (Ei-
chholtz (1996), Newell e Acheampong (2001), Conover et al. (2002), Liow (2008),
Schindler (2009), Srivatsa et al. (2010), entre outros) estd bem documentado que
carteiras constituidas por titulos accionistas ndo satisfazem os pressupostos da teo-
ria de seleccao de carteiras definida por Markowitz (1952), uma vez que 0s retornos

nao sdo, geralmente, normalmente distribuidos e sdo (negativamente) assimétricos.

Foram assim propostas nas tltimas décadas! formas alternativas de medir o risco
e de o incorporar na optimizacdo em seleccdo de carteiras. As medidas de risco
dividem-se, essencialmente, em medidas de risco globais e medidas de risco em perdas.
Entre estas ultimas, encontra-se o Momento Parcialmente Inferior (LPM), proposto
por Fishburn (1977), definido para um grau « que pode ser escolhido consoante a
utilidade do investimento. Quanto mais elevado for o valor de «, maior aversao ao
risco terd um investidor. Existem dois casos particulares dos LPMs com relevincia
propria, o Desvio Semi-Absoluto Inferior (SDA) e a Semi-Variancia (SV).

E possivel formular problemas de optimizacio em seleccdo de carteiras associados
aos LPMs (caso geral), ao SDA e & SV (casos particulares), em que estas medidas

de risco sdo minimizadas no Ambito de programas lineares e quadraticos, recorrendo-

! Diga-se, alias, o que proprio Markowitz (1959) sugeriu na altura uma analise baseada em semi-

variancia e, mais tarde, criticou a sua propria abordagem, ver Markowitz (1991), pagina 194.
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se ao conceito de co-momentos parcialmente inferiores (simétricos e assimétricos)
introduzido originalmente por Nawrocki (1991).

Uma outra medida de risco em perdas considerada nesta tese é o Valor em Risco
Condicional (CVaR), introduzido, pela primeira vez em seleccao de carteiras, por
Rockafellar e Uryasev (2000). Esta medida tem atraido bastante aten¢do, em parte
por apresentar propriedades teéricas interessantes, como a coeréncia e a convexidade.
A sua incorporacao em selecgao de carteiras pode ser feita no &mbito da programagao
linear.

A ideia geral das medidas de risco em perdas ¢ que a parte esquerda (relativa-
mente a um valor de referéncia 7) de uma distribuicao dos retornos envolve risco,
enquanto que a parte direita descreve as melhores oportunidades de investimento.
Assim, s6 devemos ter em conta a variabilidade abaixo desse valor de referéncia. Con-
tudo, a omissdo de informacao relevante sobre potenciais ganhos apresenta-se como
uma fraqueza da abordagem utilizando medidas de risco em perdas. Surgiu, desta
forma, o Momento Parcialmente Bilateral (BPM), motivado pelo facto de os investi-
dores responderem de forma diferente & variabilidade acima e abaixo de um valor de
referéncia 7. Cumova e Nawrocki (2004) apresentaram um procedimento para apli-
car os BPMs em problemas de optimizacdo em seleccdo de carteiras, considerando
os casos particulares do desvio semi-absoluto inferior balanceado e da semi-varidncia
balanceada, quando determinados graus sao especificados.

Mostraremos nesta tese um estudo empirico que fizemos sobre o desempenho das
carteiras resultantes dos problemas de optimizacdo associados as diversas medidas
de risco, recorrendo a dados historicos do indice PSI20. Avalidmos esse desempenho
pelos racios de Sharpe e Sortino, num contexto out-of-sample, como em DeMiguel et
al. (2013). A fim de estudar o problema biobjectivo (minimizar o risco e maximizar
o retorno) que esté associado a seleccao de carteiras, calculamos as respectivas fron-
teiras de eficiéncia e analisdmos o impacto de diversos parametros nestas fronteiras,
como ordens e valores de referéncia dos LPMs e BPMs.

A estrutura desta tese tem inicio no Capitulo 2 onde se apresenta a definicdo
matematica de medida de risco, algumas das suas propriedades e as varias medidas
em andlise neste estudo. Os problemas de optimizacao em selec¢do de carteiras
associados as varias medidas de risco s2o introduzidos no Capitulo 3. O Capitulo 4
descreve o estudo empirico acima mencionado. Por fim, no Capitulo 5, é feita uma

conclusao geral de todo o estudo.



Capitulo 2

Medidas de risco

Ao pensarmos em risco ocorre-nos saber como o definir e medir. Intuitivamente,
o risco é algo que tem em conta a probabilidade e a severidade de um evento. De
uma forma algo arcaica, podemos dizer que as pessoas sabem que para ganhar tém
de apostar e para ganhar bastante tém de arriscar ainda mais. Numa perspectiva
financeira este facto traduz-se em que grandes retornos estao normalmente associados
a grandes incertezas.

Uma medida de risco é definida como um mapeamento de um conjunto de va-
ridveis aleatérias para o conjunto dos nimeros reais, em que o primeiro representa
os retornos de uma carteira. A notacdo normalmente utilizada para uma medida
de risco associada & variavel aleatéria X é p(X). Desta forma, podemos definir

formalmente uma medida de risco, introduzindo trés axiomas para esse efeito.

Definicao 2.1. Seja L um conjunto de varidveis aleatorias definido num espaco de

probabilidade. Uma fungao p: L — R U {400} é uma medida de risco se satisfizer
e p(0) =0 (Normalizagao),
o pla+Z)=p(Z)—a,VaeR eVZ € L (Invaridncia de Translag¢ao),

o Se 7y < Zy entao p(Z1) > p(Zs), V721, Zy € L (Monotonia Decrescente).

2.1. Propriedades das medidas de risco

As medidas de risco podem-se dividir em medidas de risco globais e medidas de
risco em perdas, de acordo com o trabalho de Dhaene et al. (2003). Uma medida
de risco global ¢ uma medida da “distdncia” entre uma situagdo de risco e a situagao
livre de risco correspondente, quando as discrepancias favoraveis e desfavoréaveis sao
tidas em conta. Uma medida de risco em perdas é uma medida da “distancia” entre
uma situacao de risco e a situagdo livre de risco correspondente, quando apenas as

discrepancias desfavoraveis contribuem para o risco.
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Neste trabalho vamos focar-nos nas medidas de risco em perdas como as apre-
sentadas nas Secgoes 2.3 e 2.4 e compari-las com uma medida de risco global, a
variancia, apresentada na Seccao 2.2. Um outro conceito bastante importante no
estudo das medidas de risco é o de medida de risco coerente. A sua definicdo é

apresentada de seguida.

Defini¢ao 2.2. Uma medida de risco p : L — R U {400} € denominada coerente

se satisfizer 0s sequintes ariomas
o p(Z1+ Zs) < p(Zh) + p(Z2), V21, Zoy € L (Subaditividade),
o p(aZy) =ap(Z1), Va >0 eVZ; € L (Homogeneidade Positiva).

De seguida apresenta-se uma outra classe de medidas de risco, a das medidas de

risco convexas.
Definicao 2.3. Uma medida de risco p : L — R U {400} diz-se conveza se

o p(AZ14+ (1= XN)2Z2) < Mp(Z1+ (1= N)p(Z2), YA € [0,1] eVZ1,Z5 € L (Conve-
zidade).

Neste estudo a tnica medida de risco coerente (e consequentemente convexa) sera
o Valor em Risco Condicional (CVaR). Este facto leva-nos a pensar que esta medida
de risco poderd apresentar melhores resultados empiricos que as restantes. Contudo,
este facto nao implica que as outras medidas de risco ndo possuam interesse, bem
pelo contréario. O facto de algumas medidas de risco nao serem coerentes e mesmo

assim apresentarem bons resultados é interessante e merece atengao especial.

2.2. Medidas tradicionais

A teoria da selecgdo de carteiras em conjunto com o conceito de risco/retorno
iniciou-se com a publicacao do trabalho Portfolio Selection por Markowitz (1952).
Ai foram consideradas medidas de risco tradicionais como é o caso da variancia (e

do desvio-padrao).

Defini¢ao 2.4. Dada uma varidvel aleatéria Y : @ — R com valor médio E(Y'), o

desvio-padrao o(Y') é dado por

a(Y) = VE[Y - E(Y))Y.
Por definicdo a varidncia é o valor do desvio-padrdo ao quadrado, ou seja,

V(Y) = B[Y - B(Y))?].



2.3 Momentos parcialmente inferiores (LPMs)

Se estivermos na presenca de uma varidvel aleatoéria Y com funcdo densidade

fy(y), a variancia pode ser expressa na forma

+o0
V(Y) = / (v — E(YV))? iy (y)dy,

—0o0
com E(Y) = [Ty fy(y)dy.
Definicao 2.5. Considerem-se n varidveis aleatérias ¥V; : @ — R, i =1,...,n
com wvalores médios E(Y1),...,E(Yy). A matriz de covaridncias 3(Y) é definida,
entrada a entrada, por
(V)i = E[(Y; = E(Y;)(Y; — E(Y;))],

em que Y = (Y1,...,Y,).

Outras nogoes importantes neste trabalho sdo a média estimada, a varidncia

estimada e a matriz de covariancia estimada. Assim, as formulas para estimar E(Y")

e V(Y) sado

Y;

=
I

M| =
E

o~
Il

1

Vo= (}/t_ﬂ)Qv

M| =
N

-
Il

1

onde T' é o numero de observagoes e Y; é o valor amostral (estimado) da variavel
aleatoria Y no instante ¢.

Por fim, a matriz de covariancia X(Y') pode ser estimada, entrada a entrada, por
1 X
Xij = ;(Yit = 1) (Yje = p15),

em que p; ~ E(Y;), pj ~ E(Y;) e Yj; representa o valor estimado da varidvel aleatéria
Y; : © — R no instante ¢.

A varidncia ndo é uma medida de risco coerente pois nao satisfaz, por exemplo, o
axioma da homogeneidade positiva. Entre as propriedades associadas a esta medida
de risco estd o facto de a matriz de covaridncias correspondente ser simétrica e semi-
definida positiva. No trabalho que se segue vai-se supor que esta matriz X é definida
positiva.

A variéncia é entdo uma medida de risco global, uma vez que tem em conta, de
igual forma, tanto a cauda superior como a cauda inferior da distribuigao de uma
varidvel aleatoria Y. E uma das duas medidas globais que iremos estudar neste
trabalho, mas existem outras medidas de risco global como é o caso do risco de

mercado (By) e do intervalo interquartil (IQR).
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Capitulo 2 Medidas de risco

2.3. Momentos parcialmente inferiores (LPMs)

O grande avanco no estudo das medidas de risco em perdas ocorreu com a intro-
ducao da medida de risco momento parcialmente inferior (LPM) por Bawa (1975) e
Fishburn (1977). Neste capitulo vamos comecar por definir Momento Parcialmente
Inferior (LPM), sendo este um modelo geral para as medidas de risco abaixo de um
valor de referéncia. Vamos, ainda, introduzir outras defini¢des pertinentes para o
estudo dos LPMs.

Vimos que a média e varidncia sao momentos de primeira e de segunda ordem,
respectivamente. Uma definicdo mais geral de momentos é apresentada de seguida,
onde 7 é um valor que serve de referéncia para medir a distancia da variavel aleatéria

Y a um valor fixo a partida.

Definicao 2.6. Seja Y : Q — R uma varidvel aleatdria absolutamente continua com
fung¢ao densidade fy(y). O momento de grau o com referéncia a T € dado por
0o
palrY) = B =) = [~ (0 =) i .
O caso em que o valor de referéncia 7 é igual & média da distribuicdo, ou seja,
7 = E(Y) denomina-se momento central. O momento central normalizado também
¢ introduzido

BI(Y — B(V))*]

O—OL

Ho (7_7 Y) =

Note-se que o momento central normalizado de ordem trés (o = 3) ¢ a assimetria
(skewness) de uma distribui¢do. A curtose é o quarto momento central normalizado
(v = 4) (retirando trés unidades ao valor obtido). Algumas distribuigoes com valor
de curtose muito elevada podem apresentar caudas pesadas. Este facto é bastante
importante para o nosso trabalho, uma vez que, as distribuigdes que nos interessam
devem apresentar essa propriedade.

O momento parcialmente inferior (LPM) foi entao introduzido pela primeira vez

por Bawa (1975) e a sua definigdo é apresentada de seguida.

Definicao 2.7. Seja Y : Q@ — R uma varidvel aleatoria absolutamente continua
com fungao densidade fy(y). O Momento Parcialmente Inferior (LPM) de grau o
com referéncia o T € definido por

.

LPMy(7,Y) = E(max(r — Y,0)%) = / (1 —y)*fy(y)dy.

—0o0



2.4 O caso particular da semi-variancia

Os LPMs examinam simplesmente 0 momento de ordem « abaixo de um valor
de referéncia 7. Uma hipétese a analizar neste trabalho é a de que os beneficios
tedricos e empiricos em utilizar os LPMs (entre outras medidas de risco) vao superar
os beneficios da utilizacao da varidncia como medida de risco. Na pratica, os LPMs

podem ser estimados, para T’ observagoes, por
1 X
LPM, (1) = = ; max(7 — Y;,0)%,

onde Y; é o valor da variavel aleatéria Y no momento da t-ésima observagao.

A adopcao desta medida de risco vai possibilitar a ndo suposicao de uma distri-
bui¢ao normal (Gaussiana) das variaveis em andlise, necessaria quando a variancia é
utilizada como medida de risco. Este assunto vai ser abordado posteriormente neste
estudo. Para além disso, pela capacidade de se poder escolher o grau do momento, ou
seja, definir o valor de a em LPM,,(7,Y") previamente, um investidor pode especificar
aquela medida de risco que melhor se ajusta & sua aversao ao risco. Intuitivamente,
maiores valores de o vao penalizar maiores desvios do que valores mais baixos.

Os momentos parcialmente inferiores sdo uma medida de risco em perdas, uma
vez que apenas se preocupam com a distribuicdo de uma varidvel aleatéria Y abaixo
de um valor de referéncia 7. Os LPMs nao sdo uma medida de risco coerente uma

vez que, por exemplo, ndo satisfazem o axioma da homogeneidade positiva.

2.4. O caso particular da semi-variancia

Um facto que pode ser desconhecido para muitos é que, muito antes da defini-
¢80 de momento parcialmente inferior, Markowitz ja tinha considerado um seu caso
particular, o da semi-variancia. De facto, ele dedicou todo o capitulo IX (Portfolio
Selection, Markowitz) a discutir a semi-variancia.

Assim como os momentos parcialmente inferiores, também a semi-varidncia é
uma medida de risco em perdas. Partindo da definicdo de momentos parcialmente
inferiores e tendo por base que a semi-varidncia é um caso particular dos LPMs em
que o grau do momento « é definido como sendo 2, pode definir-se semi-variancia de

forma analoga.

Definicao 2.8. Seja Y : Q@ — R uma varidvel aleatdria absolutamente continua

com fun¢ao densidade fy(y). A semi-varidncia com referéncia a T é dada por

T

SV(r,Y) = E(max(r - Y,0)?) = / (r — )y (y)dy. 2.1)

—0oQ



Capitulo 2 Medidas de risco

Sendo um caso particular dos momentos parcialmente inferiores, a semi-variancia
é também uma medida de risco em perdas, uma vez que apenas se preocupa em medir
as ocorréncias (discrepéncias) que ocorrem na cauda inferior (abaixo de um valor de
referéncia 7) da distribuicdo de uma variavel aleatoria Y.

Os Momentos Parcialmente Inferiores (LPM) estao para os momentos de uma
distribuicdo como a semi-variancia é vista para a varidncia. Sendo um caso parti-
cular dos momentos parcialmente inferiores esta medida de risco apresenta algumas
propriedades interessantes para o estudo que se segue, propriedades essas que se

apresentam de seguida.

2.4.1. Simetria

Por defini¢do, uma distribuicao diz-se simétrica se reflectida em E(Y) (em que
E(Y) é o valor médio de uma variavel aleatoria), reproduz exactamente a mesma
distribuicao. Tem-se que a varidncia de uma distribuicao é sempre a mesma que a da
sua reflexdo enquanto que tal ndo acontece com a semi-varidncia. Uma distribuigao
que possui maior concentracao de valores a direita de E(Y') do que a esquerda diz-se
enviesada a direita. O valor de

V(YY)
2SV(E(Y),Y)’
pode ser utilizado como forma de medir o enviesamento, em que V(Y') é a variancia
de uma variavel aleatoria Y e SV(E(Y),Y) é dado por (2.1) com 7 = E(Y). Para
distribuicoes simétricas tem-se que V(Y)/2SV(E(Y),Y) = 1. Se a distribuigao for
enviesada a direita, entdo V(Y)/2SV(E(Y),Y) > 1, se acontecer o contréario entao
V(Y)/2SV(E(Y),Y) < 1.

Quando todas as distribuicdes das variaveis aleatoérias presentes numa carteira sao
simétricas, ou tém o mesmo valor de enviesamento, as carteiras nao se distinguem,
quer se utilize como medida de variabilidade o valor de V (Y), quer se utilize o valor
de SV(E(Y),Y).

Uma andlise baseada em SV(E(Y),Y") leva ao favorecimento de carteiras que tém
maior enviesamento & direita, ou menor enviesamento a esquerda em cada distribui-

¢ao, quando existem vArias carteiras com o mesmo retorno e variancia esperados.

2.4.2. Alteragoes nas distribuicoes

Consideram-se agora alteragoes nas distribuigoes, particularmente aquelas que

mantém a média da distribuicao inalterada. Vai-se comparar o efeito dessas altera-
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coes tanto na variancia como na semi-variancia.

Uma possivel alteragdo é o movimento de dois pontos em dire¢es opostas, com a
mesma distancia. Este movimento mantém a média E(Y') constante e denomina-se
por alteracao binaria. Qualquer alteracio biniria em que se dd a aproximacao de
dois pontos diminui a varidncia. Pelo contrario, uma alteracdo em que os pontos se
afastam aumenta a variancia.

Em relacdo & semi-varidncia uma alteracdo binaria em que dois pontos se aproxi-
mam diminui o valor de SV(E(Y),Y) desde que, pelo menos, um deles se encontre
abaixo de E(Y). Se os dois pontos se encontrarem acima de E(Y'), o valor de
SV(E(Y),Y) nao se altera. Se os dois pontos estiverem abaixo de E(Y'), entdo a
alteracdo no valor de SV(E(Y),Y) é a mesma que no valor de V(Y). Estes resul-
tados aplicam-se nao s6 a SV(E(Y),Y), mas também a SV(7,Y’) para um valor de

referéncia 7 definido pelo investidor.

2.5. Momento parcialmente bilateral (BPM)

A omissdo de dados potencialmente relevantes, existentes na cauda superior da
distribuicdo de uma varidvel aleatoria Y, pode ser uma fraqueza das regras que
servem de base ao estudo do risco em perdas, pelo facto de apenas se considerar a
variabilidade abaixo de um valor de referéncia 7.

Os Momentos Parcialmente Bilaterais (BPMs) sdo introduzidos para detectar
movimentos negativos indesejados (cauda inferior da distribui¢do) e movimentos po-
sitivos desejados (cauda superior da distribuicdo). Os BPMs sdo uma medida de
risco bastante abrangente, conseguindo alcancar a maioria dos aspectos relevantes
da definicao de risco. Tanto os LPMs como a varidncia sdo casos particulares dos
momentos parcialmente bilaterais.

Para definir os BPMs vamos utilizar a definicdo de LPMs introduzida antes e
definir, em primeiro lugar, os Momentos Parcialmente Superiores (UPMs). Os mo-
mentos parcialmente superiores requerem um valor de referéncia superior n e sao

definidos da seguinte forma.

Definicao 2.9. Seja Y : Q@ — R uma varidvel aleatdria absolutamente continua
com fun¢ao densidade fy(y). O Momento Parcialmente Superior (UPM) de grau o
com referéncia a n é definido por

+o00

UPM, (1, Y) = E[(max(0,Y — )] = / (¥ — )y (y)dy.
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Tal como no caso dos LPMs, as diferentes ordens a nos UPMs representam
comportamentos distintos por parte dos investidores. Quando « > 1 os investidores
sao propensos aos ganhos potenciais, quando o = 1 sdo neutros aos ganhos potenciais
e no caso de a < 1 sao adversos aos ganhos potenciais.

Por forma a utilizar toda a informacao proveniente da distribuicdo, nao olhando
apenas para a parte inferior nem punindo o “risco de ganhos”, como é feito ao utilizar
a variancia como medida de risco, Kahneman e Tversky (1979) introduziram os

momentos parcialmente bilaterais.

Definicao 2.10. Seja Y : Q — R uma varidvel aleatdria absolutamente continua
com fungao densidade fy(y). O Momento Parcialmente Bilateral (BPM) de grau o

com referéncia o T e n é definido por
BPM,(7,1m,b,Y) = LPM,(7,Y) +b- UPM,(n,Y), a=0,1,2,...

onde —0o0 < T <1 < 400 e o coeficiente de balanceamento b € R é determinado pela

atitude do investidor face ao risco.

O coeficiente b é geralmente negativo por forma a compensar perdas com ga-
nhos. Os BPM,(7,7,b,Y),a = 0,1 e 2, sdo conhecidos como probabilidade de perda
balanceada, desvio semi-absoluto balanceado e semi-variancia balanceada, respecti-
vamente.

Intuitivamente, os momentos parcialmente bilaterais podem ser modificados para
suportar os momentos parcialmente inferiores e superiores de diferentes niveis (de

liberdade), dando origem a
BPM, g(7,1,b,Y) = LPMy(7,Y) + b - UPMg(n,Y), (2.2)

em que « e  s30 nameros reais positivos (que podem também tomar o valor 0, mas
nao é comum isso acontecer). Quanto maior forem as ordens « e 3, mais énfase se
d4 aos eventos extremos nas caudas das distribuicgoes.

No caso em que que os valores de referéncia inferior e superior sdo iguais, isto
é, quando 7 = 1, os BPMy(7,7,b,Y) representam-se por BPM,(7,b,Y). Quando
a=2b=1e7 = E), a semi-varidncia balanceada coincide com a variancia.

Tem-se ainda que quando b = 0 os BPMs coincidem com os LPMs, isto é,

BPM,(7,0,Y) = LPM,(7,Y).
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2.6 Valor em risco condicional (CVaR)

Os BPMs s3o uma medida de risco global pois debrugam-se em toda a distribuicao
de uma variavel aleatéria Y. No entanto, ndo sdo uma medida de risco coerente nem
convexa.

Como veremos mais & frente, é complicado utilizar os BPMs, na sua defini¢do
mais geral, como medida de risco em problemas de optimizacao em selecgao de car-
teiras. No entanto, em casos particulares como o da semi-varidncia balanceada, sera
mais facil formular problemas de optimizacao tratiaveis computacionalmente. Para

interpretar melhor os BPMs, definem-se as seguintes variaveis aleatérias

g(1,Y) = max(0,7-Y),

h(1,Y) = max(0,Y — 7).

E facil verificar que g > 0 e h > 0. A variavel g(7,Y") representa os retornos negativos
enquanto que a variavel h(7,Y") descreve os retornos positivos, ambas com respeito
a referéncia 7 = 1. Com o auxflio destas duas variaveis aleatérias pode-se reescrever

os BPMs como
BPM,(7,0,Y) = E(g(1,Y)*) + b- E(h(1,Y)%), a=1,2,... (2.3)

Em suma, os BPMs sdo uma generalizagao dos LPMs, onde o risco de perdas
(simétrico dos retornos) é complementado com o potencial de ganhos (retornos). Os
momentos parcialmente bilaterais sdo consistentes com a percep¢ao de risco que um

investidor tem e, para muitos, sdo uma medida de risco apropriada e atraente.

2.6. Valor em risco condicional (CVaR)

Existem outras medidas de risco para além daquelas descritas até aqui. Uma
das medidas mais importantes a ter em consideracao é o Valor em Risco Condicional
(CVaR) (também denominado Perda Esperada (ES)). Esta medida esta relacionada,
de forma explicita, a outra medida de risco mais simples, o Valor em Risco (VaR).
Neste trabalho vamos introduzir o conceito de valor em risco, mas apenas com a
intencao de definir valor em risco condicional e ndo como uma medida de risco a
estudar.

Uma das principais propriedades do CVaR ¢é o facto de ser uma medida de risco
coerente (ao contrario do VaR e de todas as outras estudadas), satisfazendo, assim,
as propridades importantes desse tipo de medidas de risco introduzidas no inicio
deste capitulo. Com o objectivo de definir VaR comega-se por introduzir a varidvel

aleatéria Y : 2 — R que representa as perdas associadas a um investimento.

11
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Definicao 2.11. Seja 8 € (0,1). Define-se Valor em Risco (VaR) (expresso em

niveis de probabilidade) como sendo
VaR(Y) = min {7 : P(Y <) > 8},
em que 3 toma valores, normalmente, perto de 1.

Assim, o VaR representa a menor perda possivel com probabilidade superior, ou
igual, a f. Como ji foi visto no inicio do capitulo uma das propriedades que as
medidas de risco devem satisfazer é a subaditividade. O valor em risco nao satisfaz
esta propriedade e, para além disso, nao é convexa. Nao é também suave no sentido
de admitir derivadas continuas. Sendo assim ndo é uma medida de risco apropriada
e interessante. No entanto, o CVaR satisfaz estas propriedades tornando-o muito

mais atraente como medida de risco na préatica.

| R |
/ \
- C‘IJaRI/}' \

S30%  -20% 0 -10% 0% 10% 20% 30%  40%  50%

—

Figura 2.1: VaR e CVaR

Defini¢ao 2.12. Seja 8 € (0,1) e Y : Q@ — R uma varidvel aleatéria absoluta-

mente continua com fungao densidade fy (y). Define-se Valor em Risco Condicional

(CVaR) como sendo

1

CVaRg(V) = —— / yfy (y)dy.
1 =B Jy>vars(v)
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2.6 Valor em risco condicional (CVaR)

O CVaR mede a perda esperada para além do VaR. O CVaR da-nos entdo uma
indicacao do tamanho das perdas extremas, quando o valor do VaR ¢é ultrapassado.
A Figura 2.1 mostra-nos a relagdo que existe entre o valor em risco e o valor em
risco condicional e também que o CVaR se localiza sempre a esquerda do VaR, algo
que se prova matematicamente com facilidade [4, 38|.

O valor em risco condicional é uma medida de risco coerente. Para além disso,
o CVaRg(Y') é uma fungao continua de . Por isso, independentemente das distri-
buigoes subjacentes, temos a convicgdo que o risco medido através do CVaR nao se
altera drasticamente quando ha uma alteracdo no nivel de confianca (em alguns pon-
tos percentuais). Outra propriedade do CVaRg(Y') é o facto deste ser uma funcao
monotona em 3. Assim, quanto menor for o valor de /3, maior é o risco (variabilidade

indesejada da distribui¢do em causa).
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3.1.

Capitulo 3

Optimizacao do risco em seleccao
de carteiras

Harry Markowitz foi o primeiro investigador a quantificar a no¢do de risco no
ambito do investimento em carteiras (Markowitz, 1952). Usando o trabalho de Mar-
kowitz, um investidor pode escolher titulos accionistas e definir uma carteira de forma
a maximizar o retorno esperado para um determinado nivel de risco ou minimizar o

risco para um determinado nivel de retorno.

As carteiras de investimentos sdo, de forma geral, um conjunto de titulos accionis-
tas (acgoes ou obrigagoes, por exemplo). A gestdo de investimentos tem incorporada
uma relacao clara entre risco e retorno. O retorno esperado pelo investidor esta
relacionado com o risco que pretende correr. Esta atitude depende do seu perfil de
risco. No caso do investidor possuir aversao ao risco ird optar por uma carteira com
menor risco, logo menor retorno, se for propenso ao risco ird optar por uma carteira

de maior risco, logo maior retorno.

Ao longo deste capitulo vamos introduzir varios problemas de optimizagao (es-
sencialmente problemas lineares e quadraticos) que servirao de base para o estudo
empirico relatado no capitulo seguinte. Estes problemas assentam na intencao de
minimizar o risco, medido de diversas formas consoante a medida de risco em causa

(média-variancia, LPM, BPM, entre outras).

Abordagem tradicional (média-variancia)

Na abordagem tradicional comeca-se por definir as varidveis aleatérias R; que
representam o retorno esperado de um titulo accionista ¢ entre um conjunto de
n titulos. Em relacdo a esses retornos conhece-se uma estimagao p; da média de
cada um, normalmente feita utilizando dados histéricos. Denota-se por x; a propor-

¢do de investimento feito no titulo accionista .

15
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O retorno esperado da carteira é dado e estimado por
E(R(z)) = E(x1R1+ -+ xpRp) ~ x1fi1 + - + Tppin = 1| .

A variancia do retorno é introduzida e estimada por

2

V(R(z))=F Zn: iR — FE Xn: ;i R; = Zn: Zn: OijTixj z": Zn: Yijrixy,
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
em que a matriz de covariancias X(R(z)) é dada, entrada a entrada, por
oij = E[(R; — E(R;))(R; — E(R;))]. A matriz ¥ representa uma estimacao de
Y(R(z)). De forma equivalente pode-se escrever a estimacao da variancia na forma
matricial = Zz.

Como foi dito na Secgao 2.2 vamos entao supor que a matriz X é definida positiva,
traduzindo-se este facto na inexisténcia de titulos accionistas redundantes. Nesta
Seccao, a teoria de seleccao de carteiras vai ser abordada recorrendo & optimizacao
média-variancia.

Esta teoria explica como um investidor deve distribuir os pesos numa carteira
de forma a maximizar o retorno para um dado risco, ou minimizar o risco para um
dado retorno. Um aspecto importante que se deve considerar é que algumas carteiras
nao sao admissiveis. De uma forma simples vai-se representar por X o conjunto das
carteiras admissiveis. Consideraremos apenas casos em que X é poliédrico.

A restricdo mais comum impoe que as variaveis x; representem as proporcoes do

investimento total

n
in = 1.
i=1

Outras restricoes do modelo média-variancia traduzem a impossibilidade do investi-

dor tomar posigoes curtas (vendas a descoberto) e podem-se representar como
Z; ZO, 1= 17...,n.

Estas restri¢coes de desigualdade podem ser relaxadas, por forma a estudar a dife-
renca entre a possibilidade de existirem ou nao posicoes curtas e quais os resultados
(tedricos e empiricos) dessa alteracao. Pode-se entdo escrever o conjunto X como
sendo
n
X = xER:inzl,mZO, i=1,...,n
i=1
Dado um nivel de retorno r, o problema de optimizac¢ao média-variancia OMV (r)

formula-se como um problema de optimizagdo quadratica (QP)
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3.2 Limitacdes da abordagem tradicional e utilidade quadratica

1

min, —x'Yr
2

s.a uTx >r (3.1)
x e X,

onde o factor % serve apenas para tornar os calculos mais simples e ndo afecta o
problema de optimizacdo. Trata-se, de facto, de um QP pois a funcao objectivo
¢ quadrética e as restricoes sao lineares. E também um problema de optimizacao
convexo dado que as restricdes sao convexas e a funcao objectivo é convexa. Para
cada valor de retorno r, o programa OMV(r) tem apenas uma tnica solugdo 6ptima
(se existir z € X tal que ' & > ), uma vez que a funcdo é uniformemente convexa.

Um dos principais pressupostos na teoria da optimizagao média-varidncia é que os
retornos das carteiras se comportam como se seguissem uma distribuicao normal. De
facto, uma distribuicao normal utilizaria apenas dois parametros para descrever toda
a distribui¢ao dos retornos: a média e a variancia (covariancias), tornando irrelevante
especificar momentos de ordem superior (curtose, por exemplo). A varidncia procura
descrever o quanto os retornos se diferenciam do valor médio, para ambos os lados de
uma, distribuicao. Para além disto se um utilizador possuir uma funcao de utilidade
quadratica, a optimizacdo média-varidncia pode produzir resultados satisfatoérios.

Esta questao vai ser abordada na préoxima seccao.

3.2. Limitacoes da abordagem tradicional e utilidade quadra-
tica

A abordagem tradicional da optimizacao em selecgao de carteiras (recorrendo a
utilizacdo de médias e varidncias) nem sempre é vidavel. No entanto, mostra-se que
a sua utilizagdo é satisfatoria (do ponto de vista das soluc¢oes obtidas) quando a
distribuicao dos retornos R é aproximada por uma distribuicao normal multivariada
ou se o investidor possui uma funcdo de utilidade quadratica.

E facil para umn investidor saber se os retornos dos seus titulos accionistas sio
distribuidos normalmente usando, por exemplo, um grafico de probabilidade normal.
Caso nao sejam distribuidos normalmente tem-se, & partida, uma resposta negativa
a utilizacao da abordagem tradicional, pois a teoria de seleccdo de carteiras classica
nao responde, de forma satisfatoria, a tais distribuicoes.

Além disso, a matriz de covariancias 3(Y') e o vector de médias E(Y) nao sao

observéaveis e precisam de ser estimados. O processo de estimacao é feito normalmente
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recorrendo aos dados histéricos. No entanto, nao se podem utilizar dados muito
antigos uma vez que estes sdo irrelevantes e geram uma mé previsao dos movimentos
futuros dos titulos accionistas. Os investidores sao entao induzidos a utilizar poucos
dados o que pode levar a erros de estimacao.

Substituir a variancia permite atenuar o pressuposto de que as distribuic¢oes (dos
retornos R de uma carteira) sdo aproximadamente normais e abre a porta a utiliza¢ao
de outras medidas de risco (CVaR, LPMs, entre outras) em selecgdo de carteiras.

O objectivo do nosso trabalho nao é utilizar a teoria da utilidade para resolver
problemas de seleccdo de carteiras, mas sim utilizar novas medidas de risco, diferen-
tes das usuais (ou seja, diferente da variancia, por exemplo). Contudo a nocao de
utilidade, mais concretamente, a de funcdo de utilidade, é importante na teoria da
seleccao de carteiras. A teoria da utilidade tem como objectivo estudar uma forma
de construir um modelo matemético que descreva a avaliagdo que um individuo faz
de eventos que envolvam varidveis aleatorias. A primeira definicdo a introduzir é a

de funcao de utilidade.

Definicio 3.1. A funcio u(-) que exprime a importancia atribuida pelo investidor

ao seu capital disponivel chama-se funcdo de utilidade.

Naturalmente, uma funcao utilidade é nao decrescente, pois quanto maior o capi-
tal disponivel, maior ¢ a importancia que se lhe atribui. As func¢oes de utilidade s&o,
geralmente, concavas reflectindo o facto de que, & medida que o capital dos investi-
dores aumenta, o aumento monetario vai ter menos importancia na sua utilidade.

Neste trabalho, ao falar de fun¢oes de utilidade, referir-nos-emos a fun¢oes u(z)
duas vezes diferencidveis e que, em geral, satisfazem u/(z) > 0 e v’ (x) < 0. Define-se

o coeficiente de aversdo ao risco de Arrow-Pratt por

Este coeficiente explica como a aversao ao risco muda com o nivel de satde financeira
(relativa ao valor de capital a investir). Por exemplo, u(z) = In(x) implica que
_ 1 . ~ . . . . . . . .
r(x) = ;, ou seja, a aversdo ao risco diminui quanto mais um investidor for saudavel

(maior capital possuir). Define-se ainda o equivalente de certeza C
u(C) = E(u(X)). (3.2)

Assim sendo, o montante que pode ser tido como certo C tem o mesmo nivel de

utilidade que a utilidade esperada da variavel aleatéria X.
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3.3 Abordagem utilizando os momentos parcialmente inferiores (LPMs)

Seja agora R(x) o retorno de uma carteira, que pode ser expresso, num modelo
a um perfodo, por R(z) = 2"R, R = (Ry,...,R,). Isto significa que o valor da
carteira no instante t = 1 aumenta de um valor inicial Vg para V) = V(142 ' R). Esta
expressao conduz a um problema de optimizacao no ambito do estudo da utilidade

esperada

min, E(Vo(1+z"R))
(3.3)
s.a z'1= 1,
onde 1 é um vector de uns em R". A funcdo objectivo deste problema designa-se
por utilidade esperada.

Supoe-se ainda que o investidor tem uma funcao de utilidade quadratica da forma

u(x) =1z — %2332.

A expressdo da utilidade esperada pode ser reescrita utilizando a equacdo anterior,

o equivalente de certeza (3.2) e alguns célculos [39]. Obtém-se assim

EVo(l+2"R)) = e VoE(1+z'R)— (1+z"R)?)

a1 aVo—elf ; Ler N\ L7
= V| -5 -+ —— —7( )—f :
c2Vy (02 02 5 o 02 N A 57 Qx

aVo — V@
62‘/02

C %2 E
2

Introduzindo a constante ¢ = , a expressao da utilidade esperada pode

ser escrita por fim como

1 1
E(WVo(l+a' ) =da'p— (' p)? - Sa’ Sa.

O problema de optimizagao (3.3) pode ser reescrito com a formula anterior para
E(Vo(1+2"p)). As condigdes necesséarias de primeira ordem deste problema vio ser
iguais as do problema de optimizacio meédia-variancia mingz' Yz

sap z=r x' 1=1" se este tltimo for resolvido com

b ac — b? ¢c—b
r=-+ ,
c ac—b%+c¢ c

paraa=p X 'y, b=p ' Mlec=1T2"11.

Concluimos que maximizar a utilidade esperada de um investidor com funcao de
utilidade quadratica conduz & mesma solucao éptima que resolver um problema de
optimizacdo média-varidncia em seleccao de carteiras. Se a funcdo de utilidade de
um investidor nao for quadratica, a abordagem tradicional ndo consegue, do ponto de
vista tedrico, obter resultados satisfatorios e, assim, existe a necessidade de recorrer

a medidas de risco alternativas como as apresentadas neste estudo.

Ver explicagido pormenorizada em [39)].
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3.3. Abordagem utilizando os momentos parcialmente inferi-
ores (LPMs)

Sao essencialmente dois os problemas que se colocam & teoria de seleccao de

carteiras classica

e A teoria nfo é suficientemente boa, no sentido de nao responder a varios tipos

de distribuigdes (normais e nado-normais) de igual forma.

e A teoria ndo permite a utilizacdo de medidas de risco alternativas, como por
exemplo, os LPMs; os BPMs e o CVaR, que levariam a respostas (solucgoes)

melhores que as dadas pelas medidas cléssicas.

Uma alternativa a utilizacdo da varidncia como medida de risco e consequente-
mente & necessidade do investidor possuir uma funcao de utilidade quadratica é a
medida de risco Momento Parcialmente Inferior (LPM). Esta medida é caracterizada
por um conjunto mais geral de fungoes de utilidade [15] e a sua utilizagdo néo esté
condicionada a uma distribuicdo de probabilidade especifica.

Nesta secgao, supoe-se que os investidores se preocupam com médias e LPMs (em
vez de com meédias e varidncias) e, assim, a teoria passa a intitular-se optimizacao
média-LPMs. Para além disso, também serdo introduzidos os problemas de opti-
mizacao referentes aos particulares da Semi-Variancia (SV) e Desvio Semi-Absoluto

Inferior (SDA).

3.3.1. Risco definido pelos LPMs

Ainda antes de introduzir o problema de optimizacdo em seleccdo de carteiras
média-LPM, recordam-se as vantagens de utilizar o LPM em vez da varidncia como

medida de risco na teoria de carteiras

1. A variancia mede tanto o risco associado a grandes perdas (simétrico do re-
torno) como o risco associado a grandes retornos. Os investidores, por seu lado,
tém como objectivo maximizar o risco de subida (valores elevados na distribui-
¢ao do retorno R) em vez de o minimizar. Os LPMs evitam a minimizacao do

risco de subida.

2. A variancia é o momento centrado de segunda ordem mas, por vezes, sao
necessarios momentos de ordem superior para descrever as distribuigoes. Os

LPMs podem captar esses momentos superiores.
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3.3 Abordagem utilizando os momentos parcialmente inferiores (LPMs)

3. O uso da varidncia pressupde que a funcao de utilidade dos investidores seja
quadratica. Se um investidor nao estiver de acordo com esta visdo, a teoria de
seleccao de carteiras tradicional ndo ir4 maximizar a sua utilidade. A utilizagao
dos LPM d& ao investidor a opcao de escolher a ordem da sua funcao de

utilidade [15].

Dadas T observacoes do retorno R; do titulo ¢, é possivel aproximar o Momento

Parcialmente Inferior LPM, (7, R;) de grau a com referéncia a 7 por
T
LPM,( Z max (0, (T — Ri))]” .

A ordem « do LPM caracteriza a percepcao de risco que um investidor possui. Assim,
« pode ser considerado um parametro que descreve a aversao ao risco por parte de um
investidor. Por este facto, a optimizagao média-LPM consegue captar as preferéncias
de um investidor relativas ao risco, tais como aversao ao risco a > 1, neutralidade
ao risco a = 1 e propensao ao risco 0 < o < 1. Quanto maior for essa aversdo mais
elevado sera o valor de a.

Para resolver o problema de optimizacao meédia-LPM, introduzem-se os
co-Momentos Parcialmente Inferiores (CLPM) associados aos titulos accionistas.
Dado um conjunto de observagoes R, ¢ = 1,...,n, t = 1,...,T, para os retor-
nos dos titulos accionistas, o CLPM de ordem 2 e com referéncia a 7 do retorno do

titulo accionista ¢ com o titulo accionista j é aproximado por
1
CLPMs(7)ij = > (= Ri)(r — Rjr)d;, (3.4)

onde d; = 1 quando R;; esta abaixo do nivel de referéncia 7 e d; = 0 caso contrario.
Em geral tem-se que d; # dj, o que implica que a matriz dos CLPMs n&o é simé-
trica. Tal facto dificulta a representacao dos LPMs de uma forma semelhante aquela
apresentada para a varidncia na teoria de seleccao de carteiras tradicional.

A expressdo anterior, para o caso a = 2, foi generalizada por Nawrocki (1991),
que assim introduziu uma aproximacao para a defini¢ao de LPM, (7, R(x))

n

LPM, (7, R(z)) & » Y @ia; CLPMa_1(7)ij,

i=1 j=1

com

’ﬂ

T
1
CLPM,_1( =Y [max(0,7 — Rye)]*™ (7 — Ryy).
t=1
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Capitulo 3 Optimizacdo do risco em seleccdo de carteiras

Com esta definicao é possivel colocar o problema de optimizagdao média-LPM
. 1 +
min, 53: CL z
s.a ,uTx >r
r e X,
com CLZ‘j = CLPMQ_1(T)1‘J', i,j = 1, I I
Como foi referido, os CLPMs nao sao, geralmente, simétricos. Contudo, calcular
o CLPM como uma medida simétrica torna o calculo mais simples e leva a bons
resultados (Nawrocki (1991)), e como tal essa essa possibilidade vai ser apresentada.

Dadas T observactes do retorno R; do titulo i, define-se semi-desvio de grau «

com referéncia a T por

SDai(r) = |7 > [max(0, (r — Rip))]*| = [LPMa(r, Ry)]= .

Agora, baseando-nos no semi-desvio de dois titulos i e j (SDq,i(7),SDq (7)) €
no coeficiente de correlacao p;; = cov(R;, R;j)/(0;0;) entre esses dois titulos, pode-se

aproximar os CLPMs simétricos (SCLPMs) da seguinte forma
SCLPMOL’Z’J‘ (T) == SDaJ(T) SDOLJ (T)pija

o que significa que o CLPM entre dois titulos pode ser expresso em termos de LPM.
Assim, denomina-se um LPM, em que o CLPM é simétrico, por Momento Parci-
almente Inferior Simétrico (SLPM). O SLPM de uma carteira de titulos accionistas

pode ser estimado por
T T
LPMQ(T, R(:E)) ~ Z Z TiZj SCLPMOL_LZ'J' (T) = xT L x,
i=1 j=1
em que Li]’ = SCLPMQ,LZ‘J’(T).
O problema de optimizacdao que deve ser resolvido pode ser entdo escrito como
1
min, -z'Lx
2
s.a a:T,u >r

e X.

Uma, vez que L é simétrica, o problema é quase idéntico ao que foi resolvido no caso
da optimizacao média-varidncia. A tnica diferenca é a substituicdo da matriz de

covariancias Y pela matriz L.
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3.3 Abordagem utilizando os momentos parcialmente inferiores (LPMs)

3.3.2. Risco definido pelo desvio semi-absoluto inferior

Dado uma carteira de n titulos accionistas com retorno descrito pelo vector ale-
atério R, o desvio semi-absoluto inferior corresponde ao momento parcial inferior de
grau 1 e valor de referéncia 7, ou seja, LPM; (7, R(x)). Assim, define-se o desvio

semi-absoluto inferior [16] como
SDA(r,R) = E [|R~7| |,

com |u| = max{0,—u}.

Por forma a formular um modelo de optimizacao média-desvio semi-absoluto
inferior vai-se supor que se conhecem Ry, ¢t = 1,...,net =1,...,T observacoes
do vector R. Seja p; a probabilidade de R tomar um dos valores Ry, ..., Ry,
(normalmente define-se p, = 1/T). O modelo de optimizacao meédia-desvio semi-

absoluto inferior pode ser apresentado como
T n
ming Zpt Z(Rit — )i
t=1

i=1
s.a MTx >r

rz e X.

Este programa de optimizag¢ao média-SDA é equivalente ao seguinte programa linear

(com py = 1/T)
1 T
ming . T tz_; 2t

n
s.a ztz—Z(Rit—ui)xi, t=1,...,T
=1 (3.6)
uTx >

reX

2220, t=1,...,T.
Uma sua solucao o6ptima (z*,2*) contém uma solugdo 6ptima z* para o problema
(3.5). Reciprocamente, uma solugdo 6ptima z* do problema (3.5) esta presente

numa solu¢do optima (z*,2*) para o problema (3.6). Assim, os dois problemas de

optimizacao sao equivalentes.
3.3.3. Risco definido pela semi-variancia

Em relacdo & optimizacdo média-semi-varidncia de problemas de selec¢ao de car-

teiras podemos utilizar uma abordagem andloga a feita anteriormente. Assim, a
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Capitulo 3 Optimizacdo do risco em seleccdo de carteiras

semi-varidncia do vector de retornos R associado aos n titulos accionistas, pode ser

estimada por

T 2

Zpt

t=1

n

> (Rie — i)

i=1

(3.7)

Utilizando esta formulag@o, o programa de optimizacdo média-semivaridncia é ex-

presso por
2

Z(Rit — 1)

=1

T
minamz § bt
t=1

s.a ,uT:U >r

r e X.

Este problema de optimizacao ¢ equivalente ao seguinte programa quadratico (com

pr=1/T)
1 I
ming . th_;zf

n
s.a ztz—Z(Rit—,ui)xi, t=1,...,T
i=1 (3.8)
uTaz >r

reX

2220, t=1,...,T,
em que a parte z* de uma solucdo 6ptima (z*,2*) é uma solucdo Optima para o
problema (3.8).

A semi-variancia associada aos retornos de dois titulos ¢ e j pode ser definida por

(ver Hogan e Warren (1974))
5" (R) = E[(R; —ry)min(ry — R;,0)],
No entanto, esta definicdo apresenta dois inconvenientes

1. O valor de referéncia ¢ igual ao valor do retorno do titulo livre de risco r; e

nao pode ser alterado para um valor mais desejado.
2. Normalmente %/ (R) # SHW(R).

O segundo inconveniente é particularmente limitante tanto matematicamente (por-
que assim a matriz de semi-covaridncia é assimétrica) como financeiramente (néo é

claro como interpretar a contribuicdo do titulo 7 e j para o risco de uma carteira).
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3.4 Abordagem utilizando momentos parcialmente bilaterais (BPMs)

Por forma a resolver estes problemas, Estrada (2002) redefiniu a semi-covariancia

entre os titulos ¢ e j com respeito a um valor de referéncia 7 por
23V (R) = E[(min(R; — 7,0))(min(R; — 7,0))].

Esta definicao pode ser utilizada para qualquer valor de 7 desejado e gera uma

matriz de semi-covaridncias simétrica. FEsta semi-covaridncia entre os titulos i e j

com referéncia a 7 pode ser discretizada (dadas T' observagoes para cada titulo) por
T

LS [min(Ry — ,0) min(Ry; — 7, 0)].

SV
) T
t=1

Assim, é possivel introduzir uma nova formulacdo para o problema de optimiza-
¢ao média-semi-varidncia recorrendo & matriz de semi-covaridncias introduzida por

Estrada [§]

1

min, — 2 YVy

s.a ;ﬁx =r (3.9)
x e X.

O risco descrito pela semi-varidncia, ao contrario do que acontece na optimizagao
média-varidncia, considera a atitude assimétrica de um investidor. Assim, a infor-
magao contida na parte superior (acima do valor de referéncia 7) da distribuigao dos
retornos de uma carteira nao contribui para o risco, sendo apenas considerada na

média da distribuicao.

3.4. Abordagem utilizando momentos parcialmente bilaterais
(BPMs)

Recordamos que na abordagem utilizando BPMs sao tidos em consideracgao dois
tipos de assimetria, uma na preferéncia entre a variabilidade acima e abaixo de
um valor de referéncia e outro na preferéncia entre pequenos e grandes desvios de
um valor de referéncia. A primeira assimetria descreve as diferencas de atitude
que um investidor exibe perante ganhos e perdas. A segunda assimetria reflecte
a inclinagdo do investidor (no caso de retornos esperados) ou aversdo (no caso de
perdas esperadas) aos acontecimentos extremos.

Estamos interessados em estudar como é que um investidor, que mede o seu
risco através dos BPMs e de um retorno de referéncia 7, define as propor¢oes de

investimento em cada titulo accionista de uma carteira, de modo a obter a melhor
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Capitulo 3 Optimizacdo do risco em seleccdo de carteiras

oportunidade de investimento entre todas as possibilidades. Dados n titulos acci-
onistas com retorno descrito pelo vector aleatério R, o problema de optimizagao
média-momentos parcialmente bilaterais com referéncia a 7 e coeficiente de balance-

amento b é nao linear e formula-se por

min, BPM,(7,b, R(z))
s.a xT,u >r
e X.

Para simplificar a selec¢do de carteiras utilizando BPMs, recorre-se aos dados his-

téricos e usa-se uma abordagem discreta. Usando aproximacgoes histéricas
Ry, i =1,...,n, t = 1,...,T para os retornos, os BPMs podem ser aproxima-
dos por

BPM(rb) = = 3 (r— B+ 2. 3 (7~ R

Ry <t R >1
Esta abordagem nao conduz, porém, a um problema de optimizacao de facil resolucao
e vai ser substituida por outra.
Suponhamos que os dados histéricos dos retornos dos n titulos accionistas sao
armazenados numa matriz H de dimensdao n x T (com H; = Ry;). Neste caso, o

vector das perdas (retornos abaixo do valor de referéncia 7) da carteira z é dado por
g = max(0,71 — Hz) (3.10)
e o vector dos ganhos (retornos acima do valor de referéncia 7) é
h = max(0, Hx — 71), (3.11)

onde, recorde-se, 1 = (1,...,1)T € R™.
Existe uma relacdo entre estes dois vectores que iréd possibilitar a introducdo de
problemas de optimizagao mais simples. Tal relacao é descrita pela equivaléncia
h-g=Hz—-1711

g = max(0,71 — Hzx)
<~ <{g'h=0 (3.12)

h = max(0, Hx — 71)
h>0  g>0.
Esta equivaléncia permite-nos relacionar as condi¢des de um operador (fun¢ao ma-
ximo) descontinuo e um conjunto de restrigdes que sao lineares, de complementa-

ridade e nao-negativas. Ksta equivaléncia desempenha um papel fundamental na

formulagao dos problemas de optimizagao em seleccao de carteiras usando BPMs.

26



3.4 Abordagem utilizando momentos parcialmente bilaterais (BPMs)

3.4.1. O caso particular da optimizagao semi-variancia balanceada

O problema de optimizacao em seleccao de carteiras com risco definido através
da semi-variancia balanceada BPMy(7,b, R(z)) pode ser apresentado recorrendo a

decomposicao do retorno da carteira acima descrita, da seguinte forma

) 1
minggn (g g+bh'h)
s.a g = max(0,71 — Hz)
h = max(0, Hx — 71)
1
flTHx >r
r e X.

Com a equivaléncia (3.12) apresentada anteriormente e recorrendo as transformagoes

(h-g)'(h-g)=h'h+g'g

(h—g)' (h—g) = (Hz—71)" (Hz - 71),
tem-se que
h'h=(Hz-71)"(Hz—71)—g'g.
Assim, pode-se reescrever o problema anterior da seguinte forma
. _ T T T
mingegn &(z,8,h) =b(Hz) Hx —2071 Hzx+(1-b)g'g
s.a Hxr+g—h=r171
g'h=0
(3.13)
h>0, g>0
1
TITHI >r
r € X.
Se, além disso, o factor de balanceamento b for tal que b < 1 entdo o problema
anterior pode ser simplificado e reescrito como um programa quadratico (QP)
: _ T T T
ming g ((z,g) =b(Hx) Hx —2brl Hzx+ (1-b)g'g
s.a Hx+g>711, g>0
1

flTHx =r

r e X.

(3.14)
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A possibilidade de reescrever o problema de optimizacao em seleccao de carteiras com
risco definido através da semi-varidncia balanceada como um programa quadratico

deve-se as duas proposicoes apresentadas de seguida.

Proposicao 3.1. Denote-se por (x,8) a solucao dptima do programa quadrdtico (3.14).

Seb<1leseh=Hz+g—71, entiog h=0.

Demonstracgao 3.1. Seguindo os passos de [2] e por redugio ao absurdo suponha-se
que g ' h #0. Una vez que g >0, h=Hx+g— 71 >0, ird existir pelo menos um

ie{l,...,T}, tal que g; > 0 e h; > 0. Seja agora
pi = max(g; — h;,0) > 0.

Seja ainda g& o vector obtido de g, trocando a componente g; por p;. E facil mos-
trar que (z,g.) é um ponto admissivel para (3.14). Para além disso, tem-se que

qi — pi = hi — g;. Logo,

((z,8) —((z.8)) = (1-b)g'g—(g'8)

(1—b)(g7 —p})

= (1 —=0)(g: + pi)lg: — max(g; — hs,0)]
(1 —0)gilgi — max(g; — hi, 0)]
(1-b)g

1-5

s min(g;, hy;)

o que prova que (x,g) nao é uma solugao dptima de (3.14). Chegou-se a uma con-

tradicdo, o que mostra que g ' h=0. W

Teorema 3.2. A solu¢do optima para o programa ndo-linear com semi-varidncia
balanceada (3.13) e a solugao dptima para o programa quadrdtico (3.14) sao idénticas

quando b < 1.

Demonstragao 3.2. A demonsiracao seque os passos de [2]. Suponha-se que (x,g)
é uma solucao de (3.14) e que (x,g,h), comh = Hx +g — 71, ndo é uma solugao
dptima de (3.13). Seja (x*,g*,h*) uma solu¢do optima arbitrdria de (3.13). En-
tao (x*,g*) é um ponto admissivel para (3.14) e {(x*,g*, h*) < &(z,g,h), ou seja
C(x*,g") < ((z,8), o que significa que (x,g) nao é uma solugao dptima de (3.14), e

chega-se assim a wma contradi¢cdo.

28
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Veja-se agora o caso em que (x,g,h) € uma solucio dptima de (3.13) e (x,g)
nao é uma solu¢ao dptima de (3.14). Seja (x*,8*) wma solu¢ao optima arbitrd-
ria de (3.14). Definindo-se h* = Hax* + g* — 71, conclui-se, da demonstra¢ao
da Proposicao 3.1, que (x*,g* h*) é um ponto admissivel para (3.13). Conludo,
C(x*,g") < ((z,8) traduz-se em £(x*,g*, h*) < {(z,g,h), o que mostra que (z,g,h)

nao é uma solug¢ao dptima para (3.13), conduzindo a uma contradi¢ao. B

3.4.2. O caso particular da optimizacao média-desvio semi-absoluto ba-
lanceado

Recordando o facto do desvio semi-absoluto balanceado corresponder ao Mo-
mento Parcialmente Bilateral com o = 1, podemos descrevé-lo (utilizando a formula

(2.3)) como
SDB(t, R(x)) = BPM;(7,b, R(z)) = E(g(r, R(x))) + b- E(h(r, R(x)))

com as funcoes g e h descritas em (3.10) e (3.11).

Analogamente aos resultados obtidos na subsec¢do anterior, o problema de op-
timizacdo em seleccao de carteiras com risco definido pelo desvio semi-absoluto ba-

lanceado pode ser colocado na forma

) 1
ming g n T(ng + blTh)
s.a g = max(0,71 — Hx)
h = max(0, Hx — 71)
1
TlTHx >r

r e X.

Também de forma semelhante ao ocorrido na subsecgao anterior, este programa pode
ser simplificado no programa linear apresentado de seguida, quando o coeficiente de

balanceamento b é superior a —1.

ming g b1 Hz+ (1+0b)1'g
s.a Hr+g>71 g>0
3.15)
1 (

TITH.% >r

r e X.

29



Capitulo 3 Optimizacdo do risco em seleccdo de carteiras

3.5. Abordagem utilizando valor em risco condicional (CVaR)

Recordando a apresentagdo da Secgdo 2.6, vamos apresentar uma formulagao
geral para o problema de optimiza¢do média-CVaR em seleccao de carteiras, para,
de seguida, introduzir um programa linear que o aproxima (e que serd utilizado no
estudo empirico desta tese).

Vamos supor que a fonte de aleatoriedade nao depende dos titulos accionistas.
Usamos a variavel aleatéria W absolutamente continua para o efeito, com funcio
densidade fy(w). A perda L(z, W) associada & carteira corresponde ao simétrico
do retorno, L(z, W) = —R(z, W) = i z;Ri(W). A sua funcao de distribuicdo é

i=1

dada por

U, 7) = P(L(x, W) < 7) = P(W € Liz, W)~ {|—00.1]}) = /L L wtwn

O valor em risco condicional para a carteira x e para um determinado nivel de

probabilidade 8 define-se entdo como

CVaRg(z) [= CVaRg(L(z, W))] = ——

/ I w) o ()i,
1-p L(x,w)>VaRg(x)

em que
VaRg(z) = VaRg(L(z, W)) = min{y : ¥(z,v) > 5}.

O problema de optimizacao média-CVaR (utilizando a notacao da Seccao 3.1) é

colocado na forma
min, CVaRg(x)
sa  plx>r (3.16)
z € X.

Para resolver este problema, Rockafellar e Uryasev (2002) definiram a seguinte

funcao auxiliar (dependente de = e )
Fy() = vy [ (b))
1 - B (z w)>'y

— 94 5 [ R - ) e w)de,

utilizando a fungao auxiliar (-)T = max{-,0} e provaram que o problema (3.16) ¢

equivalente a

ming , Fg(x,7) (3.17)
s.a reX.

Mais concretamente, provaram que
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3.6 Fronteira de eficiéncia

1. Para cada z, Fg(x,7) é uma fun¢do convexa em 7,
2. Para cada z,VaRg(z) é um minimizante de Fg(z,v) em 7,

3. O valor de Fg(x,7), quando v = VaRg(x), é precisamente, CVaRg(x).

O problema (3.17) pode ser simplificado se forem conhecidas observagoes
Ry=—-Ly, t=1,....net=1,...,T, para os retornos R; = R;(W), i=1,...,n.
n

Tem-se assim que L(z, W) = ) Lyx;. A funcdo Fpg(x,y) é entdo aproximada por
i=1

T
1
VY gy 2L W) = )T (3.18)
(7 2
Com a aproximacao (3.18), o problema (3.17) reduz-se a um programa linear

T
. 1
ming 7+7(1_B)T g 2t
t=1

n
s.a 2t 2> ZLitIi -7 t=1....T (3.19)
i=1
thO7 t:].,,T

z e X.
3.6. Fronteira de eficiéncia

Ao longo deste capitulo descrevemos um conjunto de problemas de optimizagao
em selecgao de carteiras em que se pretende minimizar uma medida de risco sujeito
a um conjunto de restricdes que, entre outras coisas, impoem a admissibilidade das
carteiras. As medidas de risco variancia, SDA, SV, SDB, semi-varidncia balanceada
e CVaR, introduzidas no Capitulo 2, foram utilizadas para formular os problemas de
optimizacao (3.1), (3.6), (3.9), (3.15), (3.13) e (3.19), respectivamente.

Em todos estes problemas de optimizacao de carteiras referidos anteriormente foi
incluida uma restricao que impunha que o retorno esperado da carteira era superior
um determinado nivel r fixo. De facto, tipicamente, em seleccdo de carteiras nao
existe apenas uma funcao objectivo, o risco, mas sim duas funcoes objectivo, o risco
e 0 retorno.

Dado um problema biobjectivo em que se pretende minimizar fi(x) e fa(z) sujeito
a z € X, o objectivo é calcular o conjunto das solugoes ndao dominadas. Neste tipo
de problemas nao existe uma tnica solucao 6ptima, porque, geralmente, as duas
funcoes sdo conflituosas. Calcula-se, assim, o conjunto das solugées eficientes ou nao

dominadas.
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Definicao 3.2. Um ponto x € X diz-se uma solugdo nao dominada se ndo evislir

nenhum ponto T € X tal que fi1(Z) > fi(z) e fa(T) > fa(z).

Ou seja, uma solucao admissivel diz-se nao dominada se ndo existir um outro
ponto admissivel que melhore o valor das funcdes objectivo em simultdneo. No
ambito da seleccdo de carteiras considera-se, tipicamente, um grafico em R?, a repre-
sentar uma curva que é a imagem por f1 e fo do conjunto de solu¢des nao dominadas.

Esta curva E define-se entdo por

E= {(fl(x)’fQ(x))v x € N},

onde N é o conjunto das solugdes ndo dominadas de f; e fo em X. Usualmente,
neste grafico, representa-se no eixo das abcissas o risco e no eixo das ordenadas o
retorno.

Uma forma de obter solu¢oes ndo dominadas para os problemas em causa (que
envolvem os dois objectivos) ¢ minimizar uma das fungoes, a fi (que descreve as
varias medidas de risco introduzidas neste estudo) sujeito a que fo (1 x, neste caso)
seja maior ou igual que um nivel r. Na pratica, o que fizemos para determinar
as varias fronteiras eficientes descritas no proximo capitulo, foi calcular um valor
minimo e maximo de r, a seguir discretizar o intervalo entre estes valores e depois
resolver um conjunto de problemas de optimizacao da forma indicada anteriormente

para varios valores de 7, tracando de seguida a fronteira de eficiéncia como descrito

anteriormente.

3.7. Medidas de desempenho

Nesta secc@o estamos interessados em estudar formas possiveis de avaliar o de-
sempenho de carteiras calculadas através de solugdes dos problemas de optimizacao
baseados nas diferentes medidas de risco apresentadas nas Seccles 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5.
Para este efeito, existem vérios racios, entre os quais se destacam o racio de Sharpe
e o racio de Sortino. No nosso estudo empirico, como veremos mais & frente, o

desempenho out-of-sample das carteiras serd avaliado por estes dois racios.

3.7.1. Racio de Sharpe

Baseado na abordagem tradicional proposta por Markowitz, Sharpe (1966) intro-
duziu uma medida de desempenho assente no retorno médio e desvio-padrao de uma

carteira. Esta medida denomina-se racio de Sharpe e, define-se, para uma carteira x,
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3.7 Medidas de desempenho

pelo quociente

' —ry

2 TYz
onde, relembre-se, 7y ¢ um valor de referéncia para o retorno de uma carteira sem
risco. Apo6s a introdugdo do conceito por Sharpe (1966), foi Ross (1976) que o utilizou
para efeitos de avaliacdao do desempenho de carteiras. O racio de Sortino, apresentado

a seguir, usa a mesma ideia mas substitui a varidncia pela semi-variancia.

3.7.2. Desempenho média-LPM e racio de Sortino

Utilizando os Momentos Parcialmente Inferiores LPM, (7, R(x)) e o valor ry de
referéncia para o retorno de uma carteira sem risco, define-se medida de desempenho
média-LPM como sendo

ple—ry
Y/LPM, (7, R(x))

Ao contrario do que acontece no réacio de Sharpe, onde ¢ utilizada a raiz quadrada do

desvio (variabilidade do risco), na medida de desempenho média-LPM o desvio pode
ser calculado para uma determinada ordem «. Fazendo o = 2 na definicao anterior,

surge o racio de Sortino

pla — Ty

SV(r, R(x))

)

onde a parte relativa ao risco, em denominador, é dada pela raiz quadrada da

semi-varidncia para o retorno de uma carteira x.

3.7.3. Desempenho média-BPM

O réacio de desempenho baseado no momento parcialmente bilateral para um
titulo com retorno total descrito pela variadvel aleatoria Ry e valor de referéncia 7 é

definido, para quaisquer «, 8 > 0, por

(E [{max((), Ry — T)}BDI/B
(E [{max(0,7 — Ry)}*DY*

onde « e 3 sao definidos como na Formula (2.2).

O récio anterior pode ser visto como uma forma de estudar o retorno por unidade
de variabilidade. Quanto maior for o seu valor mais desejavel serd o titulo com
retorno R1. Podemos entao pensar neste racio como um critério de escolha para um
conjunto de titulos comparaveis, dado um valor de referéncia 7 igual para todos os

titulos.

33



Capitulo 3 Optimizacdo do risco em seleccdo de carteiras

Este racio utiliza diferentes ordens para o LPM e o UPM e esse facto é interes-
sante, pois, na vida real, é normal existir assimetria nas preferéncias entre eventos
favoraveis e desfavoraveis. Por exemplo, para § =1 e a = 2 temos que

E [{max(0, Ry — MAR)}|

\/ E [{max((), MAR —R;)}?

)

onde MAR ¢ o retorno minimo aceitavel. Este racio foi definido como uma medida
de desempenho de fundos de pensbes por Sortino (1999). Nao sera considerado no
nosso estudo empirico, pois isso implicaria uma anélise mais profunda do mesmo e

um conjunto de dados diferente daqueles que utilizaremos.
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Capitulo 4

Desempenho empirico

Neste capitulo vao ser reportados os testes realizados para determinar numerica-
mente as diferentes fronteiras de eficiéncia das medidas de risco em estudo (LPM,
BPM, CVaR e média-variancia, entre outras) e avaliar o seu desempenho. Aplicou-se
a metodologia apresentada no capitulo anterior (variando o valor de retorno preten-
dido) para determinar a fronteira de Pareto ou fronteira de eficiéncia associada aos
problemas de optimizacao (3.1), (3.6), (3.9), (3.14), (3.15) e (3.19). Foram testados
trés conjuntos de dados obtidos a partir do indice portugués PSI 20 (ver Seccao 4.1).
As diferentes fronteiras de eficiéncia obtidas pela optimizacdo in-sample inicial sdo
apresentadas na Seccao 4.2. Um estudo sobre o impacto dos coeficientes o, 7 e b é
introduzido nas Seccoes 4.3, 4.4 e 4.5, respectivamente.

O desempenho out-of-sample das carteiras resultantes destes problemas de opti-
mizacao para as varias medidas de risco, quantificado através de uma estratégia de
janela movel, é descrito na Subseccao 4.6. Avaliou-se o desempenho out-of-sample
recorrendo aos racios de Sharpe e Sortino. Realizou-se ainda um comparacao entre
o retorno out-of-sample das carteiras produzidas pelos diversos problemas de opti-
mizacao e o retorno out-of-sample resultante da implementacao da estratégia naive.

Este capitulo termina com uma discussao dos resultados obtidos.

4.1. Base de dados

A base de dados deste estudo consiste em titulos accionistas com elevado volume
de transacao que pertencem, actualmente, ao indice accionista PSI20 (Portuguese
Stock Index). Considerou-se este mercado por ser constituido por uma grande vari-
edade de titulos de diferentes areas e sectores e incluir as principais empresas portu-
guesas com cotacao em bolsa. Os titulos foram seleccionados considerando aqueles
que estavam continuamente em transacao ha mais tempo até ao final do ano de
2014. A informagao relativa aos titulos accionistas foi recolhida da base de dados

existente publicamente no site http://www.bolsapt.com. As amostras que se utiliza-
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Capitulo 4 Desempenho empirico

ram respeitam aos periodos de 02/01/2009 a 31/12/2014 (correspondentes a (1542)
observagoes). Neste trabalho utilizou-se o software MATLAB (versao 2.0 R2015a)
para desenvolver o estudo empirico.

Formaram-se trés conjuntos de dados, denominados C4, C8 e C'24, com 4, 8 e 24
titulos accionistas, respectivamente. A Tabela 1 descreve a composicdo destes trés
conjuntos. Para definir estes conjuntos comegou-se por determinar (recorrendo ao
teste de normalidade Jarques-Bera) quais os titulos cujos retornos eram normalmente
distribuidos. O conjunto C4 é constituido por 4 titulos que apresentaram um p-valor
igual a zero no teste de Jarques-Bera. O conjunto C8 reuniu aos 4 titulos de C4
outros 4 que nao possuem distribuigdo normal dos retornos. O conjunto C24 é
composto por todos os titulos. Ao longo deste estudo empirico focar-nos-emos nas
carteiras C'4 e C'24, a primeira constituida por titulos com distribuicoes de retornos

nao-normais e a segunda englobando todos os titulos em anélise.

4.2. Desempenho in-sample

No estudo do desempenho in-sample comecamos por analisar as propriedades
estatisticas dos titulos que constituem o nosso conjunto de dados. Tais propriedades
sao descritas na Tabela 2, onde podemos verificar que a curtose e a assimetria dos
titulos que constituem a carteira C'4 é bastante mais elevada do que nos restantes.
Tracamos as fronteiras de eficiéncia dos problemas de optimizacao média-varidncia,
média-LPM (de ordem um e dois), média-BPM (de ordem um e dois) e média-CVaR.

A amostra in-sample utilizada foi de 02/01/2009 até 31/12/2013. As Figuras
1(a), 1(b) e 1(c) contém os gréficos das fronteiras de eficiéncia calculadas para as
carteiras C4, C8 e C'24, respectivamente. Nestas figuras, o risco associado & carteira
em andlise, ¢ medido pelo desvio-padrao. Nas Figuras 1(d), 1(e) e 1(f) estao repre-
sentadas fronteiras de eficéncia para as mesmas carteiras, mas com o risco associado
medido pelo CVaR. As Figuras 1(g), 1(h) e 1(i) medem o risco da carteira pela
semi-variancia e o retorno é descrito pelo UPM de grau trés (o = 3). Estes graficos
correspondem as fronteiras de eficiéncia associados aos problemas de optimizacido

(3.1), (3.6), (3.9), (3.15), (3.14) e (3.19).

4.3. Impacto do coeficiente o de aversao ao risco

O nivel de aversdao ao risco de um investidor aumenta & medida que se eleva

o valor do coeficiente a de aversdao ao risco tanto nos problemas de optimizacado
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média-LPM, descritos na Seccao 3.3, como nos problemas de optimizacdo média-
BPM, que se apresentam na Seccao 3.4. Estudamos a variacdo do coeficiente o entre

1 e 3 para o caso em que a medida de risco € o momento parcialmente inferior.

Construimos as fronteiras de eficiéncia (substituindo 2"y > r por "y = r) asso-
ciadas aos problemas de optimizacao média-LPM; (7, R(x)), média-LPMa(7, R(x)) e
média-LPMj3(7, R(z)) (com 7 = 0) para os trés conjuntos de dados (C4, C8 e C24),
mostrando o risco em unidades de desvio-padrao e CVaR. As figuras 2(a) a 2(f)
mostram-nos que as fronteiras de eficiéncia deslocam-se para a esquerda & medida
que o coeficiente de aversao ao risco a aumenta. Por outras palavras, um investidor
com elevada aversao ao risco que prefira menor risco de perdas iré escolher uma

fronteira de eficiéncia mais a direita na Figura 2(a).

Nas fronteiras de eficiéncia, da Figura 2(a), associada aos problemas de optimiza-
¢ao media-LPM, (7, R(z)), dado um retorno de referéncia r de 0.1%, o desvio-padrao
da carteira é aproximadamente 4.05%, 3.75% e 3.70% quando, respectivamente,
a =1, 2 e 3. Estes resultados, ainda que as diferencas nao sejam muito signifi-
cativas, sdo consistentes com a hipétese de que um investidor com maior aversao ao
risco (a = 3) prefere menos risco do que um investidor com menor aversao ao risco

(a = 1), para um mesmo nivel de retorno.

Fez-se um estudo anédlogo para o momento parcialmente bilateral.  Aqui
estudaram-se os casos em que & = 1 e & = 2 no problema de optimizacao média-
BPM,(7,b, R(z)), ou seja, estudou-se a comparacdo entre o desvio semi-absoluto
balanceado e a semi-varidncia balanceada (com 7 = 0). Nas figuras 3(a) a 3(f)
tracaram-se as fronteiras de eficiéncia destes dois casos para os conjuntos de dados
C4, C8 e C24, mostrando o risco em unidades de desvio-padrao e CVaR. Podemos
observar que, tal como no estudo relativo aos LPMs, quando o coeficiente o é maior

a fronteira de eficiéncia estd mais & esquerda.

No caso dos BPMs, o coeficiente o aqui estudado descreve o coeficiente de aversao
ao risco relativo ao LPM e o coeficiente de potencial de ganhos relativo ao UPM.
Quando a = 1 estamos perante uma situacdo em que o investidor é neutro ao risco
e neutro ao potencial de ganhos e se @ = 2 o investidor diz-se propenso ao risco e ao
potencial de ganhos. Assim, e como seria de esperar, se fixarmos o valor de retorno
0.1% observamos que, para o = 1, o desvio-padrao é, aproximadamente, 4.1% e para
a = 2 &, aproximadamente, 3.6%. Mesmo que similares, estes valores indicam que

um investidor com maior aversao ao risco (a = 2) tem preferéncia por carteiras com
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menor risco do que um com menor aversao ao risco (a = 1).

Dado um valor fixo 4% para o desvio-padrao, da carteira em estudo na Figura
3(a), observamos que o retorno ¢ 0.0955% e 0.1055% quando v =1 e a = 2, respec-
tivamente. Este facto indica-nos que um investidor com coeficiente de potencial de
ganhos superior (a = 2) apresenta um maior retorno (mesmo que nao muito signifi-
cativo neste caso) do que um com coeficiente de potencial de ganhos inferior (o = 1),

quando o valor do desvio-padrao da carteira é o mesmo.

4.4. Impacto do valor de referéncia 7

De forma a estudar o impacto do valor de referéncia 7 nas carteiras resultantes
dos problemas de optimizac¢ao média-LPMy(7, R(z)), fez-se variar 7 entre 0, 1, e 2%.
Tracaram-se as respectivas fronteiras de eficiéncia relativas a estes problemas. Os
resultados sao apresentados nas figuras 4(a) a 4(f), mostrando o risco em unidades
de desvio-padrao e CVaR. Observamos que em quase todo o intervalo de retornos
da carteira C4, descrito na Figura 4(a), a fronteira de eficiéncia relativa ao pro-
blema média-LPM, (0, R(x)) domina (no sentido de apresentar melhores valores) as
fronteiras relativas aos maiores valores de referéncia (7 =1 e 2%).

Além disso, as varia¢des no valor de referéncia 7 apresentam efeitos significativos
na convexidade das fronteiras de eficiéncia (lida nas fungoes inversas). Quando 7
aumenta, a dispersao dos retornos de uma carteira diminui, para qualquer tipo de
unidade de risco (desvio-padrao, por exemplo) dessa carteira. Noutra perspectiva, a
convexidade nas caudas inferiores e superiores das curvas (de eficiéncia) diminui para
a direita ao longo do eixo que descreve o risco (desvio-padrao, por exemplo). Neste
estudo empirico, o efeito na convexividade nao foi notério devido, possivelmente, aos
dados utilizados. No entanto, podemos encontrar provas destes efeitos em [32].

Nos momentos parcialmente bilaterais, um aumento no valor de referéncia 7 acen-
tua a percepcao dos riscos de um titulo e diminui a percepcao dos ganhos. Intuiti-
vamente, é esperado que o uso de diferentes valores de referéncia tenha um impacto
significativo na seleccdo de carteiras. Para estudar este impacto calcularam-se as
fronteiras de eficiéncia relativas ao problema de optimizacdo média-BPMa(7,b, R(x))
(optimizac¢ao média-semi-variancia balanceada) para 7 =0, 1 e 2%. As figuras 5(a)
a 5(f) expdem estas fronteiras, mostrando o risco em unidades de desvio-padrao e

CVaR.

Tal como descrito em [15], o valor de referéncia 7 serve de ponto de mudanca entre
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a parte inferior (risco de perdas) e parte superior (risco de ganhos). Quando o valor
de 7 sobe, a parte inferior (das distribui¢oes) a miminizar na optimizacao em seleccao
de carteiras aumenta e a parte superior diminiu. Assim, & medida que o valor de 7
aumenta, a fronteira de eficiéncia correspondente desloca-se para a parte inferior
direita no sistema de coordenadas utilizado (retorno e desvio-padrao da carteira,

neste caso). Este efeito pode ser observado na Figura 5(a) para o conjunto de dados

C4.

4.5. Impacto do coeficiente b de balanceamento

Recorrendo novamente & fronteira de eficiéncia associada ao problema de opti-
mizacao média-BPMa(7,b, R(x)) (com 7 = 0) descrito em (3.14), vamos analisar os
resultados provocados pela alteracdo do coeficiente b. Para isso tragamos estas fron-
teiras de eficiéncia com b a tomar os valores 0, 0.25 e 0.75. Os resultados para os
conjuntos de dados C4, C8 e C24 encontram-se nas figuras 6(a) a 6(f), mostrando o
risco em unidades de desvio-padrao e CVaR. Observamos que a medida que o valor
de b aumenta, a fronteira de eficiéncia correspondente tende a deslocar-se mais para
a esquerda (ver por exemplo o caso C4 na Figura 6(a)). Destes resultados podemos

tirar duas conclusoes

e Ao definirmos o coeficiente b = 0 estamos na presenca do problema de optimi-
zacao média-semi-varidncia e apenas nos preocupamos com as perdas. Pelas
figuras, ficamos com a ideia que os BPMs sao uma medida de risco mais ade-
quada que os LPMs, pois a fronteira de eficiéncia para o coeficiente b = 0 é a

que apresenta piores resultados.

e As fronteiras de eficiéncia associadas aos problemas de optimizacio
meédia-BPMa(7,0.25, R(z)) e média-BPMy (7,0.75, R(x)) apresentam resulta-
dos bastante semelhantes sobretudo nos conjuntos C4 e C8, podendo isto sig-
nificar que os retornos ndo possuem uma grande variabilidade acima do valor
de referéncia 7, ou que essa variabilidade é menos significativa do que aquela

abaixo desse valor.

4.6. Desempenho out-of-sample

A anélise do desempenho out-of-sample assenta numa estratégia de janela movel

tal como em DeMiguel et al. [6]. Para os conjunto de dados do indice PSI20, a janela
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moével utilizada tem uma duracao de 502 dias de transacao, o que corresponde a dois
anos civis. Foram considerados 1, 5 e 10 dias de transagao que correspondem, respec-
tivamente, a trés periodos de rebalanceamento: diério, semanal e quinzenal. Estes
periodos de transacao correspondem, no caso desta amostra, a aproximadamente
1039, 208 e 104 rebalanceamentos da carteia, respectivamente.

Em primeiro lugar, calcularam-se as carteiras 6ptimas dos varios problemas de
optimizacao para a janela de tempo in-sample de 01/2009 até 12/2010. Nestes
problemas, a restricio u '« > r foi colocada com 7 = 0, pois, caso contrario os resul-
tados nao seriam tao regulares. A seguir fixou-se cada carteira e observaram-se os
seus retornos durante o perfodo de rebalanceamento seguinte (1 dia, 1 semana ou 1
quinzena, neste caso). Depois descartou-se 1 dia, 1 semana ou 1 quinzena, conforme
o periodo de rebalanceamento pretendido e acrescentou-se um periodo do mesmo
tamanho & amostra existente. Este processo foi repetido até esgotarmos a amostra.
Simultaneamente, foram guardados os retornos produzidos pelas carteiras rebalan-
ceadas para cada uma das medidas de risco (associadas aos respectivos problemas

de optimizagao).
4.6.1. Desempenho out-of-sample medido pelo racio de Sharpe

Uma das formas mais utilizadas para a medi¢ao do desempenho out-of-sample é o

racio entre o valor médio do retorno e o seu desvio-padrao (algo que se assemelha ao

o = . : estratégia
racio de Sharpe em seleccao de carteiras). Se fixarmos a carteira x % durante o

periodo de avaliacao At, obtemos o retorno out-of-sample no instante t + At, isto é,

estratégia (xestratégia)‘r
t

Toont o= ri1At, onde 141 Ay denota o retorno entre t e t + At, e At é

um dia, uma semana ou uma quinzena. Depois de recolhermos a série temporal dos
estratégia T . ~ . ,

T — x — At retornos r; &% (x indica a dimensdo da janela movel, neste estudo

X = 502) a meédia, o desvio-padrao e o ricio de Sharpe out-of sample dos retornos

sao

1 T—At
~estratégia __ Testratégia
H T Ty —Al E : AL
t=x
1 T—At 5\ 2
a\_estratégia — (restratégia - ﬁestratégia)
T—X—At—lz t+A1 ’

t=x

e ~estratégia
— estratégia ,u,es
RS

oestratégia
Os resultados obtidos assim pelo racio de Sharpe para os diversos problemas

40



4.7 Discussio dos resultados

de optimizagao sdo apresentados nas Tabelas 4, 5 e 6 para os conjuntos C4, C8 e
C?24, respectivamente. Com recurso ao software IBM SPSS Statistics, foram ainda
calculados os p-valores para a estatistica de significincia da diferenca entre o retorno
out-of-sample da estratégia naiwe (r; = 1/n, i = 1,...,n), tida como referéncia, e o
retorno out-of-sample das carteiras referentes a todas as outras estratégias testadas:
média-variancia, média-LPM (de ordem um e dois), média-BPM (de ordem um e
dois) e média-CVaR. O resultado deste estudo pode ser encontrado nas Tabelas 4,

5 e 6 imediatamente abaixo do racio de Sharpe, entre parénteses curvos.

4.6.2. Desempenho out-of-sample medido pelo racio de Sortino

Recorrendo & implementacao da janela mével descrita anteriormente, calculou-se
também o racio de Sortino. Utilizando a descricao feita para o récio de Sharpe out-of-
sample, a série temporal dos T — y — At retornos rfsmategla e a média out-of-sample

pestrategla  nodemos de forma simples, calcular a raiz quadrada da semi-variancia

out-of-sample e, consequentemente, obter o racio de Sortino out-of-sample

. T—Aat 2
§‘7estrateg1a . 1 Z max (0 restratégia _r
- T—X—At_l 2 AN )
t=x

——estratégia ﬁestratégia
SV

Y
—estratégia
VSV

onde 7 é um valor de referéncia a definir pelo investidor.

O objectivo da andlise de desempenho out-of-sample através do racio de Sortino é
verificar se existem diferencas no desempenho das diferentes medidas de risco, medido
pelos racios de Sharpe e Sortino. Os resultados usando este racio para as diferentes
medidas de risco encontram-se também nas tabelas 4, 5 e 6, para os conjuntos C'4,

C8 e (24, respectivamente.

4.7. Discussao dos resultados

No estudo do desempenho empirico in-sample, quando se utilizaram coordenadas
média e desvio-padrao (Figuras 1(a), 1(b) e 1(c)), a fronteira de eficiéncia associada
ao problema de optimizagdo média-varidncia domina, de uma forma geral, todas as
outras fronteiras. As fronteiras que se encontram mais proximas desta sao as que
correspondem as medidas de risco CVaR e SV. Este facto pode dever-se, no caso da
semi-variancia, & proximidade que existe nas fun¢oes objectivo destes dois problemas

de optimizacao. No entanto, a optimizagao média-SV sacrifica alguma eficiéncia na
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regiao média-desvio-padrao, pois 86 minimiza o risco abaixo do valor de referéncia 7
(T = 0 neste estudo), em vez de toda a variabilidade. As fronteiras mais afastadas
da melhor (ou seja, da da mais acima) sdo aquelas em que o investidor é neutro face

ao risco (fronteiras dos problemas de optimizacdo média-SDA e média-SDB).

Quando as coordenadas sdo descritas pela média e CVaR da carteiras em estudo,
os resultados obtidos sao andlogos aos das coordenadas média e desvio-padrao, com a
fronteira de eficiéncia associada ao problema de optimizacao média-CVaR a dominar
todas as restantes (no sentido de estar acima delas). As fronteiras mais proximas
desta s@o as relativas aos problemas de optimizacao média-varidncia e média-SV e

as mais distantes sdo as mesmas que nas coordenadas média e desvio-padrao.

Nas coordenadas UPM / BPM (a = 2/3), é esperado que a fronteira de eficiéncia
do problema de optimiza¢do média-BPM (« = 2) domine todas as outras. Contudo,
este facto nao se verifica tao nitidamente como nas outras coordenadas, existindo ou-
tras fronteiras que em alguns momentos, apresentam melhores valores que a fronteira
do problema média-BPM (« = 2). Estes resultados podem dever-se ao facto de no
problema média-BPM (a = 2) medirmos o grau do UPM e do LPM da mesma forma.
Neste sistema de coordenadas, as fronteiras de eficiéncia dos problemas de optimiza-
cao média-variancia e média-CVaR s8o as que estao mais distantes da fronteira que

apresenta melhores resultados em cada carteira.

Assim, podemos concluir a partir dos resultados in-sample, que se estudarmos os
problemas optimizagdo para as diferentes medidas de risco através das coordenadas
usuais, estes ndo irdo apresentar os melhores resultados. No entanto, se avaliarmos o
risco e retorno de uma carteira através de novas coordenadas
(UPM / BPM (a = 2/3), por exemplo), as medidas de risco alternativas a variancia

irao apresentar melhores resultados empiricos.

Em relagdo ao desempenho out-of-sample, o primeiro estudo supos possivel a
venda a descoberto. No entanto, isto levou a posigoes longas e curtas em titulos irre-
alistas e, por isso, impusemos a restricdo x > 0 em todos os problemas de optimizagao

para a andlise do desempenho out-of-sample.

Nas primeiras duas linhas das Tabelas 4, 5 e 6 sd3o apresentados os réicios de
Sharpe e Sortino da estratégia (de referéncia) naive para os conjuntos C4, C8 e C'24,
respectivamente. Esta estratégia é a que apresenta melhores resultados (juntamente
com a da optimizacdo média-CVaR) para o conjunto C4 com o rebalanceamento

diério, podendo isto resultar do facto de estarmos na presenca de um indice pequeno
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4.7 Discussio dos resultados

(apenas 4 titulos) e de uma elevada frequéncia de rebalanceamento. Por outro lado,
tanto no conjunto C'8 como no C24, a estratégia naive € a que apresenta menores
valores para os réicios de Sharpe e Sortino para os periodos de rebalanceamento

semanal e quinzenal.

O valor do réacio de Sharpe para o rebalanceamento diario é superior (de forma
geral) aos valores dos rebalanceamentos semanal e quinzenal, para os trés conjun-
tos. No conjunto C8 assiste-se a uma diminui¢ao dos racios de Sharpe e de Sortino
com rebalanceamentos semanais e quinzenais. Esta diminui¢do ndo se verifica nos
conjuntos C'4 e C24, ocorrendo com maior frequéncia o caso inverso, ou seja, uma
melhoria nos racios quando elevamos a frequéncia de rebalanceamento de 5 para 10
dias de transagdo. O aumento da frequéncia de rebalanceamento possibilita maiores
retornos, sendo isto mais visivel quando avancamos do rebalanceamento semanal e

quinzenal para o diério.

Para o conjunto C'4 (Tabela 4), a optimizacao média-variancia exibe piores resul-
tados em termos de racios (Sharpe e Sortino) relativamente & estratégia naive para
todas as frequéncias de rebalanceamento. O p-valor apresentado, que resulta da
comparagao entre a carteira resultante da optimizacdo média-varidncia e a carteira
naive, indica-nos que, para os niveis de significAncia usuais, nao se rejeita a hipotese
dita nula que consiste na diferenca das carteiras out-of-sample ser igual a zero. Ob-
servando os valores entre paréntes rectos que descrevem, respectivamente, o nimero
médio, minimo, mediana e méximo de titulos que constituem a carteira correspon-
dente, verificamos que em algumas constitui¢oes da carteira ocorre um investimento

em todos os titulos accionistas disponiveis.

O ntmero minimo, maximo e a mediana dos titulos da carteira resultante da
optimizacdo meédia-varidncia mantém-se constantes & medida que a frequéncia de
rebalanceamento aumenta. Este facto também se verifica para todas as carteiras
resultantes das varias optimizagoes e para os conjuntos C8 e (C'24. Ainda no indice
C4, podemos observar que a optimizacao média-CVaR apresenta melhores resulta-
dos para os dois ricios e para as trés frequéncias de rebalanceamento. Todas as
outras optimizacoes apresentam valores para os racios de Sharpe e Sortino superi-
ores (com pequenas excepgoes para o rebalanceamento diario) aos da optimizagao
média-variancia, como seria expectavel, uma vez que este indice é constituido apenas

por titulos accionistas com distribui¢oes nao normais.

Contrariamente ao ocorrido no indice C4, ao analisar o C24 (Tabela 6) verifi-
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camos que a optimizacao média-CVaR apresenta os piores resultados para os dois
racios, nas trés frequéncias de rebalanceamento. Isto pode dever-se ao grande nimero
de titulos e as suas distribuicoes muito distintas. Neste indice é ainda mais visivel que
a optimizacao média-varidncia, introduzida por Markowitz, apresenta piores resulta-
dos que as optimizagdes média-SDA, média-SV, média-SDB e média-semi-variancia
balanceada para os dois racios, ao longo das trés frequéncias de rebalanceamento.
A optimizacao média-SDA é a que apresenta, em geral, melhores resultados. Isto
significa, que na presenca de uma grande variedade de titulos, de diversos secto-
res e com distribuicdes distintas, um investidor neutro ao risco e ao potencial de
ganhos vai obter melhores resultados uma vez que, penaliza menos a variabilidade
inferior (abaixo de um valor de referéncia) e simultaneamente, ndo deseja grande

variabilidade positiva (acima de um valor de referéncia).

O valor mediano de 15 titulos utilizados na construcdo da carteira referente ao
problema de optimizagdo média-SDA afigura-se reduzido dados os 24 titulos dis-
poniveis. Observamos ainda que, na optimizacdo média-SV e meédia-semivaridncia
balanceada, o nimero de titulos utilizados na construcao das carteiras é, em média,
muito superior ao das optimiza¢des média-SDA e média-SDB. Este facto demonstra
que um investidor com maior aversao ao risco tende a diversificar significativamente
mais a carteira do que um com menor aversao ao risco. Verificamos que as Unicas
ocorréncias de um investimento em todos os titulos sdo, precisamente, quando o in-
vestidor possui maior aversao ao risco (optimizagao média-SV e média-semi-variancia

balanceada).

A andlise do indice C8 (Tabela 5) revela-se complicada, pelo facto da maioria
dos récios, tanto de Sharpe como de Sortino, apresentarem valores negativos para as
véarias optimizagoes e para a estratégia de referéncia. De uma forma geral podemos
dizer que os resultados para este conjunto sdo coerentes com os apresentados para
os indices C4 e C24, ou seja, a optimizagdo média-variancia (juntamente com a
estratégia naive) ¢ a que apresenta piores resultados tanto para o racio de Sharpe
como para o racio de Sortino, ao longo das trés frequéncias de rebalanceamento.
As optimizacoes média-SDA e média-SDB sao as que apresentam melhores valores
(os dnicos positivos) para os dois racios. O facto de para estas optimizacoes o
investidor se assumir neutro face ao risco é visto como a principal explicacdo para

estes resultados.

Por fim, apesar de alguns dos resultados empiricos ndo serem os expectéiveis,
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os problemas de optimizacado alternativos ao proposto por Markowitz apresentam
bons resultados e corroboram a ideia de que, se os retornos dos titulos ndo seguirem
distribuicdes normais, a optimizagao média-varidncia nao é a estratégia que apresenta
melhores resultados. O facto de os p-valores apresentados indicarem que as carteiras
out-of-sample das véarias optimizacoes nao sdo diferentes da carteira de referéncia,

da-nos a sensagao de que este teste nao é estatisticamente significante.
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Capitulo 5

Conclusao

No ambito da seleccao de carteiras, estudamos diferentes medidas de risco al-
ternativas & varincia dos retornos de titulos accionistas. Comecamos pela medida
de risco em perdas LPM e os seus casos particulares (desvio semi-absoluto inferior
e semi-variancia). De seguida, avan¢amos para uma medida de risco mais geral,
os BPMs, e demos ainda énfase aos seus casos particulares (desvio semi-absoluto
balanceado e semi-variancia balanceada). Consideramos também o Valor em Risco
Condicional, CVaR. Além disso, mostramos como os problemas de optimizagdao em
seleccao de carteiras baseados na minimizacao das diferentes medidas de risco podem

ser formulados recorrendo a programagao linear ou quadréatica.

Vimos que as medidas de risco alternativas a variancia apresentam varias vanta-
gens tebricas como, por exemplo, um melhor ajuste a distribui¢des ndo normais dos
retornos dos titulos accionistas e a possibilidade de se escolher o grau dos momentos

de acordo com o nivel de aversao ao risco que um investidor apresente.

Varios estudos existentes na literatura indiciam que quanto maior for a aversdao ao
risco por parte de um investidor mais diversificadas serdo as carteiras associadas aos
problemas de optimizagao. Os resultados empiricos desta tese corroboram esta ideia
uma vez que as carteiras obtidas tendem a incluir mais titulos na sua constituicao
quando um investidor possui maior aversao ao risco (caracterizada pela escolha de

um coeficiente « superior).

Analisdmos também o impacto da alteracdo do valor dos coeficientes «, 7 e b
presentes nos problemas de optimizacao associados aos LPMs e BPMs. Concluimos
que, quando « aumenta, as fronteiras de eficiéncia associadas aos problemas de opti-
mizagao média-LPM e média-BPM sdo, geralmente, melhores (no sentido de estarem
mais acima). Por outro lado, ao aumentarmos o valor de 7, estas fronteiras de efici-
éncia tenderam a ser piores, tanto para os LPMs como para os BPMs. No caso do
coeficiente b, as fronteiras de eficiéncia associadas & optimizagao média-BPM foram

melhores para valores de b mais elevados.
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Com recurso aos racios de Sharpe e Sortino concluimos que as carteiras associadas
a optimizagao média-CVaR apresentaram os melhores resultados para o conjunto de 4
titulos. Para os conjuntos de 8 e 24 titulos, as carteiras com valores mais elevados
para os dois racios foram as que estao associadas & optimizacdo média-SDA e média-
SDB, sendo este facto mais visivel nos periodos de rebalanceamento diario e semanal.

Os resultados obtidos para os dois racios mostraram, para os trés conjuntos de
dados em questao, que existem sempre medidas de risco alternativas a variancia que,
quando minimizadas, conduzem a carteiras com melhor desempenho do que o asso-
ciado & minimizacao da varidncia. O facto de nenhuma destas carteiras 6ptimas ser
estatisticamente melhor que a naive (no sentido em que nenhum dos p-valores apre-
sentados conduziu a rejei¢ao da hipotese nula) deve-se, muito provavelmente, a serem
aproximadamente nulas as rentabilidades médias da maioria dos titulos accionistas.

O presente estudo poderia, eventualmente, produzir resultados mais robustos
se fosse realizada uma andlise mais profunda das séries temporais dos retornos, ou
se introduzissemos custos de transacdo nos rebalanceamentos, ou se recorréssemos
a conjuntos de dados diferentes (distribui¢oes de retornos nao-normais, com maior

variabilidade e rentabilidade, por exemplo).
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Apéndice A
Figuras e tabelas referentes ao
Capitulo 4

Titulos accionistas

SUMOLIS (1,2,3) NOVABASE SGPS (3)
BPI SGPS (1,2,3) MARTIFER SGPS SA (3)
REN - Redes Energéticas Nacionais (1,2,3) IMPRESA SGPS (3)
ALTRI SGPS SA (1,2,3) IBERSOL SGPS (3)
Jerénimo Martins SGPS (2,3) SEMAPA — Soc. de Investimento e Gestao SGPS (3)
PT - Portugal Telecom SGPS (2,3) Teixeira Duarte — Engenharia e Construgao (3)
BANCO SANTANDER R (2,3) SONAE SGPS (3)
GALP ENERGIA (2,3) EDP Renovaveis (3)
EDP - Energias de Portugal SA (3) SONAE CAPITAL SGPS SA (3)
PORTUCEL (3) SLB SAD - Sociedade Desportiva de Futebol (3)
Corticeira Amorim SGPS (3) F.RAMADA (3)
OREY ANTUNES R (3) BCP - Banco Comercial Portugués (3)

Tabela 1: Composicao dos trés conjuntos de dados constituidos por titulos accionistas
do indice PSI20. Entre parénteses indica-se a que conjuntos de dados cada titulo

pertence (1 para C4, 2 para C8 e 3 para C'24).
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Descriptive Statistics

™M Range Minimum | Maximum Sum hean Std. Deviation | Variance Skewness Kurtosis

Statistic Giatistic Statistic Statistic Giatistic Statistic Statistic Statistic Giatistic | Std. Error | Statistic | Std. Error
CloseALTR 1285 GABORE | - 477341 A 7A625 SR8645 00044253 024616532 oo -5,324 068 112,835 138
ClogeSuco 1285 | 2,056061 -583333 | 1472727 2031763 00158114 JOB9262034 ,a0s 12,830 L) 288,803 138
ClogeBPI 1285 261409 | - 110465 150943 - 197670 | -,00015383 026275574 o1 538 L) 3,744 138
ClLogeRENE 1285 130570 | -087010 063559 - 111584 | -00008684 011525138 ,aog - 148 L) 6,198 138
FechoGalp 1285 205967 | -107744 0988223 \GBE246 000418438 018460089 .aoo 123 068 3317 136
FechodMT 1285 191100 | -081633 109467 1,508087 00117362 019388636 ,aoo 239 068 2,254 136
FechoPTC 1285 316659 | -,128931 186728 -,385126 | -00027636 019686562 .aoo 146 068 10,763 136
FechoSANT 1285 | 340080 | -131200 | 200781 363205 | 00078272 | 024350R04 oo 554 068 6,063 136
CloseBCP 1285 | 472222 | -222222 | 200000 | - 530765 | -00041305 | 030177138 on2 264 68 5,034 136
CloseEDP 1285 | 158223 | - 074880 | 083333 479507 | 00013968 | 015458450 oon 327 068 2,567 136
ClosePT! 1285 153662 | -089623 064039 a731e8 00067952 015465937 ,aog -,080 L) 3,39 138
ClogeCOR 1285 215707 | -,114583 01124 1,260171 00093068 020498505 ,aog ,292 L) 2,760 138
CloseORE 1285 361345 | -147059 214286 652994 00050817 036811492 oot (G641 L) 4,693 138
CloseNBA 1285 ,240085 | -154341 084714 - 192610 | -,00014939 018257592 .aoo -, 246 068 7.619 136
ClLoseMAR 1285 279876 | -121622 157885 | -1,141434 | -000838828 025023679 oo1 627 068 4,336 136
CloselPR 1285 494289 | 111111 383178 1,033680 00030442 035508685 ao1 2,348 068 17,337 136
CloselBs 1285 | 211135 | -10BBSE | 102430 208756 | 00073248 | 0M0R38320 oon 116 068 3,745 136
CloseSEM 1285 | 136146 | - 064033 | 072106 407613 | 00038336 | 016397630 oon 187 68 1,600 136
CloseTDSA 1285 | 332653 | -132653 | 200000 | 1,201019 | 00093465 | 035375897 oo 824 068 3,767 136
ClLogeSON 1285 ,247585 | - 108696 138889 1187244 00092393 020565569 ,aog 265 L) 3,443 138
CloseEDPR 1285 163097 | -076000 087097 -033870 | -00002636 018958804 ,aog A1 L) 1,800 138
Cloge50NC 1285 ,314402 | -137931 176471 568300 00044226 034644625 oot 475 L) 2,957 138
CloseSLBEN 1285 J2TTTE | - 3777 350000 448372 00034893 047178433 a0z 793 068 10,0149 136
CloseRAM 1285 404762 | - 1BBBE7 238085 1.654179 00128730 036257164 oo1 ,286 068 6,267 136
Valid N (listwise) 1285

Tabela 2: Estatistica descritiva dos 24 titulos accionistas para o estudo de desempe-

nho in-sample.
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Titulo p-valor

SUMOLIS (1,2,3)

BPI SGPS (1,2,3)

REN - Redes Energéticas Nacionais (1,2,3)
ALTRI SGPS SA (1,2,3) 0

o o O

Jerénimo Martins SGPS (2,3) 0,3783

PT - Portugal Telecom SGPS (2,3) 0,1415

BANCO SANTANDER R (2,3) 0,1876

GALP ENERGIA (2,3) 0,3956

EDP - Energias de Portugal SA (3) 0,0433
PORTUCEL (3) 0,4052

Corticeira Amorim SGPS (3) 0,4294

OREY ANTUNES R (3) 0,269

NOVABASE SGPS (3)  0,1776

MARTIFER SGPS SA (3) 0,0407

IMPRESA SGPS (3) 0,001

IBERSOL SGPS (3) 0,3724

SEMAPA - Soc. de Investimento e Gestao SGPS (3) 0,4739
Teixeira Duarte — Engenharia e Construgao (3) 0,344
SONAE SGPS (3)  0,0828

EDP Renovaveis (3) 0,1455

SONAE CAPITAL SGPS SA (3) 0,436

SLB SAD - Sociedade Desportiva de Futebol (3) 0,0705
F.RAMADA (3) 0,2207

BCP — Banco Comercial Portugués (3) 0,2917

Tabela 3: Teste Jarque-Bera da normalidade de uma distribuicdo para os retornos
dos 24 titulos que constituem a base de dados em estudo. Entre parénteses indica-se

a que conjuntos de dados cada titulo pertence (1 para C4, 2 para C8 e 3 para C'24).
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(e) Variagao do coeficiente o nos problemas de op-  (f) Variagao do coeficiente o nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(x)), para a carteira

C24.
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Fronteiras de eficiéncia em optimizagdo média-BPM
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(a) Variagdo do coeficiente a nos problemas de
optimizagdo média-BPM, (7, b, R(z)), para a car-
teira C4.
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teira C8.

Fronteiras de eficiéncia em optimizagdo média-BPM

0151 1

)
=
=
\
\

Retorno da carteira (em %

BPM
BPM

0.015 0.02
desvio-padrdo

0.025 0.03 0.035

(e) Variagao do coeficiente o nos problemas de
optimizagao média-BPM, (7, b, R(z)), para a car-
teira C'24.
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(b) Variagao do coeficiente @ nos problemas de
optimizacao média-BPM (7, b, R(z)), para a car-
teira C4.
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(d) Variagao do coeficiente @ nos problemas de

optimizacao média-BPM, (7, b, R(z)), para a car-

teira C8.
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(f) Variagdo do coeficiente @ nos problemas de
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(a) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(z)), para a carteira
C4.
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(c) Variagao do coeficiente T nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(z)), para a carteira
C8.
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(b) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (1, R(z)), para a carteira
C4.
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(d) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(z)), para a carteira
C8.
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(e) Variagao do coeficiente T nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(x)), para a carteira

C24.
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(f) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizagdo média-LPM, (7, R(x)), para a carteira

C24.
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(b) Variagao do coeficiente T nos problemas de op-
timizagao média-LPM, (7, b, R(z)), para a carteira

C4.
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(c) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-

timizagao média-BPM, (7, b, R(z)), para a carteira
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(e) Variacao do coeficiente 7 nos problemas de op-

timizagao média-BPM, (7, b, R(x)), para a carteira

C24.
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(d) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizag¢ao média-LPM, (7, b, R(z)), para a carteira

Cs.
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(f) Variagao do coeficiente 7 nos problemas de op-
timizagao média-LPM, (7, b, R(z)), para a carteira
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(a) Variagao do coeficiente de balanceamento b nos proble-  (b) Variagao do coeficiente de balanceamento b nos proble-

mas de optimizacdo média-BPMa(7,b, R(z)), para a car- mas de optimizagdo média-BPMz(7,b, R(x)), para a car-
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(c) Variacao do coeficiente de balanceamento b nos proble-  (d) Variagao do coeficiente de balanceamento b nos proble-
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(e) Variagao do coeficiente de balanceamento b nos proble-  (f) Variagdo do coeficiente de balanceamento b nos proble-
mas de optimizagdo média-BPMa (7, b, R(x)), para a car-

teira C8.

mas de optimizagdo média-BPM;(7,b, R(z)), para a car-

teira C24.
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Carteira C4

Diéario Semanal Quinzenal
Estratégia Naive
RS 0.3375 0.0658 0.0691
RSV 0.6689 0.1060 0.1133
Opt. Média-Variancia
RS 0.1272 0.0086 0.0157
(0.569) (0.833) (0.836)
RSV 0.2089 0.0133 0.0242
[3.0038;2;3;4]  [3.0048;2;3;4]  [3.0192;2;3;4]
Opt. Média-SDA
RS 0.1878 0.0640 0.0781
(0.655) (0.936) (0.919)
RSV 0.3280 0.1065 0.1302
[2.7421;2;3;4]  [2.7548;2;3;4]  [2.7500;2;3;4]
Opt. Média-SV
RS 0.0290 0.0372 0.0177
(0.467) (0.927) (0.854)
RSV 0.0483 0.0645 0.0299
[3.1405;2;3;4]  [3.1490;2;3;4]  [3.1635;2;3;4]
Opt. Média-SDB
RS 0.1170 0.0475 0.0255
(0.503) (0.848) (0.793)
RSV 0.1918 0.0822 0.0429
[3.1139;2;3;4]  [3.1202;2;3;4]  [3.1250;2;3;4]
Opt. Média-SV balanceada
RS 0.1640 0.0873 0.0655
(0.507) (0.893) (0.870)
RSV 0.2688 0.1528 0.1118
[3.2963;2;4;4]  [3.3077;2;4;4]  [3.2981;2;4;4]
Opt. Média-CVaR
RS 0.3231 0.2378 0.2527
(0.675) (0.880) (0.836)
RSV 0.5490 0.3990 0.4370
[3.6468;3;4;4]  [3.6346;3;4;4]  [3.6442;3;4;4]

Tabela 4: Racio de Sharpe (RS) e de Sortino (RSV) associados ao desempenho out-of-sample dos varios
problemas de optimizagao para o conjunto C4 (rebalanceamento di4rio, semanal e quinzenal). Entre parén-
teses curvos o p-valor da comparagdo entre o retorno out-of-sample da estratégia naive e de todas as outras
estratégias. Os valores entre paréntese rectos referem-se ao nimero de titulos nas carteiras, apresentando-se

o valor médio, minimo, mediana e maximo, respectivamente.
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Carteira C8

Estratégia Naive

RS

RSV

Opt. Média-Variancia
RS

RSV

Opt. Média-SDA
RS

RSV

Opt. Meédia-SV
RS

RSV

Opt. Média-SDB
RS

RSV

Opt. Média-SV balanceada
RS

RSV

Opt. Média-CVaR
RS

RSV

Diério

-0.0860
-0.1419

-0.1052
(0.729)
-0.1608

[5.8726;4;6;8]

0.1033
(0.705)
0.1661
[5.8951;4;6;8]

-0.0144
(0.871)
-0.0234
[6.8460;4;7;8]

0.1039
(0.803)
0.1643
[5.8436;4;5;8]

-0.0550
(0.951)
-0.0842

[6.8552;5:8;8]

-0.0202
(0.834)
-0.0309
[6.2926;5;6;8]

Semanal

-0.3654
-0.5059

-0.1654
(0.756)
-0.2445
[5.8798;4:6:8]

0.0245
(0.934)
0.0380
[5.9135;4;6;8]

-0.0741
(0.334)
-0.1150
[6.8365;4;7;8]

0.0604
(0.244)
0.0991
[5.8557;4;5:8]

-0.1144
(0.507)
-0.1737

[6.8606;5;8:8]

-0.1178
(0.350)
-0.1796
[6.284;5;6;8]

Quinzenal

-0.3649
-0.4932

-0.1961
(0.563)
-0.2707

[5.8558;4;5;8]

0.0232
(0.271)
0.0352
[5.9231;4;6;8]

-0.0803
(0.301)
-0.1222
[6.8173;4;7;8]

0.0469
(0.273)
0.0737
[5.8173;4;5:8]

-0.1390
(0.466)
-0.2000
[6.8365;5;7.5;8]

-0.1442
(0.367)
-0.2147
[6.2885;5;6;8]

Tabela 5: Racio de Sharpe (RS) e de Sortino (RSV) associados ao desempenho out-of-sample dos varios
problemas de optimizagdo para o conjunto C8 (rebalanceamento diario, semanal e quinzenal). Entre parén-
teses curvos o p-valor da comparagdo entre o retorno out-of-sample da estratégia naive e de todas as outras

estratégias. Os valores entre paréntese rectos referem-se ao niimero de titulos nas carteiras, apresentando-se

o valor médio, minimo, mediana e maximo, respectivamente.
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Carteira C24

Estratégia Naive

RS

RSV

Opt. Média-Variancia
RS

RSV

Opt. Média-SDA
RS

RSV

Opt. Média-SV
RS

RSV

Opt. Média-SDB
RS

RSV

Opt. Média-SV balanceada
RS

RSV

Opt. Média-CVaR
RS

RSV

Diério

0.3028
0.4499

0.1989
(0.983)
0.2912
[15.7886;10;16;20]

0.3039
(0.920)
0.4757
[15.5043;11;14;22]

0.2539
(0.879)
0.4190
[21.4013;8;24;24]

0.2904
(0.801)
0.4271
[15.2656;10;15;21]

0.2419
(0.681)
0.3551
[20.7162;13;21;24]

0.1851
(0.667
0.2710
[15.1367;9;15;20]

Semanal

0.0426
0.0610

0.1372
(0.437)
0.2003
[15.8077;10;16;20]

0.2310
(0.291)
0.3406
[15.5048;11;14;22)

0.2049
(0.712)
0.3127
[21.3509;12;24;24]

0.2600
(0.642)
0.3740

[15.2548;10;14.5;21]

0.1815
(0.882)
0.2693
[20.7548;13;21;24]

0.0315
(0.889)
0.0443
[15.1202;9;15;20]

Quinzenal

0.0432
0.0631

0.1444
(0.787)
0.2088
[15.7692;11;16;19]

0.1841
(0.672)
0.2754
[15.4327;11;14;22]

0.2252

-587

0.3586
[21.5096;13;24;24]

0.2714

-472

0.4054
[15.2500;10;15;21]

0.1909
(0.701)
0.2817
[20.7981;14;21;24]

0.0201
(0.984)
0.0293
[15.1346;9;15;20]

Tabela 6: Racio de Sharpe (RS) e de Sortino (RSV) associados ao desempenho out-of-sample dos varios
problemas de optimizagdo para o conjunto C'24 (rebalanceamento diario, semanal e quinzenal). Entre parén-
teses curvos o p-valor da comparagdo entre o retorno out-of-sample da estratégia naive e de todas as outras
estratégias. Os valores entre paréntese rectos referem-se ao nimero de titulos nas carteiras, apresentando-se

o valor médio, minimo, mediana e maximo, respectivamente.
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