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Resumo

Neste tabalho estudamos um modelo auto-regressivo de maximos (AR-
MAX). Depois de estudadas as propriedades distribucionais bésicas é es-
tabelecida uma condicao necessaria e suficiente para a estacionaridade
forte do modelo. Sob tal condi¢do é caratecterizada a classe das distri-

buicoes estacionarias do modelo.

Palavras Chave: Modelo ARMAX, Estacionaridade Forte

Abstract

In this work a max autoregressive model (ARMAX) is studied. After
the study of the basic distributional properties we establish a necessary
and sufficient condition for the strong stationarity of the model. Under
this condition, the class of its stationary distributions is characterized.

Keywords: ARMAX model, Strong stationarity
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Capitulo 1

Introducao

No presente trabalho estudamos um modelo para séries temporais com espaco de
tempos Ng construido a partir de uma variavel aleatoria real (v.a.r.) X, com fungao
de distribuicao (f.d.) Ho(z) e de duas sucessoes de v.a.r.’s independentes {Y,,,n > 0}
e {Z,,n > 0}, representadas daqui em diante por {Y,} e {Z,}, respetivamente.
Admitimos que estas duas sucessdes sdo também independentes entre si e de X e
identicamente distribuidas com Y e Z, respetivamente. Denotamos a f.d. da v.a.r.
Y por G(z) e af.d. da v.ar. Z por F(x). Assumimos que as v.a.r.’s presentes neste
estudo se identificam como v.a.r. positivas. Mais, para uma dada f.d. F usamos as

notacoes
w(F) :sup{azeR:F(:E) < 1} e «aF) :inf{x eER: F(x) >0}.

Neste estudo iremos trabalhar com exemplos de processos estocésticos (p.e.) que
sao em geral, familias de v.a.r.’s definidas sobre um espago de probabilidade (£, A, P)
com valores num espago mensuravel (E,¢). Como {Y,} e {Z,} s@o sucessbes de
v.a.r.’s independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) entdo os p.e. por elas
constituidos, Y= (Yn,n € Ng) e 7= (Zn,n € Ng) sao fortemente estacionarios ou
estritamente estacionarios. Recordamos que um p.e. (Xn,n € N()) é fortemente

estaciondrio se

Vk €N, Viti,tg,...,tx € Ng, Vh €N,

(Xt17Xt27"'1th) € (Xt1+h7Xt2+h>"'7th+h) (11)

tém a mesma lei de probabilidade, ou seja ha invaridncia das leis de dimensao finita
do processo por translacdo no tempo. Em particular a lei de X; coincide com a lei
de X;i,, r arbitrariamente fixo em Ng.

Mais ainda, admitindo que estaremos na presenca de processos de 22 ordem, ou
seja, tais que exista e seja finita, E(th), Vt € Np, entdo estaremos também na pre-

senca de p.e. fracamente estacionarios ou estacionarios ou seja processos estocasticos
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necessariamente de segunda ordem tais que
E(Xt) —m, Ve N (1.2)
Cov (Xt,XHh) = +(h), Vte No; (1.3)

onde a funcao y(h) = I'(0,h), h € Z é chamada funcao de autocovariancia do pro-
cesso. Notemos que na definicdo de p.e. fortemente estacionario nao se exige que o
processo seja de segunda ordem.

Diremos que uma sucessao (X,,n € Np) se identifica como uma sucessao marko-

viana se, Vn € N, Vi1,...,tpy1 com t <...<tp41

Pth+1‘th7...,th (”:Ul? e 71"77/) — Pth+1|th (|33n)
ou seja se
P(Xn+1 — 5| Xo = 20, X1 = T1, ..., X = wn) - P(Xn+1 = 5| X, = xn>

para todos os estados x1,...,x, tais que estas leis de probabilidade estejam defini-
das. Ou seja por palavras, se conhecido todo o passado do processo, a probabilidade
da varidvel assumir um dado valor s no instante n+ 1 for igual & probabilidade dessa
mesma, varidvel assumir esse mesmo valor s conhecido apenas o instante imediata-
mente precedente. Em suma, trata-se de um processo em que a probabilidade de
assumir um qualquer comportamento futuro, quando o seu estado presente é conhe-
cido, nao é alterada pelo conhecimento adicional respeitante ao seu passado.
Definimos entao a sucessao {X,} como dada no seu instante inicial por X, e
para instantes além da origem como o produto da v.a.r. Z nesse mesmo instante
pelo méaximo entre a v.a.r X no instante imediatamente anterior e a v.a.r. Y nesse

mesmo instante, ou seja,

Zimax{Xi,l,Yi}, sei>1;
X; = (1.4)
Xo, se 1 = 0.

Em particular, estudaremos o caso em que Z é degenerada! numa constante k

com 0 < k < 1. Nesse caso temos,

Xi:k:max{Xi_l,Yi},iZ 1. (15)

'Dizer que Z é degenerada numa constante k significa que a v.a.r. Z toma unicamente o valor

k com probabilidade 1, isto é, a sua f.d. & da forma

0, sex<k;
F(z) =
1, sex>k.
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No capitulo 2, comegamos por apresentar algumas formulas distribucionais e pro-
priedades basicas dos modelos (1.4) e (1.5). Na seccao 2.2 definimos as condigdes de
existéncia de estacionaridade da distribuicao no caso em que a v.a.r. Z é degenerada.
Mostraremos ainda que é possivel a construcao de uma sucessao estacionaria do tipo
(1.5) com margens com f.d. igual a H(z) se e s6 se In H(e") é concava. Isto &, é
caracterizada a classe das distribuigGes estacionarias da sucessao (1.5).

Na seccao 2.3 retomamos o processo ARMAX com Z ndo degenerada. Comegamos
por estabelecer uma condicdo necessaria e suficiente de estacionaridade forte do pro-
cesso, ao que se segue a caracterizacao da classe de distribuicées estacionarias de
(1.4). Tanto a seccgao 2.2 como a seccgao 2.3 finalizam com exemplos onde sao
evidenciadas tais distribui¢oes estacionarias H(x). A grande variedade de formas
possiveis para H(x), incluindo algumas das f.d.’s mais usuais em Estatistica, como a
exponencial, a normal, a gama, a beta e a Pareto, ilustra bem a aplicabilidade deste

tipo de modelos.
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Capitulo 2

Estacionaridade forte do modelo

2.1. Propriedades distribucionais

Seja X= (Xn,n € N()) o p.e. definido em (1.4). Comecemos por determinar as
correspondentes féormulas distribucionais béasicas.

Consideremos em primeiro lugar o caso em que a v.a.r. Z é degenerada numa
constante k, 0 < k < 1.

De (1.5) temos que X; = kmax {Xi_l,Y;} donde surgem, em particular, os

casos que se seguem. De facto, tem-se

X1 = kmax {X(],Yi} = max {k‘X(),le}

e
Xy = k;max{Xl,Yg}
= max{max{k:QXg,kQH},szQ}
= max{k2X0,k2n,kY2},
bem como

X3 = kmax {XQ,Y};}
= max {k:Xg,kY})}
= max {k3Xo, Y1, K2Y, kyg}
= max {k3X0, max {k:3Y1, k2Ys, kYg}}.
Podemos entao inferir para um ¢ genérico

X; = max{kixo,fnax {HUUYJ}}. (2.1)

<<

Consideremos agora o caso em que Z é nao degenerada.
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

De (1.4) temos, sucessivamente,

X1 = Zlmax{Xo,Yl}:maX{Zng,ZlYl}, (22)

X2 = Z2 maX{Xl,Yg}

= maXx {ZQ (max {ZlXo, Z1H}> y ZQYQ}

= max {21Z2X0, 21Z2Y1, ZQYQ}

X3 = ngaX{XQ,Yg}
= ngax{(max{ZlZgXO,ZlZng,ZQYQ}>,Y3}
= maX{ZlZngXO,ZlZQZng,ZngYQ,Zng}
= max {XOZlZng,maX{YlZlZng,YngZg,Yng}}.

Entao, para um ¢ genérico, inferimos que
i i
X; = max {Xogzj,lrg%ngzg}. (2.3)
De seguida provamos tal resultado por inducdo matematica.

Por (2.2) verificamos que a expressao é satisfeita para i = 1. Suponhamos, por

hipotese de indugao, que a expressao (2.3) é valida. Temos entao
Xit1 = Zjyimax {Xi7 Yi—i—l}
i i
= Ziy1 max {Xo 1% pax vi 1] % Yz‘+1}
J=1 =7

i+1 i1

= max {Xo 1_[1 Zj, 112]5%5/] ll_[ 2, Zz’+1Yi+1}
j= =j

i+1 it+1

= max XOHZj, max Y}HZI
5 1<j<i+1 X
J=1 l=j

0 que nos permite concluir que a expressao (2.3) ¢ valida para qualquer inteiro posi-
tivo .
Observemos que, para cada i, X; é independente de Yj;1 e de Z;y1, ¢ > 1.

De facto, como X; é uma funcdo mensurédvel das v.a.r.’s Xo,Y1,....,Y;, Z1,...,2Z;

6
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e, por outro lado, Y;;1 é independente destas 2¢ + 1 v.a.r.’s, entdo X; e Y;41 sdo

independentes. Analogamente concluimos que X; e Z;11 sdo independentes.

Denotamos por H;(z) a f.d. da v.a.r. Xj, ou seja,

Para o instante temporal ¢ + 1, ¢ > 0, obtemos

Hip(z) = P(Xiy1 <)

= P<Zi+1 maX{Xi,YiH} < ﬂf)

Por 1.4
= P(Zi-‘,-lXi <x,Zit1Yi41 < ﬂf) (2.4)

Como Z;11 é independente de Y11 e de X; temos

X X
Hipi(z) = /R P(Xi €2 Yin < 2)dF(2)

- /RH<3;> G(g) dF (2), (2.5)

uma vez que as v.a.’s X; e Y; 41 sdo independentes.
Similarmente ao efetuado anteriormente estudamos agora o caso em que a v.a.r.

Z se comporta como uma v.a.r. degenerada numa constante £ com 0 < k < 1.

Proposicao 1. Se Z ¢ v.a.r. degenerada numa constante k, 0 < k < 1, entdao (2.5)

traduz-se apenas como

Nestas condigoes temos ainda
T\ 1 x )
Hi(z) = HO(E) I1 G(k—]> i>1. (2.7)
j=1

Demonstracao. No caso em que a v.a.r. Z é degenerada numa constante k com
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T

Hiq(x) T

m(7)e

X X X
P(XZ_ k)G(k) P(kmax{Xz_l,YZ}_ k)G
Por (1.5)
X X X
— . < — < —
P<XZ_1 <Y< G<k>
x x x
P(Xz_l k2>P<K_ k2>G<k>

Por independéncia entre X;_1 e Y;

T

k

(&)

x x x
= P|X;_ — — —
(1= 5)o()5 ()
_ i—1 i-1-(G-Dy. L o x x
e I
Por‘(r2.1)
= i-1 i~y L <« 2 x z
P < g, (00} 255)0()5 s
_ x i—1 i—2 x x x
= P<X0 < ki+1,maX{k Y]_,k YQ, )k}/l—l} < ]{jz)G(k‘Q>G<k
T i x x x x
= P(XO < k”l’k i< ﬁ,...,kY}_l < ]{;2)G<k52>G<k>
x x x x x
= P<X0§k‘z+17YISk’L+1’Y2§I€Z’Elgk‘g>G<k2>G<k>
Mas atendendo a que {Y,,} é uma sucessdo de v.a.r.’s independentes entre si e de Xy,
temos
x x x x x x
e = el )e(2)-o(2)e(2)e()
N .
= H0<ki+1> HG(k;)’ 120,
j=1
ou seja
2\ x .
H;(x) = Ho <k‘l) jl_IlG<kj>7 1> 1,

tal como pretendiamos mostrar.

Continuando a supor que Z é degenerada numa constante k,

minemos agora a f.d. conjunta das v.a.r.’s
Xiyy ooy X,

Para tal comecamos por estudar o caso particular com instantes

1o =3. A fd. de (Xl,X3> é definida por
Hiyz(z,y) = P<X1 <z,X3< y), V(z,y) € R®.

8
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0 < k < 1, deter-

temporais 77 = 1,



2.1 Propriedades distribucionais

Por (2.1) sabemos que X3 se escreve da forma

X = mac {0, o, (K070,
VAN

vindo assim

His(z,y) = P<X1 < z,max {k Xp, max { }} >
<j<
= P<X1 <z, kX <v, maxs{k3 (- 1>Y} < y)
= P<X0§k3,X1<:E max{/{:?’Yl,k Yg,k‘Yg} >
— P<X0 < ks,Xl <2, kB3 <y, k%Y, <y, kY3 < y>
Analogamente
X; = max {k:Xg, lm}
e portanto

Hiz(z,y) = P<X0 < ax{kXo,le} <2, kY <y, kY2 <y, kY3 < y>

7k3Y1 S Y, kQYQ S Y, k}/3 S y)

Pela independéncia das varidveis do modelo em estudo temos

e =t (oo (7, 2)) o o 2 AP (B (D) o

Tomando agora n = 3 e os instantes temporais i1 = 1, io = 3, i3 = 6, temos a f.d.

conjunta das v.a.r.’s X1, X3, Xg dada por
ngﬁ(l’,y,Z) = P(Xl S :L',X3 S y:X6 S 2)7 V(Jf:va) € Rd

e, novamente por (2.1), sabemos que

X3 = max{k Xy, max {k:?’(jl)Yj}},
1<5<3

Xg = max {k Xo, max {kG—U—UYj}},
YRS

9
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vindo
Hise(x,y,2) = P(Xl < x,max{k Xo, I%ax {k3 ity }} <,
{1, . (KO} < )

= P(X1 < z,k*Xy <y, max {k(SjH)Y}} <y, k°Xo < z,
1<j<3

max k<6_j+1)Y-}<z>
1<j<6 1=

- P(XO < %,X kG,Xl <z max{kS}/l,k YQkY},} <y,

max {k6Y1, kY, k4Y3, K3y, k2Ys, k}%} < z)

- P(Xog%,Xo X, < 2, KY; <y, k2Ya < 4, kY3 < v,

k6’
KSY1 < 2, K%Y < 2, k'Ys < 2, K3Y) < 2, k2Ys < 2, kY < z).

Como X| = max {kXO, k‘Yl}, obtemos

Higo(w,y,2) = P(Xo < 5. Xo < o5 max {kXo, ki | < 2,61 <y, Y2 <,
BYs <y k01 < 200V < 2 kY < 2 kY0 < 2 kY < 2, kY < 2)
xT
= P(Xo_k37X0_k6,X E,legx,legy,kz‘Yggy,

BYs <y k01 < 280V < 2 kY3 < 2 kY0 € 2 kY < 2 kY < 2)

P(Xo < k%,Xo < %J(O < %le <2, <y, kY, <y,

K22 < kY2 < 2, KYs <y, kY < 2, k0Y) < 2, k7Y < 2,00 < 2)

. z Yy oz . Yy oz
- P(Xogmm{wkﬁ’%} Nis mln{k k3’k6} Y2 <mm{ﬁ’ﬁ}’
Y5”<mm{k k4} Y4—k3’Y5—k2’Y6 k)

Tendo em conta a independéncia das varidveis envolvidas, temos

N I T Ty oy . y =
Hise(x,y,2) = H(](mm{k"k:3’W})G<mln{k’k3’k6})G(mm{k‘2’ sz’}> X
z z z
o756 ()0 () (7)
Concluimos deste modo que para qualquer conjunto de indices

0<i<ip<...<iy,

temos

i—1
. Ly,
Hil,...,in(xip"'vxin) H0<1I<njl<n{sz }) H H G<l§1nn51§1n{kim—j })

ll]’Lll

10
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com 19 = 0.
De igual modo, ainda no caso de termos a variavel Z degenerada numa constante

k, temos a f.d. conjunta para as v.a.r.’s Xg, X1, ..., X, da forma

— ) - - il
H01”,n(950,x1,...,xn) _H0<OI<I‘171£ln{k?] }) HG<ZISHJISHH {x]/k }> (210)

Consideremos agora o caso em que Z é nao degenerada.

A f.d. conjunta de Xg, X1,..., X, vem por sua vez definida por

Hoi. n(zo,21,...,2n) = P(Xo <z0, X1 <71,...,X, < .CUn>
= P(Xo<wzo,...,Xpn-1 <xp_1,Zymax{X,_1,Y,} < )
= P(Xo<=zo,...,Xn-1 < xn-1,ZnXn-1<xn, Z,Yn < xp).
Como Z, é independente de Yy, X;,_1, ..., Xp, temos

Hoi..n(zo,...,2n) =

= / P(XO < wa'an—l < xn—laXn—l < :L‘7n7Yn < xl)dF(Zn)
R z

n Zn

— [ P(Xo < a0, Xy S ar,e Xoos < minfa 1, 2 Y < 7 )dF ().
R z z
Sabemos que Y, é independente das v.a.r. Xy,...,X,—1 pelo que temos

HO...n('fUa e 7'1“71) =

= / P(XO < ZC(),Xl < Tlyeo- 7Xn—1 < min {:L‘n_l, @}>G<xl)dF(Zn)
R z z
Repetindo este procedimento para as v.a.’s Z,_1,..., 41, obtemos
Ho1..n(%0, ..., 7p) =
J n J
/n O(O%Iiln {x]/ H zk}> H G<l£nj1§nn {x]/ H zk}>dF(zl), JAF (zp),
k=1 =1 k=1
0
convencionando que H 2z = 1.
k=1

A semelhanca do que foi feito anteriormente também para o processo (1.4) se

prova que, para quaisquer inteiros positivos i1 < 12 < ... < ip,

Hi 1 (xtl,...,xtn):

1y-eytn

L e i)

n -1 im
<1 11 G(l<rnir<1n{xim/ I1 zk}>dF(zl)...dF(zin)
=1 j=i;_, == k=j+1

que é uma extensao de (2.9).

11
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2.2. Estacionaridade quando Z é degenerada

Na presente seccao passaremos ao estudo da existéncia de distribuicdo estaciona-
ria para o p.e. {X,,} definido em (1.5) e em particular estudaremos as formas que a
mesma pode assumir.

Com o objetivo de inferir uma condi¢ao de estacionaridade forte do p.e. {X,}
comparamos em particular, Hiz(z,y) e Hog(x,y).

A f.d. Hiz(x,y) ja foi determinada em (2.8). De (2.9), temos

Houlw,y) = H(m{klmc(m{klg})
><G<min{£,:3})c:<li>a<z>. (2.12)

Portanto supondo como sendo valida a estacionaridade forte do p.e. {X,} entdo
temos em particular que se verifica a igualdade entre as expressoes (2.8) e (2.12) ou
seja

H13(‘T,y) = H24(x,y), V(l‘,y) € R2'

Desta igualdade retiramos que
(im0 i ) ) = 0 (i .55

ou, de modo equivalente,

1 . Ty 1 . Ty B . Ty
H0<km1n{k, k3}>G<km1n{k, k3}> = H0<m1n{k, k3})
Considerando u = min {%, k%}, esta igualdade pode escrever-se como
U u
HO(E)G(E> = Ho(u). (2.13)

A igualdade (2.13) sugere-nos assim uma condigao necessaria e suficiente para a
estacionaridade forte do p.e. {X;}. Antes de estabelecermos o teorema correspon-

dente, apresentamos um lema que nos sera util na demonstracdo do mesmo.

Lema 1. Se as f.d. Hy e G verificarem (2.13), entdo tem-se

s—1

Ho(u) = H0<kﬂ) I1 G(k“_]) Vs > 1. (2.14)

J=0

12



2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

Demonstra¢do. Para s = 1, a igualdade (2.14) coincide com (2.13) que, por hipotese

é verdadeira.

Suponhamos por hipétese de indugao, que a igualdade (2.14) é valida para um

determinado s € N. Assim

s ks s—1 "
U/If )G< /kk )HG(kS,j), por (2.13)

tal como pretendiamos mostrar. O

No teorema seguinte é apresentada uma condicdo necessaria e suficiente de esta-

cionaridade forte do modelo ARMAX com Z degenerada.

Teorema 1. O p.e. {Xt} definido em (1.5) é fortemente estaciondrio se e s6 se

u u

Ho(u) :Ho(%)G(k),VueR. (2.15)

Demonstra¢ao. Suponhamos valida a igualdade (2.15). Entao, pelo Lema 1

Ho(u) = Ho(%> I1 G(ksu_j), Vs € N. (2.16)
0

Sejam i1 < ig < ... < i, inteiros positivos e t,, = i,, + s com s arbitrariamente fixo

13
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em N. De (2.9), com x;,, = x;,, para 1 <m < n, ety =iy =0,

Htl,...,tn(xila---,xin> = Htl,...,tn(xtla"',xtn)
n ty—1
Tt Tt
= H()( min m)H G( min = )
1<m<n ktm A (<m<n ktm—J
(=1 j=te—1
x bt x
t t
= H0< min m) HG( min ar )x
1<m<n ktm / - 1<m<n ktm—J
J=to
=1
n ty—1
t
XH H G( min
A (<m<n ktm—J
=2 j=tg_1

s—1
Tt Lt
= H()( min m)HG( min = )x
1<m<n ktm 0 1<m<n kjtm J
]:
t1—1 ty—1 T
Tt t
X HG( min m )H H G( min m )
. 1<m<n ktm—J <m<n ktm—J
Jj=s

=2 j=te

s—1
= H()( min . )HG( min $) X
1<m<n kim+s o 1<m<n ktmts—J
]:
i1+s—1 n  ip+s—1

s

o g )T T 6 o)
J 1<m<n klm+5 J e<m<n im+s—j
j=s

(=2 j=t9_1+s

-1
1 . Ly, 3 1 . L,
= o ) 116G in, ) >
———— =0 —_————

u u

n Zgl

i1—1
XEG<1§$2MW Q>H H G<1g717i<nk’m q)'

(=2 q=ig_1

Atendendo a (2.16) temos entao
i1—1

H, Tiyen., Lg = H( min ”)HG( min ,’")x
t17...,tn( " ’ Zn) 0 1<m<n k'm 0 1<m<n k'm—4

7,[7

XH H G(eglr%nklm q)

= q=t¢—1

’Ll*

= H0<1§71%2n kzm> H H G(e<m<n kfiﬁq)

q=t¢—1

= H; i, (xll,...,xin)

0 que nos permite concluir que existe invaridncia da lei de (Xil, . ,Xin> por uma
translacao s no tempo ou seja o processo é fortemente estacionario tal como preten-
diamos mostrar.

Por outro lado, sendo {X;} fortemente estacionario, tem-se em particular, X, e

14



2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

X1, igualmente distribuidas. Entao, de acordo com (2.7) vem

Ho(u) = Hi(u ( )HG(k;J): 0(%>G(%)

o que prova que (2.15) é condi¢ao necessaria e suficiente para a estacionaridade forte

do pe. X= (Xt,t c No). 0

Como a f.d. de X;, H;(z), verifica a relagao (2.6), se as v.a.’s X;, i € Ng forem i.d.

com f.d. H(x), tem-se
x x

H(z) = H(E)G(E). (2.17)
Entao, em particular, tem-se Hy(z) = Ho(%)G(%>, logo o p.e. {X,} é fortemente
estacionério. A igualdade (2.17) chamamos equacdo de estacionaridade do processo
{X,}. Assim uma solucdo para esta equagao, se existir, sera uma f.d. nao degenerada
H(z) tal que
H(z) = lim Hi(z) = lim P(XZ- < x>

i——400 1——400

De (2.1) temos ainda

Xi:max{k Xo, max KY;_ (— 1)}

1<5<s

pelo que

(¥ <)

P

= v < < )
P(k Xo <z, fg;lxzky G-1) <
P <

(k’XO < x)P(lmjaxlk Yi (1)

) (2.18)

pois Xy é independente de Y1,Y5,...Y;, > 1.

Como 0 < k < 1,

lim P(kixogx) — lim H0<k> 1,

i——+00 i——+00

e logo temos

. 4 _ . <
— ; v, . <
iilzzoP(JQ {k Ve < })

: i
- TP < )
I

uma vez que as v.a.r’s Yp,...Y;, ¢ > 1, sao independentes.
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Assim

O préximo teorema estabelece uma condigao necessiria e suficiente para que

{X,} possua distribuigao estacionéria.

Teorema 2. Seja {X,} a sucessio definida em (1.5) para algumas f.d. Hy(z) e
G(z) e alguma constante k, com 0 < k < 1. A sucessao {X,,} possui distribuicao

estaciondria se e s se existe algum x > 0 tal que

+o0
0<> 1 G(x/k:j) < +o0. (2.20)
j=1
Demonstragao. Seja L;( H G(m/kj) i>1.

Para cada = € R, a sucessao {L (x)}i>1 € limitada e mondtona nao decrescente

pois 0 < Li(z) <1le

Lin(r) = HG(k])— (kﬁl)HG<Ijj>

j=1

_ G(ka)L( ) < Li(z).

Entao existe lim L;(z). Designemos tal limite por H(z). De (2.19) temos

i——+00

%
i #it0) = i T16(55) = 1) ousein ()= lim Fito)

A f.d. H é nao degenerada se e s6 se existir x € R tal que 0 < H(xz) < 1. Ora, de
(2.19), obtemos

i = g 16 ()

< In H(z)= lim In G(kf)

1—+00 .
]=1

& In H(z :zl>1+m0021n G(k])

& In H(z Zln G(kj)

Entdo, uma vez que 0 < H(z) < 1<+<=0< —InH(z) < 400, a f.d. H ser4 nao

degenerada se e s6 se existir x € R tal que

0<Z( In G( >><+oo.
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2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

Observemos agora que, de acordo com a férmula de Taylor, se obtém
1 2
lny—l—y+2 2(1—y)

para qualquer y > 0 e para algum € €]y, 1].

Por simplicidade de notacdo denotamos & = 2¢? vindo assim

—lny—l—y—l—;(l—y)2

para qualquer y > 0 e para algum & €]y, 1].

na(Z) - (- (2))(1+ 40 e(2)))

com & = &j(x) € }G(%), 1 [, do que se conclui

Entao

:Z::j—lnG<]z> :g(l—G(Zj»(l—i—52(1—6‘(;,))). (2.21)

Por outro lado, como

(1-6(2) (1 +&(1-9(2)))

1—G<l) j—stoo

1+

9

i

pelo critério de comparacgao de séries de termos positivos concluimos que

> (- 6(@) (4 5 -6 (7))

J]=

+oo
converge se e SO se Z (1 — G(%)) converge.

7=1

Assim devido a (2.21), O<Z—lnG< )<+oo se e 86 se

<3 (1-6(5) < o

o que permite finalizar a demonstracao. O

Exemplo 1. Consideremos uma sucessiao {Y,} com f.d. comum dependente de um

pardmetro de forma o, a € R. Concretamente:

e para o > 0,

17



Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

e para o < 0,

0, se x < 0;
Ga($) - 1/a
1—(1—0430) , se x>0
e para o = 0,
0, sex < 0;
Ga(x) = (2.22)

1—e™, sex>0.
No caso de termos o parametro a nulo G, reduz-se & f.d. erponencial de pard-
metro A = 1.

Como veremos a sequir o processo {X,} possui distribuicao estaciondria H(x)
para qualquer o € R e qualquer k €0, 1].

Ora, se a > 0 temos o extremo superior do suporte w(G,) = é < 400 e assim

como sabemos que H(z) = lim H;(x) = lim G(a:/kj> vem

1——+00 i——+00 -
7=1
0, se x < 0;
lnaz/Ink] . 1/a
H(x) = H [1—(1—akj> }, se 0<x§§;
j=1
k
1, sex > .

\

No caso particular de termos o = 0 entdo, para qualquer x > 0,

+o0o +oo
0<> 1 Ga<x/kj) = Y1~ [1 - e—x/’“}
j=1 Jj=1

+00 ]
= > ¥ (2.23)
j=1
+oo
< D Kz (2.24)
j=1
= k/[z(1 - k)] < 400, (2.25)
“+o0o
tendo em conta que Zk‘j é uma série geométrica de razdo k, 0 < k < 1 e onde a
j=1

desigualdade (2.24) se obtém por uma simples aplicagao da fungao logaritmo a ambos

0s membros da igualdade (2.23).

Assim, a condigao (2.20) correspondente a 0 < i:.o l—G(::j) < 400 verifica-se
para qualquer x > 0. Neste caso ~
i - 0, sex <0
)= ,_liinoo i=1 G <k]> N ﬁo (1 - e_m/kj) sex > 0.
j=1



2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

Por sua vez se a < 0 temos de igual modo

+o0 +oo
0< 3 1-Ga(a/W) = D1~

j=1 i=1
+oo

1= (1-a(amw))"
>

A L/
<1 - aaz/k‘])
j=1

400 kj—ax 1/a
> ("

j=1
+00 1/a
= Z kil <k:j — ozx)
j=1
1/ +00 '
< < - ozx) > ke (2.26)
j=1
1/a 1
- (‘ ““) KU/a(1— k-1/7)
uma vez que a série em (2.26) € uma série geométrica de razio r = ke,
Estaremos assim em condigcoes de concluir que, se a < 0,
0, sex < 0
H(z) = { +o° |
H [1 — (1 —az/HY*|, sex>0.
j=1
O

Observacao 1. Da igualdade (2.17) concluimos que qualquer f.d. H(x), nao dege-

nerada com a(H) > 0, tal que a fungio Gi(zx) definida por

Hiko) g 3 > o(H)/k;
0, sex < o(H)/k,

(2.27)

(0<k<1) seja ainda uma f.d., é uma distribuicao estaciondria do processo {X,}

definido por (1.5). Se a(H) = 0 e H(0) = 0, considera-se G(0) =
tendo-se
Ig(lf)), sex > 0;
_ ) g Hkx) _0
Guto) = Jip B a0
0, sex < 0.

lim
z—0t

Hz)

(2.28)

Reciprocamente, se H(x) é uma distribui¢ao estaciondria do processo {X,}, entao,

ainda de (2.17), a f.d. G(x) tem a forma (2.27) ou (2.28).
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Notamos que, para uma f.d. H(x) com a(H) > 0, a fun¢ao Gi(x) definida por

(2.27) ou (2.28) é uma f.d. se e s se };I(gf)) for nao decrescente em ]@,‘FOO[.

Consideremos agora a classe de todas as f.d.’s que sao a distribuicao estaciondaria
para algum processo {X,,} definido em (1.5) e denotemo-la por £. Consideremos
ainda a classe de todas as f.d.’s que, para qualquer k €]0, 1], constituem a distribui-
¢ao estacionéria de algum processo {X,,} definido por (1.5) e denotemo-la por L*.
Naturalmente temos £* C L.

No préximo teorema sdo apresentadas as propriedades desta mesma classe L£*

que acabamos de identificar.
Teorema 3. Seja H(x) uma f.d. nao degenerada. Temos a equivaléncia entre
(¢) H(x) e LY

(i2) H(z) € tal que a(H) > 0 e, para todo o k €]0,1], a fungdo definida por (2.27)
ou (2.28) é uma f.d.;

(4i) a(H) >0 elnH(e") é uma fungao concava para x € |Ina(H),Inw(H)|.

Demonstrag¢do. A equivaléncia entre (i) e (i7) resulta da Observagao 1.

Sera entao suficiente provar a equivaléncia entre (i7) e (i73). Para tal consideremos
H(z) uma f.d. tal que a(H) > 0. Mas sabemos que para qualquer k, com 0 < k <
1, temos 0 < Gg(z) < 1, xll)rfoo Gr(r) = 1 e Gi(z) continua a direita. Entdo

estas fungbes Gy, sao f.d.’s se e s6 se o quociente H(kxz)/H (x) for uma fungao nao

decrescente de x, para x > «(H)/k. Tal sucede se e s6 se In Iﬁfxx)) = In H(kz) —

In H(x) for de igual modo nao decrescente. Considerando L(x) = In H(e”), para

z € |lna(H),Inw(H)[, a funcdo I;I((k;)) é nao decrescente se e s6 se L( Ink+y)— L(y)

for nao decrescente, com k arbitrariamente fixo em |0,1[ e y > Ina(H) — Ink.
Pretendemos entao provar que L(Ink + y) — L(y) é nao decrescente para k fixo
em [0,1] e y > Ina(H) —Ink se e s6 se L(x) é uma funcdo concava para z €
|Ina(H),Inw(H)][.
Suponhamos entao que L(lnk + y) — L(y) é nao decrescente para y > lna(H) —
Ink. Tomando ¢y = Ink + y, temos L(lnk + ') — L(y') < L(lnk + y) — L(y) pois
Yy <uy.

Entao

Lnk+y) - L(y) _ L(nk+y) - L(y)
—Ink - —Ink
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2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

e, tomando k' tal que 0 < k' < k < 1, vem

Lnk+y) - L(y) _ L(nk+y) - L(y)
—Ink’/ - —Ink )

Como L é ndo decrescente, obtemos L(Ink' +¢') < L(lnk + ¢') e assim

- L(Ink +vy')— L(y) < L(nk+y) — L(y)

<1 2.2
I < Ik , O0<k<k <1, (2.29)

isto é, L(z) é concava, para = € |Ina(H),Inw(H)][.
Reciprocamente se L(x) for concava, podemos escrever uma desigualdade analoga
com k =k’ com 0 < k < 1, o que equivale a afirmarmos entdo que L(Ink +y) — L(y)

é nao decrescente. O

Deste teorema resulta que no caso de H(z) se identificar uma f.d. discreta, entdo
nao poderd pertencer a L£*, uma vez que uma funcdo céncava é continua.

Por outro lado, como £* C L temos que (7i7) constitui uma condi¢do suficiente
para que uma f.d. pertenca a L, embora nao constitua uma condi¢do necessiria
porque L inclui estritamente L£*.

Nos dois proximos exemplos ilustramos tal inclusao estrita.

Exemplo 2. Seja H(x) uma f.d. discreta com dtomos de probabilidade em dois
pontos distintos, a1 e ag, ou seja, em que o conjunto dos pontos de descontinuidade
da f.d. H se resume a apenas dois pontos ay e as tais que 0 < a1 < az . Seja

p = H(ay). Para qualquer k tal que 0 < k < o)

Gr(z) = ¢ p, se <z <
1, sex > P,

é uma f.d. e logo H(x) € L. Contudo H(x) néao pertence a L* uma vez que nao se

identifica como uma f.d. continua.

Exemplo 3. Consideremos uma f.d. H tal que 0 < o(H) < w(H) < +00. Esta f.d.

pertence a L uma vez que, para k = a/w com a = a(H) e w = w(H), temos que

0, se T < w;
Gr(z) = H(az/w), sew<z< %2; (2.30)
1, se x> w?/a,
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

é uma f.d.. Contudo In H(e®) pode ndo ser concava e consequentemente H pode nao

pertencer a L*.

Exemplo 4. Tal como foi definida no Exemplo 1 a f.d. Go(x) pertence a classe L*,
com o < 1.

De modo o mostrarmos que esta afirmacdo € verdadeira bastar-nos-d provar que
In G, (e%) se identifica como uma fungao concava. Isto é, que a sua sequnda derivada

€ negativa ou seja
gale®) + exg&(ex)]Ga(em) — e(gale”))* <0, (2.31)

para todo o x € R se a < 0 e para todo o x < —Ina se 0 < a < 1, onde gq(x)
identifica a fungao densidade de probabilidade associada a Go(x).
Consideremos o # 0. Se tomarmos y = e®, como temos neste caso Gy (x) =

1/
1- (1 - aac) , ¢ €10,w(Gy)[, vem a relagio expressa em (2.31) escrita como

o) o)™ o) o)

o que ¢ equivalente a

(o) Yo3) o)

1—y§(1—ay)”a

desigualdade que € satisfeita para quaisquer o € | — 00, 1]\{0} e y > 0.

ou ainda a

Logo temos que se a < 0, Go(x) constitui a distribui¢io estaciondria de {X,},

sendo a f.d. comum de {Y,} dada por

/

0, sex < 0

k, sex = 0;
Gk(m) = 1/a

17<17ak:r

—1/(17 56.'1: > O,

17(170{1)

para qualquer k € ]0,1[. Notemos que por simples aplicagao da regra de L’Hopital,

temos

1/«
1-— (1 — akx) /
lim Gg(x) = lim =k

1/a
z—0t z—0+ 1— (1 B ax)

=Gr(0)e GE(07) =0.
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2.2 Estacionaridade quando Z é degenerada

Para 0 < a < 1, temos que Go(x) define a distribuicao estaciondria de {X,}, dada

por

0, se x < 0;
k, se x = 0;
Gk(.I) = 1— <1fakx)
Y ~1/a
1— (1—ax>

1-— (1 — akx) l/a, se

Considerando o = 0 como Go(x) =1—e™ ", x > 0, a desigualdade (2.31) dd lugar a

O [ e

& (l—e*y>(1—y)—ye*y§0

1/«

(2.32)
se 0 <z <1/a;

<z <1/ak.

1
a

Sl—y<Le™

Go(k
desigualdade que é de igual modo vdlida para todo o y > 0, vindo assim G?(( ;13)) =
x
1— ek ke~ ke ’
——,z>0e lim =k, por aplicagio da regra de L’Hopital.
1—e* z—0t e~ 7

Assim temos

0, sex < 0;
Gi(z) = S k, sex = 0;

_—kx
llfe_x , sex > 0.

Nos trés casos, Gi(x) € uma f.d. continua para x > 0, tendo contudo um dtomo de

probabilidade igual a k para x = 0.

Exemplo 5. Consideremos agora a f.d. dada por

0, sex < 0;
¢a,5(x> =

exp|—(0x)~¢], sex >0,

comd>0ea>0.

Temos que esta f.d. pertence a L* uma vez que para qualquer k em ]0,1[ e x > 0

(Zi;j;(kj:)) = exp[—(0kx)™ ] exp(dz)™ @
= €£Cp[—5_a(k,—a_1)x_a]

= exp|—d(k™ —1)" Vg

éa fd d)ozﬁ/ (x) com (;/ = (k—a _ 1)—1/a'
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Reciprocamente, quando a f.d. comum de {Yn} ¢ dada por ¢os(x), vird a distri-
buicao estaciondria de {Xn} da forma ¢ 5 (z) com ¢ = (5(1{‘0‘—1)%1.

2.3. Estacionaridade no caso geral

Voltemos a considerar o processo { X} tal como o definimos em (1.4), em que Z

é uma v.a.r. com f.d. F(z). A igualdade (2.5) sugere que a equagao
Holz) = / Ho(z/)G(x/2)dF(2),Vz € R, (2.33)
R

¢ uma condicdo necesséaria e suficiente de estacionaridade forte do processo {X,}

COmo provamos no teorema seguinte.

Teorema 4. O processo definido em (1.4) é fortemente estaciondrio se e sd se Hy,

F e G satisfizerem a equagao (2.33).

Demonstrag¢ao. Da igualdade (2.33) resulta

s s—1 s
Ho(u) :/ H0<u/sz> HG(U/ I1 zk)dF(zl)...dF(zs), Vs e N, (2.34)
Re k=1 j=0 k=j+1
que é uma extensao de (2.16). Sejam i1 < iy < ... < iy inteiros positivos e t,, =

im + s com s arbitrariamente fixo em N. Atendendo as férmulas (2.11) e (2.34) e
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/HZk)HG(

t1—1

tm
min zy, / H zk) X

1<m<n
k=j+1

(=1

com x¢,, =T;,,, m=1...nety=1i9 =0, obtemos
Ht1...tn (actl, e ,fL’tn) = / Ho( min I‘t
Rtn 1<m<n
n ty—1

XH H G( mln :Utm/ H zk>dF 21) ... dF(2,)

=2 5=ty

L1,

s—1
Jj=0

k=j+1

k=j+1

im+s

Ho(l/sz mln x,m/ H zk) X

k=s+1

u
im+S

(1/ H 2k inln Zi,/ H Zk>dF (z1)...dF(zs)| X

k=s+1

i1+s—1

u

im+s

X H G( mm a:zm/ H zk) X

n  ipt+s—1

<11 11

0=2 j=tp_1+s

/RtnS

min
<m<n

o

H(]( mln  Tim, / H zk) HS G(

k=s+1

k=j+1
im+S

zin/ ] zk)dF(zS+1)...dF(ztn)
k=j+1

im+s i1+s—1 im—+S

k=j+1
u
n  ipt+s—1 im~+s
X H H G( min x;, / H zk) dF(ze41) ... dF (2, ..)
. <m<n - n
(=2 j=iy_1+s k=j+1

/ HO( mln xzm/szH) X
Rin

n 1—1 im
XH H G(Zénwzgnxim/ H zk+s>dF(zl+s)...dF(zin+s)
{=1q=1¢—1 - k=g+1
n ty—1 m
- [ )T (it 11 )
/Ri" 0 lggnnmzm/ﬂyk H H éﬂignxzm/ H Yk
=1 l=1q=1p_1 k=q+1
= Hil---in(xt17"'7xtn)'

Admitamos, por outro lado, que o processo {X,,}
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Xp e X7 sao igualmente distribuidas e portanto temos

Vz € R, Hy(z) = P<X1 < x) - P(21 max{Xo, 1} < x)

- P(leo,zlyl < :c)
= /RP<X0§:U/Z,Y1§:B/,Z)CZF(2)
= /RH()(IE/Z)G(JI/Z)CZF(Z)

o que finaliza esta demonstracao. ]

Denotemos por Z a classe constituida por todas as f.d.’s H que se identificam
como sendo a distribuigdo estacionaria de alguma sucessao {X,}, ou seja, para as
quais existem f.d.’s G(z) e F(z) que definem uma solugdo da equagdo (2.33).

Tal como anteriormente, para além de caracterizarmos a classe Z, identificando
as propriedades das f.d.’s que a ela pertencem, interessar-nos-a também conhecer as
condigbes a impor sobre F'(z) e G(x) de modo que exista a distribui¢do estacionaria

O processo mais natural, embora longe de ser o mais simples, seria determinar
o termo geral da sucessdo Hy(x) e tomarmos o limite com n — 400, contudo no

exemplo que ilustramos em seguida este parece ser também o tnico processo possivel.

Exemplo 6. Consideremos uma f.d. F(z) definida como

0, sex<O0;
F(x) = z, se0<z<1; (2.35)
1, sex>1,

com correspondente fungdo de densidade f(x) = 1 1)(z), e

0, sex < 1
G(x) = (2.36)

1—-1/z, sex>1.

De modo a introduzirmos uma simplicidade nos cdlculos consideramos Ho(z) definida
por
0, sex < 1;

1—1/z, sex>1.
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Do resultado que obtivemos em (2.5) resulta que, para x > 1,

Hy(z) = /RHO(j) G(g) dF (2)

1,1
N r 3z
Conclui-se que Hy(x) tem a forma

Hy(z) =1+ — (), w > 1.
j=1
Logo, para © > 1, temos de igual modo por (2.5)

[ o)

Hyp1(z)

j=1
1 n+1 (_1 i p n+1 _1)]
= [ S - 2w s
J=1 J
1
n+1 j+1 2 ndl +2
(—1) 2t P (—1)7 2/
= bn - -5 n
7=1 =1 0
n+1 ; n+1 ;
L(=1)7 1 1 L(=1)7 1
=1 by, S — — — bn(j)—F——=
* Z () o j+1 2z 4 () I+l j 42
7j=1 7=1
1bo(1)4+1 = (=1) . . (—1)"*+2b, (0 + 1)
= 1—-——F ———(by, bn(j —1 .
v 2 +J§2xﬂ(j+1)( G+l = D)+ a1 3)

Deste modo temos os coeficientes b, definidos respetivamente por

bn+1(1) = ng(l);

bn-l—l(j):% se2<j<n+l

b1 (n+2) = oD,

Tomando limites com n — +o0o obtemos

lim b,(j) = lm by(j +1) = b(j),

n—-+00 n—-+00
ou seja no limite observamos que a sucessao {b,} comega a apresentar comporta-
mento idéntico convergindo a partir de uma determinada ordem ng para um limite
b; e logo temos encontrada a lei limite quando n — +o0 de Hy(x) ou seja a distri-

buigao estaciondria H(x) que procuramos. Em particular
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donde observamos que da primeira condi¢io resulta 2b(1) = 1+ b(1) < b(1) = 1.
Considerando por sua vez a sequnda condi¢do vem b(2) = w & b(2) =

Analogamente b(3) = w < b(3) = ¢ = 3. Pelo que podemos assim concluir

que b(j) = % para todo o j > 1.

Logo, se x > 1, temos

R A N
H(x) = nEIfoo Hn—&-l(x) = Z% ﬁ(7> =e=z.
j:

Por outro lado, para v < 1,

Hyi1(x) = /0$ H, (g)G(g)dz

Aplicando limites a ambos os membros da igualdade obtemos

H(@) = lim Ho()
= [m(Z)e(t)e
= /Omez/x(l—;>dz
= gze L.

FEntao

e Vo sex>1,;

ze !, sex <1,

verifica a equacdo de estacionaridade com F e G definidas por (2.35) e (2.36).
De forma andloga poderiamos verificar que para as mesmas f.d.’s F' e Hy e com
11—z Pt sex>1;

Gala) =
0, sex <1

com B > 1, se obteria a distribui¢do estaciondria

cx, se x < 1;
H(z) =

Bt
e * , sex>1,

onde
1
= / (1= e’/ E-Dgy,
0
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Da equacao (2.33) resulta, escrevendo L(x) = H(z)G(z), que a classe c pode ser

formulada como a classe de todas as f.d.’s H que admitem a representacao

z

H(z) = /RL<x)dF(z), (2.37)

em que %H[Q(L)Hroo[(:p) ¢ uma f.d., no caso a(L) > «(H). Notamos que, ana-

logamente ao que foi referido na Observacao 1, isto sucede se e s6 se % € nao
decrescente para = > a(L).
Se a(H) = a(L) e H(a(H)) = 0, para x = a(L) o valor desta fungao assume-se

como i L(z)
m 1m
z—a(L)t H(x)

Dada uma v.a. X, para indicarmos que uma f.d. associada a X pertence a Z
usaremos a notagao X GZ. Se por sua vez tivermos uma v.a. Z com f.d. F(x)
definimos ainda a classe £ (Z) ou C (F') de modo a identificarmos o conjunto das
solugdes da equacao (2.33) para uma dada f.d. F(x).

Se o processo {X,,} é estacionério, entdo temos
X £ Zmax {X,Y} (2.38)
pelo que, para qualquer o > 0,
xo 2 go max{Xo‘,Ya}, (2.39)

o que significa que Z ¢ fechada para a potenciacao real de v.a.’s. Outra conclusdo
que resulta naturalmente de (2.38) é que qualquer que seja uma constante « positiva,
se X €L entdo de igual modo aX €£. Com Z fixa temos ainda que a classe c (2)
é caracterizada por ser fechada para a soma e para méaximos de v.a.r.’s.

Supondo a existéncia de momentos de todas as ordens das v.a.r.’s, X,Y e Z

temos, da definicao de {X,} dada por (1.4),
E(Xf) - E(ZZ’ max{X" |, Yf}) - E(Z{L)E(max{xgzl, Yﬁ}),

uma vez que Z; € independente de X; 1 e de Y;, ¢ > 1. Mas observamos que as
sucessoes de v.a.r’s {Y,} e {Z,} s@o por definicdo do nosso modelo identicamente
distribuidas com as v.a.r.’s Y e Z e, se o processo { X, } for estacionario, as v.a.’s Xy,
n € Np, sdo também identicamente distribuidas com uma v.a.r. X. Assim, podemos

escrever
E(X) - E<Z”)E(W”>, n=1,2,... com W =max {X,Y}. (2.40)
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Fixando duas destas variaveis temos que a igualdade (2.40) permite-nos a construcao
de um método para a determinacdo de uma terceira varidvel, o que ilustraremos
no proximo exemplo. Iremos deste modo abordar o caso em que temos varidveis
distribuidas segundo uma distribuicao Beta de parametros de forma r e s, isto é,

com funcdo de densidade de probabilidade da forma

flans) = gosa (1= 0 (o)
- Imx”u ) M)

com r, s nao negativos. Como usualmente I'(z) denota a fun¢ao Gama. Temos ainda

a sua f.d. da forma

onde B(z;r,s) denota a funcao beta incompleta e I, (7, s) a fungdo beta incompleta

regularizada.

Exemplo 7. Consideremos duas v.a.r.’s X e W sequindo respetivamente uma dis-
tribuicao Beta(r,s) e Beta(r+1,s). As respetivas f.d.’s H(x) e L(x) sio tais que
%I@Jr (z) € de igual modo uma f.d. como provamos sequidamente. Com efeito,

para © > 0

L) _ L(r+1s)
H(x) — IL(rs)
o : N ) . L(x)
é continua por ser o quociente de fungdes continuas. A prova de que lim =0
z—07t H(l‘)

obtém-se usando a regra de L’Hépital. De facto,

L'(x) . IL(r+1,s)
im = lim 22—~
a—0+ H'(z) a—0t  I1(r,s)
im L(r+1+s) I(r)[(s) z"(1—x)5!
a—0+t D(r + DIT(s) T(r+s) 2" 11 —z)s—1

. +s lim x = 0.
r =0t
L
Naturalmente temos lim (z) =1.
rx—1— H($)
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Por outro lado fl((?) é crescente em |0, 1[. Efetivamente

(L(x) >' 50 o I(r+1,8)(r,s) = I.(r,s)I(r +1,s)

H(x) =0

<Im(7“, s)>2 B
s I(r+1,8):(r,s) —I.(r,s)[;(r +1,5) >0

r+s)2(r+s) ,_ 5= o 5=
(;‘22:;;2(:—) )ZL‘T 1(1—1’) 1[/0 xt 1(1—75) 1dt—
/xtT(l—t)Sldt] >0
0
& xH(l —x)s_l(/xt”(l —t)s_l(x—t)dt> >0
0

o0 que se verifica pois x € 0,1].

Logo se existir uma v.a.r. Z admitindo momentos de todas as ordens tal que a
relagdo (2.38) se verifique para essas varidveis X e W entio de (2.40) a v.a.r. Z
tem que satisfazer

EB(x")
B(z") = ——+.
E(wn)
Deste modo temos a necessidade de conhecer o momento de ordem k, k > 1 de uma
distribuicdo Beta de parimetros «, 3, o qual calculamos em sequida.

Pela definicdo da sua fungdo de densidade temos

E<Xk:) _ /1 kF(OHrﬁ) 11— 2)P1dy

I(a)(5
_ TI'a+8) 1ma+k (1= )% Lda
- o . )d
_ Da+p)Tlat+ k@) [ (a+k+ﬂ)$a+m RV,
- rm><>na+ﬁ+k./ Mathrg” oo
(a+B8)

_ Tla+p) T'(a+k)
N I'(«) a—}—ﬁ—i—k:/fxrs

onde f(x,r,s) se identifica como a fungao de densidade de uma distribuicao Beta de
pardmetrosr = a+ k e s = (5. Entdo

_T(la+p) T'(a+k)
B(x*) = T(@) T(atBth)

No nosso caso, uma vez que X ~ Beta(r,s) e W ~ Beta(r + 1, s), vem

E(X”) F(T+S>F<T+n) F(r—l—l)f‘ 7‘—|—s—|—n—|—1)
E(W") - F(T)F<r+s+n) F(r—i—s—i—l)l“(rﬁ-n—kl)'
Sabemos que a fungao I' verifica a igualdade I'(a + 1) = al'(«) donde
2z — E(Xn> _Tr+s)l(r+n) rI(r)(r+s+n)l(r+s+n)
( ) N E(W”) CT((r+s+n) (r+s)(r+s)(r+n)(r+n)
_ r r+s+n
r+s r+n
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Estaremos agora em condig¢des de calcular a func¢do geradora de momentos de Z,

definida por
Ma(t) = E(etz>

1
= /ethZ(z)dz
0

= /01 i:.o (tZ) fz(2)dz.

|
n.
n=0

Por termos uma série absolutamente convergente podemos trocar a ordem do integral

com a da série, pelo que

+0o .1 ,n
Moy = X [ S s

Z t" r r+s+n

nlr+s r4+n
n=0

+oo n

r S
- 2 ()
ntr+s r+n
n=0

=Xy =Xy s
S DL
nl r+s nlr+sr+mn
n=0 n=0
¢ s Xt

e —
r+s r+s nlr+n
n=0

ou seja
+oo
Ty s "

e + — .
r+s r+s nlr+n
n=0

r

Mz(t) =

Esta € a fung¢do geradora de momentos de uma mistura de uma v.a.r. degenerada

L ¢ 2 respeti-

em 1 com uma v.a.r. com distribuicio Beta(r,1) com coefecientes -1 e -3

vamente. Provemos que a distribuicao Beta(r,s) pertence a Z, isto é H EZ. Temos

entao,
Fy(2) = —— 1)1 4o)(2) + ——L(r,1),z € R
2N = s Moo T T ) 2 ’
Assim
0, sex < 0
+oo T 1 T
H(z) :/ L(*>dF(Z) = / L(—)dF(z), se <ux<1;
—00 z 0 z
1, sex > 1.
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Para 0 <z < 1 obtemos, com Z' ~ B(r, 1),

/01L<3;)dF(z) = r:—sL(xH_ris/olL(j)fZ’(Z)dZ

= T_T_SL(:E) + T_T_S(Ix(r,l) +/1L<j> B(i,l)ZT_le)

onde em particular utilizamos o facto de termos para a distribui¢ao em questio 7 > 1.

Por outro lado sabemos que

L(r,1) = /Ox lmt”—l(l — ) ldt = 2"

bem como sabemos de igual modo que a func¢do Beta Incompleta em questio verifica

r—1)I(1-1)! 1
B = (r+)1(— 1)!) o

donde, resulta

1 1
f — r s r f r—1
/0 L(Z)dF(z)_r+sL(m)+r+S<m +r/r L(z)z dz). (2.41)
Integrando por partes
1
/ L(E)zr_ldz = { +/ ——L
" z r dz
L(x) 1 Lo ranr x\s—1 x
- T gt [ -2 (-2
r r ()+B(r+1,s)/x r\z z 2)%
Considerando no integral respetivo a mudanga de varidvel dada por uw = 7 obtemos
L,r T s—1 r+1 1 s—1,1]
2"z x x T T
O e e
/;E r (z) ( z 22 dz rJs ( 2 (zQ)dz

zrtt ol s—ly? —x
= 1—u ——dz
T . 2 u?

" (1-o)°
o s
resultando
1
T\ L(z) 2" 1 z" (1 —x)*
L(2)e s = ~Zra =
/:E 2)° - r r ()+B(r—|—1,s)r s
o Ix(T’—i—l,S) 1,77« '7’: (l_x)s
B r r r sB(r+1,s)
1 2"(1—x)°
— L4l —al e
r o(r+ls) - +sB(r+1,s)’

1
em que L(1) = / Mt"_ldt =1
o T(r1
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Voltando a (2.41), vem

/1L<$)dF() L Lr+1s)+—at 4 (I( t1,8) —a +
- z) = r s T r s)—x
0 z r4s " ’ r+s r4s\” ’
(1 — )8
+M>
sB(r+1,s)
r s s
= —L(r+1,s)+ "+ I.(r+1,s)—a" +
r+s r+s r+s s+r
1 2"(1—x)°
s+rsB(r+1,s)
1 2" (1 —x)°
= IL(r+1,s)+ ( )

r+s sB(r+1,s)’

por defini¢cdo da funcdo Beta Incompleta temos,
1 r s T s
x 2" (1 —x) 1 2"(1—=x)
L(—)dF — IL(rs) -
/0 2 (2) (7 9) rB(r,s) * r+ssB(r+1,s)

r s —1 !
= Lalrs) -2l -2) (TB(T,S) * B(r+1,s)(r+s)>

e como temos que esta mesma fungao verifica rB(r,s) = (r + s)B(r + 1, ) vem

! x r s o
/0 L(;)dF(z):Ix(r,s)—:c (1—2)*-0=I(rs).

Deste modo temos H(x) = I.(r,s) ou seja I,(r,s) define uma solugcdo da equacao de

estacionaridade pelo que concluimos que H(x) € Z

O teorema seguinte estabelece condi¢Ges para a existéncia de distribuicao estaci-

onaria do modelo em estudo.

Teorema 5. Sejam Y e Z v.a.r.’s nao negativas tais que E(InY') e E(In Z) existem,
com E(InZ) # 0. Entio Hy(z) tem limite H(x) que é independente de Ho(z) e
verifica (2.33). Além disso H(x) =0, para todo o z, se E(InZ) > 0.

Demonstracdo. Seja U, = max {Zl R/ (/A /I (O TR ZlYl}. Temos

pelo resultado (2.3) que
Ho(z) = P(Xngx
n
= P Xo Z; YillZep <
(e {x T 25 s, H of <)
=j

= P<Z1 o ZnXo < ,Up < x) (2.42)

onde se usa o facto de max Y; Y; H Zy e U, serem igualmente distribuidas.
<j<
=j
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Por outro lado, como sabemos que P(U,, < x) é decrescente em n, uma vez que

P(Un+1 S CL‘) == P(Yn+1zl e ZnZn+1 S x, YnZl e Zn S Z,.. .}/22122 S .’E,Y1Z1 S SU)

IN

P(YnZl...Zngm,...YngZggx,YlZl SI’)

= PU,<x)

e naturalmente da defini¢do de probabilidade, limitada, temos entdao que P(U, < z)

converge. Representando por H(x) tal limite, vem

MlPG%Sx)zH@%:PGm{ZL”%ﬁ}gx)

Sendo {Z,} uma sucessao de v.a.r.’s i.i.d., temos pelo Teorema de Kolmogorov ( [5],
pag 271)
1« c.
— Zani 2% BE(nZ), nr— 400,
i
e como a convergéncia quase certa implica a convergéncia em probabilidade temos
1 & P
=Y InZ — E(nZ), n+ +oo.
i
Pela Desigualdade de Markov ( [5], pag 104 ), provamos que

E(lnY,)
ne

1
P(—|lnYn|>6> < —> 0, n+— 400,
n

S P
isto é, % InY, —0, n+—— 4oo0.
Assim

1< 1
- g InZ; + —InY, iE(an), n — 400,
n n

i=1

isto &, %ln 10y ... ZnYy Lif E(lnZ), n —— +oo, do que se conclui que, se
E(In Z)>0, entao

In Z125...2,Y, £> 400, N+ +00,
isto &,
T Zo .. ZnYu L5 400, ni—s +o0,

ese F(InZ) <0, vem
In Z125...2,Y, ﬂ) —00, N+ +00,

isto é,
Z1Zo ... ZnYe 530, n— too.
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Da mesma forma se prova que, se E(InZ) > 0,
T Zo .. ZnXo L 400, n— 400,
ese E(InZ) <0, temos
ZiZo. . ZnXo 250, n—s too.
Admitamos que E(InZ) > 0. Entao de (2.42) temos
Ve eR, Hy(x) =P(Xy, <x)=P(Z1...Z,Xo <z,U,<z)<P(Z...Z, X0 < 1)

e como Zi...Z,Xo Lif 400, temos por defini¢ao de convergéncia em probabilidade
que, P(Zy...Z, Xy > x) —> 1, n —> 400 e logo naturalmente P(Z; ... Z, Xy <
x) — 0, n+— 400 pelo que H(xz) = 0,Vz € R. Se, por outro lado, E(In Z) < 0,

como de (2.42) obtemos
P<Un < x) - P(21 o TnXo > ;r) < P(Xn < x) < P(Un < x) (2.43)

do facto de se ter Z125... Z, X i 0, n —> 400 concluimos que
P(Z1Zsy...ZpXo >2) — 0, n+— +o0,

donde
lim P(Un < a:) < lim P(Xn < 3:) < lim P(Un < x)

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Entao, pelo teorema das sucessdes enquadradas,

lim P(Xn < :c) — H(z) :P<sup{Z1...ZkYk} < a:)

n—-+0o k>1

onde H é uma f.d.. Note-se que

Zi. . ZoYe 50, ni—s o0, implica lim P(sup {21 : ..ZkYk} < x) —1.
T—r+00 k>1

O

No proximo ponto do nosso trabalho iremos relacionar a classe £* definida na

seccao anterior com a classe £. Contudo, antes de tal sera ainda necessério definir a

W = {H(w) L H(z) = /01 L(i)dF(z)}

com L(x) € L* e F concentrada em [0,1]. Neste momento estaremos assim em

classe de f.d.’s

condigoes de apresentar o teorema seguinte.
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Teorema 6. Para as classes de f.d.'s H* e Z definidas anteriormente, temos H* C Z

Demonstrag¢ao. Ora se H(x) for uma f.d. pertencente a H* entdo por defini¢ao de

H* temos

1
H(z) = /0 L(x/z)dF(z), paraalgum L(x) € L.

Mas conhecendo o resultado que obtivemos em (2.37), para mostrarmos que H(x) €
£ sera suficiente mostrar que L(x)/H (z) é uma funcdo nao decrescente em [0, 1].
Se L(x) € L* para qualquer k €]0,1[ e x < y, ter-se-&

L(kx)
L(x)

L(ky)
L(y)’

<

0 que por sua vez é ainda equivalente a

L(z/k)L(y) — L(y/k)L(z) = 0.

Entao, para todo o z < y, temos

ou seja

L Ly/2) UL(e/2)
| e < [ e,

Esta desigualdade traduz que

H@) 'L/
0= e

p ~ = L(z) . ~ -
é uma func¢do nao crescente logo H(z) ¢ uma funcdo nao decrescente tal como pre-

tendiamos mostrar. O

Exemplo 8. Consideremos a > 0 e

0, sex < 0;
L(z) = ¢alz) =
exp(—z~%), sex >0,
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

que pelo Exemplo 5 sabemos que L € L*. Entdo, sendo
0, sex < 0;
F(r) = %, se0<x <1
1, sex > 1,

obtemos, para x > 0,
1
H(z) = / L(xz/z)dF(z)
0

= [t (- (£) )e

Assim

0, sex < 0

(1 —exp(—2~%)), sex >0,

€ wma f.d. que se encontra em L.

Podemos ainda relacionar a classe £ com a classe das fungoes completamente

monoétonas que definiremos em seguida.

Definicao 1. Uma func¢do ¢, nao negativa, é completamente monoétona se e 86 se,

para todo o n > 1, verificar
(~1)"¢"(2) 20, Vn=1,
onde ¢ (z) representa a derivada de ordem n de ¢(z).
Temos entao o resultado seguinte.

Teorema 7. Dada H(x) uma f.d. continua com fun¢ao de densidade de probabilidade

h(z) tal que H(0)=0 temos que

(2) se h(x) for completamente mondtona com % >e® — 1, entdo H(x) € Z;

~

(t) se H(%) for completamente mondtona com h((;'j) > 22, entdo H(z) € L.

T
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2.3 Estacionaridade no caso geral

Demonstragao. Ora, pelo Teorema de Bernstein ( [7], pag 160), sabemos que uma
condicdo necessaria e suficiente para que uma funcdo ¢(z) seja completamente mo-

nétona é que se possa escrever na forma

+o0
b(x) = /0 e~ dF(2) (2.44)

para alguma f.d. F(x). De modo a mostrarmos (i) observamos que se h(x) é com-
pletamente monotona também 1 — H(z) o serd pois (1 - H(x))/ = —h(x) o que
implica que (—1)n(1 - H(x))(n) — ()™ heD(z) = (—1)* 1D (z). Entdo,
por (2.44),

+o0
1-H(z)= /0 e “dF(z),

donde temos
+oo
H(z) = / (1 — 6_”> dF(z)
0

+o0
- /O (1—e*x/Z)dM(z)

com M(z) =1—F(1/z). Deste modo assumindo z > 0 temos que H(x) ira satisfazer
(2.37) com L(x) = 1 — e *. Se, para além disso, ainda tivermos L(x)/H(x) nao
decrescente, entdo H(z) € Z tal como se pretende mostrar. Para tal é suficiente que

se verifique

iL(m)>O dl—e™

dx H(x) — < e H(zx) =
< H(x)e ™ —(1—e *)h(z) >0,

ou seja I}f((;)) >e —1.

De modo a provarmos (ii) temos que de (2.44) e se H(1/x) for completamente

monoétona, vem
+oo
H(1l/z) = / e *PdF(z)
0
e logo
“+o0o
H(z) = / e AR ().
0
Considerando a f.d.
0, sex <0

e , sex >0,
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L(z) _ e Y= , . . y 1
temos que @) = Hy © hao decrescente se e s6 se, fazendo y = 1/x, eVH m for
também nao decrescente. Tal sucede se e s6 se

d 1

—e’H(1/y) >0 < e’H(1/y) —e’h(1l/y)— >0

dy y: -
& e(H(1/y) - h(;éy)) >0
o H/y - "0 >0
= y*H(l/y) —h(l/y) >0
* R 2

ou seja

H(z)/h(z) > 2*

0 que permite finalizar a demonstragao de (ii) e a consequente demonstragao do

teorema. OJ

Exemplo 9. Consideremos agora H(z) a f.d. da lei Gama de pardmetros a, X com
A=1e0< a<1. A fungio densidade de probabilidade correspondente a H(x),
dada por

é completamente mondtona por se identificar com o produto de duas fungdes comple-

(n)
tamente mondtonas, as fungoes e~ e x¥ 1. De facto temos (e‘x) =(=1)"e".
(n)

Entao (—1)”(6‘“”) = (-1)2"e™® = e® > 0. Concluimos assim que e~% &

a—l} (n) _

fungdo completamente mondtona. Quanto & sequnda funcdo temos {x

(@ —1)(a—2)...(a —n)z 17" ¢ se n par temos um mimero par de fatores ne-
(n) (n)

gativos e logo {:po‘_l} > 0 pelo que, (—1)" [mo‘_l} > 0. Para n impar seria

em tudo andlogo pelo que podemos assim concluir que esta fungdo é completamente
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2.3 Estacionaridade no caso geral

mondtona. Logo 1 — H(x) é completamente mondtona. Mais ainda, temos que

T a—1
H(x) = /Oe_y ?(a)dy

com (0 < a<l.

Entao
a—1 _
Hw) _ Fw(l-¢7)
h(x) - xafl FE;)
I
= p—
= " -1,
ou seja, temos
H
(2) >e*—1, V>0,
h(z)

~

donde, pela primeira alinea do Teorema 7, concluimos que H(z) € L.

Exemplo 10. Um outro exemplo de uma funcdo que se encontra em Z‘, € a f.d.

definida por

L sex > 0;
H(x) _ z+1

0, sex <0,
cuja fungdo densidade é dada por f(x) = ﬁlﬂg-&» (x). De facto, temos H(1/x) =
% = %H € uma fungdo completamente mondtona para x > 0 e

T x
H(z) = > > =2%h
() = = =2 (o) = a?h()

H(z)

Em suma, temos H(1/x) completamente mondtona com o) x2, pelo que, mais

uma vez pelo Teorema 7, sequnda alinea, podemos concluir que H(x) estd em (.

O
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Analogamente poderiamos verificar que a f.d. H(x) da lei Beta(r,1), com r €]0, 1]

é tal que H(1/x) é completamente mondtona e além disso é satisfeita a desigualdade
H(z) > 2°h(z), desde que 7 €]0,1],

pelo que podemos incluir H nesta mesma classe de f.d.’s.

2.4. Estacionaridade quando o suporte de Z estia contido no
intervalo [0,1]

Nesta seccao assumimos sempre v.a.r.’s Z com o seu suporte contido no intervalo
[0,1], ou seja com f.d. Fyz(x) tal que Fz(0) = 0 e Fz(1) = 1. A distribuigao
Beta(r,s), » > 0, s > 0 surge como um caso de estudo de interesse e como tal
daremos especial atencao ao estudo da classe Z (Z) que identifica o conjunto das

solucoes da equacao
H(z) = /RH(x/z)G(x/z)dF(z),

quando assumimos que Z apresenta tal distribuicao. Mais ainda, comecamos por
assumir que temos s = 1 e r > 0 e nestas condigdes serd possivel concluir que
algumas das distribui¢oes mais usuais se encontram na classe C (Z). O mesmo sera
concretizado através da apresentacao de uma condicdo necesséria e suficiente para
que uma f.d. H(z) pertenca a classe Z (Z). Contudo, ¢ de evidenciar ainda que estas
classes Z (Z) sdo nao disjuntas para diferentes Z’s e que uma f.d. podera pertencer

simultaneamente a mais do que uma destas classes.

Teorema 8. Seja Z uma v.a. com distribuicao Beta(r,1) e seja H(x) uma f.d.

derivdvel. Entdo sdo equivalentes as sequintes afirmacdes
(1) H(z) e L£(Z2);

(#2) A funcao

, x> a(H), (2.45)

€ nao decrescente;

(#12) FEwiste uma f.d. G(x) para a qual o f.d. H(x) se pode exprimir na forma

t

H(z) = ezL‘p{ _ /x e [1 _ G(t)] dt}, v > a(H). (2.46)
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2.4 Estacionaridade quando o suporte de Z esta contido no intervalo [0,1]

Demonstra¢ao. Suponhamos que H(x) € C (Z) onde Z possui f.d. F(x) = 2", com

0 <z <1,r>0. Nestas condigdes temos a existéncia de uma f.d. G(z) para a qual

1
H(x) = /OH(x/z)G(J:/z)dF(z)

1
= / G(z/2)H(z/2)rz" " dz. (2.47)
0
Considerando agora a mudanca de varidvel dada por y = 7 < 2z = % = g—; = ;—g,
z2=0=1y=+00,2=1=y =2z, vem que
+0o0o N1 +o0o .
H(zx) = G(y)H(y) r (5) g =r G(y)H(y)y~" " dy.
Aplicando derivadas a ambos 0os membros da igualdade obtemos
+oo
H'(z) = 7"23:T_1/ Yy LG(y)H (y)dy — ra"G(x)H (z)2z"
2 r—1 x+oo 1 r
= et [y GG - L@ HE)
r r e r—1 r
= | v Gy H(y)dy | — —G(2)H(x)
r r
= —H(x)—— H
CH(r) - LG H ),
ou seja temos
H(z)="H(z) - ~G@)H(z) & -Ga)H(z)=—H(z)- H(z)
x x x
Entao, para x > a(H),
x H'(x)
Glx)=1- T Hi) (2.48)

é uma funcdo ndo decrescente.

Admitamos que i) se verifica, onde

H'(z) r
=—(1-— H).
= S - GG, > at)
Como Ig((;)) coincide com a derivada de T'(z) = In(H(z)) e, pelo Teorema Funda-

mental do Célculo, temos

+o0 r
/ L= G(O)dt = Tim T(a) - T(w) = ~T(x),

a——+00

obtemos

“+00

+oo . r
—InH(z)=-T(z) = / ;(1—G(t))dt, ou seja, —InH(x) = / ;(1—G(t))dt.

Considerando uma f.d. G que verifique (2.48) para © > «(H), obtemos (2.46),

verificando-se ii).
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Reciprocamente, suponhamos que (2.46) se verifica.

Entao

0 que equivale a

H(z) — EH(@ - —%G(:C)H(x). (2.49)
O que ainda podemos escrever como
H(z) - 2H'(z) = L(2), (2.50)

r

tomando para tal L(x) = G(x)H(x). Tratando-se (2.49) de uma equacdo diferencial

—-r —dx
linear de primeira ordem cujo fator integrante é p(z) =e T = —, Obtemos
x

o0
H(z) = ra’ / y G ) H (y)dy (2.51)
— / () e(D)u(?) e (2.52)

= /01 G(g)H(z)rzrfldz (2.53)

onde realizamos uma mudanca de varidvel em tudo semelhante a que realizamos

anteriormente. O que prova que H(x) € c (2). O

Exemplo 11. Seja H(x) a f.d. da lei Gama com pardmetros « = r > 0 e A =
—T

1 e portanto com fun¢ao de densidade de probabilidade h(x) = xr_lli( )ILR+(:I:).
r

llustramos neste eremplo que esta f.d. assim definida estd em Z (Z) quando Z

se caracteriza por sequir uma distribuicio Beta(r,1). Ora, pelo teorema anterior,
sabemos que tal sucede se e s6 se a fung¢ao L(x) tal como a definimos em (2.50) for

uma f.d. para a qual

L) _H()-{H'(@) | «H(x) _ ..
H(z) H(z) =1 r H(z) Glo) (2:54)

seja nao decrescente, para x > 0. Neste caso

L(z) = Hz)-

- [t

- st f -

T,




2.4 Estacionaridade quando o suporte de Z esta contido no intervalo [0,1]

que por sua vez corresponde & f.d. da lei Gama(l,r + 1). Para que % seja nao

decrescente para x > 0 € suficiente que % L(z) >0,z >0.

dx H(z)
d L(x) L'(z)H(x) — L(x)H'(x)
@) " o] >0
& H(x)L'(z) — H'(z)L(z) > 0. (2.55)
Mas
H(l’)L/(ﬂj) — H/(l')L(CL') = /0 tT_l F(T‘) dt I'TF<T T 1) — .fL'T_l F(T) /0 trm
= T /0 S T v /0 "™
_ xr—l e’ 1 ‘ r—1 T — et
= g [ [, et 20
uma vez que i
/ (x —t)t"te~tdt > 0.
0
Entao verifica-se (2.55).
[l

Exemplo 12. Do Ezemplo 11 vem como consequéncia que o f.d.

0, sex < 0;
H(z) =

1—6_“, sex >0

pertence a Z (Z), quando Z apresenta de igual modo wma distribui¢cao Beta(r,1),
para todo o r estritamente positivo. Basta observarmos que, tomando r = 1, H(x)
identifica-se com a f.d. de uma lei exponencial, que € um caso particular de uma
distribuicdo Gama de pardmetro a = 1, pelo que, pelo Exemplo 11, pertence a classe
C (Z) com Z distribuido sequndo uma distribui¢ao uniforme em [0,1] e a fun¢ao

G(zx) definida por

Gz) = 1—-—

Entao, por Z ser fechada para a potenciagdo de v.a.r.’s temos que H(z") =1 — e~ "

pertence a C (Z*) com Z* = Z'" ou seja com distribuicio Beta(r,1) e Y* =Y,

45
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

logo, com f.d.

1—z2"e @ (1—e )7L sex > 0;

0, sex > 0.

Exemplo 13. Seja H(x) a f.d. normal truncada em zero ou seja da forma H(x) =0

para x <0 e

ro2
H(x) :/0 \/—Q?e_tzmdt, x> 0.

De igual modo pela equagio (2.50) temos, para r =1,

L(z) = H(z)—xzH(x)

= H(z)— zh(zx)
= / ie_t2/2dt—ﬂv 2 e e/2 para x >0
0o V21 V2T ’ ’
donde
2 z2 2 —a? 2332 z2
L'(zx) = e 2 — e 2 — e 2
() V2T { 2w V2T
_ ix2€fiﬁ2/2.

Novamente pelo Teorema 8, sabemos que H(x) EZ (Z) se e s0 se a fungdo % for

nao decrescente, para x > 0 com Z sequindo uma distribuicdo uniforme no intervalo

[0,1]. Tal sucede se e sd se d%fl((z)) >0« L'(x)H(z) — L(x)H'(x) > 0. Mas

L(2)H(z) - L) H' () >0 < ixze—%( / 2 Tt -

9 T2 T2 z
&S / e zdt — e zdt+zxze” 2 >0, x>0.
0 0



2.4 Estacionaridade quando o suporte de Z esta contido no intervalo [0,1]

obtemos

T2 T2 22 T2 22
:U2/ e 2dt / e 2dt+ze” 2 >0 & x2/ e 2dt —ze” 2 +
0 0 0

2

z t2 x
/ t2e"zdt+ze 2z >0
0

x t2
& / e*7<x2—t2) >0,
0

~

o0 que € satisfeito para todo o x > 0 e logo temos H(x) em L (Z).

O

A caracterizagao da classe £ (Z) fica um pouco mais complicada no caso de ter-
mos Z com distribui¢do Beta(r,s), com ambos os parametros nao negativos quais-
quer. Se s for inteiro, a f.d. de Z torna-se um caso particular de uma classe mais

geral de f.d.’s da forma

0, se x < 0;
Flz) =
Zaim”, se0<x<1,
=1
comr; >0,e=1,...,m.

Naturalmente, de modo a que possamos identificar F'(z) como uma f.d. temos

de ter satisfeitas as seguintes condigoes:
m

(a) > ai=1;
i=1

(b) Z airic" il >0, Vo € [0,1].
i=1

Com este tipo de f.d.’s a equacao de estacionaridade vem da forma

nw = [n(E)e(E)ire = [ n(D)6() Yun i om

Escrevendo L(z) = H(x)G(x), e fazendo a mudanga de varidvel z =  tem-se que

uma f.d. H(z) estd em r (F), ou seja é solugao da equagdo (2.56), se e s6 se

m
H(z) =) a;H,(x) (2.57)
i=1
com
“+oo
H, (x) =r;x" / y " L(y)dy, i =1,2,...,m, (2.58)
x
com L(x) tal que Ig((:;)) seja nao decrescente para 0 < x < 1. Naturalmente, se

tivermos a; > 0 e H,,(z) admitindo a representacao (2.58) com HLT (Q(Eg)c) nao decrescente

para 0 < z < 1,7 = 1,...,m entdo a f.d. H(x) que definimos em (2.57) esta

necessariamente na classe £ (F).
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Capitulo 2 Estacionaridade forte do modelo

Exemplo 14. Consideremos a f.d. L(x) definida por

0, sex<O0;
L(z) = xt, se 0<ax<1;

1, sexz>1.

Entao para todo o r >0, r #t, temos por (2.58)

“+o00
H.(r) = mr/ y "'L(y) dy

_ /L() 2z
= /OlL(z) rz" v dz

L e onde, para x > 0,

pela mudanga de varidvel z = v

t
L({)_ (f), se z > x;

1, se z < .

Vem deste modo

T 1 N\t
H.(z) = /1rz”_1dz—|—/ (;) rz" "tz
0 T
x 1
= /rzr_ldz—i—/ 2t d
0 x
T

T r—t
= r—+7’xt( 1 _ )
r—t r—t
— a4 rat _ora”
N r—t r—t

Esta fungao verifica em particular

1
H,(z) = (r:):t — tm”)
L(z) at
1
= Tit(r—tx“t),

constituindo uma funcgdo decrescente para todo o x tal que 0 < z < 1 e r,t > 0,
r # t. Significa isto que qualquer mistura de m f.d’s deste tipo H,,(z), i =1,...,m,

pertence a Z (Z), onde Z possui f.d. correspondente & mesma mistura de m f.d.’s
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da forma

0, sex < 0;
F(z) = ', se0<x <1,
1, sex > 1,

para i =1,...m.

Exemplo 15. Consideremos L(x) definida por
0, sex < 1;
1—27" sex>1,

comt > 0. Com a funcao assim definida temos, para todo or >0e 0 <z <1, que

T

x
— r —
H.(z) = /TZT 1——tzT+t Ydz
0

o que implica L(x)/H,(x) = 0. Para z > 1

1
— r _
H.(z) = /7“27 1_727‘+t Ydz
0

x
o r
N (r+t)zt
donde
2 11
dH(@)_ 1 a2t
dzx L(zx) r+t (et —1)2 —

Assim, para todo o x > 0 et > 0, temos L(z)/H,(x) nao decrescente. Deste modo

podemos concluir que qualquer mistura de f.d.’s da forma H,(x), ou seja qualquer f.d.

m
que seja uma combinagdo linear de f.d.’s da forma H,(x), ZaiHr(x), estard neces-
i=1

m
sariamente dentro da classe [ (Z am”) . O
i=1
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