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Resumo

Este trabalho descreve o Método do Angulo Completo para a geome-
tria euclidiana construtiva assim como a sua implementacao no ambito
do Open Geo Prover.

O Método do Angulo Completo é baseado na nogéo de angulo com-
pleto e num conjunto de axiomas e regras de inferéncia.

Apresentamos um conjunto de regras de inferéncia para o método
do dngulo completo como sendo a base de demonstracoes automatizadas
de teoremas de geometria. Este método é uma extensao do método da
area, obtendo-se a partir deste pela introducao de uma nova quantidade
geométrica designada por dngulo completo.

Descreve-se também a implementagao do método do 4ngulo completo
no projecto Open Geo Prover.

Palavras Chave: Demonstracao Automética de Teoremas em Geometria, Método

do Angulo Completo, Open Geo Prover

Abstract

This paper describes the Full Angle Method for constructive Eucli-
dean geometry and its implementation on the Open Geo Prover project.

The Full Angle Method is based on the notion of full angle and a set
of axioms and inference rules.

We present a set of rules based on the full angle as being a basis
to automatic demonstration of geometry theorems. This method is an
extension of the area method that we can obtain by introducing a new
geometric quantity, designated the Full Angle.

We also describe the implementation of the full angle method on the
Open Geo Prover project.

Keywords: Geometric Automated Theorem Proving, Full Angle Method, Open

Geo Prover






Agradecimentos

Ao Professor Doutor Pedro Henrique e Figueiredo Quaresma de Al-
meida pela permanente disponibilidade demonstrada no acompanhamento
deste trabalho desde o seu planeamento até a sua concretizagao.

Ao Nuno Baeta, Ivan Petrovié¢ e Zoltan Kovacs pela ajuda prestada
no esclarecimento de dividas e sugestoes.

A familia e amigos que, mesmo indirectamente, me apoiaram durante
este periodo.

iii






Contetido

Introdugao

O Método do Angulo Completo

2.1 Introdugdo . . . . . . . . ...
2.2 Grandezas Geométricas . . . . . . . .. ...
2.3 Regras Basicas . . . . .. . ... ..o
2.4 Regras Combinadas . . . . . . . ... .. ... L.
2.5 Construgoes Geométricas . . . . . . . ...

2.5.1 Afirmacoes Geométricas Construtivas . . . . . . .. ...
2.6 Lemas de Eliminagao . . . . . . . . .. ... ... . ...
2.7 Exemplos . . . . . ...

Projecto Open Geo Prover

3.1 Estruturado OGP . . . ... ... ... ... ... ......
3.1.1 Pacotes . . . . . .. ...
3.1.2 Diagrama UML . . . . .. .. ... ... ... .. .....

3.2 Comparagao com Outros Sistemas . . . . . ... .. .. .. ...

Implementacio do Método do Angulo Completo no OGP

4.1 Algoritmo do Método Angulo Completo . . . . . ... ......
4.2 Trabalho Desenvolvido . . . . . . . . ... .. ... ... .....
4.2.1 A Gramatica GEMAC - -+ - « « « v v e v e e
4.2.2 UML do Pacote com.ogprover.thmprover . . . . . . . ..
4.3 Exemplo de Utilizagao . . . . .. .. ... ... ...
4.3.1 Construcao dos Exemplos no GeoGebra . . . . . .. . ..
432 Codigo XML . . . .. ...
4.3.3 Execuggodo OGP . . . .. .. ... ... ...

Conclusoes

5.1 Relevancia do Método do Angulo Completo . . . . . . ... ...
5.2 Aplicagdes . . . . . . ..
5.3 Trabalho Futuro . . . . . ... ... ... ... ... ... ....

Estrutura do Open Geo Prover

A1 Pacotes . . . . . .
A2 Classesnos Pacotes . . . . . . . . . . ...

Implementacao da Gramatica Gevac

B.1 Codigo JavaCC . . . . . . . . ...

Diagramas UML

C.1 Diagramas UML . . . ... .. ... ... ... ... .. .....

35
35
35
35

37
37
38

43
43

45






Lista de Figuras

1.1 Teoremade Ceva . . . . . . . . ... .. 2
2.1 Segmento dirigido AB . . . . ... ... ... ... 6
2.2 Segmentos paralelos dirigidos coincidentes . . . . . . .. ... .. .. 7
2.3 Segmentos paralelos dirigidos nao coincidentes . . . . . . .. ... .. 7
2.4 Area com Sinal de um Triangulo . . . . .. .. ... ... ... ... 8
2.5 Quadrilatero A1 AsA3A, . . . . . . . L 9
2.6 Angulo Completo . . . . . . . ... 9
2.7 Angulo Completo (mltiplas denotacdes) . . . . . . .. ........ 10
2.8 Soma de Angulos Completos . . . . . . . . .. ... 10
2.9 Passodeconstrucao 1 . . . . . . . . ... ..o 13
2.10 Passo de construgao 2 . . . . . . ... 13
2.11 Passo de construcao 3 . . . . . . .. ... 14
2.12 Passode construgao 4 . . . . . .. ..o 14
2.13 Passode construcao 5 . . . . . . ... 14
2.14 Passode construgao 6 . . . . . . . . ..o 15
2.15 Exemplo 11 . . . . . . .. 19
216 Exemplo 44 . . . . . . 20
2.17 Exemplo 57 . . . . . .. 21
218 Exemplo 65 . . . . . ... 22
2.19 Exemplo 104 . . . . . . . . . 23
220 Bxemplo 105 . . . . . . .o 24
3.1 Diagrama UMLdo OGP . . . ... ... ... ... .. ....... 27
4.1 UML do Pacote com.ogprover.thmprover . . . . . . .. .. .. ... 32
4.2 Construgao no GeoGebra do exemplo exemplo 65 . . . . ... ... 32
C.1 com.ogprover.api . . . . . . . . . .. i 45
C.2 com.ogprover.api.converter . . . . . . . . . .. ... ... ... 45
C.3 com.ogprover.geogebra . . . . . . . . . . ... ..o 45
C.4 com.ogprover.geogebra.command . . . . . . . . . ... ... ... 46
C.5 com.ogprover.geogebra.command.construction . . . . . . . . . .. 46
C.6 com.ogprover.geogebra.command.statement . . . . . . . . .. ... 46
C.7 com.ogprover.main . . . . . . . . .. ... 47
C.8 com.ogprover.polynomials . . . . . . . . . . . .. ... ... ... 47
C.9 COmM.OGPTOVEr . PP . « -« « v v v v v v et e e 47
C.10 com.ogprover.pp.tP - - « « « v v e e 47
C.11 com.ogprover.pp.tp.auxiliary . . . . . . . . .. ... ... .... 48
C.12 com.ogprover.pp.tp.exXpressions . . . . . . . . . . ... 48
C.13 com.ogprover.pp.tp.expressions.parse . . . . . . . . . . . . . .. 48
C.14 com.ogprover.pp.tp.geoconstruction 1 . . . . . . ... ... ... 49

vil



C.15 com.
C.16 com.
C.17 com.
C.18 com.
C.19 com.
C.20 com.
C.21 com.
C.22 com.
C.23 com.
C.24 com.
C.25 com.
C.26 com.
C.27 com.

ogprover
ogprover
ogprover
ogprover
ogprover
ogprover
ogprover
ogprover.
ogprover.
ogprover.
ogprover.
ogprover.
ogprover.

.pp.tp.geoconstruction 2 . . . . . . ... ... ... 49
.pp.tp.geoconstruction 3. . . . . ... ... .. .. 49
.pp.tp.geoobject . . . . ... 49
.pp.tp.ndgcondition . . . . . ... ... 50
.pp.tp.thmstatement 1. .. ... .. .. ... ... . 50
.pp.tp.thmstatement 2. . . . . . ... ... ... .. 50
.pp.tp.thmstatement 3. . . . . . .. ... ... ... 51
test.junit . . ... ..o 51
test.manual . . . . . ... ... ... L 51
thmprover . . . . . . . . .. ... o1
utilities . . . . . . . ... 51
utilities.io . . . . . . . .. ..o 52
utilities.logger . . . . ... ... ... ... ... 52

viii



Capitulo 1

Introducao

A geometria com o seu caracter axiomético presta-se & utilizacao de métodos de
demonstracoes automaticas de teoremas. Entende-se por demonstracoes automati-
cas de teoremas (Automatic Theorem Proving, ATP) como sendo um programa de
computador que mostra se uma proposi¢ao (conjectura) é uma consequéncia logica
de um conjunto de proposigoes (axiomas e hipoteses). A linguagem utilizada pelos
programas de ATP é formal. A demonstracao é constituida por uma sequéncia de
passos (consequéncias logicas) que a partir de um dado conjunto de axiomas validam
uma conjectura.

As demonstragoes automaticas podem ser uteis tanto na investigacdo como no
ensino. Relativamente ao ensino, interessam demonstragoes que sejam legiveis.

Existem duas aproximagoes principais de demonstracao automatica em geome-

tria:
e Métodos de Demonstragoes Algébricas;
e Métodos de Demonstracoes Sintéticas.

Os métodos algébricos surgiram na obra de Descartes (1596-1650) e na tradugao
de problemas de geometria em problemas algébricos. Alguns dos métodos praticos

com base na aproximagao algébrica sao [4, 7, 19, 20, 28, 30]:
e Método de Wu;
e Método de eliminacao;
e Método das bases de Grobner.

Todos estes métodos tém em comum um estilo algébrico, sendo métodos eficientes
e capazes de resolver problemas de grande complexidade. No entanto, nenhum deles
fornece demonstragoes legiveis, ou seja, eles lidam com polinémios que muitas vezes
sdo extremamente complexos para um matemaético entender, nao tendo uma ligacao

directa com contetidos geométricos.
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Os métodos sintéticos abordam demonstragoes automatizadas de teoremas de ge-
ometria e concentra-se em demonstragoes sintéticas, numa tentativa de automatizar
demonstracoes do tipo “tradicional”, isto é, usando inferéncias geométricas. Muitos
desses métodos adicionam elementos auxiliares para a configuragao geométrica con-
siderada, por forma a que esta possa ser aplicada num axioma. Estes métodos sao
baseados em conjuntos de axiomas e regras de inferéncia geométrica, proprias de
cada método. Sao em geral poucos eficientes [5, 10, 13, 22, 27].

Desta forma surge a necessidade da utilizacao de métodos eficientes que produ-
zam demonstragoes legiveis e curtas. Para tal sao utilizados métodos semi-algébricos,
tais como o método da drea |17, 18, 25| e 0 método do angulo completo [6, 9]. O termo
“semi-algébrico” pode ser melhor entendido como um método que utiliza caracteris-
ticas tanto dos métodos algébricos como dos métodos sintéticos. Convém realgar que
as demonstragoes fornecidas por estes métodos nao recorrem a coordenadas, isto é,
cada passo da demonstracao tem um significado geométrico que é facil de entender.

O método da area consegue produzir demonstragoes automatizadas e legiveis
facilmente compreensiveis por um matematico. O exemplo seguinte foi desenvolvido

no ambito do método da Aarea.

Teorema 1.1 (Teorema de Ceva) Sejam AABC um tridngulo e P um ponto
arbitrdario no plano (ver Figura 1.1). Considere os pontos D, E, e F tal que, D é o
ponto de intersecgdo de AP com BC, E € o ponto de intersecgao de BP com CA e

F ¢ o ponto de interseccao de CP com AB. Entao, tem-se que:

AF BD CFE
FB DC EA

Figura 1.1: Teorema de Ceva

Os pontos A, B, C e P sao pontos livres. Os pontos D, E e F' sdo pontos definidos



1.0

por passos de construgao, ou seja, o ponto D é a interseccao da linha determinada
pelos pontos A e P com a linha determinada pelos pontos B e C. Os pontos E e
F sao construidas de forma anédloga. A demonstracdo seguinte foi produzida pelo

método da area:

Demonstracao: Utilizando lemas de eliminagao estudadas no método da area te-

mos que % = “gg—gi. Por analogia % = gg—i? e % = gigg. Entao,
AF BD CFE Sapc BD CE L.
= V/ * = == e (0] pOIltO F (& ellmlnado
FB DC FEA Spcp DC EA

_ Sapc Sppa CE AT
= : == o ponto D é eliminado
Spcp Scap EA

S S S
= APC ©BPA ©CPB o ponto E é eliminado

Spcp Scap Sasp

Note-se também que P nao é um ponto totalmente arbitrario no plano, uma vez
que nao pode pertencer a nenhuma das trés linhas paralelas aos lados do triangulo e
passando pelos vértices opostos. Este tipo de condigoes adicionais vao ser designadas
por condi¢oes de nao-degenerescéncia.

O

O método do angulo completo é uma extensao do método da érea, que se obtém
deste introduzindo uma nova quantidade geométrica designada por dngulo completo
e foi desenvolvido por Chou, Gao e Zhan. Este método é capaz de produzir de-
monstragoes curtas e elegantes sendo estas semelhantes a demonstragoes produzidas
por mateméticos. Ao combinar o método da area com o método do angulo com-
pleto consegue-se produzir provas simples e legiveis para um ntmero significativo de
teoremas da geometria euclidiana (sem incluir desigualdades).

Nesta dissertagao ir-se-a estudar o método do &ngulo completo e a sua implemen-
tacdo no sistema Open Geo Prover', o qual é um projecto cédigo aberto desenvolvido
em Java para a implementagao de varios demonstradores autométicos de teoremas
geométricos. Ele pode ser usado como uma aplicacao independente, mas também
pode ser integrado em ferramentas da geometria ja existentes, tais como o GeoGe-

bra [2].

"https://code.google. com/p/open-geo-prover/
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Capitulo 2

O Método do Angulo Completo

2.1. Introducao

O método da angulo completo (MAC) [9] é um método semi-algébrico de de-
monstracao automatica de teoremas em geometria. O MAC expressa as hipoteses de

um teorema, usando:

e um conjunto de pontos livres como ponto de partida;

e um conjunto de instrugoes construtivas, cada uma das quais introduzindo um
novo ponto ou recta, e expressa a conclusao por uma igualdade entre polinémios

(sem considerar as coordenadas cartesianas).

A demonstracao é desenvolvida através da eliminacao por ordem inversa dos pon-
tos e rectas introduzidos antes, usando para esse efeito um conjunto de lemas ade-
quados. Depois de eliminar todos os pontos introduzidos, a conclusao do teorema é
uma equacao entre duas expressoes envolvendo apenas dngulos completos. A conclu-
sao s6 é valida se as expressoes em ambos os lados forem iguais, caso contrario nao é
valida. Todos os passos da demonstragao gerados pelo método do dngulo completo
sao expressos em termos de aplicagdo de lemas e simplificagoes de expressoes.

O método do angulo completo estende o método da area, introduzindo uma
nova quantidade geométrica designada por dngulo completo, alargando deste modo

o ambito do demonstrador, permitindo demonstrar conjecturas relacionadas com:

Pontos - igualdade, colinearidade, ciclicos e harmoénicos;

Rectas - paralelismo e perpendicularidade;

Segmentos - ponto médio e proporcionalidade;

Angulos - igualdade.
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Neste capitulo vamos abordar a parte teérica do método do angulo completo, onde
em primeiro lugar vamos descrever as grandezas geométricas que sao quantidades
proprias do método do angulo completo. Em seguida introduzimos as regras de
inferéncia (regras basicas e combinadas) que sao regras satisfeitas por um angulo
completo, as construgdes geométricas onde por passos de construgao construimos
objectos geométricos, as afirmagoes geométricos construtivas, os lemas de eliminagao
que sao utilizadas para eliminar pontos e rectas auxiliares usadas na construcao dos
objectos. Por fim introduzimos alguns exemplos que ilustram a aplicacao do método

do angulo completo.

2.2. Grandezas Geométricas

As grandezas geométricas utilizadas pelo método do angulo completo permitem
simplificar muito o enunciado e a demonstracdo de teoremas em geometria. As pro-
priedades destas quantidades geométricas sao estabelecidas por um conjunto extenso
de lemas [9, 17, 25].

Por convencao, vamos assumir que: pontos no plano sao denotados por letras
maitdsculas; rectas no plano sao denotados por letras mindsculas; uma recta que
passa por dois pontos A e B é denotado por AB; um tridngulo com vértices A, B e
C ¢ denotado por AABC; a area convencional! de um triangulo AABC é denotado
por VABC;

Comecemos por definir um segmento dirigido e razao entre segmentos.

Definigao 2.1 (Segmento Dirigido) Um segmento dirigido nada mais é que um
segmento de recta onde se atribui uma escolha para as extremidades inicial e final
do segmento. Usaremos a nota¢io AB para designar o segmento dirigido cuja a
extremidade inicial € A e a extremidade final é B, assim como o seu comprimento

(ver figura 2.1).

Figura 2.1: Segmento dirigido AB

AB=—-BA e AB =0 se, e somente se, A= B

A seguir vamos definir as quantidades proprias do método da area as quais séo

também necessarias no método do angulo completo.

'Em contraposicdo com a area com sinal introduzida pelo método da area.
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Definigao 2.2 (Razao de Segmentos Paralelos Dirigidos) Sejam A, B,C e D
quatro pontos de uma recta v com A # B, definimos a razdo de segmentos paralelos

dirigidos como numero real t dado por:

de modo que CD =t - AB. Note-se que AB e CD tém a mesma orientacdo set > 0

e orientagoes contrdrios set < 0 (ver figura 2.2).

A C D B r

Figura 2.2: Segmentos paralelos dirigidos coincidentes

Pode-se ver claramente que CD/AB > 0 pois CD e AB possuem a mesma ori-
entacdo. Consideremos agora os pontos Q) e P, tais que ABQP € um paralelogramo

e C, D estao na linha AB (ver figura 2.3). Entao

o _cp
AB PQ’
77777777777777 b/
Q
77777777777777 A C D B

Figura 2.3: Segmentos paralelos dirigidos nao coincidentes

A area (convencional) de um tridngulo AABC formado por trés pontos A, B e
C nao-colineares é definida por

b-h

onde h é a medida de uma altura relativamente a uma base de medida b do tridangulo

ANABC. A nogao de areas com sinal baseia-se na nogao de orientacao de tridngulos.

Defini¢do 2.3 (Area com Sinal de um Triangulo) Sejam A, B e C trés pontos
no plano. Se A, B e C forem colineares, definimos a drea com sinal denotado por

Sapc, do triangulo (degenerado) NABC' como sendo 0. Caso contrdrio se A, B e C

7
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forem nao-colineares (ver figura 2.4) entao definimos
Sapc = +VABC

se A, B e C estao dispostos no sentido anti-hordrio e
Sapc = —VABC

se A, B e C estao dispostos no sentido hordrio,

AA/N

a) Sapc = +VABC = +b2h ) Sapc = —VABC = —Th

Figura 2.4: Area com Sinal de um Triangulo

Portanto podemos concluir de imediato que

SaBc = SBca = ScaB = —SacB = —SBAc = —SCBA-

Note-se que, de modo mais geral, podemos definir o sinal da area de um poligono

de ordem n orientado, A1 Ay -+ Ay, (n > 3) como:

Say AgeA Z Sa1A;1A;-

Por exemplo, para n = 4 temos um quadrilatero orientado A3 Ay A3A, (ver
figura 2.5) donde, da definigao acima, tem-se que a area com sinal de [JA; Ay A3Ay é
dado por

SA1 404344 = SA A A3 T SA 454,
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As

A4 Al

Figura 2.5: Quadrilatero (A1 A3 A3Ay

A diferenca de Pitdgoras é uma generalizacao da igualdade de Pitagoras em
relagao aos trés lados de um tridngulo recto, para uma expressao aplicavel a qualquer

triangulo.

Definigao 2.4 (Diferenca de Pitagoras) Dados trés pontos A, B, e C, a diferenca

de Pitdgoras, denotada por Papc, € definida do sequinte modo:
-2 =2 =2
Papc = AB"+CB™ — AC".
Definigao 2.5 Dado um quadrildtero JABCD, Papcp € definida como se seque:

Pascp = Papp — Pepp = AB- +CD° — BC® — DA’

De seguida define-se a grandeza geométrica que esta na base do método do angulo

completo.

Definigao 2.6 (Angulo Completo) Sejam u e v duas rectas no plano, definimos
o dngulo completo denotado por Z[u,v], como sendo o dngulo da recta u para a recta

v, (ver figura 2.6).

Figura 2.6: Angulo Completo

Dois dangulos completos Z[u,v] e Z[l,m] sao iguais se existir uma rotagao K tal

que: K(1) || uw e K(m) || v.



Capitulo 2 O Método do Angulo Completo

Note-se que u e v ndo sdo semi-rectas, como na definigdo dos dngulos comuns. Se-
jam A e B pontos pertencentes a recta v com A # B, e sejam C' e D pontos pertencen-
tes a recta v com C' # D, (ver figura 2.7) entao o angulo completo Z[u,v] pode tam-
bém ser denotado por Z[u, CD], Zu, DC|, Z[AB,v], Z|[BA,v], Z[AB,CD], Z[AB, DC],
Z|BA,CD], ou ainda por Z[BA, DC].

Figura 2.7: Angulo Completo (miltiplas denotacoes)

Definigao 2.7 (Angulo Completo Recto) Sejam u e v duas rectas. Se u L v,

entao Zu,v] diz-se um dngulo completo recto e denota-se por Z[1].

Defini¢io 2.8 (Angulo Completo Raso) Sejam u e v duas rectas. Se u || v,

entao Z[u,v] diz-se um dngulo completo raso e denota-se por Z|[0].

Definigdo 2.9 (Soma de Angulos Completos) Para o significado geométrico
da adigao de dngulos completos (ver figura 2.8), sejam wu,v,l e m quatro linhas que
formam os dangulos completos Zlu,v] e Z[l,m]. Seja K uma rotacao tal que K (1) || v.
Entao

Lu,v] + Z[l,m] = ZL[u, K(m)].

v m S KDl
B

k(m)

Figura 2.8: Soma de Angulos Completos

A nogao de angulo completo pode também ser definida formalmente a partir da

area com sinal e diferenca de Pitagoras.

Proposicao 1 Dois dngulos completos Z[AB,CD] e Z[PQ,UV]| dizem-se iguais se

e 86 se SacBpPruqv = SpuqvPacsp.

10



2.4 Regras Combinadas

2.3. Regras Basicas

O angulo completo é definido como um par ordenado de rectas que satisfazem as

seguintes regras [9]:

R1

R2

R3

R4

R5

R6

R7

RS

R9

Para todas as rectas paralelas AB || CD, Z[0] = Z[AB,CD] é uma constante.

Para todas as rectas perpendiculares AB L CD, Z[1] = Z[AB,CD] é uma

constante.

H& uma operagao “adicao” entre dois angulos completos que é comutativa e

associativa.
Z[1] + Z][1) = Z[0].
Llu,v] + £[0] = L[u, v].
Se X esta na recta C'D, entao Z[AB,CX] = Z[AB,CD].
Se AB é paralela a CD, entao Z|EF, AB| = Z[EF,CD|.
Se AB ¢ perpendicular a CD entdao Z[EF, AB] = Z[1] + Z|EF,CD)|.

Se XA = XB, entao Z[AX, AB] = /[AB, X B].

R10 (Teorema do Angulo Inscrito) Se os pontos A,B,C e D forem ciclicos,

entdo L[AD,CD] = Z[AB,CB].

R11 Se o ponto O é circuncentro do AABC e se o ponto M for o ponto médio de

AB, entao Z[AO,OM| = Z[AC, BC].

R12 Se MA = MB e se os pontos A, B, P e M forem ciclicos, entao Z[PA, PM| =

/[PM, PB.

R13 /[AB,CD] = —/[CD, AB].

R14 Para qualquer recta EF, /[AB,CD| = /[AB,EF] + Z[EF,CD].

2.4. Regras Combinadas

As regras que se seguem sao combinagoes das regras béasicas:

R15 Se os pontos A, X e U e os pontos P, X e R forem colineares e se os pontos

X,P,Q e U forem ciclicos, entdao pelas regras R14, R6 e R10 temos que
/[AX,BC] = L[AX,XP]+ Z[XP,BC] = Z[QU,QP| + Z|PR, BC.

11
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R16 Se os pontos X,C e D, os pontos X,U e A e os pontos X,V e B sdo colineares
e se os pontos X,U,C e F e os pontos X, V, D e F forem ciclicos, entao pelas
regras R14, R6 e R10 temos que Z[AX, BX] = /[AX, XC]+ Z[XD,XB] =
Z|EU,EC| + Z[FD, EV]. Em particular, se C' = D, entdao XC ¢ uma corda

comum entre os dois circulos.

R17 Se XA = XB e se os pontos X, A e W forem colineares, entdo pelas regras
R14 ¢ R9 temos que Z[AX, BX| = Z[AX, AB|+/[AB, X B] = 2/[AX, AB] =
2/[AW, AB]. Neste caso, o ponto W pode ser o mesmo que o ponto X.

R18 Se XA = XB e se os pontos X, A e W e os pontos A, B e U forem colineares,
entdao pelas regras R14, R6 ¢ R9 temos que Z[BX,CD] = Z[BX,AB] +
Z[AB,CD] = Z[AU, AW | + Z[AU,CD]|.

R19 Se o ponto O é o circuncentro do tridngulo de vértices A, B e C' e se o ponto
M for o ponto médio de AB, entdo pelas regras R14, R6 e R11 temos que
Z[AO, AB] = Z[AO,OM| + Z|OM, AB] = Z[AC,CB] + Z[1].

R20 Se X, W, U eV forem pontos ciclicos, os pontos X, U e A forem pontos colinea-
res e os pontos X, V, P e @ forem perpendiculares, entao temos que Z[AX, BC| =
LAX, VX]+ Z[VX,BC| = Z[WUWV]| + Z[PQ, BC] + Z[1].

R21 Se o ponto I é o incentro do tridngulo de vértices A, B e C, entao temos que

L[AILAB] + Z[BI, BC] + Z[CI,CA] = Z[1].

2.5. Construcoes Geométricas

O método do angulo completo é utilizado para demonstrar conjecturas geométri-
cas construtivas, isto é, declaracoes sobre as propriedades dos objectos construidos
utilizando um conjunto fixo de passos de construgoes elementares. Nesta seccdo va-
mos descrever o conjunto de passos de construgoes elementares (PCE) utilizados no
método do adngulo completo.

Todas as construgoes suportadas pelo método do dngulo completo sao expressas
em termos de pontos e/ou rectas. Apenas rectas e circulos determinados por pontos
especificos podem ser usados (em vez de serem escolhidas arbitrariamente rectas e
circulos). O passo chave de construc¢ao consiste em introduzir novos pontos ou uma
recta passando por um ponto especifico. Para que os passos de construgao sejam

bem definidos certas condi¢oes tém de ser verificadas. Essas condigoes sao chamadas

12
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condi¢oes de nao-degenerescéncia ou, abreviadamente condigoes—ngd. O grau de
liberdade diz-nos se um ponto ou recta é livre (grau de liberdade superior a 0), ou
nao.

No texto a seguir, vamos denotar por: (LINE A B) a recta definida pelos pontos
A e B; (CIRCLE O A) a circunferéncia tal que o centro é o ponto O e o ponto A
pertence a circunferéncia; (ANGLE A B C D) o angulo da recta AB para a recta
CD.

De seguida apresenta-se a lista de construgoes elementares do método do angulo
completo, com as correspondentes condigoes de nao-degenerescéncia e os graus de

liberdade dos pontos construidos.

PCE 1 Construcao de um ponto arbitrario A (ver figura 2.9). Denotamos esse passo

de construgao por (POINT A).

A

Figura 2.9: Passo de construgao 1

Condigbes—ndg: —
Grau de liberdade para A: 2

PCE 2 Construgao de um ponto E (ver figura 2.10), que é o ponto de intersec¢ao
de (LINE A B) e (LINE C D). Denotamos esse passo de construgao por (INTER

E (LINE A B)(LINE C D)).

Figura 2.10: Passo de construgao 2

Condigoes—ndg: AB}f CD, A # B, C#D
Grau de liberdade para E: 0

PCE 3 Construgao de um ponto E (ver figura 2.11), que é o ponto de intersec¢ao
da recta que passa pelo ponto C e é perpendicular a (LINE A B). Denotamos

esse passo de construcgao por (FOOT E (LINE A B)(LINE C D)).

13



Capitulo 2 O Método do Angulo Completo

Figura 2.11: Passo de construgao 3

Condicoes—ndg: A # B
Grau de liberdade para E: 0

PCE 4 Construgao de um ponto E (ver figura 2.12), na recta que passa pelo ponto
C, e paralela a (LINE A B) tal que CE = rAB onde r é um ntimero racional,
uma expressao racional na geometria quantitativa, ou uma varidvel. Denotamos

esse passo de construcao por (PRATIO E C (LINE A B)r).
c
\E‘\
A
\
Figura 2.12: Passo de construcao 4

Condi¢oes—ndg: A # B. Se r é uma expressao racional na geometria quantita-

tiva entao o denominador de r nao pode ser zero.

) 0, ser é uma quantidade fixa;
Grau de liberdade para E:

1, ser é uma variavel.

PCE 5 Construgao dum ponto E (ver figura 2.13), na recta que passa pelo ponto A

4 ,
SABE, onde r pode ser um nimero
ABA

e perpendicular a (LINE A B) e tal que r =
racional, uma expressao racional na geometria quantitativa, ou uma variavel.

Denotamos esse passo de construgao por (TRATIO E (LINE A B)r).

E

Figura 2.13: Passo de construgao 5

Condi¢oes—ndg: A # B. Se r é uma expressao racional na geometria quantita-

tiva entdo o denominador de r nao pode ser zero.

) 0, ser é uma quantidade fixa;
Grau de liberdade para E:

1, ser é uma variavel.
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PCE 6 Construcao de uma recta [, onde é dado uma recta AB e um angulo completo
Z|CD,DE] tal que [ passa por A e Z[AB,l| = Z[CD, DE], (ver figura 2.14).

Denotamos esse passo de construcao por (ALINE A (ANGLE B C D E)).

Figura 2.14: Passo de construcao 6

Condigoes—ndg: A # B,C# D,D # E
Grau de liberdade para I: 0

2.5.1. Afirmagoes Geométricas Construtivas

No método do angulo completo as afirmagoes geométricas construtivas tém uma

forma especifica.

Definigao 2.10 (Afirmagoes Geomeétricas Construtivas) Uma afirmagao geo-
métrica construtiva é uma lista S = (C1,Coq, -+ ,Cy,G) onde C;, para 1 < i < n,
sao passos de construcoes elementares, e G € uma afirmag¢ao que pode tomar uma

das sequintes formas:

e I = FEs, onde E1 e Es sdo polindmios na geometria quantitativa dos pontos

introduzidos pelos passos de construgoes elementares C;.

k1 kg
. Zaié[li,mi] = ijé[uj,vj], onde a;,bj € Z, para 1 <i <k el < j < k.
i=1 j=1

Denotamos a classe de todas as afirmagbes geométricas construtivas por C.

Para a afirmagao S = (C1,Cy, - -+ ,Cy, G) de C, a condigao de nao-degenerescéncia
é o conjunto das condi¢oes de nao-degenerescéncia dos passos C; mais a condigao de
que as razoes dos comprimentos dos denominadores em F; e FEs nao podem ser zero.

Note-se que o método do dngulo completo nao consegue lidar com desigualdades

em G.

2.6. Lemas de Eliminacao

Apresentamos aqui os lemas de eliminacao associados ao método do dngulo com-

pleto.
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Lema 2.1 (EL1) Para qualquer recta EF, existem rectas AB e CD tal que Z[AB,CD] =
/[AB,EF) + Z|EF,CD).

Demonstragcao: Este resultado é consequéncia da definicdo de soma de angulos

completos e o facto de EF || EF. O

Lema 2.2 (EL2) Se as rectas AB e CD forem paralelas, isto €, AB || CD, entao
dado qualquer recta EF' tem-se que Z|[EF, AB] = Z|[EF,CD].

Demonstragao: Por hipotese tem-se que AB || CD, entao pela regra R1 tem-se

que Z[AB,CD] = Z[0]. Portanto,

/|EF,AB] = —/[AB,EF] por R13
— —(Z|AB,CD] + Z[CD,EF]) por R14
= —(£[0]+ Z[CD,EF)) por R1
= —(L[CD,EF]|+ Z[0]) por R3
— . (Z[CD,EF)) por R5
— /[EF,CD] por R13

O]

Lema 2.3 (EL3) Dado o dngulo completo Z[AB,CD], se o ponto X pertence a recta
CD, entio Z[AB,CX]| = Z[AB,CD].

Demonstragcao: Por hipétese tem-se que o ponto X pertence a recta CD, por-
tanto CX || CD. Logo usando a regra R7 podemos concluir que Z[AB,CX]| =
/[AB,CD]. O

Lema 2.4 (EL4) Se as rectas AB e CD forem perpendiculares, isto €, AB L CD,
entao dada qualquer recta EF tem-se que Z[EF, AB| = Z[1] + Z|EF,CD].

Demonstragcao: Por hipotese tem-se que AB 1 CD, entdo pela regra R2 tem-se

que Z[AB,CD] = Z[1]. Portanto,

Z|EF,AB] = /[EF,CD]+ Z[AB,CD] por R14
= /[EF,CD]+ /[1] por R2
= /1] + Z[EF,CD] por R3

Lema 2.5 (EL5) Se XA = XB, entio /[AX, AB] = Z[AB, XB].
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Demonstracao: Por hipotese tem-se que XA = X B. Pela proposigao 1, provar

que Z[AX, AB] = Z[AB, X B] & equivalente a provar que

SaaxBPaxBB = SaxBBPAAXB- (2.1)

Usando a Definigao 2.2, podemos ver que

Saaxp =Saax +Saxp = Saxn (2.2)

SaxBB = SaxB +SapB = SaxB (2.3)
Portanto, das equacoes 2.2 e 2.3, sabendo que Spax = Sapp = 0 temos que
Saaxp = SAxBB (2.4)
Usando a Definicao 2.5, podemos ver que

Paaxp = AA + XB' — AX' — AB’ (2.5)

Paxpp = AX° + BB — XB® — BA® (2.6)

Das equacgoes 2.5 e 2.6, sabendo que A4 = Oe BB’ = 0 e atendendo & hipotese de
XA = XB temos

Paaxp = PaxsB (2.7)

Assim das equagoes 2.4 e 2.7, concluimos que

SaaxBPaxBB = SaxBBPAAXB-
OJ

Lema 2.6 (EL6 (Teorema do Angulo Inscrito)) Se os pontos A, B,C e D forem
pontos ciclicos, entio tem-se que Z[AD,CD| = Z[AB,CB].

Lema 2.7 (EL7) Se o ponto O for o circuncentro do triangulo ANABC' e se o ponto
M for o ponto médio do lado AB, entao tem-se que Z[AO,OM| = Z[AC, BC].

Lema 2.8 (EL8) Se M A= MB e se os pontos A, B, P e M forem pontos ciclicos,
entdo tem-se que /[PA, PM| = Z[PM, PB].
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Note que (EL3) é para eliminar um ponto de um angulo completo e os restantes

(EL1-EL2) e (EL4—-ELS8) sao para eliminar rectas de um angulo completo.

2.7. Exemplos

Os exemplos seguintes sao casos de aplicagdo do método do angulo completo e
foram retirados de [6]. As demonstracoes foram efectuadas de forma automatica
no Java Geometry Expert (JGEX)2 o qual é um software em codigo fechado, que
combina um programa dindmico da geometria (DGS) e demonstradores automaticos
de teoremas geométricos (GATP).

Para facilitar a escrita vamos denotar por:
e MIDPOINT(C, A, B), que significa que o ponto C' é o ponto médio de AB;

e FOOT(E,C,A,B), que significa que o ponto F é o pé de perpendicular do ponto
C em AB;

e COLL(A,B,C), que significa que os pontos A, B e C' sdo pontos colineares;

e CONG(A,B,C,D), que significa que AB e C'D sdo segmentos congruentes;

e PARA(A,B,C,D), que significa que AB e C'D sdo segmentos paralelos;

e PERP(A,B,C,D), que significa que AB e C'D sao segmentos perpendiculares;

e CIRCUMCENTER(O,A B,C), que significa que o ponto O é o centro da circun-

feréncia circunscrita em AABC,
e CYCLIC(A,B,C,D), que significa que os pontos A, B, C e D sao pontos ciclicos;

e EQANGLE(A, B,C, D, E, F), que significa que os angulos completos Z[AB, BC]
e Z[DE, EF|] sao angulos congruentes.

Exemplo 1 (A Circunferéncia de nove pontos ) Seja AABC um triangulo e
sejam L, M e N os pontos médios dos lados AB, BC e C A, respectivamente (ver
figura 2.15) e AD a altura em BC. Mostre que L, M, N e D sao ciclicos.

Ordem dos pontos: A,B,C,D,L, M, N.

Hipoteses: MIDPOINT(M, B, C'), MIDPOINT(N, A, C'), MIDPOINT(L, A, B),
rooT(D, A, B,C).

Conclusao: cycLic(L,D, M, N).
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Figura 2.15: Exemplo 11

Demonstracgao:

—Z[NL,ND] + Z[ML,MD] = Z/[ND,CB] + Z[ML, MD]
(pois, Z[NL,ND] = —/[ND,CB], porque NL || BC,
usando a regra (R7))

= /[ML,MD]+ Z[DA,CA] + /[1]
(pois, Z[ND,CB] = Z[ND, DC] = /[DA,CA| + /[1],
por circuncentro (N, D, C, A), usando a regra (R19))
— —Z[MD,DA] + /[1]
(pois, Z[ML, MD] + /[DA,CA] = —/[MD, DA],
porque ML || CA, usando a regra (R14))
= /0]

(pois, Z[M D, DA] = Z[1], porque MD | DA, usando a regra (R2))

Exemplo 2 Consideremos uma circunferéncia que passa pelos quatro vértices de um
quadrildatero JABCD (ver figura 2.16). Seja Ay o ponto de intersec¢ao da recta per-
pendicular ao lado AB com o lado CD passando pelo ponto A, e seja C1 o ponto de
interseccdo da recta perpendicular ao lado CD com o lado AB passando pelo ponto

C. Mostre que A1Cq € paralela & diagonal BD.

Ordem dos pontos: A,B,C,D, Ay, C;.

Hipdteses: cycLiC(A, B,C, D), coLL(A41,C, D), PERP(A1, A, A, B), coLL(Cy, A, B),
PERP(CY,C,C, D).

Conclusao: PARA(A;,C1, B, D).

’http://www.cs.wichita.edu/"ye/
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Figura 2.16: Exemplo 44

Demonstracao:

/[C1Ay, DB] = Z[A1C,CA] — Z|DB, BA]

(pois, Z[C1A1, DB] = Z[C1A1,C1A] + Z[AB, DB] =
/[A1C,CA] — Z[DB, BA], porque A, B e C; sio colineares,
e C1, A1, A e C sio ciclicos, usando a regra (R16))

= /[DC,CA] - Z[DB, BA|
(pois, Z[A1C, CA] = Z[DC, CA],
porque A;,C e D sao colineares, usando a regra (R6))

= /[0]
(pois, Z[DC,CA] = Z/[DB, BA],

porque A, B,C e D sao ciclicos, usando a regra (R10))

Exemplo 3 Seja AABC um tridngulo e seja D o ponto de intersec¢do da altura em
A com o lado BC (ver figura 2.17). Consideremos a circunferéncia cujo o didmetro
é AD e que intersecta os lados AB e AC nos pontos E e F, respectivamente. Mostre

que os pontos B,C, E e F sdo ciclicos.

Ordem dos pontos: A, B,C,D,0,FE F.
Hipoteses: rooT(D, A, B,C), MIDPOINT(O, A, D), COLL(E, A, B),
CONG(0,A,0,E), cOLL(F, A,C), cONG(O, A,O, F).

Conclusao: cycLic(B,C,E, F).
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A

A
A

C

Figura 2.17: Exemplo 57

Demonstracgao:

/|FE,EB] — Z[FC,CB] = Z[FD,DA| — Z[FC,CB]

(pois, Z[FE, EB] = Z[FD, DAJ, porque A, B e E sio

colineares, e E, F, A e D sio ciclicos, usando as regras (R6) e (R10))
= —/[FC,CB|—- Z[CB,CA]

(pois, Z[FD, DA] = —/[CB,CA],

porque FD 1 AC e DA L BC, usando as regras (R3), (R13) e (R14))
= —/[FC,CA]

(pois, —/[FC,CB] — Z[CB,CA| = —/[FC,CA,

porque CB || CB, usando a regra (R14))
= /[0]

(pois, Z[FC,CA] = Z|[0], porque FC || CA, usando a regra (R1))

Exemplo 4 Seja AABC um tridngulo e sejam D e C' dois pontos nos lados AB e
AC, respectivamente, tal que DE || BC' (ver figura 2.18). Mostre que as circunfe-

réncias circunscritas nos triangulos NABC e ANADE sdo tangentes.

Ordem dos pontos: A, B,C,0,D,FE N.
Hipoteses: CIRCUMCENTER(O, A, B,C), coLL(D, A, B), COLL(E, A, C),
PARA(D, E, B,C), CIRCUMCENTER(N, A, D, E).

Conclusao: cOLL(A, N, O).
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Figura 2.18: Fxemplo 65
Demonstracao:

/[NA,OA] = —Z[ED,EA] + Z[DA,OA] + /[1]
(pois, Z[NA,OA] = /[NA, AD] + /[AD,OA] =
—/|ED, EA] + Z[DA, OA] + Z[1], porque o ponto N é o centro
da circunferéncia circunscrita em AADE, usando a regra (R19))
= J/[EA,CB|+ 4[DA,OA] + /[1]
(pois, Z[ED, EA] = —/[EA, CB], porque ED || BC, usando
as regras (R7) e (R13))
= J/[DA,OA] - Z[CB,CA] + /[1]
(pois, Z[EA,CB] = —/[CB,CA], porque A,C e E sio colineares,
usando as regras (R6) e (R13))
= —/[OA,BA] - Z[CB,CA] + Z][1]
= /0]
(pois, Z[OA, BA] = Z[OA, AB] = —Z[CB,CA] + Z[1],
porque o ponto O & o centro da circunferéncia circunscrita em AABC,

usando a regra (R19)

O

Exemplo 5 Consideremos o quadrildtero de vértices A, B,C e D tal que BC' || AD
e seja a circunferéncia de didmetro AB tangente ao segmento CD (ver figura 2.19).

Mostre que a circunferéncia de didmetro CD ¢é tangente ao segmento AB.

Ordem dos pontos: A,B,C,D,E,G,F, H.

Hipoteses: PARA(A, D, B,C), MIDPOINT(FE, A, B), FoOT(G, E,C, D),
PERP(A, G, B,G), MIDPOINT(F,C, D), FOOT(H, F, A, B).

Conclusao: PERP(C,H, H, D).
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Figura 2.19: Exemplo 104

Demonstracgao:

—/[HD,HC] + Z[1] = —Z[GB,CB] + Z[GA, DA] + /[1]

(pois Z[HD, HC] = /[HD, HG) + Z/[HG, HC] = Z/[GB,CB] — Z[GA, DA],
porque os pontos (D, H,G e A) e (C, H,G e B) sdo pontos
ciclicos, usando as regras (R14) e (R16))

= —/[GB,CB]+ Z[GA,CB] + /[1]
(pois, —Z[GA, DA] = Z[GA,CB],
porque DA || BC, usando a regra (R7))

= /0]
(pois, Z[GB,CB] = Z[GA,CB] + Z[1],

porque GB L AG, usando a regra (R8))

Exemplo 6 Seja AABC um triangulo tal que AB = AC. Consideremos a circunfe-
réncia tangente & circunferéncia circunscrita ao NABC e tangente aos lados AB e
AC nos pontos P e Q, respectivamente (ver figura 2.20). Mostre que o ponto médio

de PQ ¢é o ponto ao centro do NABC.

Ordem dos pontos: P,Q,A,N,D,B,C E.

Hipdoteses: cYCLIC(A, B,C, D), CONG(A, P, A,Q), CONG(A, B, A,C),
CONG(D, B, D, (), coLL(N, A, D), rooT(P, N, A, B), FOOT(Q, N, A, C),
CIRCUMCENTER(N, D, P,Q), COLL(E, P,Q), cCOLL(E, A, D).
Conclusao: EQANGLE(A, B, E, E, B,C).
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Figura 2.20: Fxemplo 105

Demonstracgao:

~/|EB,CB] — /|[EB,BA| = —/[EB, BA| — /|BD, DP]

(tem-se, (Z[EB,CB] = /[BE, PE] = Z[BD, DP),
porque CB || EP), usando a regra (R7))

— —/[ED,DP]- /|BD,DP]
(tem-se, Z[EB, BA] = Z/[ED, DP), porque os pontos
(A, B e P) sio colineares e (B, E, P e D) sio
ciclicos, usando a regra (R10))

— —Z[ED,DP]+ Z[DP,NP]
(tem-se, Z[BD, DP] = —/[DP, NP),
porque BD || PN, usando a regra (R7))

= /[0]
(tem-se Z[ED, DP] = Z[DP, NP], porque

Z|AD,DP] = Z[DP, PN], usando a regra (R6))
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Capitulo 3

Projecto Open Geo Prover

O Open Geo Prover (OGP) é um sistema muito complexo desenvolvido na lingua-
gem Java, com 259 classes e milhares de linhas de cédigo. Trata-se de um projecto
de coédigo aberto para a implementacao de varios demonstradores automaticos de
teoremas em geometria. Este estd a ser desenvolvido por Ivan Petrovié, estudante
de doutoramento sob orientagao de Predrag Janici¢, professor da Universidade de

Belgrado. Os métodos ja implementados no OGP sao:

e Método da Area;
e Método de Wu;

e Método das bases de Grobner.

Os métodos de Wu e das bases de Grobner sdo métodos algébricos e o método
da area é um método semi-algébrico. O principal objectivo da minha dissertagao
consiste na implementagao do método do angulo completo no OGP.

Est4 também a ser considerada a integracio do OGP no GeoGebra', um programa
de geometria dindmica que combina conceitos de geometria e 4lgebra numa tunica

interface grafica.

3.1. Estrutura do OGP

O OGP é constituido por oito directorios principais: 3rd_party_libs (bibliotecas
de terceiros); config (instrugoes de compilagdo); documentation (documentacao
diversa 1util para o desenvolvimento do projecto e a gerada automaticamente aquando
da compilagao pelo Javadoc); input (teoremas que pretendemos demonstrar); output
(resultados obtidos apos a execugao do demonstrador); 1ib (executdvel gerado pela
compilacdo); scripts (utilitarios para facilitar o desenvolvimento do projecto) e src

(codigo-fonte).

"https://www.geogebra.org/
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Apresentamos de seguida a estrutura geral da implementacao do OGP. Utilizando
os pacotes (packages) que se descrevem em 3.1.1, na préatica directorios localizados
em src, classes semelhantes sao agrupadas, implementando deste modo o conceito
de encapsulamento. Visualmente a estrutura pode ser representada através de um
diagrama UML (Unified Modeling Language?) genérico simplificado. Este permite

exibir a hierarquia de classes, conforme se apresenta em 3.1.

3.1.1. Pacotes

Apresentamos de seguida os 23 pacotes utilizados na implementagdo do OGP,
agrupados por funcionalidade.
e com.ogprover.api, com.ogprover.api.converter
Interface para conversao de construcoes, afirmacoes e teoremas entre sistemas

de geometria dindmica e o OGP.

e com.ogprover.geogebra, com.ogprover.geogebra.command,
com.ogprover.geogebra.command. construction,

com.ogprover .geogebra.command. statement
Interface para conversao de construgoes, afirmagoes e teoremas entre o sistema
de geometria dindmica GeoGebra e o OGP e respectiva implementagao.

e com.ogprover.main

Classe principal (main) do OGP.

e com.ogprover.polynomials

Classes para manipulagao de polinémios e expressoes algébricas.

e com.ogprover.pp, com.ogprover.pp.tp, com.ogprover.pp.tp.auxiliary,
com.ogprover.pp.tp.expressions, com.ogprover.pp.tp.expressions.parse,
com.ogprover.pp.tp.geoconstruction, com.ogprover.pp.tp.geoobject,

com.ogprover.pp.tp.ndgcondition, com.ogprover.pp.tp.thmstatement

Interface com o demonstrador: identificacdo do método, dados para o demons-
trador (construgao, condigoes de nao-degenerescéncia, reconhecimento (par-

sing) de expressoes, afirmagao a demonstrar) e resultados do demonstrador.

2http://www.uml.org
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e com.ogprover.test.junit, com.ogprover.test.manual

Classes para teste de construgoes, de modo manual e automatico.

e com.ogprover.thmprover
Métodos de demonstragao implementados.

e com.ogprover.utilities, com.ogprover.utilities.io,
com.ogprover.utilities.logger
Classes de utilitarios diversos: tempo gasto e limite da demonstragao, relatorio

(log) do provador, formatos de saida (IWTEX, XML).

3.1.2. Diagrama UML

O diagrama apresentado na figura 3.1, mostra, de um modo abreviado, as depen-

déncias entre as principais classes do OGP3

<<Java Class>>
(© OpenGeoProver [
2l
<<Java Interface=>
) TheoremProver [t
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
@Afgebﬂil:MethodFmver (9 AreaMethodProver (3 FullAngleMethodProver
) 3 A
<<Java Class>>
"""""" (® WuMethodProver
7
i o
H <<Java Class>> !
""""""""""""""""""""""" (® GeoGebraOGPInterface |
v
<<Java Class>>
E """"""""" G GeoGebraTheorem """"""""!
<<Java Class>> <<Java Class=>
@GeoGebﬂ ConstructionCommand @ GeoGebraStatementCommand

Figura 3.1: Diagrama UML do OGP

3.2. Comparagao com Outros Sistemas

Em seguida, apresentamos dois dos principais sistemas equivalentes ao OGP que

implementam também métodos autométicos de demonstragoes.

30s mesmos foram gerados através do ambiente integrado de desenvolvimento Eclipse (http:
//www.eclipse.org/) em conjunto com a extensao ObjectAid (http://www.objectaid.com/).
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e GCLC - este sistema é uma ferramenta dindmica da geometria de codigo fe-
chado desenvolvido por Predrag Jani¢i¢ [16]. Implementa os métodos: método

da Area, método de Wu e método das bases de Grébner.

o JGEX - este é um software em coédigo fechado, que combina um programa
dindmico da geometria (DGS) e um demonstrador automético de teoremas
geométricos (GATP). Implementa os seguintes métodos: método de Wu, o
método do Angulo Completo e o método das bases de dados dedutivas baseado

no Angulo Completo.

Em comparagao com estes dois sistemas, pretende-se que o OGP seja um sis-
tema de codigo aberto. Salienta-se ainda que o OGP est4 a ser desenvolvido como

biblioteca passivel de ser integrada num qualquer DGS.
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Implementacao do Método do
Angulo Completo no OGP

A implementacao do método do angulo completo no OGP foi possivel gragas a
colaboragao de Ivan Petrovié, que criou um ramo (branch) para o desenvolvimento
deste método de demonstragao. Contamos também com a colaboragao de Zoltan
Kovécs que nos forneceu uma versao do OGP com a implementagao funcional do
método da area. Sobre este codigo iniciamos a implementacao do método do dngulo

completo, que descrevemos de seguida.

4.1. Algoritmo do Método Angulo Completo

Comecemos por descrever o algoritmo para o método do &ngulo completo, que
se pretende implementar no Open Geo Prover. Dada uma afirmagao geométrica
construtiva S = (C1,Cy,--- ,Cp, G), 0 objectivo desse algoritmo é verificar se S é um

teorema, isto é, se G é uma consequéncia dedutiva da construcao (Cp,Co, -+ ,Cy).

Algoritmo 1: Método do Angulo Completo

input
S = (Cy,Cy,- -+ ,Cy,G) uma afirmagao geométrica construtiva.
output:

se S for um teorema
demonstragao passo a passo;
caso contrario
Se nada se concluir sobre S ou t > T
mensagem com essa indicacao;

Em que t é o tempo gasto na demonstracao (até um dado instante) e T' é o tempo
limite para a mesma.

Neste algoritmo vao ser efectuados os seguintes passos:

1. Converter a conclusao G para uma equagao de angulo completo G’ com a forma

Zle a;Z[l;,m;] = Z]0] onde cada a; € Z, para 1 < i < k.
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2. Processar os passos construtivos por ordem inversa, utilizando propriedades e

lemas de eliminacao do método do angulo completo como regras de reescrita.
3. A demonstracao termina quando se verificar uma das seguintes condigoes:

e Apobs a reescrita da conclusao G’, esta foi transformada numa equagao

com a forma Z[0] = Z[0], situagao em que S é um teorema;

e Apos a reescrita da conclusao G, nao foi possivel transformar esta numa
equagao com a forma Z[0] = Z[0], situagao em que S nao ¢ um teorema

ou nada se pode concluir acerca de S;

e O tempo limite para efectuar a demonstracao foi excedido, situacao em

que nada se pode concluir.

4.2. Trabalho Desenvolvido

Para poder desenvolver a implementacao do método do 4ngulo completo no OGP,
foi necessério realizar um estudo de diversas ferramentas, das quais destacamos:
a linguagem de programacao Java [21]|, o gerador de analisadores sintacticos Ja-
vaCC' [12], o utilitario para compilagido automética Apache Ant?, o ambiente in-
tegrado de desenvolvimento FEclipse [3| e o sistema de controle de versdes Apache
Subversion® [11].

Destacamos ainda, como marcos do trabalho entretanto efectuado:

e A escrita da gramética para reconhecimento de expressdes do método do angulo

completo, o que exigiu um estudo, ainda que breve, de linguagens formais;

e A implementagao parcial da classe FullAngleMethodProver. java, tendo como

ponto de partida uma copia funcional do método da area;

e A primeira execuc¢ao do OGP utilizando uma verséao inicial do método do angulo

completo;
que descrevemos de seguida.
4.2.1. A Gramatica Ggmac

Um dos problemas colocados pela implementagao do MAC no OGP, relacionou-

se com o reconhecimento de expressoes do método do angulo completo (EMAC).

"https://javacc. java.net/
2http://ant.apache.org/
3http://subversion.apache.org/
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Tal facto levou-nos a definir a linguagem EMAC através da definigdo da gramaética
para expressoes do método do angulo completo Gevac. Assim, temos que Gevac =

(Vn, Vi, S, F), onde [1]:

e Vx={S,E, A}, éo conjunto dos simbolos nao terminais ou variaveis;

e Vo ={—,'+ ,FAO,FA1,FA [ ,’|',’ , LABEL , NUMBER}, ¢ o

conjunto dos sfmbolos terminais;

e [ é o conjunto das regras de reescrita ou produgoes, que é definido no forma-

lismo de Backus-Naur por

(5) == (E) | = (B)
(E) == {4) (+(E) | = (E) )"

(A) := FAO
| FA1
| FA[(LABEL),(LABEL),(LABEL) (LABEL)|
| (NUMBER) FA[(LABEL),(LABEL),(LABEL) (LABEL)]|

(LABEL) ::= |A-Za-z]+

(NUMBER) ::= [1-9][0-9]*;

e S € Vy € o simbolo inicial.

A gramatica Gpmac acima apresentada foi implementada em JavaCC' e o res-
pectivo codigo pode ser consultado no anexo B. Posteriormente, esta gramética foi

integrada no OGP.

4.2.2. UML do Pacote com.ogprover.thmprover

No diagrama UML apresentado na figura 4.1 podemos ver a inclusao da classe

FullAngleMethodProver. java no pacote com. ogprover.thmprover do projecto OGP.
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<<Java Interface>>
| |Omeoremprover |
| @ prove()int
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(® AreaMethodProver (® FullAngleMethodProver (& AlgebraicMethodProver < (®WuMethodProver

+ nextPointToEliminate: int
< steps: Vector<AMExpression>

+ statement: FullangleMethodTheoremStatement
< constructions: Vector<GeoConstruction>

< ndgCeonditions: Vector<SimpleNDGCondition>

@ getStatement()

@ getConstructions()

@ getNDGCeonditions()

& FullingleMethodProver()
& FullAngleMethod Prover()
@ prove()

4.3. Exemplo de Utilizacao

Vamos fazer uma descrigdo dos passos a efectuar para submeter exemplos ao

método do dngulo completo no OGP. Para isso vamos usar como modelo o exemplo 4

I

Figura 4.1: UML do Pacote com.ogprover.thmprover

apresentado em 2.7, que designaremos por exemplo_ 65.

4.3.1. Construgao dos Exemplos no GeoGebra

Dado o enunciado, fazer a construcao no GeoGebra usando os passos de cons-
trucao elementares.

Finalmente gravar com um dado nome, neste caso exemplo_65.ggb (ver figura 4.2).

File Edit “iew Options Tools Window Help

De seguida escrever a conjectura que queremos demonstrar.

Sign in...

*
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A
°

[=] ©

el

e

d v

v

v

£l

£,

ABC
E

e © |

E 3

g

e

a=2
——
ki

b Algebra

..

.
.
* Graphics

Boolean Value
n=true
Conic
® fi(x-4.57+ (y-217)7 = 3.61

® g:(x-417°+ (y-3.377=0.43

Line

d:y =2.96

h: -2x + 3y = -2.5
irx=4.5
jrx-3y=-11

k: -0.69x + 1.04y = 0.61
I:x=4.17

int

A=1(4,4

B=1(3 1)
C=1(61)

D = (3.65, 2.96)
E = (4.69, 2.96)
N=(4.17, 3.37)
0=1(45, 217
egment

a=316

b

EE S L 21 3]

[[Lele-]

Input: ‘Prove[AreCoIIinear[A, N, O]1

Figura 4.2: Construcao no GeoGebra do exemplo exemplo 65
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4.3 Exemplo de Utilizacdo

4.3.2. Cédigo XML

Descompactar o arquivo exemplo_65.ggb que vai gerar automaticamente um
directério com o nome exemplo_65.ggb_FILES, e dentro deste estard o arquivo
geogebra.xml que serd renomeado para exemplo_65.xml e guardado no directério
input do OGP.

Como o arquivo exemplo_65.xml possui um cddigo extenso apresenta-se na lis-

tagem 4.1 somente um pequeno fragmento, ou seja, um excerto.

Listagem 4.1: Excerto do arquivo exemplo_65.xml

<construction title ="exemplo65" author="Benvindo" date="5/5/2015">

<element type="point" label="A">
<coords x="4.0" y="4.0" z="1.0"/>
<pointSize val="2"/>

</element>

<element type="point" label="B">
<coords x="3.0" y="1.0" z="1.0"/>
<pointSize val="2"/>

</element>

<element type="point" label="C">
<coords x="6.0" y="1.0" z="1.0"/>
<pointSize val="2"/>

</element>

<element type="point" label="0">
<coords x="40.5" y="19.5" z="9.0" />
<pointSize val="2"/>

</element>

<element type="point" label="N">
<coords x="4.496" y="3.626" z="1.077"/>
<pointSize val="2"/>

</element>

<command name="Prove">
<input a0="AreCollinear [A,N,O0]" />
<output a0="n"/>

< /command>

</construction>

4.3.3. Execugao do OGP

Na linha de comando, ir no directério scripts do OGP executar o comando:
run0GP.sh exemplo_65.xml (ver listagem 4.2)
Se a demonstragao for bem sucedida, serda gerada uma mensagem na linha de

comando a dizer que a conjectura é verdadeira (true), Caso contrario, sera gerada
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uma mensagem a dizer que a conjectura é falsa (false) ou uma mensagem a informar
que o tempo pré-estabelecido para a demonstracao foi excedido.
Na listagem 4.2 apresenta-se um exemplo baseado na implementagao inicial da

classe FullAngleMethodProver. java.

Listagem 4.2: Resultado da execucgao

ben@ben—K56CM$ . /runOGP.sh exemplo 65.xml

OpenGeoProver Version 1.00;

written by Ivan Petrovic and Predrag Janicic, University of Belgrade.
Reimplementation of C++ version 2.00;

written by Goran Predovic and Predrag Janicic, University of Belgrade.

Copyright (c¢) 2005—2011. Not for commercial use.

12:52:47.555 INFO: com.ogprover.main.OpenGeoProver.main[86]: Parsing command
line ...

12:52:47.570 INFO: com.ogprover.api.GeoGebraOGPInterface.prove[254]: Reading
input geometry problem ...

12:52:47.632 INFO: com.ogprover.api.converter.
GGStatConverterForFullAngleMethod . convertEqual [226]: Converting equal

statement . Arguments

12:52:47.711 DEBUG: com.ogprover.thmprover.FullAngleMethodProver.prove[215]:
(Size = 1)
12:52:47.712 INFO: com.ogprover.api.GeoGebraOGPInterface.prove[368]: Prover

results:

Prover results for theorem "exemplo 65":
success: true

failureMessage: null

proverResult: true

proverMessage: null

time: 0.063

numTerms: 0

NDG conditions
ben@ben—K56CM$
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Conclusoes

5.1. Relevancia do Método do Angulo Completo

O método do angulo completo apresentado neste trabalho, é um método semi-
algébrico que se revela de especial importancia, em grande parte por efectuar demons-
tragoes de teoremas com uma vasta gama de dificuldade. Acresce ainda o facto de
estas serem legiveis para um matematico, elegantes e frequentemente curtas [8, 9, 17].
Em contrapartida, as demonstragoes com métodos sintéticos produzem demonstra-
¢Oes legiveis mas nao conseguem demonstrar teoremas com dificuldade moderada e
os métodos algébricos, apesar de demonstrarem teoremas de elevada dificuldade e
com grande rapidez, produzem demonstracoes incompreensiveis porque sao realiza-
das através de calculos algébricos sem nenhuma ligacao directa ao contetido geomé-

trico.
5.2. Aplicagoes

As demonstragoes efectuadas com o método do dngulo completo utilizam, como
vimos, quantidades geométricas que possuem um significado geométrico claro. Aliado
ao facto de estas demonstragoes serem legiveis, leva-nos a pensar que a sua imple-
mentagao em provadores automaticos de teoremas em geometria, como o OGP, ou em
outras ferramentas geométricas, poderéa ser util na investigacao assim como na educa-
¢ao. A sua utilizacao em ferramentas essencialmente vocacionadas para o ensino, dos
quais o GeoGebra é possivelmente a mais divulgada, permitird validar construgoes
efectuadas nestas ferramentas. Tal facto dara azo ao aluno aprender e/ou consolidar
conhecimentos em geometria, o que nos mostra outra face da utilidade do método

do angulo completo e sua implementagao.

5.3. Trabalho Futuro

No trabalho realizado o método do &ngulo completo s6 aceita conjecturas produ-

zidas através do programa GeoGebra. A exemplo da implementacdo do método da
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area ¢ necessério estender o trabalho realizado para o caso mais geral de aceitagao
de conjecturas segundo a sintaxe geral do OGP.

Melhorar a implementacao do MAC tornando-a mais eficiente.

Testar a implementacao efectuada através da tentativa de demonstracao auto-
méatica de todos os problemas descritos em [6] e a integragao desses exemplos e do

MAC/OGP no sistema TGTP [24].
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Apéndice A

Estrutura do Open Geo Prover

A.1. Pacotes

Apresentamos de seguida os 23 pacotes utilizados na implementagdo do OGP,

agrupados por funcionalidade.

e com.ogprover.api, com.ogprover.api.converter
Interface para conversao de construgoes, afirmacoes e teoremas entre sistemas

de geometria dinamica e o OGP.

e com.ogprover.geogebra, com.ogprover.geogebra.command,
com.ogprover.geogebra.command. construction,

com.ogprover.geogebra.command.statement
Interface para conversao de construgoes, afirmagoes e teoremas entre o sistema
de geometria dinAmica GeoGebra e o OGP e respectiva implementagao.

e com.ogprover.main

Classe principal (main) do OGP.

e com.ogprover.polynomials
Classes para manipulagao de polindémios e expressoes algébricas.

® Com.ogprover.pp, Com.ogprover.pp.tp, com.ogprover.pp.tp.auxiliary,
com.ogprover.pp.tp.expressions, com.ogprover.pp.tp.expressions.parse,

com.ogprover.pp.tp.geoconstruction, com.ogprover.pp.tp.geoobject,

com.ogprover.pp.tp.ndgcondition, com.ogprover.pp.tp.thmstatement
Interface com o demonstrador: identificacao do método, dados para o demons-
trador (construcao, condigoes de nao-degenerescéncia, reconhecimento (par-
sing) de expressoes, afirmagao a demonstrar) e resultados do demonstrador.

e com.ogprover.test.junit, com.ogprover.test.manual

Classes para teste de construgoes, de modo manual e automatico.
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e com.ogprover.thmprover

Métodos de demonstracao implementados.

e com.ogprover.utilities, com.ogprover.utilities.io,

com.ogprover.utilities.logger

Classes de utilitarios diversos: tempo gasto e limite da demonstragao, relatério

(log) do provador, formatos de saida (IXTEX, XML).

A.2. Classes nos Pacotes

default package: ClassTemplate.java; InterfaceTemplate.java

com.ogprover.api: GeoGebraOGPInterface.java; OGPAPI.java

com.ogprover.api.converter: GeoGebraConstructionConverter.java;
GeoGebraStatementConverter. java; GeoGebraTheoremConverter.java; GGCons-
ConverterForAlgebraicProvers. java; GGConsConverterForAreaMethod. java;
GGConsConverterForFullAngleMethod. java; GGStatConverterForAlgebraicPro-
vers.java; GGStatConverterForAreaMethod. java; GGStatConverterForFullAn-
gleMethod. java; GGThmConverterForAlgebraicProvers.java; GGThmConverter-

ForAreaMethod. java; GGThmConverterForFullAngleMethod. java

com.ogprover.geogebra: GeoGebralbject.java; GeoGebraTheorem.java

com.ogprover.geogebra.command GeoGebraCommand.java; GeoGebraComman-

dFactory. java; ProveCmd. java

com.ogprover.geogebra.command.construction: AngleCmd.java; AngularB-
isectorCmd. java; CenterCmd.java; CircleArcCmd.java; CircleCmd.java; Ci-
rcleSectorCmd. java; CircumcircleArcCmd.java; CircumcircleSectorCmd.jav-
a; ConicCmd.java; DiameterCmd.java; DilateCmd.java; EllipseCmd.java; F-
reePointCmd. java; GeoGebraConstructionCommand. java; HyperbolaCmd.java;
IntersectCmd. java; LineBisectorCmd.java; LineCmd.java; MidpointCmd. jav-
a; MirrorCmd.java; OrthogonallLineCmd.java; ParabolaCmd.java; PointCmd. j-
ava; PointInCmd.java; PolarCmd.java; PolygonCmd.java; PolyLineCmd. java;
RayCmd. java; RotateCmd.java; SegmentCmd.java; SemicircleCmd.java; Tang-

entCmd. java; TranslateCmd.java; VectorCmd.java

38



A.2 Classes nos Pacotes

com.ogprover.geogebra.command.statement: BooleanCmd.java; Collinea-
rCmd. java; ConcurrentCmd.java; ConcyclicCmd.java; EqualCmd.java; GeoGe-

braStatementCommand. java; ParallelCmd. java; PerpendicularCmd. java

com.ogprover.main: 0GPConfigurationSettings.java;0GPConstants.java;

OGPParameters. java; OGPReport.java; OpenGeoProver.java

com.ogprover.polynomials: GeoTheorem. java; Polynomial.java; Power.ja-
va; RationalAlgebraicExpression.java; SymbolicPolynomial.java; Symboli-
cTerm. java; SymbolicVariable. java; Term.java; UFraction.java; UPolynom-
ial. java; UTerm.java; UXVariable.java; Variable.java; XPolynomial. java;

XPolySystem. java; XTerm. java

com.ogprover.pp: GeoGebraOGPInputProverProtocol. java; GeoGebraOGPOut-
putProverProtocol. java; OGPInputProverProtocol. java; 0GPOutputProverPr-

otocol.java; OGPProverProtocol.java

com.ogprover.pp.tp: 0GPTP. java; OGPTPConverter.java

com.ogprover.pp.tp.auxiliary: DoubleSignedArea0OfPolygon.java; FourPoin-
tsPositionChecker. java; GeneralizedAngleTangent.java; GeneralizedSegme-
nt.java; PointListManager.java; PointSetRelationshipManager. java; Poin-
tsPositionChecker. java; ProductOfTwoSegments.java; RatioOfTwoCollinear-
Segments. java; RatioProduct.java; ThreePointsPositionChecker.java; Two-

PointsPositionChecker. java; UnknownStatementException.java

com.ogprover.pp.tp.expressions: Additivelnverse.java; AMExpression.ja-
va; AMExpressionComparator.java; AreaOfTriangle.java; BasicNumber. java;
Difference. java; Fraction.java; Product.java; PythagorasDifference. jav-

a; RatioOfCollinearSegments.java; Sum.java

com.ogprover.pp.tp.expressions.parse: ExpressionParser.java; Expressi-
onParserConstants. java; ExpressionParserTokenManager. java; ParseExcept-
ion. java; SimpleCharStream. java; Token.java; TokenMgrError.java; Expre-

ssionParser. jj
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com.ogprover.pp.tp.geoconstruction: AMFootPoint.java; AMIntersectionP-
oint.java; AngleBisector.java; Angle0f60Deg.java; AngleRay.java; Angle-
RayOfThirdAngleTo60Deg. java; AngleTrisector.java; Center0fCircle.java;

CentralSymmetricPoint. java; Circle.java; CircleWithCenterAndPoint. java;
CircleWithCenterAndRadius. java; CircleWithDiameter.java; Circumscribed-
Circle.java; ConicSection.java; ConicSectionWithFivePoints. java; FootP-
oint.java; FreeParametricSet.java; FreePoint.java; GeneralConicSection-
.java; GeneralizedSegmentDivisionPoint. java; GeoConstruction.java; Har-
monicConjugatePoint. java; IgnoredConstruction.java; IntersectionPoint.-
java; InverseOfPoint.java; Line.java; LineThroughTwoPoints.java; ListO-
fConstructions. java; MidPoint.java; Parallelline.java; ParametricSet.j-
ava; PerpendicularBisector. java; PerpendicularLine. java; Point.java; P-
olar.java; Pole.java; PRatioPoint.java; RadicalAxis.java; RandomPointF-
romCircle. java; RandomPointFromGeneralConic.java; RandomPointFromLine. -
java; RandomPointFromParametricSet.java; RandomPointFromSetOfPoints. ja-
va; ReflectedPoint. java; RotatedPoint.java; SegmentDivisionPoint.java;

SelfConditionalPoint.java; SetOfPoints.java; ShortcutConstruction.java;
SpecialConstantAngle.java; TangentLine.java; TranslatedPoint.java; TRa-

tioPoint. java; TripleAngleRay. java

com.ogprover.pp.tp.geoobject: Angle.java; GeoObject.java; PointList.j-

ava; PolygonlLine.java; Segment.java

com.ogprover.pp.tp.ndgcondition: AlgebraicNDGCondition.java; Distinc-
tPoints. java; NonParallelLines. java; NonZeroExpression.java; Parallell-

ines.java; SimpleNDGCondition. java

com.ogprover.pp.tp.thmstatement: AlgebraicSumOfThreeAngles.java; Alg-
ebraicSumOfThreeSegments. java; AngleEqualToSpecialConstantAngle. java;

AreaMethodTheoremStatement. java; CollinearPoints.java; CompoundThmStat-
ement. java; ConcurrentCircles.java; Concurrentlines.java; ConcyclicPoi-
nts.java; CongruentTriangles.java; ConjunctionThmStatement. java; Dimen-
sionThmStatement. java; DisjunctionThmStatement.java; ElementaryThmStat-
ement.java; EqualAngles.java; EqualityOfExpressions.java; EqualityOfRa-

tioProducts. java; EqualityOfTwoRatios.java; EquilateralTriangle. java;
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A.2 Classes nos Pacotes

False.java; FourHarmonicConjugatePoints. java; FullAngleMethodTheoremSt-
atement. java; IdenticalPoints.java; LinearCombinationOfDoubleSignedPol-
ygonAreas. java; LinearCombinationOfOrientedSegments.java; LinearCombin-
ationOfSquaresOfSegments.java; NegationThmStatement. java; PointOnSetOf-
Points. java; PositionThmStatement.java; RatioOfOrientedSegments. java;

RatioOfTwoSegments. java; SegmentsOfEquallengths.java; SimilarTriangles-
.java; ThmStatement.java; TouchingCircles.java; True.java; TwolnverseP-

oints.java; TwoParallellLines.java; TwoPerpendicularLines. java

com.ogprover.test.junit: JUTestCPSuite.java; JUTestPoint.java; JUTestP-

olynomialsSuite. java; JUTestPower.java; JUTestUTerm.java

com.ogprover.test.manual: MTestCP.java; MTestPolynomials.java; MTestQ-

DParser. java; MTestTheoremProver.java; MTestUtilities. java

com.ogprover.thmprover: AlgebraicMethodProver.java; AreaMethodProver-
.java; FullAngleMethodProver. java; TheoremProver.java; WuMethodProver.-

java

com.ogprover.utilities: 0GPTimer.java; OGPTimerTask.java; 0GPUtilities.-

java; Stopwatch.java

com.ogprover.utilities.io: CustomFile.java; CustomFileReader.java; Cust-
omFileWriter. java; DocHandler.java; LaTeXFileWriter.java; 0GPDocHandle-
r.java; 0GPOutput.java; (QDParser.java; SpecialFileFormatting.java; XML-

FileWriter. java

com.ogprover.utilities.logger: GeoGebraLogger.java; ILogger.java
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Apéndice B

Implementacao da Gramatica
GEMAC

B.1. Cédigo JavaCC

// JavaCC settings

options {
JDK_VERSION = "1.5";
STATIC = true;
DEBUG LOOKAHEAD = true;

// Mandatory parser class definition

PARSER_BEGIN(FAMExpParser)

import java.io.x*;
public class FAMExpParser {

public static void main(String args|[]) {
StringReader sr = new StringReader (args|[0]);
FAMExpParser fame = new FAMExpParser(sr);
try {
fame.start ();
} catch (ParseException pe) {
pe.printStackTrace ();
Y // try ... catch
} // public static void main

} // public class FAMExpParser
PARSER_END(FAMExpParser)

// Tokens
SKIP : {
non
‘ H\n"
H\r"
‘ H\t"
}
TOKEN : {
< FULLANGLE : "FullAngle" >
| < FULLANGLEO : "FullAngle[0]" >
| < FULLANGLEl : "FullAngle[1]" >
< MINUS : "—-" >
| < PLUS : "4" >
| < LEFTBRACKET : "[" >
| < RIGHTBRACKET : "]" >
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| < COMMA : " )" >

| < NUMBER : ( < DIGIT > )+ >
| < LABEL : < LETTER > ( < LETTER > | < DIGIT > )x >

| < #DIGIT : [ "0"—"9" | >

| < #LETTER : [ "A"—"Z", "a"—"z" ] >

// Rewriting rules

Vi

* Implementation of the following productions:

* 0. S —> FAE

* 1. S —> — FAE

* 2. FAE —> FA

* 8. FAE —> FAE + FAE

* 4. FAE —> FAE — FAE

* 5. FA —> FA0

* 6. FA —> FA1

* 7. FA —>FA [ LB , LB , LB , LB |
« 8 FA ->NRFA [ LB , LB , LB , LB |
* 9. FA —> NR FA0

* 10. FA —> NR FA1

*/

void start () : {}
{
fullAngleExpression () { System.out.println("Production 0"); }
| < MINUS > fullAngleExpression () { System.out.println("Production 1"); }
} // start

void fullAngleExpression () : {}
{
fullAngle ()
(
< PLUS > fullAngleExpression() { System.out.println("Production 3"); }
| < MINUS > fullAngleExpression() { System.out.println("Production 4"); }
)* { System.out.println("Production 2"); }
} // fullAngleEzpression

void fullAngle () : {}
{
< FULLANGLEO > { System.out.println("Production 5"); }
| < FULLANGLEl > { System.out.println ("Production 6"); }
| < FULLANGLE > < LEFTBRACKET > < LABEL > < COMMA >
< LABEL > < COMMA >
< LABEL > < COMMA >
< LABEL > < RIGHTBRACKET >
{ System.out.println ("Production 7"); }
| LOOKAHEAD(2)
< NUMBER > < FULLANGLE > < LEFTBRACKET > < LABEL > < COMMA >
< LABEL > < COMMA >
< LABEL > < COMMA >
< LABEL > < RIGHTBRACKET >
{ System.out.println ("Production 8"); }
| LOOKAHEAD(2)
< NUMBER > < FULLANGLEO > { System.out.println("Production 9"); }
| < NUMBER > < FULLANGLEl > { System.out.println("Production 10"); }
} // fullAngle
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Apéndice C

Diagramas UML

C.1. Diagramas UML

Todos os diagramas apresentados foram gerados através do ambiente integrado

de desenvolvimento Eclipse.

<<Java Interface>> <<Java Class>>
@oepap1 [T (© GeoGebraOGPInterface

Figura C.1: com.ogprover.api

<<Java Class>>
> 4 GeoGebraStatementConverter [~

]

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
@ GGStatConverterForAlgebraicProvers @ GGStatConverterForFullAngleMethod @ GGStatConverterForAreaMethod

<<Java Class>>
= @GeoGebﬂ TheoremConverter =

1

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
G GGThmConverterForAlgebraicProvers @ GGThmConverterForFullAngleMethod G GGThmConverterForAreaMethod

<<Java Class>>
@GeoGehﬂ ConstructionConverter

§

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
@ GGConsConverterForAreaMethod G GGConsConverterForAlgebraicProvers @ GGConsConverterForFullAngleMethod

7 M

Figura C.2: com.ogprover.api.converter

<<Java Interface>> <<Java Class>>
3 GeoGebraObject (® GeoGebraTheorem

Figura C.3: com.ogprover.geogebra
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<<Java Interface>>

O GeoGebraCommand

5

<<Java Class>>
(® GeoGebraCommandFactory

<<Java Class>>
®Provecmd |

Figura C.4: com.ogprover.geogebra.command

<<Java Class>>
@GeoGebra ConstructionCommand

<<Java Class>>

GcircleSeclorc md

<<Java Class>>
(@ LineBisectorCmd

<<Java Class>>
GAngula rBisectorCmd

<<Java Class>>
@ CenterCmd

<<Java Class>>
(@ circleArcCmd

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>

(®circumcircleAreCmd| |(® CircumcircleSectorCmd| |(®Vectorcmd| |(®SegmentCmd| |(® ConicCmd
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>

(® DiameterCmd (@ Dpilatecmd| |(&ElipseCmd| | circlecmd| | AngleCmd (@ TranslateCmd

<<Java Class>>

<<Java Class>>

<<Java Class>>

<<Java Class>>

<<Java Class>>

(& FreePointCmd (O HyperbolaCmd| |(Dintersectcmd| |(5 OrthogonalLineCmd| |(® SemicircleCmd
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>

®Mirrorcmd| |(@® PointinCmd (@ Polarcmd (® TangentCmd (®RayCmd (® PolygonCmd
<<Java Class>> <<Java Class=> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(@ PolyLinecmd| |(3 ParabolaCmd| |(®MidpointCmd| | (5 PointCmd (© RotateCmd (@ Linecmd

Figura C.5: com.ogprover.geogebra.command.construction

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(® BooleanCmd (® collinearcmd (® concurrentCmd
<<Java Class>> e
(& GeoGebraStatementCommand
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
@Equalt:md @Perpendk:ularl:md @t:oncyclic{::md

<<Java Class>>
(S Parallelcmd

Figura C.6: com.ogprover.geogebra.command.statement
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<<Java Class>>

<<Java Class>>
(® OGPParameters

<<Java Class>>
(® OGPConstants

<<Java Class>>
(® OpenGeoProver

<<Java Class>>

(® OGPConfigurationSettings

<<Java Class>>
(5 OGPReport

Figura C.7: com.ogprover.main

<<Java Interface>>

3 RationalAlgebraicExpression R T

A w

<<Java Class>>

<<Java Class>>

<<Java Class>>

<<Java Class>>

G4 Polynomial (® UFraction & Term ® Power (& Variable
<<Java Class>> <<Java Class>> | <<Java Class>> i |=<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(& UPolynomial (O XTerm (@ SsymbolicTerm B UTerm (9 symbolicVariable (® uxXVariable
) 3 i A iy
<<Java Class>> <<Java Class>> i <<Java Class>>
(® XPolynomial (® XPolySystem (® symbolicPolynomial

<<Java Class>>

(® GeoTheorem

Figura C.8: com.ogprover.polynomials

<<Java Interface>>
3 OGPProverProtocol [~

<<Java Class>>

(% 0GPOutputProverProtocol

3

<<Java Class>>
G GeoGebraOGPOutputProverProtocol

<<Java Class>>

(¥ OGPInputProverProtocol

A

<<Java Class>>

G GeoGebraOGPInputProverProtocol

Figura C.9: com.ogprover.pp

<<Java Class>>
© oGPTP

<<Java Interface>>
3 OGPTPConverter

Figura C.10: com.ogprover.pp.tp
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<<Java Interface>> <<Java Class>>
) GeneralizedSegment (3 ProductOfTwoSegments

A

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(@ ThreePoints PositionChecker (& PointsPositionChecker (® TwoPointsPositionChecker

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(9 RatioOfTwoCollinearSegments (@ FourPointsPositionChecker (® GeneralizedAngleTangent

3
<<lava Class>> <<Java Class>> <<java Class>>
(©RatioProduct © Unkr tExcepti (® DoubleSignedAreaOfPolygon
<<Java Class>> <<Java Class>>
(9 PointSetRelations hipManager (® PointListManager

Figura C.11: com.ogprover.pp.tp.auxiliary

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(9 RatioOfCollinearSegments ( AreaOfTriangle (9 PythagorasDifference

<<Java Class>>
(G4 AMExpression f;“'-'-'
T A A T v

<<Java Class>> --..]<<Java Class>>
@Addill‘velmferse @Fraction
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
G Sum G Product GAHExpress ionComparator G BasicNumber @ Difference
Figura C.12: com.ogprover.pp.tp.expressions
= <<Java Interface>>
D Exp jonParserConstants [~ ..
7 N H
<<Java Class>> ] <<Java Class>> <<Java Class>>
(® ExpressionParserTokenManager (® simpleCharStream (© ExpressionParser
<<Java Clagg>> <<Java Clagg>>
__________________ . GTokeanrError : GLookaheadSuccess
<<Java Class>> i <<Java Class>> <<Java Class>>
feemmme e
(@ ParseException (& Token ®JJcalls

Figura C.13: com.ogprover.pp.tp.expressions.parse
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iagramas UML

<<Java Interface>>

) SpecialConstantAngle

<<Java Class>>

(3 AngleOf60Deg

<<Java Class>>
(® RandomPointFromCircle

<<Java Class>>

@Angle RayOfThirdAngle To60Deg

<<Java Class>>

(® RandomPointFromLine

T

<<Java Class>>

<<Java Class>>

(&% RandomPointFrom SetOfPoints

(® RandomPointFromGe neralConic

<<Java Class>>

(& RandomPointFromParametric Set

Figura C.14: com.ogprover.pp.tp.geoconstruction 1

<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
<
®Pole > (& ShorteutConstruction (® ReflectedPoint
<<Java Class>>
(9 FootPoint
<<Java Clags>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(@ ListofConstructions ©®Polar (® centerOfCircle
¢
<<Java Clags>> <<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Clags>>
(® TangentLine = @ Line < (® LineThroughTwoPoints (® AMintersectionPoint

w

<<Java Class>>
G PerpendicularLine

<<Java Class>>
G PerpendicularBisector

<<Java Class>>

@ InverseOfPoint

<<Java Class>>
(3 IntersectionPoint

Figura C.15: com.ogprover.pp.tp.geoconstruction 2

<<Java Class>>
G4 Point

<<Java Interface=>
9 SetOfPoints

<<Java Interface>>
) conicSection

<<Java Class>>
(& GeoConstruction

<<Java Class>>
(9 TRatioPoint

<<Java Class>>
(& FreeParametricSet

<<Java Class>>
(& ParametricSet

<<Java Class>>

@i circle

<<Java Class>>
(9 ParallelLine

<<Java Class>>
(® MidPoint

<<Java Class>>
(® RadicalAxis

<<Java Class>>
(® AngleRay

<<Java Class>>
(® AngleTrisector

<<Java Class>>
(® AngleBisector

<<Java Class>>
(® GeneralConicSection

<<Java Class>>
G HarmonicConjugatePoint

<<Java Class>>
G lgnoredConstruction

<<Java Class>>

(3 CircleWithCenterAndPoint

<<Java Class>>
(5 PRatioPoint

<<Java Class>>
G FreePoint

<<Java Class>>
(® segmentDivisionPoint

<<Java Class>>
@Conic&ectionWﬂhFi‘ve Points

<<Java Class>>

(@ CircleWithCenterAndRadius

<<Java Class>>
(& seifConditionalPoint

<<Java Class>>
(® RotatedPoint

<<Java Class>>
@ GeneralizedSegmentDivisionPoint

<<Java Class>>
(@ circleWithDiameter

(@ TripleAngleRay

<<Java Class>>

<<Java Class>>
(® AMFootPoint

Figura C.16: com.ogprover.pp.tp.geoconstruction 3

<<Java Interface>> <<Java Interface>>
@PointList | 2 @ GeoObject
7 A =
<<Java Class>> <<Java Class>> <<Java Class>>
(® Angle (® PolygonLine (® segment

Figura C.17: com.ogprover.pp.tp.geoobject
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<<Java Class>>

(® AlgebraicNDGCondition

<<Java Class>>
(4 simpleNDGCondition

AN

<<Java Class=>
(& NonParallelLines

<<Java Class>>
(9 NonZeroExpression

<<Java Class>> <<Java Class>>
(© DistinctPoints (© ParallelLines

Figura C.18: com.ogprover.pp.tp.ndgcondition

<<Java Class>>

(&} NegationThm Statement |,

& conjunctionThm Statement

<<Java Class>>

Yy

<<Java Class>>

| & compoundThmStatement |2

<<Java Class>>
(&4 DisjunctionThmStatement

Figura C.19: com.ogprover.pp.tp.thmstatement 1

<<Java Class>>
(®False

<<Java Class>>

G EqualityOfExpressions

<<Java Class>> :
(& PositionThmStatement

<<Java Class>>

<<Java Class>>
(® AreaMethodTheoremStatement

(& DimensionThmStatement

<<Java Class>>

®

<<Java Class>>

(& ElementaryThmStatement

T A

& ThmStatement

77

£

<<Java Class>>

<<Java Class>>

® True (3 FullAngle MethodTheoremStatement

Figura C.20: com.ogprover.pp.tp.thmstatement 2
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<<Java Class>>
(9 RatioOfOrientedSegments

<<Java Class>>
(© segmentsOfEqualLengths

<<Java Class>>
(® PointOnSetOfPoints

<<Java Class>>
(® concurrentCircles

<<Java Class>>
(@ CollinearPoints

<<Java Class>>
(9 similarTriangles

<<Java Class>>
(® concyclicPoints

<<Java Class>>
(9 TwoParallelLines

<<Java Class>>
@ EqualAngles

<<Java Class>>
(® Equality OfRatioProducts

<<Java Class>>
(@ IdenticalPoints

(® Angle EqualToSpecialConstantAngle

<<Java Class>>

<<Java Class>>
(© RatioOfTwoSegments

<<Java Class

G LinearCombinationOfSquaresOfSegments

=2

@ AlgebraicSumOfThreeSegments

<<Java Class>>

<<Java Class>>
ionOfD

@ LinearCor

Areas

¥ o

<<Java Class>>
@Congrue ntTriangles

<<Java Class>>
(® AlgebraicSumOfThreeAngles

<<Java Class>>
G FourHarmonicC enjugatePoints

<<Java Class>>
GTwoFe rpendicularLines

<<Java Class>>
(@ EqualityOfTwoRatios

<<Java Class>>
G ConcurrentLines

<<Java Class>>
G TwolnversePoints

<<Java Class>>

G LinearCombinationOfOrientedSegments

<<Java Class>>
GTouc hingCircles

<<Java Class>>
G EquilateralTriangle

Figura C.21: com.ogprover.pp.tp.thmstatement 3

<<Java Class>>

(®JUTestUTerm

<«<Java Class>>

<<Java Class>>
(® JUTestPolynomials Suite

<<Java Class>>

@ JUTestPower

<<Java Class>>

(3 JUTestCPSuite

(5 JuTestPoint

Figura C.22: com.ogprover.test. junit

<<Java Class>>
(9 MTestQDParser

<<Java Class>>
(® MTestcP

<<Java Class>>
(® MTestTheoremProver

<<Java Class>>
(® MTestuUtilities

<<Java Class>>
(® MTestPolynomials

Figura C.23: com.ogprover.test.manual

<<Java Interface=>

E 0 TheoremProver - -------.i
<<Java Class>> <<Java Class>> << Jaya Class>> —<Java Clasen
(5 AreaMethodProver (3 FullAngleMethodProver (& AlgebraicMethodProver [~ (® WuMethodProver

Figura C.24: com.ogprover.thmprover

<<Java Class>>

<<Java Class>>

(9 OGPTimerTask

(5 OGPTimer

<«<Java Class>>
G Stopwatch

<<Java Class>>
(5 oGPUtilities

Figura C.25: com.ogprover.utilities
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Vi
<<Java Interface=> = <<Java Interface>=>
€ DocHandler ] 9 SpecialFileFormatting
7 = i ; 7 AR i
<<Java Cla n <<Java Class>> <<Java Class>> << java Class»
N (D ocPDocHandler| | (© LaTeXFileWriter i :
(®abParser (& CustomFile i i
<<Java Cla-ssn <<Java Class>> <<lava Class>> E;;E:;f::‘
(3 CustomFileReader (® CustomFileWriter [~ 77T s ® XMLFileWriter [ p

Figura C.26: com.ogprover.utilities.io

<<Java Class>> <<Java Interface>>
@GeoGebraLogger OILogger

Figura C.27: com.ogprover.utilities.logger
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