
Margarida Abreu de Carvalho

KAN-INJECTIVIDADE E KZ-REFLECTIVIDADE
EM CATEGORIAS ENRIQUECIDAS COM ORDEM

Tese de Doutoramento em Matemática, especialidade Matemática Pura, orientada pela Professora Doutora Maria de Lurdes da Costa 
e Sousa e pela Professora Doutora Maria Manuel Pinto Lopes Ribeiro Clementino e apresentada ao Departamento de Matemática da 
Faculdade de Ciências e Tecnologia da Universidade de Coimbra

Abril 2015



Resumo

No contexto das categorias enriquecidas com ordem estudamos Kan-injectividade à direita e

subcategorias KZ-reflectivas.

O trabalho é iniciado com a apresentação do conceito de Kan-injectividade à direita. Es-

tudamos classes de morfismos determinadas por Kan-injectividade à direita a partir de uma

subcategoria de uma dada categoria X enriquecida na categoria CPO, dos conjuntos par-

cialmente ordenados e das funções monótonas. Entre outras propriedades, verificamos que

estas classes são fechadas para a composição e contêm todos os adjuntos direitos reflectivos

de X . Mostramos ainda que satisfazem uma certa estabilidade para somas amalgamadas e

somas amalgamadas múltiplas que sejam conjuntamente epimórficas relativamente à ordem.

Caracterizamos várias classes de imersões da categoria CPO, em termos de Kan-injectividade

à direita relativamente a certos conjuntos parcialmente ordenados finitos.

Mostramos que os objectos e morfismos de uma categoria X que são Kan-injectivos à

direita relativamente a uma classe de morfismos definem uma subcategoria que, entre ou-

tras propriedades, é fechada para limites conjuntamente monomórficos relativamente à ordem.

Verificamos que a Kan-injectividade determina uma conexão contravariante de Galois entre o

conglomerado das subcategorias de uma determinada categoria X e o conglomerado das classes

de morfismos de X , o que nos leva à definição de invólucro Kan-injectivo de uma subcategoria.

Numa segunda etapa introduzimos o conceito de subcategoria KZ-reflectiva de uma cate-

goria X enriquecida em CPO e encontramos condições necessárias e suficientes, em termos

de Kan-injectividade, para que uma subcategoria de X seja KZ-reflectiva. Estudamos um

tipo de morfismos com especial relevância no contexto das subcategorias KZ-reflectivas, as

F-imersões, onde F é o functor reflector. Usando esta noção mostramos que uma subcatego-

ria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos coincide com o seu invólucro

Kan-injectivo. Isto garante que em categorias enriquecidas em CPO, onde os limites são

conjuntamente monomórficos relativamente à ordem, as subcategorias KZ-reflectivas fechadas

para adjuntos direitos co-reflectivos são fechadas para limites. Dada uma subcategoria A de

B, ambas subcategorias de X , relacionamos o invólucro Kan-injectivo de A em B com o de

A em X . Verificamos ainda que toda a subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos



direitos co-reflectivos coincide com a categoria das álgebras de Eilenberg-Moore determinada

por alguma mónada de Kock-Zöberlein em X .
Por fim, analisamos os conceitos e resultados apresentados anteriormente em duas catego-

rias específicas: a categoria Top0 dos espaços topológicos que satisfazem o axioma T0 e das

funções contínuas; e a categoria RetLoc dos reticulados locais e das funções que preservam

ínfimos finitos e supremos arbitrários. Em Top0 definimos filtros de abertos n-primos, para

cada cardinal n, e verificamos que estes filtros definem em Top0 mónadas Fn do tipo KZ,

para as quais as Fn-imersões são precisamente as imersões que aqui designamos por imersões

n-planas. Para cada cardinal n, obtemos uma caracterização das classes destas imersões em

termos de Kan-injectividade, a partir de subcategorias finitas, e apresentamos uma cadeia,

indexada pela classe de todos os cardinais, de subcategorias KZ-reflectivas de Top0, dadas

pelo invólucro Kan-injectivo de determinadas subcategorias finitas de Top0. A sua união é a

subcategoria Sob dos espaços sóbrios. Obtemos então uma subcategoria de Sob cujo invólucro

Kan-injectivo quer em Top0 quer em Sob é a categoria Sob.

Depois de apresentarmos as definições de Kan-projectividade à direita, KZ-co-reflectividade

e H-quociente, duais das noções de Kan-injectividade à direita, KZ-reflectividade e F-imersão,

estudamo-las na categoria RetLoc. Em particular, caracterizamos vários tipos de sobrejec-

ções de RetLoc - que designamos por quocientes n-planos - em termos de Kan-projectividade

à direita relativamente a certas subcategorias pequenas de RetLoc e obtemos uma cadeia

infinita de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria RetLoc cuja união é toda a categoria

RetLoc. A caracterização dos objectos e dos morfismos destas categorias em termos de uma

generalização da relação binária "�", usualmente utilizada em reticulados contínuos, é aqui

apresentada. Encontramos ainda uma subcategoria da categoria RetEsp dos reticulados espa-

ciais cujos invólucros Kan-projectivos em RetEsp e em RetLoc não coincidem: no primeiro

caso obtemos RetEsp e no segundo obtemos RetLoc.

Alguns dos resultados desta tese foram já objecto de publicação em [12, 13].

PALAVRAS CHAVE: Conjuntos parcialmente ordenados, categorias, categorias enri-

quecidas com ordem, Kan-injectividade, reflectividade, mónadas de Kock-Zöberlein, álgebras

de Eilenberg-Moore, imersões, imersões planas, espaços topológicos T0, espaços sóbrios, reti-

culados locais, reticulados espaciais.



Abstract

In the context of order-enriched categories we study right Kan-injectivity and KZ-reflective

subcategories.

This work starts with the presentation of the concept of right Kan-injectivity. We study

classes of morphisms determined by right Kan-injectivity in a category X enriched in the

category CPO, of partially order sets and monotonous functions. Among other properties, we

show that these classes are closed under composition and contain all right reflective adjoints of

X . We also show that they are stable under all those pushouts and multiple pushouts which

are jointly epimorphic with respect to the order. We characterize several classes of embeddings

of CPO in terms of right Kan-injectivity for certain finite partially ordered sets.

We show that the objects and morphisms of a category X that are right Kan-injective with

respect to a class of morphisms define a subcategory which, among other properties, is closed to

limits that are jointly monomorphic with respect to the order. We verify that Kan-injectivity

sets a contravariant Galois connection between the conglomerate of the subcategories of a

given category X and the conglomerate of classes of morphisms of X , which leads us to the

definition of Kan-injective hull of a subcategory.

In a second step we introduce the concept of KZ-reflective subcategory of an order-enriched

category X and we find necessary and sufficient conditions, in terms of right Kan-injectivity,

for a subcategory of X to be KZ-reflective. We study a type of morphisms with particular

relevance in the context of KZ-reflective subcategories, the F-embeddings, where F is the

reflector functor. Using this notion we show that a KZ-reflective subcategory closed for right

co-reflective adjoints coincides with its Kan-injective hull. This ensures that in order-enriched

categories the KZ-reflective subcategories closed to right co-reflective adjoints are closed for

jointly order-monic limits. Given a subcategory A of B, both subcategories of X , we relate

the Kan-injective hull of A in B with the Kan-injective hull of A in X . We also verify that all

KZ-reflective subcategories closed for right co-reflective adjoints coincide with the category of

Eilenberg-Moore algebras determined by a Kock-Zöberlein monad in X .

Finally, we analyze the concepts and results presented above in two specific categories: the

category Top0 of topological spaces satisfying the axiom T0 and continuous functions, and the



category RetLoc of frames and functions that preserve finite meets and arbitrary joins. In

Top0 we define n-primes open filters, for each cardinal n, and we show that these filters define

monads Fn of KZ type in Top0, for which the Fn-embeddings are precisely the embeddings

that we designate as n-flat embeddings. For every cardinal n, we get a characterization of the

classes of these embeddings in terms of right Kan-injectivity of finite subcategories, and we

present a chain, indexed by the class of all cardinals, of KZ-reflective subcategories of Top0,

given by the Kan-injective hull of certain finite subcategories of Top0. Their union is the

subcategory Sob of sober spaces. Then we obtain a subcategory of Sob whose Kan-injective

hull in Top0 and in Sob is the same: the category Sob.

After introducing the definitions of right Kan-projectivity, KZ-co-reflectivity andH-quotient,

the dual notions of right Kan-injectivity, KZ-reflectivity and F-embedding, we study them in

the category RetLoc. In particular, we characterize several types of surjections of RetLoc -

that we call n-flat quotients - in terms of right Kan-projectivity for certain small subcategories

of RetLoc and we obtain an infinite chain of KZ-co-reflective subcategories of RetLoc whose

union is the entire category RetLoc. The characterization of these categories in terms of a ge-

neralization of the binary relation "�", usually used in continuous lattices, is presented here.

We also found a subcategory of the category RetEsp of spatial lattices whose Kan-projective

hulls in RetEsp and in RetLoc are different: in the former case we obtain RetEsp and in

the latter one we obtain RetLoc.

Some of the results of this thesis have already been published in [12, 13].

KEYWORDS: Partially ordered sets, categories, order-enriched categories, Kan-injectivity,

reflectivity, Kock-Zöberlein monads, Eilenberg-Moore algebras, embeddings, flat embeddings,

topological spaces, sober spaces, frames, spatial frames.



Introdução

Uma categoria enriquecida com ordem, ou, mais precisamente, enriquecida na categoria CPO

dos conjuntos parcialmente ordenados e das funções monótonas, é uma categoria cujos conjun-

tos de morfismos entre dois objectos são parcialmente ordenados, sendo a ordem preservada

pela composição à esquerda e à direita. Entre muitos exemplos, citamos a categoria dos es-

paços topológicos T0 e das funções contínuas, a categoria CPO e várias subcategorias suas,

em particular a categoria RetLoc dos reticulados locais e das funções que preservam ínfimos

finitos e supremos arbitrários.

No contexto das categorias enriquecidas em CPO existem diversos estudos sobre injec-

tividade, em particular na categoria Top0 e, dualmente, de projectividade, por exemplo na

categoria RetLoc. Algum desse trabalho pode ser visto em [6, 7, 18, 19, 20, 21, 25, 27].

Nesta dissertação estudamos um tipo especial de injectividade - a Kan-injectividade à

direita - também estudada em alguns dos artigos acima citados, mas com uma distinção

fundamental: aqui a Kan-injectividade à direita é definida não só para objectos mas também

para morfismos. Quando consideramos X enriquecida com a ordem trivial dada pela igualdade,

a Kan-injectividade à direita para objectos é exactamente a ortogonalidade em X .

A par com a Kan-injectividade à direita estudamos subcategorias KZ-reflectivas. Este

conceito está intimamente ligado ao de mónada de Köck-Zoberlein, abreviadamente, mónada

KZ, estudado numa série de artigos por Escardó e Flagg ([18, 19, 20, 21]). Aí, os autores

observaram que vários casos de injectividade obedecem a um padrão geral: os objectos Kan-

injectivos à direita relativamente a T-imersões, com T uma mónada KZ, são precisamente

os suportes das álgebras de Eilenberg-Moore da mónada. Usando os resultados de Escardó

em [19] conclui-se imediatamente que a categoria das álgebras de Eilenberg-Moore de uma

mónada KZ sobre uma categoria X enriquecida em CPO é uma subcategoria reflectiva de X ,
cujo reflector R é um functor localmente monótono (i.e., preserva a ordem dos morfismos) e

satisfaz a condição ηFX ≤ FηX , para cada objecto X de X , onde η é a unidade da adjunção.

Às subcategorias nestas condições chamamos subcategorias KZ-reflectivas. Notemos que, em

geral, as subcategorias KZ-reflectivas não são plenas mas, se considerarmos X enriquecida

com a ordem trivial dada pela igualdade, a KZ-reflectividade de uma subcategoria significa que
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esta, além de reflectiva, é plena: obtemos assim uma generalização do conceito de subcategoria

reflectiva plena.

Existem vários artigos que estudam as propriedades da ortogonalidade, em particular, a

sua relação com subcategorias plenas e reflectivas, como é o caso de [1, 2, 24, 36, 39, 41, 42,

43]. Neste trabalho, usando os conceitos de Kan-injectividade e KZ-reflectividade, obtemos

várias generalizações de resultados bem conhecidos sobre ortogonalidade e a sua relação com

subcategorias reflectivas e plenas, no contexto das categorias enriquecidas em CPO.

Acompanhamos este estudo de vários exemplos, nomeadamente na categoria CPO e em

algumas subcategorias suas, bem como em Top0 e RetLoc, sendo os capítulos 3 e 4 dedicados

a estas duas últimas categorias.

Apresentamos agora os assuntos que vão ser abordados ao longo deste trabalho.

No capítulo 0 são brevemente apresentadas as notações, definições e referências bibliográ-

ficas gerais usadas ao longo de todo o texto.

Os primeiros dois capítulos contêm resultados já publicados em [12].

Os capítulos 3 e 4 incluem resultados de [13].

No primeiro capítulo é introduzido o conceito de Kan-injectividade à direita relativamente

a um morfismo, quer para objectos quer para morfismos. Este assunto é tratado na primeira

secção onde são apresentados alguns exemplos na categoria CPO, assim como nas suas sub-

categorias SRet1 dos inf-semi-reticulados com elemento último e das funções que preservam

ínfimos finitos e RetLoc.

Na segunda secção estudamos classes de morfismos determinadas por Kan-injectividade

a partir de uma subcategoria de uma dada categoria X enriquecida em CPO. Entre outras

propriedades, verificamos que estas classes são fechadas para a composição e contêm todos

os adjuntos direitos reflectivos de X . Além disso, mostramos que estas classes de morfismos

verificam uma certa estabilidade para somas amalgamadas e somas amalgamadas múltiplas

que sejam conjuntamente epimórficas relativamente à ordem. Estudamos vários exemplos

na categoria CPO e em algumas das suas subcategorias, bem como na categoria Top0, e

caracterizamos várias classes de imersões da categoria CPO em termos de Kan-injectividade

relativamente a determinados conjuntos parcialmente ordenados finitos.

Na secção seguinte verificamos que os objectos e morfismos de uma categoria X que são

Kan-injectivos relativamente a uma classe H de morfismos, definem uma subcategoria que,

entre outras propriedades, é fechada para limites conjuntamente monomórficos relativamente

à ordem. No caso em que X está enriquecido com a ordem trivial dada pela igualdade, temos

exactamente a subcategoria plena de X cujos objectos são os objectos de X ortogonais a todos
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os morfismos de H.

Terminamos o capítulo 1 com a secção 4. Aqui verificamos que a Kan-injectividade deter-

mina uma conexão contravariante de Galois entre o conglomerado das subcategorias de uma

determinada categoria X e o conglomerado das classes de morfismos de X , o que nos leva à

definição de invólucro Kan-injectivo de uma subcategoria.

No capítulo 2 começamos, na secção 1, por introduzir o conceito de subcategoria KZ-

reflectiva de uma dada categoria X enriquecida em CPO. Em seguida encontramos condições

necessárias e suficientes, em termos de Kan-injectividade, para que uma subcategoria A de X
seja KZ-reflectiva. Apresentamos vários exemplos na categoria CPO, bem como em algumas

das suas subcategorias, que retomamos nas secções seguintes.

Na segunda secção estudamos um tipo de morfismos com especial relevância no contexto

das subcategorias KZ-reflectivas, as F -imersões, onde F é o functor reflector. Usando este

conceito mostramos que se A é uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direi-

tos co-reflectivos então A coincide com o seu invólucro Kan-injectivo. Este facto garante que

em categorias enriquecidas em CPO onde os limites são conjuntamente monomórficos relati-

vamente à ordem as subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos

são fechadas para limites.

Na terceira secção estudamos a relação entre a Kan-injectividade numa subcategoria B de

X e a Kan-injectividade em X . Nomeadamente, dada uma subcategoria A de B, relacionamos

o invólucro Kan-injectivo de A em B com o invólucro Kan-injectivo de A em X .

Na secção 4 verificamos que toda a subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos di-

reitos co-reflectivos coincide com a categoria das álgebras de Eilenberg-Moore determinada por

alguma mónada de Kock-Zöberlein em X , completando resultados estabelecidos por Escardó

sobre este assunto em [21].

Nos dois últimos capítulos analisamos os conceitos e resultados apresentados anteriormente

em duas categorias específicas: a categoria Top0 dos espaços topológicos que satisfazem o

axioma T0 e das funções contínuas, e a categoria RetLoc dos reticulados locais e funções que

preservam ínfimos finitos e supremos arbitrários.

O capítulo 3 é dedicado ao estudo da Kan-injectividade em Top0. Na secção 1 retomamos

o trabalho de Escardó em [20] e de Escardó e Flagg em [18] que nestes artigos estudaram,

entre outras, a mónada KZ dos filtros dos abertos, bem como a dos filtros de abertos primos

de um espaço topológico T0. Inspirados nesta ideia, definimos filtros de abertos n-primos, para

cada cardinal n, e verificamos que, à imagem do que é feito por Escardó e Flagg, estes filtros

também definem em Top0 mónadas KZ.

Na secção 2 mostramos que para as mónadas Fn do tipo KZ encontradas na secção anterior
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as Fn-imersões são precisamente as imersões que aqui designamos por imersões n-planas. Para

cada cardinal n, obteremos no Capítulo 4 uma caracterização das classes destas imersões

em termos de Kan-injectividade a partir de subcategorias finitas. Verificamos ainda que se

1 ≤ n < m comm um cardinal regular, então existem imersões n-planas que não sãom-planas.

Na terceira e última secção deste capítulo apresentamos uma cadeia, indexada pela classe de

todos os cardinais, de subcategorias KZ-reflectivas de Top0 dadas pelo invólucro Kan-injectivo

de determinadas subcategorias finitas de Top0, de tal modo que a união das subcategorias

da cadeia encontrada é a subcategoria plena Sob dos espaços sóbrios. Obtemos então uma

subcategoria A de Sob cujo invólucro Kan-injectivo quer em Top0 quer em Sob é a categoria

dos espaços sóbrios.

No capítulo 4 aplicamos à categoria RetLoc os conceitos duais de Kan-injectividade à

direita, de KZ-reflectividade e de F -imersão, definidos nos capítulos 1 e 2. Na secção 1, apre-

sentamos as definições de Kan-projectividade à direita, KZ-co-reflectividade e H-quocientes,

enunciando, de seguida, os duais dos resultados dos dois capítulos iniciais, necessários para o

que se segue.

Na secção 2 estudamos estas noções na categoria RetLoc. Em particular, caracterizamos

vários tipos de sobrejecções de RetLoc - que designamos por quocientes n-planos - em termos

de Kan-projectividade à direita relativamente a certas subcategorias pequenas de RetLoc.

Na terceira e última secção deste capítulo, fazendo uso de alguns resultados de Banas-

chewski ([6]), obtemos uma cadeia infinita de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria

RetLoc cuja união é toda a categoria RetLoc. A caracterização dos objectos destas catego-

rias em termos de uma generalização da relação binária "�", usualmente utilizada no contexto

dos reticulados contínuos, sai imediatamente do estudo feito em [6]. Aqui, completamos esse

resultado caracterizando também os morfismos. Finalmente encontramos uma subcategoria D
da subcategoria plena de RetLoc dos reticulados espaciais, RetEsp, cujos invólucros Kan-

projectivos em RetEsp e em RetLoc não coincidem: no primeiro caso obtemos RetEsp e

no segundo caso obtemos RetLoc.
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Capítulo 0

Ao longo deste trabalho, usamos as letras A, B, C, ... para representar categorias genéricas.

A classe dos objectos de uma categoria A é representada por Obj(A) e a classe dos morfismos

por Mor(A), sendo que, não resultando daí confusão, muitas vezes abreviamos A ∈ Obj(A)

para A ∈ A, tal como f ∈Mor(A) para f ∈ A.
Dados dois objectos A e B de A, o conjunto dos morfismos de A em B é denotado por

A(A,B). Para cada objecto A de uma categoria A, representamos por idA o respectivo

morfismo identidade. Em geral representamos classes de morfismos usando as letras H, G,...
Denotamos por Conj a categoria dos conjuntos e funções. CPO representa a categoria dos

conjuntos parcialmente ordenados e das funções monótonas. Dado um conjunto parcialmente

ordenado A, representamos, caso existam, o último elemento de A por 1A e o primeiro por 0A.

Trabalhamos no contexto das categorias enriquecidas em CPO, i.e., categorias X tais que

cada conjunto de morfismos X (A,B), com A,B ∈ Obj(X ), está munido de uma relação de

ordem parcial, tal que a composição de morfismos é monótona, ou seja:

f ≤ g implica f · h ≤ g · h e j · f ≤ j · g,

para quaisquer morfismos f, g, h, j de X para os quais sejam possíveis as composições enunci-

adas.

Observemos que toda a subcategoria A de X é automaticamente uma categoria enriquecida

em CPO já que, para quaisquer A,B ∈ Obj(A), a ordem em A(A,B) é a restrição da ordem

em X (A,B) a A(A,B). Por exemplo, a categoria CPO é enriquecida em CPO, considerando

a ordem definida ponto-a-ponto. Por outro lado, qualquer categoria pode ser considerada

enriquecida em CPO, tomando a ordem trivial dada pela igualdade.

Em geral, entre categorias enriquecidas em CPO usamos functores localmente monótonos.

Dadas as categorias X e Y, enriquecidas em CPO, um functor F : X → Y diz-se localmente

monótono se, para quaisquer morfismos f e g de X com mesmo domínio e codomínio,

Ff ≤ Fg, sempre que f ≤ g. (1)

Nos dois últimos capítulos iremos dar especial atenção a duas categorias enriquecidas em

CPO:

1
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• A categoria Top0 dos espaços topológicos que satisfazem o axioma T0, ou seja, espaços

topológicos tais que, para qualquer par de pontos distintos existe um aberto que contém

exactamente um dos pontos, e das funções contínuas.

• A categoria RetLoc dos reticulados locais, i.e., dos reticulados completos cujos ínfi-

mos finitos se distribuem relativamente a supremos de quaisquer famílias, e das funções

monótonas que preservam ínfimos finitos e supremos quaisquer.

Como referência geral para espaços topológicos, usamos [22]. No contexto dos reticulados

locais as referências usadas são [33] e [25].

As referências de base em Teoria de Categorias são os livros [3], [10] e [31].

Em apêndice é apresentada uma tabela com as categorias usadas ao longo deste trabalho.



Capítulo 1

Kan-injectividade

Na primeira secção deste capítulo introduzimos a noção de Kan-injectividade à direita relati-

vamente a um morfismo, para objectos e morfismos de uma categoria X enriquecida em CPO.

É de notar que a noção de Kan-injectividade à direita coincide com a noção de ortogonalidade

em categorias arbitrárias, quando consideradas enriquecidas em CPO com a ordem trivial

dada pela igualdade. Por outro lado, basta dualizar a relação de ordem em cada conjunto de

morfismos X (A,B) entre objectos A e B de X para obtermos o conceito de Kan-injectividade

à esquerda.

Nesta secção apresentamos ainda vários exemplos na categoria CPO e em algumas suas

subcategorias.

Na segunda secção estudamos as classes AKInj ⊆ Mor(X ), constituídas pelos morfismos

relativamente aos quais todos os objectos e morfismos de uma determinada subcategoria A são

Kan-injectivos à direita. Entre outras propriedades destas classes, verificamos que são fechadas

para a composição e contêm todos os adjuntos direitos reflectivos de X ; em particular, XKInj

é constituída por todos os morfismos que têm esta característica. Além disso, mostramos que

as classes de morfismos da forma AKInj verificam uma certa estabilidade para somas amalga-

madas e somas amalgamadas múltiplas que sejam conjuntamente epimórficas relativamente à

ordem. Estudamos vários exemplos na categoria CPO e em algumas suas subcategorias, bem

como na categoria Top0.

Na secção seguinte, verificamos que os objectos e morfismos de X Kan-injectivos à direita

relativamente a todos os morfismos de uma dada classe H de morfismos de X constituem

uma subcategoria não plena de X , e mostramos que as subcategorias obtidas desta forma

(que denotamos por KInj(H) e designamos por subcategorias Kan-injectivas) são fechadas

para limites conjuntamente monomórficos relativamente à ordem. No caso em que X está

enriquecido com a ordem trivial dada pela igualdade, KInj(H) é exactamente a subcategoria

3
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plena de X cujos objectos são os objectos de X ortogonais a todos os morfismos de H. Além

disso, apresentamos vários exemplos e prosseguimos o estudo de exemplos apresentados nas

secções anteriores.

Na quarta e última secção, constatamos, associada ao conceito de Kan-injectividade à

direita, a existência de uma conexão de Galois entre o conglomerado das classes de morfismos

e o conglomerado das subcategorias de uma dada categoria X . Além disso, verificamos que

dada uma subcategoria A de X , a subcategoria KInj(AKInj) é a menor subcategoria Kan-

injectiva à direita que contém A, o que nos leva a designá-la por invólucro Kan-injectivo de

A. No caso de categorias enriquecidas com a ordem trivial dada pela igualdade KInj(AKInj)
é o invólucro ortogonal de A.

Ao longo de todo o texto, X representará uma categoria enriquecida em CPO.

1.1 Kan-injectividade

Definições 1.1. Seja f : X → Y um morfismo de X .

1. Dizemos que um objecto A de X é Kan-injectivo à direita relativamente a f se para cada

morfismo g : X → A existe um morfismo g′ : Y → A que satisfaz as seguintes condições:

(a) g′ · f = g, i.e., o diagrama seguinte é comutativo:

X
f //

g

��

Y

g′

xx
A

(b) para cada morfismo t : Y → A se t · f ≤ g então t ≤ g′.

Representamos o morfismo g′ (quando existe) por g/f .

2. Dizemos que um morfismo h : A→ B de X é Kan-injectivo à direita relativamente a f

se A e B são ambos Kan-injectivos à direita relativamente a f e, para cada g : X → A,

se tem:

(h · g)/f = h · (g/f),

i.e., o triângulo inferior do seguinte diagrama é comutativo:

X
f //

g

��

Y

g/f
xx

(h·g)/f
��

A
h

// B
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Observação 1.2. É imediato que se A e B são Kan-injectivos à direita relativamente a

f então no diagrama anterior tem-se sempre a desigualdade h · (g/f) ≤ (h · g)/f , já que

h · (g/f) · f = h · g. A desigualdade recíproca caracteriza, então, os morfismos Kan-injectivos

à direita relativamente a f .

Observações 1.3. Recordemos que um objecto A é injectivo relativamente a um morfismo

f : X → Y se para cada g : X → A existe um morfismo g′ tal que g′ · f = g; e é ortogonal

a f se, além disso, g′ é único. É claro que estes conceitos se relacionam com a noção de

Kan-injectividade à direita; nomeadamente:

1. Um objecto A é Kan-injectivo à direita relativamente a um morfismo f : X → Y se e só

se é injectivo relativamente a f e todo o morfismo g : X → A possui uma Kan-extensão

direita ao longo de f .

Recordemos que, dados dois morfismos f : X → Y e g : X → A, um morfismo g : Y → A

diz-se uma Kan-extensão direita de g ao longo de f se g · f ≤ g e g é o supremo nestas

condições.

Seja g a Kan-extensão direita de g ao longo de f e seja A injectivo relativamente a f ,

com g′ : Y → A tal que g′ · f = g. Por definição de g, g′ ≤ g o que, atendendo ao facto

de X ser enriquecida em CPO, implica g′ · f ≤ g · f , i.e., g ≤ g · f . Como g · f ≤ g

concluímos que g · f = g. Uma vez que g satisfaz a condição 1(b) de 1.1 então g = g/f ,

portanto A é Kan-injectivo à direita relativamente a f . A recíproca é evidente.

Por conseguinte, podemos dizer que um morfismo h : A → B entre objectos Kan-

injectivos à direita relativamente a f é Kan-injectivo à direita relativamente a f se e só

se preserva Kan-extensões à direita relativamente a f .

2. Considerando uma categoria arbitrária X enriquecida emCPO com a ordem trivial dada

pela igualdade é imediato que um objecto A é Kan-injectivo à direita relativamente a

um morfismo f se e só se é ortogonal a f . E, qualquer morfismo k : A→ B, com A e B

ortogonais a f , é Kan-injectivo à direita relativamente a f .

Observação 1.4. Alguns autores, como J. Adámek, L. Sousa e J. Velebil em [4], usam em

categorias enriquecidas em CPO o conceito de Kan-injectividade à esquerda.

1. Um objecto A é Kan-injectivo à esquerda relativamente ao morfismo h : X → Y se para

cada g : X → A existe um morfismo de Y em A, que aqui denotamos por g\h, tal que
(g\h) · h = g e, para cada t : Y → A,

se g ≤ t · h então g\h ≤ t.
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Um morfismo f : A→ B é Kan-injectivo à esquerda relativamente a h se A e B o são e

f · (g\h) = (f · g)\h.

2. Dados h : X → Y e g : X → A então é claro que g\h ≤ g/h, caso existam estes

morfismos.

3. Consideremos a categoria X ′ obtida a partir da categoria X , dualizando a ordem em

cada um dos conjuntos parcialmente ordenados X (X,Y ), com X,Y ∈ X . Então, dados
os morfismos h : X → Y e g : X → A, existe g\h em X se e só se existe g/h em X ′,
sendo nesse caso iguais.

4. É claro que em categorias arbitrárias X enriquecidas em CPO com a ordem trivial dada

pela igualdade ambos os conceitos coincidem.

Na definição seguinte recordamos o conceito de adjunção entre morfismos no contexto de

categorias enriquecidas em CPO, a ser usado com frequência no decorrer deste trabalho.

Definição 1.5. Um morfismo e : X → Y é o adjunto esquerdo do morfismo d : Y → X (e d é

o adjunto direito de e) se

e · d ≤ idY e idX ≤ d · e.

Dizemos que este par de morfismos constitui uma adjunção e escrevemos

e a d.

A adjunção é reflectiva se e · d = idY , abreviadamente, e aR d. Neste caso dizemos que e é

um adjunto esquerdo reflectivo e que d é um adjunto direito reflectivo. Se a adjunção e a d
satisfizer idX = d · e, dizemos que é co-reflectiva, abreviadamente, e aC d. Neste caso e e d

dizem-se adjunto esquerdo co-reflectivo e adjunto direito co-reflectivo, respectivamente.

Note-se que existindo adjunto direito (respectivamente, esquerdo), ele é único a menos de

isomorfismo.

Uma vez que X é enriquecida em CPO então, para quaisquer objectos X e A de X ,
X (X,A) é um conjunto parcialmente ordenado e, para cada h : A→ B, a função

X (X,h) : X (X,A)→ X (X,B)

definida por

X (X,h)(g) = h · g,

é monótona. Do mesmo modo, para cada f : X → Y a função

X (f,A) : X (Y,A)→ X (X,A),
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definida por

X (f,A)(k) = k · f,

é também monótona. Assim, podemos considerar o functor

X (X,−) : X → CPO,

definido em objectos por X (X,−)(A) = X (X,A), A ∈ X , e, em morfismos por X (X,−)(f) =

X (X, f), para cada f : A→ B.

Na próxima proposição caracterizamos a relação de Kan-injectividade à direita usando

estes conceitos, generalizando o que acontece em categorias não enriquecidas arbitrárias nas

quais um objecto A é ortogonal a um morfismo f : X → Y se e só se a função X (f,A) é um

isomorfismo.

Proposição 1.6. Seja f : X → Y um morfismo de X .
Um objecto A é Kan-injectivo à direita relativamente a f se e só se a função X (f,A) possui

adjunto direito reflectivo (X (f,A))∗ em CPO. Além disso, nesse caso é satisfeita a igualdade

(X (f,A))∗(g) = g/f,

para cada g ∈ X (X,A).

Um morfismo a : A→ B é Kan-injectivo à direita relativamente a f se e só se X (f,A) e

X (f,B) possuem adjuntos direitos reflectivos em CPO e o seguinte diagrama é comutativo:

X (X,A)
(X (f,A))∗ //

X (X,a)

��

X (Y,A)

X (Y,a)

��
X (X,B)

(X (f,B))∗
// X (Y,B)

Demonstração. Suponhamos que A é Kan-injectivo à direita relativamente a f e consideremos

a função

(X (f,A))∗ : X (X,A)→ X (Y,A)

definida por

(X (f,A))∗(g) = g/f , para cada g ∈ X (X,A).

Sejam g1, g2 ∈ X (X,A), tais que g1 ≤ g2. Como (g1/f) · f = g1 ≤ g2, então, por definição de

g2/f , temos g1/f ≤ g2/f , portanto (X (f,A))∗ é, de facto, um morfismo de CPO.

De modo a concluir que X (f,A) aR (X (f,A))∗, vamos verificar que

X (f,A) · (X (f,A))∗ = idX (X,A) e idX (Y,A) ≤ (X (f,A))∗ · X (f,A).
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Temos

(X (f,A) · (X (f,A))∗)(g) = X (f,A)(g/f) = (g/f) · f = g

e, para cada k : Y → A,

((X (f,A))∗ · X (f,A))(k) = (X (f,A))∗(k · f) = (k · f)/f

o que, por definição de (k · f)/f , implica k ≤ (k · f)/f .

X
f //

g

��

Y
k

~~
(kf)/fppA

Reciprocamente, supondo que X (f,A) possui adjunto direito reflectivo (X (f,A))∗ então,

para cada g : X → A,

(X (f,A) · (X (f,A))∗)(g) = g,

ou seja,

((X (f,A))∗)(g) · f = g.

Além disso, para cada t : Y → A, se t · f ≤ g, então X (f,A)(t) ≤ g, logo

(X (f,A))∗ · (X (f,A)(t)) ≤ (X (f,A))∗(g)

o que, atendendo à existência da adjunção X (f,A) aR (X (f,A))∗, implica a desigualdade

t ≤ (X (f,A))∗(g).

Logo, g/f = (X (f,A))∗(g).

Relativamente à segunda parte do enunciado, seja a : A → B um morfismo Kan-injectivo

à direita relativamente a f . Então para cada g : X → A existem g/f e (ag)/f tais que

a · (g/f) = (ag)/f , ou seja,

a · ((X (f,A))∗(g)) = (X (f,B))∗(ag),

logo

(X (Y, a) · (X (f,A))∗)(g) = ((X (f,B))∗ · X (X, a))(g).

De modo análogo se conclui que a comutatividade do diagrama apresentado implica a Kan-

injectividade de a relativamente a f .

Exemplos 1.7. Dada uma categoria X , enriquecida em CPO:

1. Para cada morfismo g : X → A, g/idX = g.
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2. Se X possui elemento terminal T então T é Kan-injectivo à direita relativamente a cada

morfismo h : X → Y com tX/h = tY , onde, para cada objecto Z, tZ representa o único

morfismo do conjunto X (Z, T ).

3. Todo o objecto e todo o morfismo de X é Kan-injectivo à direita relativamente a morfis-

mos adjuntos direitos reflectivos, como decorre do ponto 2 da Proposição 1.20 a seguir.

Observações 1.8. Consideremos a categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto.

1. Uma função monótona, f : P → Q, com P,Q ∈ CPO, é uma imersão se e só se, dados

quaisquer x, y ∈ P ,
x ≤ y ⇔ f(x) ≤ f(y). (1.1)

Notemos que, de facto, as imersões são exactamente os monomorfismos extremais de

CPO.

2. Para cada conjunto parcialmente ordenado P , seja As(P ) o reticulado completo dos

subconjuntos ascendentes de P , com o ínfimo e o supremo definidos pela intersecção e

pela união.

Se f : P → Q é uma função monótona então:

(a) A função f−1 : As(Q) → As(P ) é monótona e preserva supremos, portanto possui

adjunto direito, nomeadamente,

(f−1)∗ : As(P )→ As(Q),

definido por:

(f−1)∗(U) = ∪{V ∈ As(Q) : f−1(V ) ⊆ U}, (1.2)

para cada U ∈ As(P ).

(b) f é uma imersão se e só se a adjunção f−1 a (f−1)∗ é reflectiva.

De facto, já sabemos que f−1 · (f−1)∗ ≤ idAs(P ), portanto basta mostrar que f : P → Q

é uma imersão se e só se, para cada ascendente U ∈ As(P ), U ⊆ f−1 · (f−1)∗(U), isto é,

para cada x ∈ U ,

x ∈ (f−1 · (f−1)∗)(U),

ou seja,

f(x) ∈ (f−1)∗(U).

Suponhamos que f é uma imersão e seja x ∈ U , com U ∈ As(P ). De modo a concluir

que f(x) ∈ (f−1)∗(U), consideremos o ascendente V0 =↑ f(x). É claro que f(x) ∈ V0.
Além disso,

f−1(V0) ⊆ U.
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Com efeito, se a ∈ f−1(V0), i.e., se f(a) ∈ V0, então f(x) ≤ f(a) o que, pela hipótese,

implica x ≤ a, ou seja, a ∈↑ x, portanto, a ∈ U . Atendendo a (1.2) concluímos que

f(x) ∈ (f−1)∗(U).

Reciprocamente, suponhamos que a adjunção f−1 a (f−1)∗ é reflectiva. Então f−1,

sendo um epimorfismo cindido, é sobrejectivo portanto, para cada a ∈ P , existe Va ∈
As(Q), tal que f−1(Va) =↑ a.

Consideremos x, y ∈ P tais que f(x) ≤ f(y). Claro que x ∈ f−1(Vx), ou seja, f(x) ∈ Vx
logo f(y) ∈ Vx, i.e., y ∈ f−1(Vx) portanto y ∈↑ x.

Exemplo 1.9. Consideremos o conjunto parcialmente ordenado

D = •1

•0

.

Vamos verificar que, dado um morfismo j : P → Q em CPO, D é Kan-injectivo à direita

relativamente a j se e só se j é uma imersão.

(a) De facto, dada uma aplicação monótona j : P → Q, suponhamos que j(x) ≤ j(y), com

x, y ∈ P , e consideremos a função monótona gx : P → D, definida por:

gx(p) =

{
1, se x ≤ p
0, se x � p,

para cada p ∈ P . Então existe em CPO o morfismo gx/j : Q→ D e temos:

j(x) ≤ j(y) ⇒ (gx/j)(j(x)) ≤ (gx/j)(j(y))

⇒ gx(x) ≤ gx(y)

⇒ 1 ≤ gx(y)

⇒ gx(y) = 1

⇒ x ≤ y.

Então j satisfaz a condição (1.1) da Observação 1.8, portanto é uma imersão em CPO.

(b) Reciprocamente, consideremos uma imersão j : P → Q e seja g : P → D uma função

monótona. Consideremos a função g : Q→ D definida por:

g(x) =
∧
{g(a) : a ∈ j−1(↑ x)}, x ∈ Q.

Vamos verificar que, de facto, g = g/j, concluindo-se assim que D é Kan-injectivo à direita

relativamente a j.
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g é monótona atendendo a que, dados a, b ∈ Q, temos:

a ≤ b ⇒ ↑ b ⊆↑ a

⇒ j−1(↑ b) ⊆ j−1(↑ a)

⇒
∧

y∈j−1(↑a)

g(y) ≤
∧

y∈j−1(↑b)

g(y)

⇒ (g/j)(a) ≤ (g/j)(b).

Além disso, para cada p ∈ P , j(p) ∈↑ j(p), ou seja, p ∈ j−1(↑ j(p)). Por outro lado, atendendo

a que j é uma imersão, temos a seguinte série de implicações:

y ∈ j−1(↑ j(p)) ⇒ j(y) ∈↑ j(p)

⇒ j(p) ≤ j(y)

⇒ p ≤ y

⇒ g(p) ≤ g(y).

Então obtemos:

(g · j)(p) = g(j(p))

=
∧
{g(y) : y ∈ j−1(↑ j(p))}

= g(p).

Suponhamos que t : Q → D é um morfismo de CPO tal que t · j ≤ g. De modo a concluir

que t ≤ g, seja x ∈ Q e consideremos g(x). Temos:

y ∈ j−1(↑ x) ⇒ j(y) ∈↑ x

⇒ x ≤ j(y)

⇒ t(x) ≤ t · j(y)

⇒ t(x) ≤ g(y).

Como g(x) é o ínfimo do conjunto de elementos da forma g(y), com y ∈ j−1(↑ x), concluímos

que t(x) ≤ g(x).

Observação 1.10. Uma adaptação fácil do exemplo anterior leva a outra caracterização das

imersões em CPO: elas são, também, precisamente os morfismos de CPO relativamente aos

quais D é Kan-injectivo à esquerda (no sentido definido na Observação 1.4). Além disso, se

j : P → Q é uma imersão então, para cada g : P → D em CPO, o morfismo g\j : Q → D é

definido, para cada x ∈ Q, por:

g\j(x) =
∨
{g(a) : a ∈ j−1(↓ x)}.
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Exemplo 1.11. Se R é um reticulado completo e j : P → Q é uma imersão, então R é

Kan-injectivo à direita relativamente a j e, para cada g : P → R em CPO, o morfismo g/j é

definido também pela fórmula:

(g/j)(x) =
∧
{g(a) : a ∈ j−1(↑ x)}. (1.3)

A verificação deste facto é análoga à feita no Exemplo 1.9.(b).

Observação 1.12. Consideremos a categoria CPO.

1. Existe uma correspondência biunívoca entre morfismos g : P → D e subconjuntos ascen-

dentes U de P : nomeadamente, a g corresponde o ascendente g−1({1}) e a U corresponde

o morfismo χU definido por, para cada p ∈ P :

χU (p) =

{
1, se p ∈ U
0, se p /∈ U .

Claro que g = χg−1({1}).

2. Se j : P → Q é uma imersão então a fórmula (1.3) para g/j é equivalente a:

g/j = χW , (1.4)

com W = (j−1)∗(g
−1({1})).

Com efeito, atendendo à adjunção j−1 aR (j−1)∗ mostra-se facilmente que, dado o

morfismo g = χU , com U = g−1({1}), então g′ = χW satisfaz as condições do ponto 1

da definição de Kan-injectividade à direita, enunciada em 1.1.

Exemplo 1.13. Dada uma imersão j : P → Q em CPO dizemos que ela é densa se, para

cada y ∈ Q,

(j−1)(↑ y) 6= ∅.

Equivalentemente, se

(j−1)∗(∅) = ∅. (1.5)

Consideremos em CPO as cadeias D, como no Exemplo 1.9, e D1:

D = •1

•0

e D1 = •1

•d

•0

.

Seja h : D → D1 a imersão definida por
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h(0) = 0 e h(1) = d.

Vamos mostrar que um morfismo j : P → Q de CPO é uma imersão densa se e só se o

morfismo h é Kan-injectivo à direita relativamente a j.

Seja j : P → Q uma imersão densa e f : P → D um morfismo de CPO. Como D e D1

são reticulados completos sabemos por (1.3) que, para cada y ∈ Q,

(f/j)(y) =
∧
{f(x) : j(x) ≥ y}

e

((h · f)/j)(y) =
∧
{(h · f)(x) : j(x) ≥ y}.

Mas, nitidamente, h preserva ínfimos não vazios e, por hipótese, j−1(↑ y) 6= ∅. Então h

preserva o ínfimo de {f(x) : j(x) ≥ y}, isto é,

(h · (f/j))(y) = h(
∧
{f(x) : j(x) ≥ y})

=
∧
{h · f(x) : j(x) ≥ y}

= ((h · f)/j)(y).

Reciprocamente, seja j : P → Q um morfismo relativamente ao qual h é Kan-injectivo à

direita. Então D é Kan-injectivo à direita relativamente a j, logo j é uma imersão. De modo

a verificar que j é densa, consideremos o morfismo χ∅ : P → D. Como h é Kan-injectivo à

direita relativamente a j, sabemos que

((h · χ∅)/j)(x) = h · ((χ∅/j)(x) ∈ {0, d},

portanto, ((h · χ∅)/j)(x) 6= 1, para cada x ∈ Q. Atendendo a (1.4), concluímos que

(j−1)∗(h
−1({1})) = ∅,

ou seja, (j−1)∗(∅) = ∅. Então j é densa.

Exemplo 1.14. Seja Top0 a categoria dos espaços topológicos (X,O(X)), que satisfazem o

axioma T0, e das funções contínuas entre eles. Consideremos Top0 enriquecida em CPO com

a ordem de especialização ponto-a-ponto: dados f, g : X → Y ,

f ≤ g se e só se, para cada x ∈ X, f(x) ∈ {g(x)}, (1.6)

onde {g(x)} representa o fecho de g(x).

Ou, de modo equivalente,

f ≤ g se e só se, para cada x ∈ X, e cada aberto V ∈ O(Y ), f(x) ∈ V ⇒ g(x) ∈ V. (1.7)
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Ou ainda,

f ≤ g se e só se f−1(U) ⊆ g−1(U), para cada aberto U ∈ O(Y ), (1.8)

Como habitualmente nesta categoria, chamamos imersão a toda a função contínua f : X → Y ,

injectiva e tal que

O(X) = {f−1(V ) : V ∈ O(Y )}.

Seja A0 o espaço de Sierpiński, i.e., A0 = ({0, 1},O(A0)), com o conjunto O(A0) dado pelos

subconjuntos ascendentes da cadeia 0 < 1. Uma aplicação contínua j : X → Y é uma imersão

se e só se A0 é Kan-injectivo à direita relativamente a j. Este exemplo e vários outros em

Top0 serão estudados em detalhe no Capítulo 3.

1.2 Morfismos determinados por Kan-injectividade

Notação 1.15. Dada uma subcategoria A de X , em geral não plena, representamos por

AKInj

a classe dos morfismos de X relativamente aos quais todos os objectos e todos os morfismos

de A são Kan-injectivos à direita.

Em seguida vamos estudar algumas propriedades da classe de morfismos AKInj , definida
a partir de uma subcategoria A de X . Começamos por observar alguns exemplos.

Exemplos 1.16. Tendo em conta os exemplos 1.9 e 1.13 da secção anterior, em CPO temos:

1. Para a subcategoria A cujo único objecto é D e cujo único morfismo é o morfismo

identidade de D:

AKInj = Im(CPO),

onde Im(CPO) representa a classe das imersões de CPO.

2. Para a subcategoria A cujos únicos objectos são D e D1 e cujo único morfismo não trivial

é h : D → D1:

AKInj = Imd(CPO),

onde Imd(CPO) representa a classe das imersões densas de CPO.
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Exemplo 1.17. Consideremos a subcategoria A de CPO constituída pelos objectos D (como

nos Exemplos 1.9 e 1.13) e

A = •1

•a •b

•0

e tendo por único morfismo não trivial k : A→ D, tal que

k(a) = k(b) = k(1) = 1 e k(0) = 0.

Vamos mostrar que a classe AKInj é constituída por todas as imersões j : P → Q de CPO

com a seguinte propriedade:

(*) Dados y ∈ Q e x1, x2 ∈ P tais que x1, x2 ∈ j−1(↑ y), existe x0 ∈ P , tal que:

x0 ≤ x1, x2 e j(x0) ≥ y.

Quer dizer, a propriedade (*) garante que numa situação do tipo

•j(x1) •j(x2)

•y

existe x0 ∈ P , com x0 ≤ x1, x2, de modo que j(x0) ≥ y:

•j(x1) •j(x2)

•j(x0)

•y

Seja j : P → Q um morfismo de CPO com a propriedade (*) e seja f : P → A. Como A

e D são reticulados completos, atendendo à fórmula (1.3) temos, para cada y ∈ Q,

(f/j)(y) =
∧
{f(x) : x ∈ j−1(↑ y)}.
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e

((k · f)/j)(y) =
∧
{(k · f)(x) : x ∈ j−1(↑ y)}.

A aplicação k preserva todos os ínfimos excepto os dos subconjuntos de A contendo a e b, sem

conter 0. Para comprovar que

k · (f/j)(y) = ((k · f)/j)(y),

basta assegurar que se o conjunto {f(x) : x ∈ j−1(↑ y)} contiver a e b também conterá 0. Com

efeito, se for esse o caso, sejam x1 e x2 tais que f(x1) = a, f(x2) = b e x1, x2 ∈ j−1(↑ y). Então

existe x0 nas condições de (*). E é claro que para este x0 se tem necessariamente f(x0) = 0.

Reciprocamente, seja j : P → Q tal que k é Kan-injectivo à direita relativamente a j. O

morfismo j é uma imersão, já que D é Kan-injectivo à direita relativamente j (ver Exemplo

1.9). Sejam y ∈ Q e x1, x2 ∈ P , nas condições de (*). Se x1 e x2 são comparáveis então

podemos escolher um deles para x0. Caso contrário, seja f : P → A definida por:

f(x) =


0, se x ≤ x1 e x ≤ x2;
a, se x ≤ x1 e x � x2;

b, se x � x1 e x ≤ x2;
1, nos outros casos .

É claro que f é uma aplicação monótona, tendo-se f(x1) = a e f(x2) = b. Como x1, x2 ∈
j−1(↑ y), a e b pertencem a {f(x) : x ∈ j−1(↑ y)}. Logo

(k · (f/j))(y) = k(
∧
{f(x) : x ∈ j−1(↑ y)})

= k(0)

= 0.

Por hipótese,

((k · f)/j)(y) =
∧
{k · f(x) : x ∈ j−1(↑ y)}

= (k · (f/j))(y)

= 0,

logo k · f(x0) = 0, para algum x0 ∈ j−1(↑ y). Além disso, k · f(x0) = 0 implica f(x0) = 0.

Portanto, x0 ≤ x1 e x0 ≤ x2.

Exemplos 1.18. No Capítulo 3 apresentamos várias classes de morfismos em Top0 da forma

AKInj , para convenientes subcategorias A.
Também para a categoria dual da categoria dos reticulados locais, apresentamos, no Ca-

pítulo 4, várias classes de morfismos deste tipo.
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Observação 1.19. Numa categoria arbitrária X enriquecida em CPO com a ordem trivial

dada pela igualdade, para cada subcategoria A de X , a classe AKInj é formada pelos morfismos

de X relativamente aos quais todos os objectos de A são ortogonais.

Em seguida apresentamos algumas propriedade da classe de morfismos AKInj , para uma

dada subcategoria A.

Proposição 1.20. Para cada subcategoria A de X , a classe AKInj ⊆ Mor(X ) satisfaz as

seguintes condições:

1. Para cada (f : X → Y ) ∈ AKInj, se r, s : X → A são morfismos de X , com A ∈ A, tais
que r ≤ s, então r/f ≤ s/f .

2. Todos os morfismos adjuntos direitos reflectivos de X são elementos de AKInj.

3. AKInj é fechada para a composição. Além disso, para quaisquer morfismos f : X → Y

e g : Y → Z em AKInj, se h : X → A é um morfismo de X com A ∈ A, então

h/(g · f) = (h/f)/g:

X
f //

h

��

Y

h/f

��

g // Z

(h/f)/g=h/(g·f)

}}
A

4. Para quaisquer morfismos f : X → Y e g : Y → Z, se g · f ∈ AKInj, então são válidas

as seguintes propriedades:

(a) Se g ∈ AKInj então também f ∈ AKInj.

(b) Se f é um epimorfismo então g ∈ AKInj (consequentemente, também f ∈ AKInj).

Demonstração. 1. Se f : X → Y é um elemento de AKInj , A ∈ A e r, s : X → A são tais

que r ≤ s, então, como r = (r/f) · f obtemos (r/f) · f ≤ s, o que, por definição de s/f ,

implica r/f ≤ s/f .

2. Sejam d : X → Y um adjunto direito reflectivo, com e : Y → X, tal que e aR d. Seja

A ∈ A e g : X → A um morfismo de X . Então g/d = g · e: como e · d = idX é claro que

(g · e) · d = g.

X
d //

g

��

Y
e

]]

(a·g)/d

��

g/d

��
A

a // B
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Por outro lado, pelo facto de idY ≤ d · e, a condição t · d ≤ g implica que t ≤ g · e. Se

a : A→ B é óbvio que a · (g/d) = a · g · e = (a · g)/d. Assim, d ∈ AKInj .

3. Suponhamos que f : X → Y e g : Y → Z estão em AKInj e seja h : X → A, com A ∈ A.
Então A é Kan-injectivo à direita relativamente a g · f , com h/(g · f) = (h/f)/g pois,

por um lado,

((h/f)/g) · g · f = (((h/f)/g) · g) · f = (h/f) · f = h;

pelo outro, se t : Z → A é tal que t · g · f ≤ h, então t · g ≤ h/f , donde se obtém

t ≤ (h/f)/g.

Além disso, se a : A→ B é um morfismo de A, então

(a · h)/(g · f) = ((a · h)/f)/g = (a · (h/f))/g = a · (h/f)/g = a · (h/(g · f)),

portanto a é Kan-injectivo à direita relativamente a g · f .

4. Sejam f e g morfismos nas condições do enunciado.

(a) Sejam A ∈ A e h : X → A. Como g · f ∈ AKInj então existe h/(g · f).

X
f //

h

��

Y

(h/(g·f))·g

��

g // Z

h/(g·f)
ppA

Vamos verificar que h/f = (h/(g · f))g. É claro que

((h/(g · f))g) · f = (h/(g · f)) · (g · f) = h.

Por outro lado, dado um morfismo t : Y → A existe t/g : Z → A e, atendendo à

seguinte cadeia de implicações:

t · f ≤ h ⇒ (t/g) · g · f ≤ h

⇒ t/g ≤ h/(g · f)

⇒ t ≤ (h/(g · f)) · g

concluímos que, de facto,

h/f = (h/(g · f)) · g,

portanto A é Kan-injectivo à direita relativamente a f .
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Consideremos um morfismo a : A → B de A. Já sabemos que, nas condições do

enunciado, A e B são também Kan-injectivos à direita relativamente a f , tendo-se

(a · h)/f = ((a · h)/(g · f))g. Além disso, como por hipótese a é Kan-injectivo à

direita relativamente a g · f , tem-se

a · (h/f) = a · (h/(g · f)) · g = ((a · h)/(g · f)) · g = (a · h)/f

donde concluímos que a é Kan-injectivo à direita relativamente a f .

(b) Seja h : Y → A, com A ∈ A. Como g · f ∈ AKInj , então existe o morfismo

(h · f)/(g · f) e satisfaz a igualdade

((h · f)/(g · f))g · f = h · f,

o que, pelo facto de f ser um epimorfismo, implica que ((h · f)/(g · f)) · g = h.

X
f //

hf

��

Y

h

��

g // Z

(hf)/(gf)

ssA

Além disso, se t é tal que t · g ≤ h então t · g · f ≤ h · f , logo t ≤ (h · f)/(g · f).

Assim,

h/g = (h · f)/(g · f).

Por outro lado, se a : A→ B é um morfismo de A, então, usando a fórmula anterior,

obtemos:

a · (h/g) = a · ((h · f)/(g · f)) = (a · h · f)/(g · f) = (ah)/g.

Portanto a é também Kan-injectivo à direita relativamente a g. Então g ∈ AKInj .

Observação 1.21. Claro que do ponto 2 da Proposição 1.20 se conclui imediatamente que

AKInj contém todos os isomorfismos de X .

Corolário 1.22. A classe XKInj, de todos os morfismos Kan-injectivos à direita relativamente

a todos os objectos e morfismos de X , é constituída pelos morfismos adjuntos direitos reflectivos

de X .

Demonstração. Como já foi visto no ponto 2 da Proposição 1.20, todos os objectos e morfismos

de X são Kan-injectivos à direita relativamente aos morfismos adjuntos direitos reflectivos.
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Reciprocamente, seja f : X → Y um morfismo de X relativamente ao qual todos os objectos e

morfismos de X são Kan-injectivos à direita. Vamos verificar que então f é um adjunto direito

reflectivo. Por hipótese existem os morfismos idX/f : Y → X e f/f : Y → Y tais que

(idX/f) · f = idX e idY ≤ f/f .

Mas f é Kan-injectivo à direita relativamente a f , portanto,

f/f = (f · idX)/f = f(idX/f)

donde obtemos

idY ≤ f · (idX/f).

Na próxima proposição obtemos uma propriedade da classe AKInj relativamente a somas

amalgamadas para a qual necessitamos de algumas definições.

Definição 1.23. Um morfismo f : X → Y diz-se um epimorfismo relativamente à ordem se,

para quaisquer morfismos g, h : Y → Z,

g · f ≤ h · f implica g ≤ h.

Dualmente, f : X → Y diz-se um monomorfismo relativamente à ordem se, para quaisquer

morfismos g, h : Z → X,

f · g ≤ f · h implica g ≤ h.

Dizemos que uma família de morfismos com o mesmo codomínio, (fi : Xi → X)i∈I , é conjun-

tamente epimórfica relativamente à ordem quando, dados g, h : X → Y ,

g ≤ h sempre que g · fi ≤ h · fi, para cada i ∈ I.

Dualmente, a família de morfismos (fi : X → Xi)i∈I é conjuntamente monomórfica relativa-

mente à ordem se, para quaisquer morfismos g, h : Y → X,

g ≤ h sempre que fi · g ≤ fi · h, i ∈ I.

Dizemos que um limite é conjuntamente monomórfico relativamente à ordem se o correspon-

dente cone-limite o é. Analogamente falamos de colimites conjuntamente epimórficos relativa-

mente à ordem.

Observações 1.24. 1. É imediato que todo o epimorfismo relativamente à ordem é um

epimorfismo e, analogamente, todo o monomorfismo relativamente à ordem é um mono-

morfismo.
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2. Mais geralmente, toda a família de morfismos, (fi : Xi → X)i∈I , conjuntamente epimór-

fica relativamente à ordem é conjuntamente epimórfica, i.e.,

g = h sempre que g · fi = h · fi, para cada i ∈ I.

Analogamente toda a família de morfismos, (fi : X → Xi)i∈I , conjuntamente monomór-

fica relativamente à ordem é conjuntamente monomórfica, i.e.,

g = h sempre que fi · g = fi · h, para cada i ∈ I.

Exemplo 1.25. Consideremos a categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto. Nesta categoria temos as propriedades seguintes:

1. Uma família de morfismos (fi : X → Xi)i∈I é conjuntamente monomórfica relativamente

à ordem se e só se para quaisquer x, x′ ∈ X,

x ≤ x′ sempre que fi(x) ≤ fi(x′), para cada i ∈ I.

Para verificar a condição necessária basta considerar as funções constantes

gx : {∗} → X e gx′ : {∗} → X

definidas por

gx(∗) = x e gx′(∗) = x′,

respectivamente. A recíproca é também imediata. Em particular, um morfismo f : X →
Y é um monomorfismo relativamente à ordem se e só se é uma imersão (ver 1.1).

2. Se (L, (li : L → Xi)i∈I) é um limite em CPO então a família (li)i∈I é conjuntamente

monomórfica relativamente à ordem.

Com efeito, sabemos que, dado um diagrama D : I → CPO, com Di = (Xi,≤i),
i ∈ I, o limite de D se obtém formando o cone-limite de D na categoria Conj, digamos

(L, (li : L→ Xi)i∈I), e equipando L com a ordem parcial definida por:

(xi)i∈I ≤ (x′i)i∈I se e só se, para cada i ∈ I, xi ≤ x′i,

para quaisquer (xi)i∈I e (x′i)i∈I em L.
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3. Se (fi : Xi → X)i∈I é uma família de morfismos conjuntamente sobrejectiva, i.e., se

X = ∪i∈Ifi[Xi]

então é também conjuntamente epimórfica relativamente à ordem. Com efeito, sendo

(fi)i∈I conjuntamente sobrejectiva, consideremos os morfismos g, h : X → Y tais que,

para cada i ∈ I,
g · fi ≤ h · fi.

Então, para cada i ∈ I e para cada xi ∈ Xi,

g(fi(xi)) ≤ h(fi(xi)).

Como, para cada x ∈ X, existe i ∈ I e existe xi ∈ Xi tais que

x = fi(xi),

então, para cada x ∈ X,

g(x) ≤ h(x),

ou seja, g ≤ h. Deste modo concluímos que as famílias de morfismos conjuntamente

epimórficas são exactamente as famílias conjuntamente sobrejectivas. Em particular, em

CPO, epimorfismos relativamente à ordem, epimorfismos e sobrejecções coincidem.

4. Uma vez que são conjuntamente sobrejectivos, em CPO os colimites são conjuntamente

epimórficos relativamente à ordem.

5. Qualquer subcategoria deCPO fechada para limites (tal como a categoria dos reticulados

locais, por exemplo) tem também limites conjuntamente monomórficos relativamente à

ordem.

Exemplo 1.26. 1. Em Top0 toda a imersão, i.e., toda a função contínua f : X → Y , onde

X tem a topologia inicial induzida por f , é um monomorfismo relativamente à ordem.

Para concluir a proposição enunciada suponhamos, sem perda de generalidade, que

f : X → Y é a inclusão em Y de um seu subespaço X. Sejam g, h : Z → X morfismos

de Top0, tais que

f · g ≤ f · h,

ou seja, para cada z ∈ Z e cada aberto V de Y , se

z ∈ (f · g)−1(V )

então também

z ∈ (f · h)−1(V ).
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Como cada aberto U de X é a imagem inversa por f de um aberto de Y , é claro que,

para cada z ∈ Z,

z ∈ g−1(U) implica z ∈ h−1(U), portanto g ≤ h.

2. Analogamente seja (fi : X → Xi)i∈I uma família de morfismos de Top0 onde X tem a

topologia inicial, ou seja, cujos abertos são uniões de conjuntos da forma

U =
⋂
i∈J

f−1i (Ui),

com J finito, tal que J ⊆ I e com Ui aberto de Xi. Então (fi : X → Xi)i∈I é conjunta-

mente monomórfica relativamente à ordem.

3. Em Top0 os limites são conjuntamente monomórficos relativamente à ordem. De facto,

dado um diagrama D : I → Top0, com Di = (Xi,O(Xi)), para cada i ∈ I, depois de

construído o cone-limite na categoria Conj, digamos (L, (li : L → Xi)i∈I), obtemos o

limite de D equipando L com a topologia gerada pela sub-base⋃
i∈I
{l−1i (U) : U ∈ O(Xi)}.

De modo a concluir que (li : L→ Xi)i∈I é conjuntamente monomórfica relativamente à

ordem, sejam g, h : M → L dois morfismos de Top0 tais que, para cada i ∈ I, li ·g ≤ li ·h.
Atendendo à definição de ordem de especialização, isto significa que, para cada m ∈ M
e cada aberto Ui de Xi,

li · g(m) ∈ Ui ⇒ li · h(m) ∈ Ui.

Ou seja,

g(m) ∈ l−1i (Ui)⇒ h(m) ∈ l−1i (Ui),

isto é, g ≤ h.

4. Em Top0 famílias conjuntamente sobrejectivas (em particular, colimites) são conjunta-

mente epimórficas relativamente à ordem.

Exemplos 1.27. 1. Consideremos a subcategoria SRet1 de CPO cujos objectos são os

conjuntos parcialmente ordenados A com ínfimos finitos (incluindo o ínfimo do conjunto

vazio, portanto com elemento 1A), e cujos morfismos são as funções f : A → B que

preservam ínfimos finitos e o último elemento. Nesta categoria os colimites são con-

juntamente epimórficos relativamente à ordem. De facto, sabemos que em SRet1 os

co-igualizadores são sobrejectivos, portanto epimórficos relativamente à ordem. Vamos
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verificar que também os coprodutos o são. É sabido que os morfismos do coproduto de

uma família de objectos Ai ∈ SRet1, com i ∈ I, são dados por:

Aj
γj //

∏
i∈IAi ,

onde ∏
i∈I
Ai = {(ai)i∈I : ai 6= 1 só para um número finito de i´s}

e γj(a) = (ai)i∈I , com aj = a e ai = 1, para i 6= j (ver, por exemplo, [33], IV-4.2). É

fácil verificar que a família (γi)i∈I é conjuntamente epimórfica relativamente à ordem.

2. Consideremos agora a subcategoria RetLoc de SRet1 constituída pelos reticulados lo-

cais, isto é, reticulados completos L cujos ínfimos finitos se distribuem relativamente a

supremos quaisquer, ou seja, tais que, dados a ∈ L e bi ∈ L, com i ∈ I,

a
∧

(
∨
i∈I

bi) =
∨
i∈I

(a ∧ bi),

e cujos morfismos são as funções que preservam ínfimos finitos e supremos quaisquer.

Vamos verificar que também em RetLoc os colimites são conjuntamente epimórficos

relativamente à ordem. Tal como no caso anterior, os co-igualizadores são sobrejectivos.

Relativamente aos coprodutos, recorde-se que estes são construídos a partir dos copro-

dutos em SRet1, usando o conhecido functor adjunto esquerdo da inclusão de RetLoc

em SRet1, dado pelos descendentes D(S) = {U ⊆ S : U =↓ U}, para cada S ∈ SRet1,

com as reflexões dadas por λS : S → D(S), com λS(x) =↓ x, para cada x ∈ S. Nome-

adamente, os morfismos do coproduto de uma família de objectos Ai ∈ RetLoc, com

i ∈ I, são dados por:

Aj
γj // S

λS // D(S)
ν // D(S)/R ,

com S =
∏
i∈IAi, onde os morfismos γj são os morfismos do coproduto em SRet1 e ν é

um certo morfismo sobrejectivo (ver, por exemplo, [33], IV-4.3). Por outro lado, como

iremos verificar no Exemplo 2.11 do Capítulo 2, a reflexão D é uma KZ-reflexão no

sentido da Definição 2.27; então, pelo Teorema 2.5, é válida, para quaisquer morfismos

f, g : D(S)→ L em RetLoc, a seguinte implicação g · λS ≤ g · λS ⇒ g ≤ f .

Pretendemos mostrar que dados dois morfismos de RetLoc, f, g : D(S) → L, g ≤ f

sempre que

g · (ν · λS · γi) ≤ f · (ν · λS · γi).

Como em SRet1 os coprodutos são conjuntamente epimórficos relativamente à ordem,

da desigualdade anterior obtemos

g · (ν · λS) ≤ f · (ν · λS).
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Como a reflexão é KZ, obtemos g · ν ≤ f · ν e, uma vez que ν é uma sobrejecção, é

epimórfica relativamente à ordem, portanto concluímos que g ≤ f .

Definição 1.28. Dizemos que uma classe de morfismos H é estável para somas amalgamadas

se sempre que o par (f ′, g′) é a soma amalgamada de (f, g) e f ∈ H então também f ′ ∈ H.

X
f //

g

��

Y

g′

��
Z

f ′ // P

Dizemos que é estável para somas amalgamadas múltiplas se, dada uma soma amalgamada

múltipla de uma família de morfismos (fi : X → Xi)i∈I ,

X
fi //

p
  

Xi

ti
��
P

o morfismo p : X → P pertence a H sempre que todos os morfismos fi estão em H.

Proposição 1.29. A classe de morfismos AKInj é estável para somas amalgamadas e somas

amalgamadas múltiplas que sejam conjuntamente epimórficas relativamente à ordem.

Demonstração. 1. Seja (P, f ′, g′) a soma amalgamada de (f, g), com f : X → Y e g :

X → Z. Suponhamos que f ∈ AKInj . Então, para cada h : Z → A, com A ∈ A,
existe (h · g)/f : Y → A tal que (h · g)/f)f = h · g, o que, porque (P, f ′, g′) é a soma

amalgamada de (f, g), implica a existência de um único morfismo t : P → A tal que

t · g′ = (h · g)/f e t · f ′ = h.

X
f //

g

��

Y

g′

��

(h·g)/f

ss

Z
f ′ //

h
��

P
t

~~
A

De modo a concluir que t = h/f ′ consideremos k : P → A tal que k · f ′ ≤ h. Temos as

seguintes implicações:

k · f ′ ≤ h ⇒ k · f ′ · g ≤ h · g

⇒ k · g′ · f ≤ h · g

⇒ k · g′ ≤ (h · g)/f

⇒ k · g′ ≤ t · g′,
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e também k · f ′ ≤ h implica k · f ′ ≤ t · f ′. Como (f ′, g′) é conjuntamente epimórfico

relativamente à ordem, então k ≤ t, concluindo-se assim que A é Kan-injectivo à direita

relativamente a f ′.

Por outro lado, se a : A → B é um morfismo de A, então a · ((h · g)/f) = (a · h · g)/f

e, de modo análogo ao que fizemos anteriormente, existe um único t′ : P → B tal que

t′ · g′ = (a · h · g)/f e t′ · f ′ = a · h.

X
f //

g

��

Y

g′

��
(a·h·g)/f





Z
f ′ //

h
��

P

h/f ′
xx

t′

��
A a

// B

Então

a · t · g′ = a · ((h · g)/f)

= (a · h · g)/f

= t′ · g′.

Pelo facto de t · f ′ = h, também a · t · f ′ = t′ · f ′; uma vez que (f ′, g′) é conjuntamente

epimórfico relativamente à ordem, concluímos daqui que a · t = t′, ou seja, a · (h/f ′) =

(a · h)/f ′.

2. Seja

(X
p // P ) = (X

fi // Xi
ti // P )

a soma amalgamada múltipla da família de morfismos ( X
fi // Xi )i∈I e suponhamos

que todos os fi’s estão em AKInj , para i ∈ I. De modo a concluir que p ∈ AKInj ,
consideremos um morfismo g : X → A, com A ∈ AKInj . Então, para cada i ∈ I, existe
g/fi : Xi → A tal que (g/fi) · fi = g. Logo, pela propriedade universal das somas

amalgamadas múltiplas, existe um único t : P → A tal que t · ti = g/fi.

X
fi //

p

&&
g

��

Xi

ti
��
g/fi





P

A
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Consequentemente, temos t · ti · fi = g, portanto t · p = g. Por outro lado, para cada

k : P → A, se k · p ≤ g então, para cada i ∈ I,

k · ti · fi ≤ t · ti · fi = (g/fi) · fi = g,

o que, por definição de g/fi, implica

k · ti ≤ g/fi = t · ti.

Como a família (ti)i∈I é conjuntamente epimórfica relativamente à ordem, conclui-se que

k ≤ t. Por conseguinte, t = g/p.

Além disso, se a : A→ B é um morfismo de A, então, atendendo à forma como obtivemos

g/p no parágrafo anterior, sabemos que (a · g)/p é o único morfismo que satisfaz a

igualdade

((a · g)/p) · ti = (a · g)/fi,

para cada i ∈ I. Assim, usando o facto dos morfismos fi pertencerem a AKInj , temos:

((a · g)/p) · ti = (a · g)/fi

= a · (g/fi)

= a · t · ti

= a · (g/p) · ti.

Por conseguinte,

a · (g/p) = (a · g)/p

1.3 Subcategorias Kan-injectivas

O lema seguinte legitima a Definição 1.31.

Lema 1.30. Os objectos e os morfismos de X que são Kan-injectivos à direita relativamente

a todos os morfismos de uma classe H ⊆Mor(X ) constituem uma subcategoria de X .

Demonstração. Seja A Kan-injectivo à direita relativamente a todos os elementos de H. Então
para cada f : X → Y e h : X → A, existe h/f e o morfismo identidade, idA : A→ A, satisfaz

idA · (h/f) = h/f = (idA · h)/f.

Por outro lado, dados dois morfismos a : A → B e b : B → C, Kan-injectivos à direita

relativamente a todos os elementos de H então, para cada f : X → Y de H e g : X → A,

tem-se

(b · a)(g/f) = b · (a · (g/f)) = b · ((a · g)/f) = (b · (a · g))/f = ((b · a) · g)/f,
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portanto b · a é Kan-injectivo à direita relativamente a f .

Definição 1.31. Designamos a subcategoria referida no Lema 1.30 por subcategoria Kan-

injectiva à direita relativamente a H e representamo-la por

KInj(H).

De forma genérica, referir-nos-emos a subcategorias deste tipo como sendo subcategorias Kan-

injectivas.

Observações 1.32. 1. Se H é constituído por epimorfismos então KInj(H) é uma sub-

categoria plena. De facto, se f : X → Y é um epimorfismo em H e a : A → B é um

morfismo de X , com A,B ∈ KInj(H), então, para cada g : X → A existem os morfismos

g/f e (a · g)/f e

((a · g)/f) · f = a · g = (a · (g/f)) · f,

o que, sendo f um epimorfismo, implica

(a · g)/f = a · (g/f).

Deste modo, concluímos que a é Kan-injectivo à direita relativamente a f e, consequen-

temente, a ∈ KInj(H).

2. Considerando uma categoria arbitrária X , enriquecida em CPO com a ordem trivial

dada pela igualdade então, para cada H ⊆ Mor(X ), KInj(H) é exactamente a sub-

categoria plena de X que tem como objectos os elementos de Obj(X ) ortogonais aos

morfismos de H.

3. Seja H a classe de todos os morfismos adjuntos direitos reflectivos de X . Decorre imedi-

atamente do ponto 2. da Proposição 1.20 que KInj(H) = X (pondo A = X ).

Exemplo 1.33. Consideremos a categoria CPO, enriquecida em CPO com a ordem ponto-

a-ponto, e a classe Im(CPO) das suas imersões. Vamos verificar que:

KInj(Im(CPO)) coincide com CPOC,

onde CPOC é a subcategoria de CPO constituída pelos reticulados completos (i.e., com

ínfimos e supremos quaisquer) e pelos morfismos de CPO que preservam ínfimos quaisquer.

1. Se A é um reticulado completo, pelo Exemplo 1.9, sabemos que A ∈ KInj(Im(CPO))

e que, dada uma imersão j : P → Q e um morfismo qualquer g : P → A, o morfismo

g/j é definido por:

(g/j)(x) =
∧
{g(a) : a ∈ j−1(↑ x)}.
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Além disso, dado um morfismo f : A → B entre conjuntos parcialmente ordenados

completos, se f preserva ínfimos quaisquer, então, para cada x ∈ Q:

(f · g)/j(x) =
∧
{fg(a) : a ∈ j−1(↑ x)} = f(

∧
{g(a) : a ∈ j−1(↑ x)}) = f · (g/j)(x).

Portanto, f é Kan-injectivo à direita relativamente a j e concluímos que

CPOC ⊆ KInj(Im(CPO)).

De modo a mostrar que todo o conjunto parcialmente ordenado Kan-injectivo à direita

relativamente a imersões é um reticulado completo, consideremos um conjunto parci-

almente ordenado P , Kan-injectivo à direita relativamente a imersões. Seja DM(P ) o

completamento de Dedekind-MacNeille de P :

DM(P ) = {A ⊆ P : A = (Au)l},

onde

Au =
⋂
a∈A(↑ a) e Al =

⋂
a∈A(↓ a).

Consideremos a imersão j : P → DM(P ), definida por

j(x) =↓ x.

É bem sabido que j é sup-densa e inf-densa. Como j é uma imersão, existe em CPO o

morfismo idP /j : DM(P )→ P e satisfaz a igualdade (idP /j) · j = idP .

P
j //

idP
��

DM(P )

idP /j
{{

P

Portanto, (idP /j) é uma retracção de P . Vamos verificar que, além disso, (idP /j) é

também uma imersão. Para verificar que

(idP /j)(A) ⊆ (idP /j)(B)⇒ A ⊆ B,

consideremos A,B ∈ DM(P ) tais que A * B. Como j é sup-denso temos:

A =
∨

↓x⊆A,x∈P
↓ x,

logo existe x ∈ P tal que ↓ x ⊆ A e ↓ x * B. Como j é também inf-densa

B =
∧

B⊆↓y,y∈P
↓ y
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e, então, existe y ∈ P tal que B ⊆↓ y e x � y. Portanto temos:

(idP /j)j(x) = idP (x) � idP (y) = (idP /j)j(y),

ou seja,

(idP /j)(↓ x) � (idP /j)(↓ y).

Uma vez que (idP /j)(↓ x) ≤ (idP /j)(A) e (idP /j)(B) ≤ (idP /j)(↓ y), terá de ser

(idP /j)(A) � (idP /j)(B).

Então (idP /j) é uma imersão. Como é também uma retracção concluímos que (idP /j)

é um isomorfismo. Como DM(P ) é um reticulado completo, então P é completo.

2. Consideremos um morfismo f ∈ KInj(Im(CPO)), com f : A → B. Então A e B são

Kan-injectivos à direita relativamente a j, portanto, pela primeira parte, sabemos que

são completos. Vamos verificar que f preserva ínfimos quaisquer.

Seja V ⊆ A. De modo a verificar que f(
∧
V ) =

∧
f [V ], consideremos a imersão de V

em A, dada pela inclusão, i : V ↪→ A, e o diagrama

V
i //

i
��

A
i/i

~~
(f ·i)/i
��

A
f
// B

Seja a = ∧V . De acordo com a fórmula (1.3), obtemos

(i/i)(a) =
∧
{i(x) : x ∈ V, x ∈ i−1(↑ a)} =

∧
{x : x ∈ V, a ≤ x}) = a.

Então, pela hipótese sobre f , f(a) = f · (i/i)(a) = (f · i)/i(a). E (f · i)/i define-se de

acordo com a fórmula (1.3). Em particular, uma vez que V ⊆↑ (a), temos:

f(a) = ((f · i)/i)(a)

=
∧
{(f · i)(x) : x ∈ i−1(↑ (a))}

=
∧
{f(x) : x ∈ V, x ∈ (↑ (a))}

=
∧
f [V ].

Portanto f(∧V ) =
∧
f [V ]. Podemos então concluir que KInj(AKInj) coincide com a

categoria CPOC, dos reticulados completos e das funções monótonas que preservam

ínfimos quaisquer.

Observação 1.34. 1. O exemplo anterior contém o resultado de B. Banaschewski e G.

Bruns que, em [5], mostraram que em CPO os objectos injectivos relativamente às

imersões são, de facto, os reticulados completos.
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2. Dualizando o feito no Exemplo 1.33 obtemos o seguinte resultado observado em [4]: A

subcategoria de CPO constituída por todos os objectos e morfismos Kan-injectivos à

esquerda relativamente a imersões é a categoria dos reticulados completos e das aplicações

que preservam supremos arbitrários.

Exemplo 1.35. Na categoria CPO enriquecida em CPO com a ordem ponto-a-ponto, con-

sideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0, 1}, ordenado pela ordem

natural, e seja H = {h}, com h : Z → D a imersão natural.

KInj(H) é a subcategoria que tem como objectos os conjuntos parcialmente ordenados A

nos quais qualquer subconjunto da forma ↑ a, com a ∈ A, tem supremo; e tem como morfismos

as funções monótonas f : A→ B tais que, para cada a ∈ A,

f(∨(↑ a)) = ∨(↑ f(a)). (1.9)

De facto, seja A ∈ KInj(H) e a ∈ A. Definindo g : Z → A por g(0) = a, obtemos o morfismo

g/h : D → A em CPO, com

(g/h)(0) = g(0) = a ≤ (g/h)(1),

i.e., (g/h)(1) ∈ (↑ a). Por outro lado, para cada c ∈ (↑ a), definindo t : D → A por t(0) = a

e t(1) = c, obtemos um morfismo de CPO tal que t · h ≤ g, o que, por hipótese, implica

que t ≤ (g/h), portanto c = t(1) ≤ (g/h)(1). Por definição de supremo, concluímos que

(g/h)(1) =
∨

(↑ a).

Reciprocamente, sejam A ∈ A, g : Z → A uma função monótona e a ∈ A, tal que g(0) = a.

Então a função g′ : D → A, definida por g′(0) = a e g′(1) =
∨

(↑ a), é monótona e satisfaz

g′ · h = g. Além disso, se t : D → A é uma função monótona tal que t · h ≤ g, então

t(0) ≤ a, logo
∨

(↑ (t(0))) =
∨

(↑ a) = g′(1). Mas t(0) ≤ t(1), ou seja, t(1) ∈ (↑ (t(0)). Então

t(1) ≤ g′(1). Portanto g/h = g′ e A ∈ KInj(H).

Para mostrar que os morfismos de KInj(H) são precisamente os que satisfazem a condição

(1.9), consideremos dois objectos A e B de KInj(H) e um morfismo f : A→ B.

Z
h //

g

��

D

g/h~~
(f ·g)/h
��

A
f
// B

Seja a ∈ A e seja g : Z → A definido por g(0) = a. Então a igualdade ∨(↑ f(a)) = f(∨(↑ a)) é

equivalente a ((f ·g)/h)(1) = (f ·(g/h))(1) e esta é claramente equivalente a (f ·g)/h = f ·(g/h).

Exemplo 1.36. Se considerarmos em CPO o morfismo h : Z → D do exemplo anterior temos

que a subcategoria dos objectos e morfismos Kan-injectivos à esquerda relativamente a h é

toda a categoria CPO. Para cada morfismo f com domínio Z, f\h é uma função constante.
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Enumeram-se de seguida outros exemplos de subcategorias Kan-injectivas de CPO, de-

finidas, tal como nos exemplos anteriores, a partir de um conjunto singular de morfismos,

H = {h}.

Exemplos 1.37. Consideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0, 1},
ordenado pela ordem natural. Sejam C o conjunto parcialmente ordenado com dois elementos

incomparáveis,

C = •x •y

e S o conjunto parcialmente ordenado obtido de C por adição de um ínfimo de x e y,

S = •x •y

•0

Para diferentes escolhas de H ⊆ Mor(CPO) obtemos as seguintes subcategorias Kan-

injectivas de CPO:

1. Seja H = {h}, com h : D → Z a aplicação constante. Então KInj(H) é a subcategoria

plena CPOd de CPO cujos objectos são as anti-cadeias, i.e., os conjuntos parcialmente

ordenados discretos.

2. Seja H = {h}, com h : C → Z a aplicação constante. Então KInj(H) é a subcategoria

plena CPOs de CPO cujos objectos são os conjuntos singulares.

3. Seja H = {h}, com h : C → S a imersão obtida por inclusão. Então KInj(H) é a

subcategoria SRet de CPO, dos inf-semi-reticulados, isto é dos conjuntos parcialmente

ordenados fechados para ínfimos finitos e não vazios e dos morfismos que os preservam.

De facto, supondo que A ∈ KInj(H), dados a, b ∈ A e definindo a função g : C → A

por

g(x) = a e g(y) = b,

sabemos que existe a função monótona g/h : S → A. Do facto de (g/h)·h = g concluímos

que (g/h)(x) = a e (g/h)(y) = b, portanto (g/h)(0) ≤ a e (g/h)(0) ≤ a. De modo a

concluir que, de facto,

(g/h)(0) = a ∧ b,

suponhamos que existe m ∈ A tal que m ≤ a e m ≤ b e consideremos a função t : S → A,

definida por t(x) = g(x) = a, t(y) = g(y) = b e t(0) = m. É claro que t é monótona e

que t · h = g, portanto, por definição de g/h, t ≤ g/h, logo t(0) ≤ (g/h)(0). Portanto

(g/h)(0) = a ∧ b = g(x) ∧ g(y) ∈ A.
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Por outro lado, se f : A → B é um morfismo de KInj(H) então (f · g)/h = f · (g/h)

logo, dados a, b ∈ A com a = g(x) e b = g(y), temos

((f · g)/h)(0) = (f · (g/h))(0),

ou seja,

f(a) ∧ f(b) = f(a ∧ b).

Portanto, f ∈ SRet.

Reciprocamente, se A ∈ SRet, basta, para cada morfismo g : C → A em CPO, definir

g/h : S → A por (g/h)(x) = g(x), (g/h)(y) = g(y) e (g/h)(0) = g(x)∧g(y). A conclusão

de que A ∈ KInj(H) e se f ∈ SRet então também f ∈ KInj(H) é imediata.

4. Seja H = {i}, com i : ∅ → U = {u}. Então KInj(H) é a subcategoria de CPO

constituída pelos conjuntos parcialmente ordenados P , com elemento 1P .

5. Dos dois exemplos anteriores concluímos que para a categoria SRet1, dos inf-semi-

reticulados com último elemento e das funções que preservam ínfimos finitos, temos

SRet1 = KInj(G),

com G = {h, i} com h : C → S a imersão obtida por inclusão e i : ∅ → U = {u}.

Observação 1.38. Seja H ⊆ CPO tal que KInj(H) 6= CPOd e KInj(H) 6= CPOs. Então

todos os morfismos de H são imersões. De facto, para o caso da Kan-injectividade à esquerda,

isto é o Lema 2.6 de [4]. A prova da propriedade para a Kan-injectividade à direita é análoga.

Enunciam-se em seguida duas propriedades importantes das subcategorias Kan-injectivas

à direita. Para tal, começamos por apresentar duas definições importantes para o que se segue.

Definições 1.39. Seja A uma subcategoria de X .

1. Dizemos que A é fechada para adjuntos direitos co-reflectivos se, sempre que r : A→ X

e r′ : B → Y são adjuntos direitos co-reflectivos (ver Definição 1.5), f : A → B é um

morfismo de A e g : X → Y é um morfismo tal que g · r = r′ · f , então g ∈ A.

A
f //

r
��

B

r′

��
X

g // Y

2. Dizemos que A é fechada para limites quando, dado um diagrama D : J → A, se

(X, (li : X → Di)i∈J) é o limite de ID : J → X , onde I : A → X é o functor inclusão,

então (X, (li : X → Di)i∈J) é também o limite deD em A. Ou seja, X ∈ A, os morfismos

li estão em A, com i ∈ J , e se (C, (ci : C → Di)i∈J) é um cone em A então o morfismo

único t tal que li · t = ci, para cada i ∈ J , pertence a A.
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Notemos que dizer que A é fechada para limites em X é equivalente a dizer que o functor

inclusão I : A → X cria limites.

Observação 1.40. Se A é uma subcategoria fechada para adjuntos direitos co-reflectivos

então cada adjunto direito co-reflectivo com domínio em A pertence a A: basta no quadrado

anterior pôr r = r′, f = idA e g = idX .

Teorema 1.41. Para cada classe de morfismos H de X , a subcategoria KInj(H) de X satisfaz

as seguintes propriedades:

1. É fechada para limites conjuntamente monomórficos relativamente à ordem.

2. É fechada para adjuntos direitos co-reflectivos.

Demonstração. 1. Seja D : J → KInj(H) um diagrama e (X, (li : X → Di)i∈J) o limite

de ID : J → X , onde I : KInj(H)→ X é o functor inclusão. Suponhamos que a família

(li)i∈J é conjuntamente monomórfica relativamente à ordem.

Comecemos por verificar que X ∈ KInj(H). Para tal, consideremos um morfismo

h : A → B em H e um morfismo g : A → X. Então, para cada i ∈ J , existe (li · g)/h

pois Di ∈ KInj(H).

A
h //

g

��

B

(li·g)/h

��

t

��

(lj ·g)/h

  
X

li
//

lj

44Di
Dm

// Dj

Além disso, para cada m : i→ j, como Dm ∈ KInj(H), tem-se:

Dm · ((li · g)/h) = (Dm · li · g)/h = (lj · g)/h.

Então, por definição de limite, existe um único t : B → X tal que

(li · g)/h = li · t, para cada i ∈ J .

Portanto ((li · g)/h) · h = li · t · h, ou seja,

li · g = li · t · h.

Como (li)i∈J é conjuntamente monomórfica relativamente à ordem, obtemos g = t · h.
Por outro lado, se k · h ≤ g então li · k · h ≤ li · g, donde se conclui que li · k ≤ (li · g)/h,

ou seja

li · k ≤ li · t,
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para cada i ∈ J . Mas isto, novamente porque (li)i∈J é conjuntamente monomórfica

relativamente à ordem, implica k ≤ t. Então t = g/h, portanto X ∈ KInj(H).

Além disso, da igualdade (li · g)/h = li · t concluímos que

(li · g)/h = li · (g/h),

para cada i ∈ J , logo também li ∈ KInj(H). Então (X, (li : X → Di)i∈J) é um cone do

diagrama D : J → KInj(H).

De modo a concluir que é um limite em KInj(H), suponhamos que (C, (ci : C → Di)i∈J)

é um cone em KInj(H). Então, uma vez que (X, (li : X → Di)i∈J) é um limite em X ,
existe um único morfismo b : C → X em X tal que li · b = ci, para cada i ∈ J . Vamos

verificar que b ∈ KInj(H).

A
h //

g

��

B

(b·g)/h

��

g/h

��

(di·g)/h

  
C

b
//

ci

55X
li

// Di

De facto, para cada i ∈ J , como ci ∈ KInj(H), então (ci · g)/h = ci · (g/h), ou seja

(li ·b ·g)/h = li ·b · (g/h). Como li ∈ KInj(H), obtemos li · ((b ·g)/h) = li ·b · (g/h), o que

implica (b ·g)/h = b · (g/h), uma vez que, por hipótese, a família (li)i∈J é conjuntamente

monomórfica relativamente à ordem.

2. Sejam r : A→ X e r′ : B → Y adjuntos direitos co-reflectivos, f : A→ B um morfismo

de KInj(H) e g : X → Y tal que g · r = r′ · f . De modo a concluir que g ∈ KInj(H),

comecemos por verificar queX ∈ KInj(H). Consideremos um morfismo qualquer h ∈ H,
com h : Z → W , e seja a : Z → X. Sejam l e l′ os adjuntos esquerdos co-reflectivos de

r e r′, respectivamente. Então temos o morfismo l · a : Z → A, com A ∈ KInj(H), logo

existe (l · a)/h : W → A.

Z
h //

l·a

  

a

$$

W
(l·a)/h

ww

r·((l·a)/h)kk

A
f
//

r
��

B

r′

��
X

g //

l

VV

Y

l′

VV

Vamos mostrar que

a/h = r · ((l · a)/h). (1.10)
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De facto,

r · ((l · a)/h) · h = r · (l · a) = (r · l) · a = a.

E, dado um morfismo t : W → X, temos a seguinte sucessão de implicações:

t · h ≤ a ⇒ l · t · h ≤ l · a

⇒ l · t ≤ (l · a)/h

⇒ r · l · t ≤ r · ((l · a)/h)

⇒ (r · l) · t ≤ r · ((l · a)/h)

⇒ t ≤ r · ((l · a)/h),

atendendo a que l aC r. Concluímos assim que t ≤ r · ((l · a)/h) sempre que t · h ≤ a.

Por conseguinte, X ∈ KInj(H). Analogamente, usando o facto de B ∈ KInj(H),

concluímos que também Y ∈ KInj(H).

Considerando agora o morfismo g : X → Y , já sabemos, por (1.10), que

(g · a)/h = r′ · ((l′ · g · a)/h)

e, usando (1.10) e o facto de f ∈ KInj(H),

g · (a/h) = g · r · ((l · a)/h) = r′ · f · ((l · a)/h) = r′ · ((f · l · a)/h).

De modo a que a igualdade (g · a)/h = g · (a/h) se verifique basta que r′ ∈ KInj(H),

pois, neste caso, ter-se-á

g · (a/h) = r′ · ((f · l · a)/h) = (r′ · f · l · a)/h = (g · r · l · a)/h = (g · a)/h,

uma vez que r aC l. Para provar que r′ ∈ KInj(H), seja b : Z → B um morfismo.

Porque B, Y ∈ KInj(H), existem os morfismos b/h e (r′ · b)/h.

Uma vez que r′ aC l′ e que r′ · (b/h) ≤ (r′ · b)/h (ver Observação (1.2)), obtemos:

l′ · r′ ≤ idB ⇒ l′ · r′ · b ≤ b

⇒ (l′ · r′ · b)/h ≤ b/h

⇒ r′ · ((l′ · r′ · b)/h) ≤ r′ · (b/h)

Como, por (1.10), (r′ · b)/h = r′ · ((l′ · r′ · b)/h), obtemos (r′ · b)/h ≤ r′ · (b/h). Então

r′ ∈ KInj(H) (e, analogamente, r), portanto também g ∈ KInj(H).

Observação 1.42. Os dois resultados do Teorema anterior foram provados em [12]. Poste-

riormente, em [4], foi dada uma generalização do Teorema 1.41.1: KInj(H) é fechada para

todos os limites com peso.
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Observações 1.43. 1. A subcategoria KInj(H) é fechada para retracções arbitrárias de

objectos: basta notar que na segunda parte da demonstração do teorema anterior se

mostrou que X ∈ KInj(H), usando apenas o facto de A ∈ KInj(H) e de r · l = idX .

2. Além disso, do final da demonstração conclui-se a seguinte propriedade: se A ∈ KInj(H)

e r : A→ X é um adjunto direito co-reflectivo então r é um morfismo de KInj(H).

1.4 O invólucro Kan-injectivo

Proposição 1.44. O par ((−)KInj ,KInj(−)) define uma conexão (contravariante) de Galois

entre o conglomerado de todas as classes de morfismos de X e o conglomerado das subcategorias

de X . Mais precisamente: se A e B são subcategorias de X e G e H são classes de morfismos

de X então:

1. A ⊆ B ⇒ BKInj ⊆ AKInj.

2. G ⊆ H⇒ KInj(H) ⊆ KInj(G).

3. A ⊆ KInj(H)⇔ H ⊆ AKInj.

Demonstração. As propriedades 1 e 2 são óbvias. A propriedade 3 também é imediata: basta

notar que a condição A ⊆ KInj(H) é equivalente a afirmar que, para cada h ∈ H, para cada

A ∈ A e para cada morfismo a ∈ A, A e a são Kan-injectivos à direita relativamente a h, ou

ainda, a dizer que, para cada h ∈ H, h ∈ AKInj .

Observação 1.45. Nas mesmas condições da proposição anterior são também válidas as

seguintes inclusões, que decorrem do facto de termos uma conexão de Galois:

1. A ⊆ KInj(AKInj)

2. AKInj = (KInj(AKInj))KInj

3. H ⊆ (KInj(H))KInj .

Corolário 1.46. KInj(AKInj) é a menor subcategoria Kan-injectiva à direita de X que con-

tém A.

Demonstração. É claro que A ⊆ KInj(AKInj). Seja B uma subcategoria Kan-injectiva à

direita de X , digamos B = KInj(H), para alguma classe H de morfismos de X , tal que
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A ⊆ B. Pela proposição anterior, temos:

A ⊆ B ⇒ A ⊆ KInj(H)

⇒ H ⊆ AKInj

⇒ KInj(AKInj) ⊆ KInj(H)

⇒ KInj(AKInj) ⊆ B

Definição 1.47. Dada uma subcategoria A de X , designamos a subcategoria KInj(AKInj)
por invólucro Kan-injectivo de A.

Exemplo 1.48. Seja X uma categoria enriquecida em CPO com objecto terminal T . Seja A
a subcategoria de X constituída por todos os objectos isomorfos a T e morfismos entre eles.

Do observado no Exemplo 1.7, decorre que

AKInj = Mor(X ).

Por outro lado,

KInj(Mor(X )) = A.

Para mostrar esta última igualdade, seja A ∈ KInj(Mor(X )) e seja tA : A → T o único

morfismo de A para T . Então (idA/tA) · tA = idA.

A
tA //

idA
��

T

idA/tA��
A

Como T é terminal, também se tem tA · (idA/tA) = idT , logo tA é um isomorfismo.

Portanto,

KInj(AKInj) = A,

logo A coincide com o seu invólucro Kan-injectivo.

Exemplo 1.49. Seja A a subcategoria de CPO cujo único objecto é D = {0, 1}, com 0 < 1,

e cujo único morfismo é idD. Atendendo aos Exemplos 1.9 e 1.33, o invólucro Kan-injectivo de

A é a subcategoria CPOC dos reticulados completos e dos morfismos que preservam ínfimos

quaisquer, isto é,

KInj(AKInj) = CPOC.

Observação 1.50. Tal como no exemplo anterior, em geralA não coincide com o seu invólucro

Kan-injectivo. No próximo capítulo vamos encontrar condições sob as quais tal acontece.
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Nomeadamente, veremos que um determinado tipo de reflectividade de uma subcategoria

A determina que ela seja Kan-injectiva. Vários exemplos de subcategorias Kan-injectivas

serão apresentadas ao longo desta dissertação, em particular na categoria Top0 dos espaços

topológicos T0 e das aplicações contínuas, e na categoria dos reticulados locais e das funções

que preservam ínfimos finitos e supremos quaisquer, RetLoc, dual da categoria dos locales.





Capítulo 2

Subcategorias KZ-reflectivas

Neste capítulo começamos por introduzir o conceito de subcategoria KZ-reflectiva de uma

dada categoria X enriquecida em CPO, claramente relacionado com o de reflectividade: se X
é uma categoria arbitrária enriquecida em CPO com a ordem trivial e A é uma subcategoria

de X fechada para isomorfismos então A é KZ-reflectiva se e só se é reflectiva e plena. Em

seguida vamos verificar que a KZ-reflectividade está fortemente ligada à Kan-injectividade à

direita, nomeadamente, encontrando condições necessárias e suficientes em termos de Kan-

injectividade para que uma subcategoria A de X seja KZ-reflectiva.

Na segunda secção definimos F-imersões e, usando este conceito, mostramos que se A é

uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos então A coincide

com o seu invólucro Kan-injectivo, KInj(AKInj). Este facto assegura que em categorias enri-

quecidas em CPO onde os limites são conjuntamente monomórficos relativamente à ordem, as

subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos são fechadas para

limites. Deste modo, ao considerar categorias arbitrárias X enriquecidas em CPO com a

ordem trivial dada pela igualdade obtemos uma generalização do seguinte resultado, sobeja-

mente conhecido: qualquer subcategoria reflectiva A de X , plena e fechada para isomorfismos,

coincide com o seu fecho ortogonal: A = (A⊥)⊥.

Na terceira secção, estudamos, dada uma subcategoria B de X , a relação entre a Kan-

injectividade em B e a Kan-injectividade em X . Em particular, dada uma subcategoria A de

B, relacionamos o invólucro Kan-injectivo de A em B com o invólucro Kan-injectivo de A em

X .

Na última secção relacionamos a KZ-reflectividade com a KZ-monadicidade: nomeada-

mente provamos que as subcategorias KZ-monádicas - isto é, subcategorias de X que são ca-

tegorias de álgebras de Eilenberg-Moore, para alguma mónada KZ em X - são, precisamente,

as subcategorias KZ-reflectivas e fechadas para adjuntos direitos co-reflectivos.

41
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2.1 Subcategorias KZ-reflectivas

Definição 2.1. Uma subcategoria A de X diz-se KZ-reflectiva em X se a inclusão de A em

X tem um adjunto esquerdo F tal que:

1. F é localmente monótono;

2. para cada X ∈ Obj(X ),

ηFX ≤ FηX , (2.1)

onde η representa a unidade da adjunção.

Observação 2.2. Como vamos ver a seguir, a KZ-reflectividade está ligada à Kan-injectividade.

Em particular, toda a subcategoria KZ-reflectiva A está contida em KInj(H), com H cons-

tituído por todas as reflexões ηX de um objecto X em A. Se, em vez de Kan-injectividade à

direita, pretendermos estudar a Kan-injectividade à esquerda, então o conceito adequado de

subcategoria KZ-reflectiva será com a condição (2.1) substituída por:

FηX ≤ ηFX .

Observação 2.3. Consideremos uma categoria arbitrária X , enriquecida em CPO com a

ordem trivial dada pela igualdade.

1. Seja A uma subcategoria de X , fechada para isomorfismos. A é KZ-reflectiva se e só se

é reflectiva e plena. É claro que se A é KZ-reflectiva, também é reflectiva. Além disso,

para cada A ∈ A, o morfismo universal ηA é um isomorfismo; de facto, sabemos que

εA · ηA = idA

(onde ε representa a co-unidade da adjunção), e, como η é uma transformação natural,

que

ηA · εA = FεA · ηFA.

Como A é KZ-reflectiva, ηFA = FηA, donde se obtém:

ηA · εA = F (εA · ηA) = FidA = idA.

Como A é fechada para isomorfismos então ηA ∈ A, para cada A ∈ A. Para concluirmos

que A é plena, basta notar que, dado um morfismo f : A → B, com A,B ∈ A, da
igualdade

ηB · f = Ff · ηA,

se obtém

f = εB · Ff · ηA,
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portanto f ∈ A, visto ser uma composição de morfismos de A.

Reciprocamente, se A é reflectiva e plena em X , é claro que para a ordem trivial (igual-

dade) o reflector F é localmente monótono. Além disso, para cada X ∈ Obj(X ), temos

a igualdade

ηFX · ηX = FηX · ηX ,

visto que η é uma transformação natural. Como ambos os morfismos, ηFX e FηX ,

pertencem a A e ηX é uma reflexão de X em A, concluímos que ηFX = FηX , portanto

A é KZ-reflectiva.

2. Seja A uma subcategoria de X fechada para isomorfismos, tal que A é reflectiva em X
via o reflector F : X → A. Seja η a unidade da adjunção. Se, para cada X ∈ X , ηX é um

epimorfismo, entãoA é KZ-reflectiva, já que, neste caso, da igualdade ηFX ·ηX = FηX ·ηX
se obtém ηFX = FηFX .

Observação 2.4. Se A é uma subcategoria de X com adjunto esquerdo F , e com η e ε a

unidade e a co-unidade da adjunção, respectivamente, então a condição (2.1) da Definição 2.1

é equivalente a exigir que, para cada A ∈ A,

εFA ≥ FεA. (2.2)

Com efeito, supondo que se verifica a condição (2.1), então, para cada A ∈ A,

FεA = FεA · idF 2A = FεA · εF 2A · ηF 2A.

F 2A
F 2ηA //
ηF2A

//

εFA

��

idF2A

!!

F 3A

εF2A

��
FA

FηA //

idFA

44F 2A
FεA // FA

Como, por hipótese, ηF 2A ≤ F 2ηA, obtemos:

FεA ≤ FεA · εF 2A · F 2ηA

≤ FεA · FηA · εFA

≤ F (εA · ηA) · εFA

≤ F (idA) · εFA

≤ εFA.
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Reciprocamente, se para cada A ∈ A, εFA ≥ FεA, então, para cada X ∈ X :

ηFX = idF 2X · ηFX

= FεFX · F 2ηX · ηFX

≤ εF 2X · F 2ηX · ηFX

≤ FηX · εFX · ηFX

≤ FηX · idFX

≤ FηX .

FX
ηFX //

idFX

��

F 2X
F 2ηX //

εFX

��

idF2X

""

F 3X

FεFX

��

εF2X

��
FX

FηX
// F 2X

O próximo resultado fornece uma caracterização das subcategorias KZ-reflectivas de X .

Teorema 2.5. Uma subcategoria A de X é KZ-reflectiva se e só se, para cada objecto X de

X existem um objecto X de A e um morfismo ηX : X → X tais que:

1. ηX ∈ AKInj e, para cada morfismo g : X → A, com A ∈ A, g/ηX pertence a A;

2. para cada A ∈ A, dados os morfismos f, g : X → A,

se g ∈ X e f ∈ A, então g · ηX ≤ f · ηX ⇒ g ≤ f. (2.3)

Neste caso, o reflector correspondente é dado em objectos por FX = X e em morfismos por

F (f : X → Y ) = (ηY f)/ηX . (2.4)

Demonstração. (A) Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X , com (F, I, η, ε) a correspon-

dente adjunção (I : A → X representa o functor inclusão). Para cada X ∈ X , seja X = FX,

e consideremos o morfismo ηX : X → X.

(A1) Comecemos por verificar que nestas condições é satisfeita a seguinte restrição da

condição (2.3): para cada A ∈ A e cada par de morfismos f, g : X → A,

se g, f ∈ A, então g · ηX ≤ f · ηX ⇒ g ≤ f. (2.5)
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De facto, se (f, g : X → A) ∈ A, uma vez que (εA)A∈A é uma transformação natural, sabe-

mos que f · εFX = εA ·Ff e analogamente para g. Atendendo à série seguinte de implicações:

g · ηX ≤ f · ηX ⇒ Fg · FηX ≤ Ff · FηX

⇒ εA · Fg · FηX ≤ εA · Ff · FηX

⇒ g · εFX · FηX ≤ f · εFX · FηX

⇒ g · idFX ≤ f · idFX

⇒ g ≤ f,

concluímos o resultado enunciado.

(A2) De modo a concluir a veracidade da condição 1 do enunciado do teorema, consideremos

um morfismo g : X → A, com A ∈ A. Como ηX é um morfismo universal de X no functor I,

então existe um único morfismo g : FX → A em A tal que g · ηX = g. Vamos mostrar que,

de facto, se tem g = g/ηX . Para isso, suponhamos que t : FX → A é um morfismo de X tal

que t · ηX ≤ g. Pretendemos concluir que então t ≤ g. Como ηFX é um morfismo universal,

existe um único t : F 2X → A em A, tal que t · ηFX = t.

X
ηX //

g

��

FX

g

~~

t

~~

ηFX // F 2X

t

vv
A

Então temos:

t · ηX ≤ g ⇒ t · ηFX · ηX ≤ g · ηX

⇒ t · FηX · ηX ≤ g · ηX .

Pela condição (2.5) e atendendo ao facto de t · FηX ∈ A e g ∈ A, a última desigualdade

implica que t · FηX ≤ g, ou seja, t ≤ g. Portanto, g/ηX = g, o que mostra que A é Kan-

injectivo à direita relativamente a ηX e que g/ηX ∈ A.
Considerando agora um morfismo f : A → B de A, com A e B Kan-injectivos à direita

relativamente a ηX , temos:

f · (g/ηX) · ηX = f · g = ((f · g)/ηX) · ηX ,

com f · (g/ηX) ∈ A e (f · g)/ηX ∈ A, o que, pela universalidade de ηX , implica a igualdade

f · (g/ηX) = (f · g)/ηX .
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Assim, f é Kan-injectivo à direita relativamente a ηX e podemos concluir que ηX ∈ AKInj .

(A3) Provemos agora que se verifica a condição 2 do enunciado do teorema.

Sejam f, g : FX → A, com f ∈ A. Como também (f · ηX)/ηX ∈ A e

f · ηX = ((f · ηX)/ηX) · ηX ,

pela universalidade de ηX concluímos que

f = (f · ηX)/ηX .

Então, a desigualdade g ·ηX ≤ f ·ηX implica, por definição de (f ·ηX)/ηX , que g ≤ (f ·ηX)/ηX ,

ou seja, g ≤ f .

(B) Reciprocamente, consideremos uma subcategoria A de X , nas condições 1 e 2 do

enunciado. Vamos verificar que, definindo para cada objecto X ∈ X , FX = X, e para cada

morfismo f : X → Y de X ,

Ff = (ηY · f)/ηX ,

obtemos um functor F : X → A, adjunto esquerdo da inclusão de A em X , nas condições da
Definição 2.1.

X
ηX //

f
��

X

(ηY ·f)/ηX

��

Y

ηY
��
Y

(B1) F é um functor bem definido:

Atendendo à condição 1, Ff = (ηY · f)/ηX é um morfismo bem determinado de A. Para

cada X ∈ X , FidX = (ηX · idX)/ηX = ηX/ηX . Mas

ηX/ηX = idFX ,

já que idFX · ηX = ηX e, se t é um morfismo tal que t · ηX ≤ ηX então t · ηX ≤ idFX · ηX ,
o que, pela condição 2 do enunciado, implica que t ≤ idFX . Por outro lado, para quaisquer

morfismos f : X → Y e g : Y → Z de X ,

Fg · Ff = ((ηZ · g)/ηY ) · ((ηY · f)/ηX).
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Atendendo a que, pela condição 1, (ηZ · g)/ηY ∈ A e ηX ∈ AKInj , temos:

((ηZ · g)/ηY ) · ((ηY · f)/ηX) = (((ηZ · g)/ηY ) · (ηY · f))/ηX

= (ηZ · g · f)/ηX

= (ηZ · (g · f))/ηX

= F (g · f).

X
ηX //

f

��

FX

(ηY ·f)/ηX

��
(ηZ ·g·f)/ηX

		

Y ηY
//

g

��

FY

(ηZ ·g)/ηY

��
Z ηZ

// FZ

(B2) F é localmente monótono:

Sejam f, g : X → Y morfismos de X tais que f ≤ g. Então ηY · f ≤ ηY · g, com ηY · f ∈ A,
ηY · g ∈ A e ηX ∈ AKInj . Pela propriedade enunciada na Proposição 1.20, concluímos que

(ηY · f)/ηX ≤ (ηY · g)/ηX ,

ou seja, Ff ≤ Fg.

(B3) De modo a concluir que F é um adjunto esquerdo da inclusão de A em X , basta
verificar que, para cada X ∈ X , ηX é um morfismo universal de X em A. Efectivamente, pela

condição 1, para cada g : X → A, com A ∈ A, existe g/ηX ∈ A tal que

(g/ηX) · ηX = g.

Verifiquemos que g/ηX é o único em A nestas condições: se t ∈ A é tal que t · ηX = g, então

t · ηX = (g/ηX) · ηX , o que, pela condição 2, implica t = g/ηX .

(B4) Para cada X ∈ X , ηFX ≤ FηX :
Como acabámos de verificar, F é um adjunto esquerdo com unidade η, portanto (ηX)X∈X

é uma transformação natural, logo, ηFX · ηX = FηX · ηX . Pela condição 2, concluímos que

ηFX ≤ FηX .

Corolário 2.6. Seja A uma subcategoria reflectiva de X , com functor reflector F : X → A e

reflexões ηX , X ∈ X . Então A é KZ-reflectiva se verificar as duas condições seguintes:
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(a) A ⊆ KInj(H), para H = {ηX : X ∈ X};

(b) Todo o morfismo de A da forma g : FX → A satisfaz a igualdade

(g · ηX)/ηX = g.

Demonstração. Pretendemos mostrar que, para cada X ∈ X , o morfismo ηX : X → FX

satisfaz as condições 1 e 2 do Teorema 2.5.

A primeira parte da condição 1 é precisamente a condição (a). Além disso, dado o morfismo

g : X → A, seja g : FX → A o único morfismo de A tal que g · ηX = g. Sabemos de (b) que

(g · ηX)/ηX = g. Então

g/ηX = (g · ηX)/ηX = g,

pelo que g/ηX ∈ A.
Quanto à condição 2, sejam f, g : FX → A, com f ∈ A e g · ηX ≤ f · ηX . Como, por (b),

f = (f · ηX)/ηX , concluímos imediatamente que g ≤ f .

Apresentamos em seguida alguns exemplos de subcategorias KZ-reflectivas de CPO.

Exemplos 2.7. As subcategorias Kan-injectivas deCPO,CPOd eCPOs, descritas no Exem-

plo 1.37, são, como vamos verificar, KZ-reflectivas.

1. Quanto a CPOd, para cada conjunto parcialmente ordenado P , consideremos o conjunto

C(P ) das suas componentes conexas, com a ordem discreta. Definimos ηP : P → C(P )

por, para cada x ∈ P :

ηP (x) = C se e só se x ∈ C.

É claro que ηP é uma função bem definida, monótona e sobrejectiva. Vamos verificar

que, além disso, satisfaz as condições do Teorema 2.5.

De modo a concluir que ηP ∈ CPOKInj
d , consideremos uma função g : P → A, monó-

tona, com A ∈ CPOd. Como A é discreto, dados x, y ∈ P , se x ≤ y então g(x) = g(y).

Seja g : C(P )→ A, a correspondência definida por:

g(C) = a se e só se a = g(x), para algum x ∈ C.

Temos uma função bem definida já que, por um lado, não há componentes vazias e, por

outro, supondo que existe alguma componente C ∈ C(P ) tal que g(C) = a e g(C) = b,

com a, b ∈ A, então g(x) = a e g(y) = b, para alguns elementos x e y de C. Portanto

existem x0, x1, . . . , x2k em P , tais que x = x0 e y = x2k, formando um zigue-zague:
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x = x0 ≤ x1 ≥ · · · ≤ x2k−1 ≥ x2k = y.

Como A é discreto, concluímos que g(xi) = g(xi+1), para cada i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1},
logo g(x) = g(y), i.e., a = b.

A aplicação g é claramente um morfismo de CPOd que satisfaz g ·ηP = g. Para concluir

que g = g/ηP , seja t : C(P ) → A um morfismo de CPOd, tal que t · ηP ≤ g, i.e.,

t · ηP = g. Então, t · ηP = g · ηP e, uma vez que ηP é sobrejectiva, concluímos que t = g.

Logo g = g/ηP e A é Kan-injectivo à direita relativamente a ηP .

Consideremos agora uma função f : A→ B, com f ∈ CPOd. Como ηP é uma reflexão

e CPOd é plena, é imediato que para todo o morfismo f : A→ B em CPOd se verifica

a igualdade

f · (g/ηP ) = ((f · g)/ηP ).

Então f é Kan-injectivo à direita relativamente a ηP . Finalmente, dados os morfismos

f, g : C(P )→ A, com f ∈ CPOd, se

g · ηP ≤ f · ηP

então g · ηP = f · ηP , donde concluímos que g = f , uma vez que ηP é sobrejectiva; em

particular, g ≤ f .

2. No caso da subcategoria CPOs, dos conjuntos parcialmente ordenados singulares, defi-

nimos

ηP : P → {P}

e a conclusão é imediata.

Exemplo 2.8. A subcategoria CPOC (ver Exemplo 1.33), constituída pelos reticulados com-

pletos e pelos morfismos deCPO que preservam ínfimos quaisquer, é reflectiva emCPO, como

indicado em 4.17(11) de [3]. Dado um conjunto parcialmente ordenado P , considera-se a classe

As(P ) dos seus ascendentes, ordenada pela ordem dual da inclusão, "⊇", e a reflexão é a função
monótona ηP : P → As(P ), dada por

ηP (x) =↑ x,

para cada x ∈ P . Dado um morfismo g : P → A com A ∈ CPOC, o morfismo único de

CPOC, g′ : As(P )→ A, tal que g′ · ηP = g, é definido por

g′(S) =
∧
{g(x) : x ∈ P, ↑ x ⊆ S}, S ∈ As(P ).

Note-se que As(P ) é um reticulado completo com o ínfimo dado pela união, com 1As(P ) = ∅ e
0As(P ) = P .
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Usando o Corolário 2.6 vamos verificar que CPOC é KZ-reflectiva em CPO.

De modo a concluir que CPOC ⊆ KInj({ηP : P ∈ CPO}), basta atender a que, por

um lado, no Exemplo 1.33 verificámos que CPOC = KInj(Im(CPO)). Por outro lado, para

cada P ∈ CPO, ηP é uma imersão, já que, dados x, y ∈ P , se tem ↑ y ⊆↑ x⇔ x ≤ y.
Para mostrar que a segunda condição do Corolário 2.6 é também satisfeita, consideremos

um morfismo de CPOC, g : As(P )→ A. Pretendemos mostrar que (g ·ηP )/ηP = g. Sabemos

que (g · ηP )/ηP = (g · ηP )′, atendendo a (1.3). Portanto, dado U ∈ As(P ), visto que U =⋃
u∈U ↑ u, como g ∈ CPOC, g(U) = g(

⋃
u∈U ↑ u) =

⋃
u∈U g(↑ u). Então, uma vez que

↑ x ⊆ U ⇔ x ∈ U , temos:

((g · ηP )/ηP )(U) =
∧
{(g · ηP )(x) : x ∈ P, ↑ x ⊆ U}

=
∧
{g(↑ x) : x ∈ P, x ∈ U}

=
∧
x∈U

g(↑ x)

= g(U)

Portanto CPOC verifica as condições requeridas pelo que é KZ-reflectiva em CPO.

Exemplo 2.9. Consideremos na categoria CPO, H = {h} definido como no Exemplo 1.35:

h : Z → D é a imersão natural, com Z = {0} e D = {0, 1}, ordenado pela ordem natural.

Aí concluímos que KInj(H) é a subcategoria cujos objectos são os conjuntos parcialmente

ordenados A nos quais existe ∨(↑ a), para cada a ∈ A, e cujos morfismos são as funções

monótonas f : A → B tais que, para cada a ∈ A, f(∨(↑ a)) = ∨(↑ f(a)). Usando o Teorema

2.5 vamos verificar que a subcategoria KInj(H) é KZ-reflectiva em CPO.

Comecemos por notar que, se C é uma componente conexa do conjunto parcialmente

ordenado P , então existe ∨C se e só se, para cada x ∈ C, existe ∨(↑ x). Além disso, nesse

caso, ∨C = ∨(↑ x), com x ∈ C.

De facto, se x, y ∈ C então existem x0, x1, . . . , x2k em P , tais que x = x0 e y = x2k,

formando um zigue-zague

x = x0 ≤ x1 ≥ · · · ≤ x2k−1 ≥ x2k = y,

donde se conclui que, para cada i ∈ {0, 1, . . . , 2k − 1},

∨(↑ xi) = ∨(↑ xi+1),

portanto,

∨(↑ x) = ∨(↑ y).

Reciprocamente, dados x, y ∈ P , se

∨(↑ x) = s = ∨(↑ y)
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então temos x ≤ s e y ≤ s, portanto x, y e s pertencem à mesma componente conexa, C, e

s = ∨C.

Para cada P ∈ CPO seja P = P ∪C(P ), onde C(P ) é o conjunto das componentes conexas

de P . Consideremos P munido com a relação de ordem parcial gerada pela relação de ordem

herdada de P , conjuntamente com a condição:

x ≤ C se e só se x ∈ C,

para cada x ∈ P e cada C ∈ C(P ). Então P ∈ KInj(H) e o morfismo ηP : P → P , definido

por ηP (x) = x, para cada x ∈ P , satisfaz as condições 1 e 2 do Teorema 2.5.

Com efeito, dado um morfismo g : P → A, com A ∈ KInj(H), consideremos o morfismo

g : P → A, definido por:

g(x) = g(x), para cada x ∈ P ,

e

g(C) = ∨Cg[C], para cada C ∈ C(P ),

onde Cg[C] é a componente conexa que contém o subconjunto g[C].

Notemos que g está bem definida pois, por um lado, ∨Cg[C] ∈ A, já que A ∈ KInj(H), e,

por outro lado, se x ≤ C então x ∈ C, logo g(x) ≤ ∨Cg[C], isto é, g(x) ≤ g(C).

Vamos verificar que g = g/ηP .

É claro que g · ηP = g. Por outro lado se t : P → A é uma função monótona tal que

t · ηP ≤ g, então, para cada x ∈ P , t(x) ≤ g(x) = g(x), restando verificar que, para cada

Cx ∈ C(P ),

t(Cx) ≤ g(Cx),

i.e., que

t(Cx) ≤ ∨Cg(x).

Mas x ∈ Cx, i.e., x ≤ Cx, logo t(x) ≤ t(Cx). Como também t(x) ≤ g(x), concluímos que

t(Cx) ∈ Cg(x),

donde se conclui a desigualdade pretendida. Assim, A é Kan-injectivo à direita relativamente

a ηP , com g/ηP = g. Além disso, g/ηP ∈ KInj(H), já que, para cada x ∈ P , temos:

(g/ηP )(∨(↑ x)) = (g/ηP )(Cx) = ∨Cg(x) = ∨(↑ g(x)) = ∨(↑ (g/ηP )(x)).

Por outro lado, para cada C ∈ C(P ), ↑ C = {C} e, em A, (g/ηP )(C) ∈ Cg[C], pelo que

∨(↑ ((g/ηP )(C))) = ∨Cg[C].
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Logo

(g/ηC)(∨(↑ C)) = (g/ηC)(C) = ∨Cg[C] = ∨(↑ ((g/ηC)(C))).

De modo a concluir que ηP ∈ (KInj(H))KInj , consideremos um morfismo f : A → B em

KInj(H). Então, para cada x ∈ P ,

((f · g)/ηP )(x) = (f · g)(x) = f(g(x)) = f · (g/ηP )(x);

e, para cada Cx ∈ C(P ), com x ∈ P ,

((f · g)/ηP )(Cx) = ∨Cfg(x) = ∨(↑ (fg(x))) = f(∨(↑ (g(x))) = f(∨Cg(x)) = f((g/ηP )(Cx)).

Assim, concluímos que (f · g)/ηP = f · (g/ηP ).

Para verificar que a condição 2 do Teorema 2.5 é satisfeita, consideremos dois morfismos

f, g : P → A, com f ∈ KInj(H), tais que

g · ηP ≤ f · ηP .

Como ηP ∈ (KInj(H))KInj existem os morfismos (g · ηP )/ηP e (f · ηP )/ηP e, uma vez que

P ∈ KInj(H), da desigualdade anterior concluímos, pela Proposição 1.20.1, que

(g · ηP )/ηP ≤ (f · ηP )/ηP .

Além disso, como f ∈ KInj(H), temos

(f · ηP )/ηP = f · (ηP /ηP ).

Por outro lado, por definição de Kan-injectividade, tem-se sempre a desigualdade

g · (ηP /ηP ) ≤ (g · ηP )/ηP .

Mas, é fácil ver que, ηP /ηP = idP . Portanto, das duas desigualdades anteriores concluímos

que (f · ηP )/ηP = f e g ≤ (g · ηP )/ηP . Então g ≤ f .

Exemplo 2.10. Seja A a subcategoria de CPO dos conjuntos parcialmente ordenados A

com primeiro e último elementos, 0A =
∧
A e 1A =

∨
A, e das aplicações monótonas que os

preservam.

Vamos mostrar que A é uma subcategoria reflectiva de CPO, mas não é KZ-reflectiva

(nem para a Kan-injectividade à direita, nem para a Kan-injectividade à esquerda).

Para cada X ∈ CPO seja

X = X∪̇{0X}∪̇{1X},

com a relação de ordem parcial de X juntamente com a condição

0X ≤ x ≤ 1X ,
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para todo o x ∈ X.

Seja ηX : X → X a imersão obtida por inclusão de X em X. Dado o morfismo g : X → A,

com A ∈ A, definimos g : X → A, por

g(x) = g(x) (x ∈ X), g(0X) = 0A e g(1X) = 1A.

A aplicação g é claramente monótona e um morfismo de A que satisfaz g · ηX = g. Além

disso, g é obviamente o único morfismo de A que satisfaz essa igualdade. Portanto ηX é uma

reflexão de CPO na subcategoria A.
Mas A não é KZ-reflectiva em CPO. Com efeito, seja

X = •1

•0

e seja g = ηX . O objecto X pertence a A e g = idX .

Se A fosse KZ-reflectiva, ter-se-ia g = ηX/ηX (ou g = ηX\ηX , no caso de Kan-injectividade

à esquerda), por (b) do Corolário 2.6. Vamos mostrar que tal não acontece, concluindo, então,

que A não é KZ-reflectiva.

Seja h : X → X o morfismo de CPO definido por

h(0) = h(0X) = 0 e h(1) = h(1X) = 1.

Então temos

h · ηX ≤ g · ηX .

Mas

g(0X) = 0X ≤ 0 = h(0X)

e

g(1X) = 1X ≤ 1 = h(1X).

Portanto g � h e g � h.

Exemplo 2.11. Consideremos a categoria SRet1 enriquecida em CPO com a ordem dual

ponto-a-ponto, "≥", e a sua subcategoria RetLoc, constituída pelos reticulados locais e pelas

funções que preservam ínfimos finitos e supremos quaisquer.

Vamos verificar que RetLoc é KZ-reflectiva em SRet1.

É um facto bem conhecido que RetLoc é reflectiva em SRet1, com a reflexão de cada

S ∈ SRet1 dada por

dS : S → DS = {U ⊆ S : U =↓ U}.

Além disso, para cada morfismo g : S → L de SRet1, com L ∈ RetLoc, o morfismo
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g : DS → L dado por g(U) = ∨(g[U ]),

para cada U ∈ DS, é o único morfismo de RetLoc que satisfaz a igualdade

g · dS = g.

De modo a concluir que esta reflexão é do tipo KZ vamos verificar que dS satisfaz as condições

do Teorema 2.5.

Começando pela condição 2., sejam f, h : DS → L com L ∈ RetLoc e f ∈ RetLoc, tais

que h · dS ≥ f · dS . Temos:

h(U) = h(
⋃
u∈U

(↓ u)) ≥
∨
u∈U

h(↓ u) =
∨
u∈U

h · dS(u).

Pela hipótese e pelo facto de f ∈ RetLoc, obtemos:

h(U) ≥
∨
u∈U

f · dS(u) = f(
∨
u∈U

(↓ u) = f(U).

Por outro lado, para cada morfismo g : S → L de SRet1, com L ∈ RetLoc, se t · dS ≥ g,

então t ·dS ≥ g ·dS , com g ∈ RetLoc, o que, como verificámos antes, implica que t ≥ g. Deste

modo, concluímos que g/dS = g e que qualquer reticulado local L é Kan-injectivo à direita

relativamente a dS , para cada S ∈ SRet1. O mesmo acontece com os morfismos f ∈ RetLoc:

de facto, se f : L→M , então temos

f(
∨
g[U ]) =

∨
f · g[U ],

ou seja,

f(g/dS)(U) = ((f · g)/dS)(U).

2.2 F -imersões

Definição 2.12. Seja F : X → Y um functor localmente monótono entre categorias enrique-

cidas em CPO. Um morfismo f de X diz-se uma F -imersão se Ff tem um adjunto esquerdo

reflectivo em Y.

Exemplo 2.13. No Exemplo 2.8 verificámos que CPOC é uma subcategoria KZ-reflectiva

de CPO, com functor reflector F : CPO → CPOC, dado por FP = As(P ), para cada

P ∈ CPO, e por Ff = (ηQ · f)/ηP , para cada f : P → Q em CPO. Além disso, no Exemplo

1.33 tínhamos visto que CPOC = KInj(Im(CPO)), onde Im(CPO) denota a classe das

imersões de CPO. Vamos verificar que todas as imersões de CPO são F-imersões.
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Seja f : P → Q uma imersão. Sem perda de generalidade, suponhamos, que f é a inclusão

natural de P em Q. Vamos mostrar que (Ff)∗ : FQ→ FP , definida, para cada B ∈ As(Q),

por

(Ff)∗(B) = f−1(B) = B ∩ P,

é um morfismo de CPOC e é um adjunto esquerdo reflectivo de Ff .

(Ff)∗ é um morfismo de CPOC:

Dados Bi ∈ FQ, i ∈ I, tem-se, atendendo a que em FQ a relação de ordem é "⊇":

(Ff)∗(
∧
i∈I

Bi) = (Ff)∗(
⋃
i∈I

Bi)

= (
⋃
i∈I

Bi) ∩ P

=
⋃
i∈I

(Bi ∩ P )

=
⋃
i∈I

(Ff)∗(Bi)

=
∧
i∈I

(Ff)∗(Bi)

(Ff)∗ é um adjunto esquerdo reflectivo de Ff , ou seja,

(Ff)∗ · Ff = idFQ e idFP ⊇ Ff · (Ff)∗ :

De facto, dado B ∈ FQ,

(Ff) · (Ff)∗(B) = (Ff)(B ∩ P )

= ((ηQ · f)/ηP )(B ∩ P )

=
⋃

x∈(B∩P )

↑ x

⊆ B.

E, dado A ∈ FP ,

(Ff)∗ · Ff(A) = (Ff)∗(
⋃
x∈A
↑ f(x))

= (
⋃
x∈A
↑ x) ∩ P

= A.

Então f é uma F-imersão.

A descrição das F -imersões no exemplo anterior são um caso particular do resultado que

vamos provar a seguir, onde se caracterizam as F-imersões quando F : X → A é o functor

reflector de X na sua subcategoria KZ-reflectiva, A.
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Teorema 2.14. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X , sendo F : X → A o respectivo

adjunto esquerdo. Então AKInj é exactamente a classe das F -imersões.

Demonstração. Seja h : X → Y uma F -imersão, i.e., suponhamos que existe um morfismo

(Fh)∗ ∈ A, tal que (Fh)∗ aR Fh. Vamos mostrar que, para cada g : X → A, com A ∈ A,
existe g/h, nomeadamente, dado por:

g/h = εA · Fg · (Fh)∗ · ηY , (2.6)

onde η e ε são, respectivamente, a unidade e a co-unidade da adjunção.

X
h //

g

��

Y

g/h

~~

ηY // FY

(Fh)∗

��
A FAεA
oo FX

Fg
oo

De facto, temos:

εA · Fg · (Fh)∗ · ηY · h = εA · Fg · (Fh)∗ · Fh · ηX

= εA · Fg · ηX

= εA · ηA · g

= g.

Por outro lado, se t : Y → A é tal que t · h ≤ g, então também

Ft · Fh · (Fh)∗ ≤ Fg · (Fh)∗,

o que implica Ft ≤ Fg · (Fh)∗, atendendo ao facto de, por hipótese, idFY ≤ (Fh) · (Fh)∗.

Então

εA · Ft · ηY ≤ εA · Fg · (Fh)∗ · ηY .

Como (ηX)X∈X é uma transformação natural, então

εA · ηA · t ≤ εA · Fg · (Fh)∗ · ηY ;

uma vez que εA · ηA = idA, obtemos t ≤ εA · Fg · (Fh)∗ · ηY . Portanto, A é Kan-injectivo à

direita relativamente a h.

Supondo que f : A→ B é um morfismo de A, temos, usando a fórmula (2.6) e a naturali-

dade de ε,

(f · g)/h = εB · F (f · g) · (Fh)∗ · ηY

= εB · Ff · Fg · (Fh)∗ · ηY

= f · εA · Fg · (Fh)∗ · ηY

= f · (g/h)
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Então f é Kan-injectivo à direita relativamente a h e concluímos que h ∈ AKInj .
Reciprocamente, dado um morfismo f : X → Y em AKInj , como FX ∈ A, existe o

morfismo (ηX/f) : Y → FX. Vamos verificar que

εFX · F (ηX/f)

é o adjunto esquerdo reflectivo de Ff , ou seja, que são satisfeitas as seguintes condições:

(εFX · F (ηX/f)) · Ff = idFX e idFY ≤ Ff · (εFX · F (ηX/f)). (2.7)

X
f //

ηX

��

Y

ηX/f

||

ηY

��
FX

(Ff)
// FY

F (ηX/f)

}}
F 2X

εFX

OO

É claro que:

εFX · F (ηX/f) · Ff = εFX · F ((ηX/f) · f) = εFX · FηX = idFX .

De modo a verificar que também a segunda desigualdade enunciada em (2.7) é satisfeita,

comecemos por observar que, como Ff ∈ A e f ∈ AKInj , se tem

Ff · (ηX/f) = (Ff · ηX)/f. (2.8)

Por outro lado, atendendo à definição de (Ff · ηX)/f , da igualdade ηY · f = Ff · ηX
concluímos que ηY ≤ (Ff · ηX)/f , ou seja, atendendo a (2.8),

ηY ≤ Ff · (ηX/f).

Por conseguinte, uma vez que εFX · ηFX = idFX , obtemos:

ηY ≤ Ff · εFX · ηFX · (ηX/f),

ou seja, uma vez que η é uma transformação natural,

ηY ≤ Ff · εFX · F (ηX/f) · ηY .

Pela condição 1 do Teorema 2.5, concluímos que idFY ≤ Ff · εFX · F (ηX/f).
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Exemplo 2.15. Consideremos a subcategoria CPOC de CPO. Já verificámos nos Exemplos

2.8 e 2.13 que CPOC é KZ-reflectiva em CPO e que todas as imersões de CPO são F -

imersões, onde F é o functor definido, para cada P ∈ CPO, pelo conjunto dos ascendentes de

P . Por outro lado, no Exemplo 1.9 vimos que f é uma imersão se e só se D é Kan-injectivo

à direita relativamente a f , com D = {0, 1} com a ordem natural. Supondo que f é uma

F-imersão então, pelo Teorema 2.14, f ∈ CPOCKInj portanto D é Kan-injectivo à direita

relativamente a f , logo f é uma imersão. Deste modo podemos concluir que a classe das

F -imersões coincide com a classe das imersões de CPO.

Em seguida iremos ver que quando uma subcategoria A de X é KZ-reflectiva e fechada para

adjuntos direitos co-reflectivos, então coincide com o seu invólucro Kan-injectivo,KInj(AKInj).

Observação 2.16. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X , com F : X → A o functor

reflector e com reflexões ηX , X ∈ X . Se A ∈ A, então ηA é um adjunto esquerdo co-reflectivo,

nomeadamente,

ηA aC εA.

De facto, sabemos que εA · ηA = idA. Por outro lado, pelo Corolário 2.6, sabemos que

ηA ∈ AKInj e que

(ηA/ηA) = (idFA · ηA)/ηA = idFA.

Deste modo, obtemos:

(ηA · εA) · ηA = ηA · (εA · ηA) = ηA.

Em particular, (ηA · εA) · ηA ≤ ηA, donde, (ηA · εA) ≤ ηA/ηA, i.e., ηA · εA ≤ idFA.

Teorema 2.17. Se A é uma subcategoria KZ-reflectiva e fechada para adjuntos direitos co-

reflectivos então

A = KInj(AKInj).

Consequentemente, A é fechada para limites conjuntamente monomórficos relativamente à

ordem.

Demonstração. Sabemos que A ⊆ KInj(AKInj), como visto na Observação 1.45.

De modo a verificar que nas condições enunciadas também KInj(AKInj) ⊆ A, comecemos

por considerar um objecto X ∈ KInj(AKInj). Sabemos que ηX ∈ AKInj , logo existe o

morfismo idX/ηX : FX → X. Vamos concluir que X ∈ A, mostrando que idX/ηX é um

adjunto direito co-reflectivo, nomeadamente,

ηX aC idX/ηX .



2.2. F -IMERSÕES 59

É claro que (idX/ηX) · ηX = idX .

X
ηX //

idX

��

FX

idX/ηX

~~

idFX

��
X ηX

// FX

Então:

ηX · (idX/ηX) · ηX = ηX · idX = idFX · ηX

Como idFX é um morfismo de A, concluímos, pela condição 2. do Teorema 2.5, que

ηX · (idX/ηX) ≤ idFX .

Assim, ηX aC idX/ηX e, como A é fechada para adjuntos direitos co-reflectivos, X ∈ A.
Consideremos um morfismo f : X → Y , com f ∈ KInj(AKInj). Como acabámos de

verificar, então X e Y são objectos de A e, pela Observação 1.40, sabemos que idX/ηX e

idY /ηY são morfismos de A. Como Ff ∈ A e idX/ηX e idY /ηY são adjuntos direitos co-

reflectivos, de modo a concluir que f ∈ A, basta verificar que

(idY /ηY ) · Ff = f · (idX/ηX),

X
ηX //

idX

  

FX

idX/ηX

��

Ff // FY

idY /ηY

��

Y
ηYoo

idY

~~
X

f
// Y

i.e., que

f = (idY /ηY ) · Ff · ηX .

De facto, pelo Teorema 2.5,

(idY /ηY ) · Ff = (idY /ηY ) · ((ηY · f)/ηX). (2.9)

Como (idY /ηY ) ∈ A e ηX ∈ AKInj , então

(idY /ηY ) · ((ηY · f)/ηX) = ((idY /ηY ) · (ηY · f))/ηX . (2.10)

Ou seja, por (2.9) e (2.10),

(idY /ηY ) · Ff = f/ηX = (f · idX)/ηX .
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Como f ∈ KInj(AKInj),
(f · idX)/ηX = f · (idX/ηX),

pelo que (idY /ηY ) · Ff = f · (idX/ηX), como pretendido. Então f ∈ A.

Relativamente à segunda afirmação enunciada, basta notar que acabámos de verificar que

A é uma subcategoria Kan-injectiva, portanto, pelo Teorema 1.41, concluímos que A é fechada

para limites conjuntamente monomórficos relativamente à ordem.

Corolário 2.18. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva fechada para adjuntos direitos co-

reflectivos. Então

A = KInj({ηX : X ∈ X}).

Além disso, se, para cada X ∈ X , a reflexão ηX é um epimorfismo, então A é plena.

Demonstração. Sabemos que nas condições dadas pelo Corolário 2.6,

A ⊆ KInj({ηX : X ∈ X}).

Por outro lado, verificámos na demonstração do Teorema 2.17 que se X ∈ KInj({ηX : X ∈
X}) então X ∈ A e, analogamente, que se f ∈ KInj({ηX : X ∈ X}) então f ∈ A.

Relativamente à segunda parte do enunciado, basta atender à Observação 1.32.

Observações 2.19. 1. O teorema anterior assegura que em categorias enriquecidas em

CPO, onde os limites são conjuntamente monomórficos relativamente à ordem (ver

Exemplos 1.25, 1.26 e 1.27), as subcategorias KZ-reflectivas e fechadas para adjuntos

direitos co-reflectivos são fechadas para limites.

2. No caso em que X é uma categoria arbitrária enriquecida em CPO com a ordem trivial

dada pela igualdade, o teorema anterior estabelece o facto bem conhecido de que qualquer

subcategoria reflectiva A de X , plena e fechada para isomorfismos, coincide com o seu

fecho ortogonal:

A = (A⊥)⊥.

2.3 Kan-injectividade em subcategorias

Nesta secção vamos debruçar-nos sobre a seguinte questão:

Dada uma subcategoria B de X , estamos interessados em saber como se relaciona a Kan-

injectividade em B com a Kan-injectividade em X . Em particular, dada uma subcategoriaA de

B, pretendemos relacionar o invólucro Kan-injectivo de A em B com o invólucro Kan-injectivo

de A em X .
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Notação 2.20. Seja B uma subcategoria de X e A uma subcategoria de B. Seja ainda

H ⊆Mor(B). A seguir representamos por

AKInjB

a classe dos morfismos de B, relativamente aos quais os objectos e os morfismos de A são

Kan-injectivos à direita em B e por

KInjB(H)

a subcategoria de X formada pelos objectos e morfismos Kan-injectivos à direita em B, rela-
tivamente aos morfismos de H.

Proposição 2.21. Seja B uma subcategoria KZ-reflectiva de X , com R : X → B o functor

reflector. Se A é uma subcategoria de B então:

1. AKInjX = {f ∈Mor(X ) : Rf ∈ AKInjB}.

2. KInjB(AKInjB) ⊆ KInjX (AKInjX ).

Demonstração. Sejam η e ε a unidade e a co-unidade da adjunção X
R // B
I
oo , onde I é o

functor inclusão.

1. (1.A) Seja (f : X → Y ) ∈ AKInjX . De modo a concluir que Rf ∈ AKInjB , consideremos

(h : RX → A) ∈ B, com A ∈ A. Então existem os morfismos (h · ηX)/f em X e

h = εA ·R((h · ηX)/f) em B e obtemos a seguinte sequência de igualdades:

h ·Rf = εA ·R((h · ηX)/f) ·Rf

= εA ·R((h · ηX)/f) · f

= εA ·Rh ·RηX

= h · εRX ·RηX

= h.

X
f //

ηX
��

Y

ηY
�� (h·ηX)/f

ww

RX
Rf //

h

  

RY

R((h·ηX)/f)
��

RA

εA
��
A
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Por outro lado, seja t : RY → A um morfismo de B tal que t · Rf ≤ h. Uma vez que B
é KZ-reflectiva em X , ηRY ≤ RηY , portanto:

t ·Rf ≤ h ⇒ t ·Rf · ηX ≤ h · ηX

⇒ t · ηY · f ≤ h · ηX

⇒ t · ηY ≤ (h · ηX)/f

⇒ R(t · ηY ) ≤ R((h · ηX)/f)

⇒ εA ·Rt ·RηY ≤ εA ·R((h · ηX)/f)

⇒ εA ·Rt · ηRY ≤ εA ·R((h · ηX)/f)

⇒ εA · ηA · t ≤ εA ·R((h · ηX)/f)

⇒ t ≤ εA ·R((h · ηX)/f).

Então h = h/Rf , portanto A é Kan-injectivo à direita relativamente a Rf , em B, tendo-
se

h/Rf = εA ·R((h · ηX)/f). (2.11)

Por outro lado, se (g : A → C) ∈ A, como por hipótese g é Kan-injectivo à direita

relativamente a f em X e usando a fórmula (2.11) no início e no fim, obtemos:

(g · h)/Rf = εC ·R((g · h · ηX)/f)

= εC ·R(g · (h · ηX)/f)

= εC ·Rg ·R((h · ηX)/f)

= g · εA ·R((h · ηX)/f)

= g · (h/Rf).

Então g é Kan-injectivo à direita relativamente a Rf em B, portanto Rf ∈ AKInjB .
(1.B) Para mostrar a inclusão contrária, seja (f : X → Y ) ∈ X , tal que Rf ∈ AKInjB

e seja (h : X → A) ∈ X , com A ∈ A. Como εA · Rh ∈ B e tem codomínio em A, então
existe (εA ·Rh)/Rf em B. Defina-se

h = ((εA ·Rh)/Rf) · ηY .
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X
f //

ηX

��

h

��

Y

ηY

��
RX

Rf //

Rh

��

RY

(εA·Rh)/f

��

RA

εA

��
A

Temos:

h · f = ((εA ·Rh)/Rf) · ηY · f

= ((εA ·Rh)/Rf) ·Rf · ηX

= εA ·Rh · ηX

= εA · ηA · h

= h.

Por outro lado, para t : Y → A tem-se:

t · f ≤ h ⇒ εA ·Rt ·Rf ≤ εA ·Rh

⇒ εA ·Rt ≤ (εA ·Rh)/Rf

⇒ εA ·Rt · ηY ≤ ((εA ·Rh)/Rf) · ηY

⇒ εA · ηA · t ≤ ((εA ·Rh)/Rf) · ηY

⇒ t ≤ h.

Então h = h/f , portanto A é Kan-injectivo à direita relativamente a f em X . Além

disso, sendo (g : A→ C) ∈ A, então g é Kan-injectivo à direita relativamente a Rf em

B, logo

g · ((εA ·Rh)/Rf) = ((g · εA ·Rh)/Rf),
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donde se obtém:

g · (h/f) = g · ((εA ·Rh)/Rf) · ηY

= ((g · εA ·Rh)/Rf) · ηY

= ((εC ·Rg ·Rh)/Rf) · ηY

= ((εC ·R(g · h))/Rf) · ηY

= (g · h)/f.

Então f ∈ AKInjX .

2. Seja Z ∈ KInjB(AKInjB), i.e., Z ∈ B, e, para cada h ∈ AKInjB , Z é Kan-injectivo

à direita relativamente a h, em B. De modo a mostrar que Z ∈ KInjX (AKInjX ),

consideremos (f : X → Y ) ∈ AKInjX . Então, pela parte 1, Rf ∈ AKInjB , logo, por
hipótese, Z é Kan-injectivo à direita relativamente a Rf em B. Observe-se que na

parte (B) da demonstração de 1, essencialmente mostrámos que todo o objecto (e todo

o morfismo) que é Kan-injectivo à direita em B relativamente a Rf , também o é, em X ,
relativamente a f . Logo Z ∈ KInjX (AKInjX ).

Analogamente, se conclui que os morfismos da subcategoria KInjB(AKInjB) estão con-

tidos em KInjX (AKInjX ).

Observação 2.22. Seja X uma categoria qualquer enriquecida em CPO com a ordem dada

pela igualdade. Neste caso, o conceito de Kan-injectividade à direita coincide com o de orto-

gonalidade, e o de subcategoria KZ-reflectiva com o de subcategoria reflectiva e plena (como

visto em 1.3 e 2.3). Para esta situação particular, foi provado em [39] a igualdade de 2.21.1,

i.e.,

A⊥X = {f ∈Mor(X ) : Rf ∈ A⊥B}, (2.12)

bem como, que a inclusão enunciada em 2.21.2 é, neste caso, uma igualdade, i.e.,

(A⊥B)⊥B = (A⊥X )⊥X . (2.13)

Na verdade, quando consideramos ortogonalidade e subcategorias plenas, temos trivialmente

a igualdade:

A⊥B = A⊥X ∩Mor(B). (2.14)

e o resultado (2.13) decorre desta igualdade e de (2.12).

Mas no caso não trivial de Kan-injectividade à direita a identidade (2.14) já não se aplica,

como mostrado no exemplo seguinte. No entanto, não tenho nenhum exemplo que prove que
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a inclusão da Proposição 2.21.2 possa ser estrita. Assim, fica como uma questão em aberto o

saber se esta inclusão é ou não uma igualdade.

A Observação 2.24 e a Proposição 2.25 dão condições suficientes sobre as categorias A e B
para que a condição se verifique.

Exemplo 2.23. Nas condições da proposição anterior, em geral,

AKInjB * AKInjX .

Concretamente, na categoria X = CPO, temos a seguinte situação:

Consideremos os conjuntos parcialmente ordenados Z = {0} e D = {0, 1}, com 0 < 1, e a

inclusão {0} h
↪→ {0, 1}, tal como nos Exemplos 1.35 e 2.9.

Sejam H = {h} e B = KInj(H). Por 2.9 sabemos que B é uma subcategoria KZ-reflectiva

de CPO, cujos objectos são os conjuntos parcialmente ordenados A nos quais existe ∨(↑ a),

para cada a ∈ A, e cujos morfismos são as funções monótonas f : A→ B tais que, para cada

a ∈ A, f(∨(↑ a)) = ∨(↑ f(a)).

Seja A a subcategoria de B cujo único objecto é D e cujo único morfismo é idD. Vamos

mostrar que existe um morfismo f que está em AKInjB mas não está em AKInjX .
Consideremos o conjunto parcialmente ordenado C = {x, y}, com x e y incomparáveis. É

fácil verificar que D,C ∈ B e que o único morfismo de C em D que está em B é f : C → D,

definido por f(x) = f(y) = 1. Além disso, a condição f = f · f apenas é satisfeita quando

f = idD ou f = a, com a o morfismo definido por a(0) = a(1) = 1; como idD ≤ a, concluímos

que f/f = a, logo f ∈ AKInjB .
No entanto, f /∈ AKInjX :
Para (g : C → D) ∈ CPO definida por g(x) = 0 e g(y) = 1, não existe qualquer morfismo

g tal que g · f = g, pois

g · f = g ⇔

{
g(1) = 0

g(1) = 1
.

Observação 2.24. Sejam A e B subcategorias de X , com A subcategoria de B. Se A é

fechada para adjuntos direitos co-reflectivos, então temos:

1. Se A e B são KZ-reflectivas em X então

KInjX (AKInjX ) = KInjB(AKInjB).

De facto, pela Proposição 2.21 sabemos que KInjB(AKInjB) ⊆ KInjX (AKInjX ). Por

outro lado, o ponto 1 da Observação 1.45 garante que A ⊆ KInjB(AKInjB). Mas

como A é KZ-reflectiva e fechada para adjuntos co-reflectivos, pela proposição 2.17,

A = KInjX (AKInjX ), concluindo-se assim a inclusão contrária.
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2. Se A é KZ-reflectiva em X e KZ-reflectiva em B então

A = KInjX (AKInjX ) = KInjB(AKInjB).

Basta atender à Proposição 2.17: concluímos que

A = KInjX (AKInjX ) e A = KInjB(AKInjB).

Proposição 2.25. Sejam A e B subcategorias de X , com A subcategoria de B. Se A é fechada

para adjuntos direitos co-reflectivos e é KZ-reflectiva em X , com functor reflector R : X → A,
e B é plena em X , então temos:

1. A é KZ-reflectiva em B através da restrição R′ de R a B.

2. AKInjB = AKInjX ∩Mor(B), i.e.,

{
R′-imersões

}
= {R-imersões} ∩Mor(B).

Demonstração. 1. Sendo R : X → A o functor reflector da inclusão I : A ↪→ X , com a

adjunção (R, I, η, ε), como B é plena, então, para cada B ∈ Obj(B), ηB : B → RB é um

morfismo de B, logo A é KZ-reflectiva em B, através da restrição a B de R.

2. Seja (f : X → Y ) ∈ AKInjB . Então f ∈Mor(B), portanto X,Y ∈ Obj(B), e os objectos

e morfismos de A são Kan-injectivos à direita relativamente a f em B, o que, atendendo

a que B é plena, implica que o sejam também em X . A recíproca é também imediata.

A última igualdade é, então, consequência do Teorema 2.14, que garante que:

AKInjB =
{
R′-imersões

}
e AKInjX = {R-imersões} .

Observação 2.26. O enunciado no ponto 1 da proposição anterior é ainda válido no caso em

que B, não sendo plena em X , satisfaz a condição seguinte: para cada B ∈ B, ηB : B → RB é

um morfismo de B. Neste caso, A é também KZ-reflectiva em B, através da restrição a B de

R.

2.4 Subcategorias KZ-monádicas

Definição 2.27. [20, 29] Uma mónada de Kock-Zöberlein (que, abreviadamente, designamos

por mónada KZ ), numa categoria X , enriquecida em CPO, é uma mónada T = (T, η, µ), tal

que T : X → X é localmente monótono e
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ηTX ≤ TηX , para cada X ∈ X .

Observação 2.28. 1. As mónadas KZ são um caso especial da noção de doutrina de Kock-

Zöberlein, introduzida por Anders Kock, em [29], e Zöberlein, em [47].

2. M. Escardó, em [20], mostrou que as T-álgebras (A,mA) de uma mónada KZ em X são

caracterizadas pela condição

ηA aC mA. (2.15)

Como o adjunto esquerdo de um morfismo, quando existe, é único, podemos identificar

cada T-álgebra (A,mA) com o seu objecto suporte A. Além disso, Escardó mostrou que

os objectos-suporte das T-álgebras de uma mónada KZ são exactamente os objectos A de

X injectivos relativamente a todas as T-imersões. E provou mais: as T-álgebras de uma

mónada KZ coincidem, também, com os objectos Kan-injectivos à direita relativamente

a todas as T-imersões. Nomeadamente, dada uma T-imersão j : X → Y e um morfismo

f : X → A de X , se (A,mA) é uma T-álgebra, então f/j é dado pela fórmula ([20] ou

3.6 de [18]):

f/j = mA · Tf · (Tj)∗ · ηY . (2.16)

Definição 2.29. Vamos designar por subcategoria KZ-monádica de X toda a subcategoria de

X que é uma categoria de álgebras de Eilenberg-Moore, para alguma mónada KZ em X .

No teorema seguinte vamos ver que as subcategorias KZ-monádicas numa categoria enri-

quecida em CPO são, precisamente, as subcategorias KZ-reflectivas fechadas para adjuntos

direitos co-reflectivos, dessa categoria.

Teorema 2.30. As subcategorias KZ-reflectivas de X fechadas para adjuntos direitos co-

reflectivos, coincidem, a menos de isomorfismo de categorias, com as subcategorias KZ-monádicas

em X .

Demonstração. Seja T = (T, η, µ), com T : X → X , uma mónada KZ.

Como cada objecto X de X é suporte de, quando muito, uma T-álgebra, então X T pode

ser encarada como uma subcategoria de X . Além disso é reflectiva em X , com a reflexão

F : X → X T

dada por FX = (TX, µX) e Ff = Tf , para cada objecto X ∈ X e cada morfismo f ∈ X .
Para cada X ∈ X , a reflexão em X T é dada por ηX e, uma vez que T é uma mónada KZ, F é

localmente monótono e ηFX ≤ FηX , para cada X ∈ X .
De modo a verificar que a subcategoria X T é fechada para adjuntos direitos co-reflectivos,

consideremos um morfismo

f : (X,mX)→ (Y,mY )
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em X T e dois adjuntos direitos co-reflectivos, r : X → A e r′ : Y → B, com A,B ∈ X . Sejam
l e l′ tais que l aC r e l′ aC r′.

Seja g : A→ B um morfismo de X que torna o diagrama seguinte comutativo:

X
f //

r

��

Y

r′

��
A g

// B

Pretendemos concluir que g é um morfismo de X T . Para tal, comecemos por verificar que A

e B são suportes de T-álgebras. De facto, definindo mA : TA→ A por

mA = r ·mX · T l,

temos:

mA · ηA = r ·mX · T l · ηA

= r ·mX · ηX · l

= r · l

= idA.

X ηX
//

r

��

TX
mXyy

Tr

��
A

l

DD

ηA
// TA

T l

ZZ

Por outro lado,

ηA ·mA = ηA · r ·mX · T l

= Tr · ηX ·mX · T l.

Uma vez que, por hipótese, ηX ·mX ≤ idTX e r · l = idA, obtemos ηA ·mA ≤ Tr · T l, ou

ainda,

ηA ·mA ≤ idTA.

Logo, atendendo à Observação 2.28.2, concluímos que (A,mA) é uma T-álgebra.
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De modo análogo concluímos que (B,mB) ∈ X T , com mB = r′ ·mY · T l′. Resta verificar

que g ∈ X T , comprovando que é válida a igualdade mB · Tg = g ·mA. Temos:

mB · Tg = r′ ·mY · T l′ · Tg

= r′ ·mY · T l′ · Tg · T (r · l)

= r′ ·mY · T l′ · T (g · r) · T l

= r′ ·mY · T l′ · T (r′ · f) · T l

= r′ ·mY · T (l′ · r′) · Tf · T l

Como l′ · r′ ≤ idY , também T (l′ · r′) ≤ idTY , donde se obtém:

mB · Tg ≤ r′ ·mY · Tf · T l

≤ r′ · f ·mX · T l

≤ g · r ·mX · T l

≤ g ·mA.

TX
Tf //

Tr

��

mX

!!

TY
mY

}}

Tr′

��

X
f
//

r
��

Y

r′

��
A g

//

l

]]

B

l′

]]

TA

T l

HH

Tg
//

mA

==

TB

mB

aa

T l′

VV

Reciprocamente:

g ·mA = g · r ·mX · T l

= mB · ηB · (g · r ·mX) · T l

= mB · T (g · r ·mX) · ηTX · T l.

Atendendo a que ηTX ≤ TηX , então:

g ·mA ≤ mB · Tg · Tr · TmX · TηX · T l.

Como mX · ηX = idX e r · l = idA, obtemos g ·mA ≤ mB · Tg. Consequentemente, g ∈ X T .

Vamos agora verificar que se A é uma subcategoria KZ-reflectiva de X , via a adjunção

(F, I, η, ε), onde I : A → X é o functor inclusão, e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos,
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então A coincide com a categoria das T-álgebras determinada por uma mónada KZ, T : X →
X .

Definindo T = IF : X → X , obtemos a mónada T = (T, η, εF ); é claro que T é um functor

localmente monótono que satisfaz a desigualdade ηTX ≤ TηX , para cada X ∈ X . Portanto T
é uma mónada KZ.

Resta mostrar que A e X T são categorias isomorfas. É claro que o functor de comparação

K : A → X T é injectivo para objectos e para morfismos. Vamos verificar que, além disso, K

é sobrejectivo para objectos e é pleno.

Seja (X,mX) ∈ X T . Como T é uma mónada KZ, então ηX aC mX . Atendendo à hipótese

de A ser fechada para adjuntos direitos co-reflectivos e ao facto de mX : TX → X ter domínio

TX ∈ A, concluímos, pela Observação 1.40, que mX ∈ A, portanto X ∈ A. Então, como A é

KZ-reflectiva em X , pela Observação 2.16, sabemos que ηX aC εX , logo mX = εX e, portanto,

temos (X,mX) = KX.

De modo a concluir que K é pleno, consideremos um morfismo f ∈ X T , com f : X → Y .

Então X e Y são suportes de T-álgebras, portanto εX e εY são adjuntos direitos co-reflectivos.

Além disso, por definição de morfismos de T-álgebras, temos:

f · εX = εY · Tf.

Uma vez que Tf ∈ A, concluímos, atendendo à hipótese de A ser fechada para adjuntos

direitos co-reflectivos, que f ∈ A e tem-se K(f) = f .

Observação 2.31. Em [4] é estudado o problema de saber quando é que uma categoria Kan-

injectiva é KZ-monádica. Nomeadamente, prova-se que em certas categorias enriquecidas em

CPO uma subcategoria da forma KInj(H), com H um conjunto de morfismos, é sempre

KZ-monádica.

A proposição seguinte permite obter uma caracterização das T-imersões que completa os

resultados de Escardó sobre este assunto, como referido na Observação 2.33, a seguir.

Proposição 2.32. Seja A uma subcategoria KZ-reflectiva de X através do functor reflector

F : X → A e fechada para adjuntos direitos co-reflectivos. Seja T = IF : X → X a mónada

KZ correspondente. Então as F-imersões coincidem com as T-imersões.

Demonstração. De facto, se f é uma F-imersão então existe (Ff)∗ ∈ A, tal que (Ff)∗ aR Ff ,
logo (Ff)∗ ∈ X , portanto é uma T-imersão.

Seja agora f : X → Y uma T-imersão em X , ou seja, Tf tem adjunto esquerdo reflectivo

(Tf)∗ em X , ou ainda, atendendo a que T = IF , Ff tem um adjunto esquerdo reflectivo

(Ff)∗ em X . Para concluir que f é uma F-imersão basta mostrar que (Ff)∗ é um morfismo

de A. Como A é KZ-reflectiva em X , atendendo à condição 1 da caracterização dada no
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Teorema 2.5, basta mostrar que (Ff)∗ = ((Ff)∗ · ηY )/ηY , ou seja, que, para todo o morfismo

s : FY → FX, a desigualdade s · ηY ≤ (Ff)∗ · ηY implica s ≤ (Ff)∗. De facto, atendendo a

que (Ff)∗ · Ff = idFX , temos a seguinte série de implicações:

s · ηY ≤ (Ff)∗ · ηY ⇒ s · ηY · f ≤ (Ff)∗ · ηY · f

⇒ s · Ff · ηX ≤ (Ff)∗ · Ff · ηX

⇒ (s · Ff) · ηX ≤ idFX · ηX

Da última desigualdade concluímos, usando a condição 2. do Teorema 2.5, que s ·Ff ≤ idFX ,
logo s · Ff · (Ff)∗ ≤ (Ff)∗. Então, uma vez que idFY ≤ Ff · (Ff)∗, obtemos s ≤ (Ff)∗.

Observação 2.33. M. Escardó provou em [21] que dada uma mónada KZ em X tendo como

endofunctor T : X → X , as T-álgebras são precisamente os objectos de X que são Kan-

injectivos à direita relativamente às T-imersões. Combinando a Proposição 2.32 com os Te-

oremas 2.14, 2.17 e 2.30, temos que também os T-morfismos são precisamente os morfismos

de X que são Kan-injectivos à direita relativamente às T-imersões, ou seja, X T = KInj(H),

com H a classe das T -imersões. Além disso, concluímos ainda que as T-imersões são precisa-

mente a maior classe de morfismos relativamente à qual os objectos e os morfismos de X T são

Kan-injectivos à direita.

Exemplos 2.34. As subcategorias CPOd e CPOs de CPO do Exemplo 2.7 são ambas KZ-

monádicas: já sabemos que são KZ-reflectivas e verifica-se trivialmente que são fechadas para

adjuntos direitos co-reflectivos. O mesmo se conclui para a subcategoria CPOC.

Exemplos 2.35. No próximo capítulo vamos estudar em detalhe a Kan-injectividade na

categoria Top0, dos espaços topológicos T0 e das aplicações contínuas. Em particular, vamos

ver que as seguintes subcategorias de Top0 são KZ-monádicas:

1. Cont, categoria dos reticulados contínuos e das funções que preservam supremos diri-

gidos e ínfimos quaisquer. Considerando cada reticulado munido da topologia de Scott,

temos uma subcategoria de Top0.

2. ScottD, categoria dos domínios de Scott contínuos e das funções que preservam su-

premos dirigidos e ínfimos não vazios. Considerando novamente a topologia de Scott,

ScottD é uma subcategoria de Top0.

3. EComp, categoria dos espaços topológicos estavelmente compactos e das funções esta-

velmente contínuas; quer dizer:
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os objectos de EComp são os espaços sóbrios, localmente compactos e cuja família

de subconjuntos compactos e saturados é fechada para intersecções finitas (um

subconjunto A de um espaço X é saturado se, para a ordem de especialização,

A =↑ A).

os morfismos de EComp são as funções contínuas f : X → Y , tais que, para cada par

de abertos U e V de Y e para cada compacto K de Y , se U ⊆ K ⊆ V então existe

um compacto K ′ de X tal que

f−1(U) ⊆ K ′ ⊆ f−1(V ).

Observação 2.36. Em Top0, seja A a subcategoria plena da subcategoria plena de Cont,

constituída pelos reticulados algébricos munidos da topologia de Scott. Esta categoria é uma

subcategoria KZ-reflectiva deTop0. Na verdade, este exemplo é um caso particular da seguinte

situação geral:

Seja T = (T, η, µ) uma mónada KZ em X . Seja A a subcategoria plena de X T constituída

por todas as T-álgebras livres, isto é, todas as T-álgebras da forma (TX, µX). Então A é uma

subcategoria KZ-reflectiva de X .
O exemplo acima, em Top0, decorre do facto de as T-álgebras livres da mónada KZ

induzida pela inclusão de Cont em Top0 serem precisamente os reticulados algébricos (ver,

por exemplo, [15] ou [25], ou ainda [27]).



Capítulo 3

Kan-injectividade em Top0

Neste capítulo apresentamos uma cadeia indexada pela classe Card, de todos os cardinais, de

subcategorias KZ-reflectivas deTop0, definidas por Kan-injectividade a partir de determinadas

classes de imersões de Top0. Verificamos também que a união das subcategorias da cadeia

encontrada é a subcategoria Sob dos espaços sóbrios, também KZ-reflectiva em Top0. Além

disso, apresentamos uma caracterização das imersões densas e das imersões planas em termos

de Kan-injectividade.

No que se segue consideramos sempre a categoria Top0, dos espaços topológicos T0 e das

funções contínuas, enriquecida em CPO com a ordem de especialização ponto-a-ponto (ver

(1.6)).

3.1 As mónadas-KZ dos filtros de abertos n-primos

As mónadas dos filtros de conjuntos e, em particular, as mónadas de filtros de abertos de um

espaço topológico foram estudadas por vários autores. Nomeadamente, entre outros, por Day

em [17], Wyler em [45] e Simmons em [38] que estudaram as mónadas dos filtros de abertos,

dos filtros próprios e dos filtros primos. Posteriormente, Escardó e Flagg em [18], consideraram

também estes filtros de abertos, tendo mostrado que as mónadas correspondentes são do tipo

KZ. Além disso, verificaram que também os filtros completamente primos definem uma mónada

KZ em Top0.

Denotamos o conjunto dos abertos de um espaço topológico X por OX.

Em seguida generalizamos o conceito de filtro de abertos primo, definindo, para cada n ∈
Card, filtros de abertos n-primos que também, como posteriormente verificaremos, definem

em Top0 uma mónada KZ.

Observações 3.1. Começamos por recordar:

73
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1. Um filtro de abertos de um espaço topológico X é um conjunto de abertos de X que é

fechado para intersecções finitas, ascendente e contém X.

2. Um filtro φ de abertos diz-se:

(a) próprio se for diferente de OX, i.e., φ não contém o conjunto vazio.

(b) primo se, para quaisquer abertos U e V de X, a condição U ∪ V ∈ φ implica que

U ∈ φ ou V ∈ φ.

Definição 3.2. Seja X um objecto de Top0 e φ ⊆ OX um filtro de abertos de X. Para cada

n ∈ Card, com n ≥ 1, dizemos que φ é um filtro n-primo se para qualquer família {Xi}i∈k de

abertos de X, com k ≤ n, se tem:⋃
i∈k

Xi ∈ φ⇒ ∃i ∈ k : Xi ∈ φ. (3.1)

Claro que os filtros 1-primos são precisamente os próprios: para k = 0 a condição (3.1)

significa que o filtro não contém o conjunto vazio.

Notação 3.3. Dado um espaço topológico X ∈ Top0, para cada n ∈ Card, com n ≥ 1,

representamos por

FnX

o conjunto de todos os filtros n-primos de X. Representamos por F0X o conjunto dos filtros

de abertos de X.

Observação 3.4. Recordemos a definição da mónada F0, dos filtros dos abertos:

A topologia em F0X é gerada pelos subconjuntos da forma

�U = {φ ∈ F0X : U ∈ φ} , U ∈ OX.

A mónada F0 = (F0, η, µ), com F0 : Top0 → Top0, é tal que, para cada f : X → Y ,

F0f : F0X → F0Y é o morfismo de Top0 dado por

F0f(φ) = {V ∈ OY : f−1(V ) ∈ φ},

para cada φ ∈ F0X.

ηX : X → F0X é definido por,

ηX(x) = {U ∈ OX : x ∈ U},

para cada x ∈ X.

µX : F 2
0X → F0X é definido por

µX(Φ) = {U ∈ OX : �U ∈ Φ},

para cada Φ ∈ F 2
0X.
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Proposição 3.5. Seja n ∈ Card. O conjunto FnX dos filtros n-primos define uma mónada

KZ em Top0.

Demonstração. Para n = 0 a afirmação foi provada por Escardó e Flagg. Para n ≥ 1, a

demonstração é feita exactamente do mesmo modo, tendo-se apenas que assegurar que são

satisfeitas as condições:

(a) dado um morfismo f : X → Y , o filtro Fnf(φ) é n-primo, para qualquer filtro n-primo,

φ, de X;

(b) para cada espaço X e cada x ∈ X, o filtro ηX(x) é n-primo;

(c) para cada espaço X e cada Φ ∈ F 2
nX, o filtro µX(Φ) é n-primo.

Quanto a (a), seja f : X → Y um morfismo de Top0 e φ um filtro n-primo de X.

Consideremos o filtro Fnf(φ). Para qualquer família (Bi)i∈k, com k ≤ n, de abertos de Y ,

atendendo a que φ é n-primo, temos:⋃
i∈k

Bi ∈ Fnf(φ) ⇒ f−1(
⋃
i∈k

Bi) ∈ φ

⇒
⋃
i∈k

f−1(Bi) ∈ φ

⇒ ∃j ∈ k, f−1(Bj) ∈ φ

⇒ ∃j ∈ k,Bj ∈ Fnf(φ),

logo Fnf(φ) é n-primo.

Para mostrar (b), seja x ∈ X, com X em Top0. Seja (Ai)i∈k, com k ≤ n, uma família de

abertos de X com
⋃
i∈k Ai ∈ ηX(x). Então x ∈

⋃
i∈k Ai, logo existe j ∈ k, tal que x ∈ Aj ,

portanto Aj ∈ ηX(x).

Quanto a (c), seja (Ai)i∈k, com k ≤ n, uma família de abertos de X tal que⋃
i∈k

Ai ∈ µX(Φ).

Então �(
⋃
i∈k Ai) ∈ Φ. Mas �(

⋃
i∈k Ai) =

⋃
i∈k(�Ai), logo

⋃
i∈k(�Ai) ∈ Φ. Como Φ é

n-primo, então existe j ∈ k, tal que �Aj ∈ Φ. Portanto Aj ∈ µX(Φ).

Vamos agora mostrar que a mónada Fn : Top0 → Top0 é uma mónada KZ. Para tal,

comecemos por verificar que o functor Fn é localmente monótono.

Sejam f, g : X → Y morfismos de Top0 tais que f ≤ g, ou seja, para cada U ∈ OY ,

f−1(U) ⊆ g−1(U).

Para concluir que Fnf ≤ Fng basta mostrar que para cada U ∈ OY , Fnf−1(�U) ⊆
(Fng)−1(�U). Para φ ∈ FnX, suponhamos que φ ∈ (Fnf)−1(�U). Tem-se:

φ ∈ (Fnf)−1(�U)⇔ (Fnf)(φ) ∈ �U ⇔ U ∈ (Fnf)(φ)⇔ f−1(U) ∈ φ. (3.2)
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Como por hipótese f−1(U) ⊆ g−1(U) e φ é um filtro, concluímos que g−1(U) ∈ φ. Procedendo
como em (3.2), concluímos que φ ∈ (Fng)−1(�U).

Para concluir que se trata de uma mónada KZ falta mostrar que, para cada X ∈ Top0,

ηFnX ≤ FnηX , ou seja, que

(ηFnX)−1(U) ⊆ (FnηX)−1(U),

para todo o aberto U de F 2
nX.

Sem perda de generalidade, podemos considerar U = 2B, com B um aberto de FnX.

Assim, consideremos φ ∈ FnX tal que φ ∈ (ηFnX)−1(2B), i.e, (ηFnX)(φ) ∈ 2B, ou ainda,

φ ∈ B. Então, atendendo à definição dos abertos de FnX, existe A ∈ OX tal que φ ∈ 2A ⊆ B.

Então A ∈ φ e tem-se A = η−1X (2A) ∈ φ, pelo que 2A ∈ (FηX)(φ). Como 2A ⊆ B,

concluímos que B ∈ (FηX)(φ), logo (FηX)(φ) ∈ 2B, ou seja, φ ∈ (FηX)−1(2B).

Observações 3.6. 1. Tal como foi referido no Exemplo 2.35, Cont, ScottD e EComp

são subcategorias KZ-monádicas de Top0. Nomeadamente, coincidem, com as subcate-

gorias das álgebras determinadas respectivamente, pela mónada F0 dos filtros de abertos

(provado por Day [17] e Wyler [45]), pela mónada F1 dos filtros próprios (provado por

Wyler [45]) e pela mónada F2 dos filtros primos (provado por Simmons em [38] e Wyler

em [46]).

2. Em [26], Dirk Hofmann estudou uma generalização das mónadas dos filtros de abertos

usando filtros não atingíveis por n, n ∈ Card, ou seja, filtros φ tais que para toda a

família (Ai)i<n de abertos, a condição
⋃
i<nAi ∈ φ implica a existência de j < n tal que

Aj ∈ φ (ver também [11]). Assim a presente definição da mónada Fn não coincide com

a utilizada em [26]. Por exemplo, a nossa mónada F2 é a (restrição a Top0 da) mónada

Fω de [26].

3.2 Imersões n-planas

Nesta secção consideramos e caracterizamos diferentes tipos de imersões, definindo, para cada

n ∈ Card, a noção de imersão n-plana.

Observação 3.7. Recordemos que dado um morfismo f : X → Y em Top0 então a função

f−1 : OY → OX é um morfismo de reticulados locais, portanto possui adjunto direito em

SRet1, (f−1)∗ : OX → OY , dado por:

(f−1)∗(U) = ∪{V ∈ OY : f−1(V ) ⊆ U}, U ∈ OX.
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Como habitualmente nesta categoria, chamamos imersão a toda a função contínua f :

X → Y , injectiva e tal que

O(X) = {f−1(V ) : V ∈ O(Y )}.

Notemos que a condição anterior significa que a função imagem-inversa, f−1 : O(Y )→ O(X),

é sobrejectiva e, uma vez que X e Y satisfazem o axioma da separação T0, assegura que f

é injectiva. Assim, em Top0, f : X → Y é uma imersão se e só se f−1 é sobrejectiva, ou

ainda, f é uma imersão se e só se a adjunção f−1 a (f−1)∗ é reflectiva ([27], (II.2.1),[12]), i.e.,

f−1 · (f−1)∗ = idO(X) e idO(Y ) ≤ (f−1)∗ · f−1.

Os lemas seguintes decorrem facilmente de [18] (ver [12]). O primeiro dá-nos uma carac-

terização das imersões de Top0 em termos de Kan-injectividade.

Seja

A0 = {⊥,>}

o espaço de Sierpiński, quer dizer, o único aberto não trivial de A0 é {>}.

Lema 3.8. Um morfismo g : X → Y de Top0 é uma imersão se e só se A0 é Kan-injectivo

à direita relativamente a g. Nomeadamente, se g é imersão, então para qualquer função

χU : X → A0, com U aberto de X, temos

χU/g = χ(g−1)∗(U).

Demonstração. Seja g uma imersão. Comecemos por notar que qualquer morfismo de Top0

com codomínio A0 é do tipo χU , para algum aberto U de X. Para concluir que para cada

U ∈ OX, χ(g−1)∗(U) · g = χU , tomamos em atenção que, atendendo ao facto de g ser uma

imersão, temos g−1 · (g−1)∗ = id, portanto, para cada x ∈ X, g(x) ∈ (g−1)∗(U) se e só se

x ∈ U .

Seja t : U → A0 um morfismo de Top0, tal que t ·g ≤ χU . Para mostrar que t ≤ χ(g−1)∗(U),

basta verificar que a condição t−1(A) ⊆ (χ(g−1)∗(U))
−1(A) é satisfeita pelo único aberto não

trivial de A0, A = {>}. Atendendo a que id ≤ (g−1)∗ · g−1, temos:

t · g ≤ χU ⇒ g−1(t−1({>})) ⊆ (χU )−1({>}) = U

⇒ t−1({>}) ⊆ (g−1)∗(U)

⇒ t−1({>}) ⊆ (χ(g−1)∗(U))
−1({>}).

Reciprocamente, suponhamos que A0 é Kan-injectivo à direita relativamente a g, quer

dizer, para cada aberto U de X existe o morfismo χU/g, portanto existe um aberto V de Y

tal que χU/g = χV . Então χV · g = χU , ou seja, para cada x ∈ X, x ∈ g−1(V ) ⇔ x ∈ U ,

portanto g−1 é sobrejectiva, logo g é uma imersão.
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Observação 3.9. Recordemos que um espaço topológico A se diz T1 se para quaisquer pontos

a e b distintos, existe U ∈ OA tal que a é um elemento de U mas b não é. É evidente que

todo o espaço T1 é T0. A seguir mostramos que se H é uma classe de morfismos de Top0 que

contém algum morfismo h : X → Y que não é uma aplicação injectiva, então os objectos de

KInj(H) são todos espaços T1.

Antes de mais, notemos que, como é fácil de ver, dado A ∈ Top0, A é T1 se e só se, para

todo o a, b ∈ A, a ≤ b ⇒ a = b. Seja agora h : X → Y em Top0 e x, y ∈ X tais que

h(x) = h(y), com x 6= y. Sem perda de generalidade, podemos assumir que existe G ∈ OX
tal que y ∈ G e x /∈ G. Seja A ∈ KInj(H). Se em A existirem a e b tais que a ≤ b e a 6= b,

podemos definir g : X → A por

g(z) =

{
b, se z ∈ G;

a, se z /∈ G,

obtendo uma aplicação contínua visto que, para U ∈ OA, g−1(U) = G se b ∈ U e a /∈ U , e

g−1(U) = X, nos outros casos em que U 6= ∅. Em particular vamos ter g(x) = a e g(y) = b.

Mas, então, como h(x) = h(y), não existe nenhum morfismo g : Y → A tal que g ·h = g. Logo

tem de ser a = b.

Para apresentar o próximo lema, útil para o que se segue, necessitamos de algumas noções

que recordamos na observação seguinte.

Observação 3.10. ([27] e [25]) Seja R um conjunto parcialmente ordenado. A topologia de

Alexandrov de R é constituída pelos subconjuntos ascendentes de R. A topologia de Scott é

definida em R do seguinte modo: dado U ⊆ R, U ∈ OR se U =↑ U e U é inacessível por

supremos dirigidos, i.e., todo o subconjunto dirigido S de R que tem supremo em U tem algum

elemento em comum com U . (S é dirigido se todo o seu subconjunto finito tem um majorante

em S.)

Um reticulado completo R é um reticulado contínuo se e só se, para cada x ∈ R,

x =
∨
{
∧
U : x ∈ U ∈ OR},

onde OR é a topologia de Scott de R.

A topologia de Scott é sempre T0. Além disso, a ordem num conjunto parcialmente orde-

nado R coincide com a ordem de especialização induzida pela topologia de Scott de R. Assim,

um reticulado contínuo pode ser encarado como um espaço T0 por meio da sua topologia de

Scott.

Lema 3.11. Seja g : X → Y uma imersão em Top0. Seja Z um reticulado contínuo com a

topologia de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, portanto, gerada pelos conjuntos
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da forma ↑ z, com z ∈ Z. Se h : X → Z é uma função contínua então h/g : Y → Z pode ser

definido por

(h/g)(y) = ∨{z ∈ Z : y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ z))}. (3.3)

Demonstração. Para concluir que h/g · g(x) = h(x), para cada x ∈ X, note-se que

h−1(↑ h(x)) = g−1(g−1)∗h
−1(↑ h(x)),

pois g−1 aR (g−1)∗, já que g é uma imersão. Então, como x ∈ h−1(↑ h(x)),

g(x) ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ h(x))).

Além disso, h(x) é o supremo de todos os z para os quais g(x) ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ z)) , pois

g(x) ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ z)) ⇒ x ∈ g−1(g−1)∗(h−1(↑ z))

⇒ x ∈ h−1(↑ z)

⇒ z ≤ h(x).

Seja agora k : Y → Z um morfismo tal que k · g ≤ h. Para concluir que k ≤ h/g, basta

verificar que para qualquer y ∈ Y , y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ k(y))), ou seja, existe algum aberto V

de Y tal que y ∈ V e g−1(V ) ⊆ h−1(↑ k(y)).

O aberto V = k−1(↑ k(y)) satisfaz esta condição, pois x ∈ g−1(V ) é equivalente a x ∈
(k · g)−1(↑ k(y)). Então, atendendo a que k · g ≤ h, temos x ∈ h−1(↑ k(y)).

Para mostrar que h/g é contínua basta verificar que, para qualquer z ∈ Z, se tem:

(h/g)−1(↑ z) = (g−1)∗(h
−1(↑ z)).

Como (h/g) · g = h e id ≤ (g−1)∗ · g−1, então (h/g)−1 ≤ (g−1)∗ · h−1. Para cada y ∈ Y ,

atendendo à fórmula (3.3), temos a seguinte sequência de implicações:

y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ z)) ⇒ z ∈ {w ∈ Z : y ∈ (g−1)∗(h

−1(↑ w))}

⇒ z ≤ (h/g)(y)

⇒ y ∈ (h/g)−1(↑ z).

Para provar a inclusão contrária, seja y ∈ Y e A = {w ∈ Z : y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ w))}. Vamos

mostrar que ∨A ∈ A. Antes de mais observemos que A é um subconjunto dirigido, visto que,

se y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ w)) e y ∈ (g−1)∗(h

−1(↑ v)) então y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ (w ∨ v))). Seja

t = ∨A. Como, por hipótese, ↑ t é um aberto de Scott, então existe w ∈ A tal que w ∈↑ t, ou
seja, t ≤ w. Assim, t = w e, portanto, t ∈ A. Agora, dado z ∈ Z,

y ∈ (h/g)−1(↑ z) ⇔ (h/g)(y) ≥ z

⇔ t ≥ z

⇔ ↑ t ⊆↑ z.
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Portanto, se y ∈ (h/g)−1(↑ z), tem-se (g−1)∗(h
−1(↑ t)) ⊆ (g−1)∗(h

−1(↑ z)) e, atendendo a

que y ∈ (g−1)∗(h
−1(↑ t)), concluímos que y ∈ (g−1)∗(h

−1(↑ z)). Portanto, g−1∗ (h−1(↑ z)) =

(h/g)−1(↑ z).

Definição 3.12. Seja g : X → Y um morfismo de Top0. Para cada n ∈ Card, com n ≥ 1,

dizemos que g é uma imersão n-plana se é uma imersão tal que (g−1)∗ preserva n-uniões de

abertos, i.e.,

(g−1)∗(
⋃
i∈k

Xi) =
⋃
i∈k

(g−1)∗(Xi),

para qualquer família {Xi}i∈k de abertos de X, com k ≤ n.

Notação 3.13. Para cada α ∈ Card, com n ≥ 1, denotamos por

En

a classe das imersões n-planas.

A classe das imersões é representada por E0.

Exemplos 3.14. 1. A imersão g : X → Y é 1-plana se é densa, i.e. se (g−1)∗(∅) = ∅ e é

2-plana se é plana, i.e., se (g−1)∗ preserva uniões finitas.

2. Para cada n ≥ 3, n ∈ N, as imersões n-planas, coincidem com as imersões 2-planas.

3. As imersões ω-planas são as imersões g tais que (g−1)∗ preserva uniões numeráveis.

Seja f : Z = {0} → A0 o morfismo de Top0 definido por f(0) = ⊥, onde A0 é o espaço de

Sierpiński, como definido antes do Lema 3.8.

Proposição 3.15. Um morfismo g de Top0 é uma imersão densa se e só se o morfismo f é

Kan-injectivo à direita relativamente a g.

Demonstração. Seja g : X → Y um morfismo de Top0. Pela Proposição 3.8 sabemos que g é

uma imersão se e só se A0 é Kan-injectivo à direita relativamente a g. É claro que Z também

o é. Vamos mostrar que (g−1)∗(∅) = ∅ se e só se f é Kan-injectivo à direita relativamente a g,

i.e., se e só se é satisfeita a igualdade

f · (h/g) = (f · h)/g.

Por um lado, existem apenas um morfismo h : X → Z e um morfismo h′ : Y → Z nomea-

damente as aplicações constantes, portanto h′ = h/g e f · (h/g)(y) = f(0) = ⊥, para todo o
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y ∈ Y . Por outro lado, como (f · h)/g tem como codomínio A0, sabemos, pelo Lema 3.8, que

(f · h)/g(y) = χV , com

V = (g−1)∗ · (f · h)−1({>})

= (g−1)∗ · h−1(f
−1

({>}))

= (g−1)∗ · h−1(∅)

= (g−1)∗(∅).

Então (f ·h)/g(y) = ⊥, para todo o y ∈ Y , se e só se V = ∅, ou seja, se e só se (g−1)∗(∅) = ∅.

Notação 3.16. Consideremos o espaço topológico T0 A2 = {>,⊥ a, b}, com a base para a

topologia formada por {>}, {a,>} e {b,>}.
Seja A0 o espaço de Sierpiński e f : Z = {0} → A0 o morfismo de Top0 definido por

f(0) = ⊥. Seja A2 a subcategoria de Top0 cujos únicos morfismos não triviais são f2 e f , com

f2 : A2 → A0 a função contínua definida por:

f2(x) =

{
>, se x 6= ⊥
⊥, se x = ⊥.

, x ∈ A2.

Teorema 3.17. Um morfismo g de Top0 é uma imersão plana se e só se f2 e f são Kan-

injectivos à direita relativamente a g, quer dizer, E2 = (A2)
KInj .

Demonstração. Pelo Lema 3.8 sabemos que g : X → Y é uma imersão se e só se A0 é Kan-

injectivo à direita relativamente a g. Pela Proposição 3.15, g é densa, i.e. é 1-plana se e só se f

é Kan-injectivo à direita relativamente a g. Como A2 é um reticulado contínuo com a topologia

de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, então, pelo Lema3.11, é Kan-injectivo à

direita relativamente a qualquer imersão.

Vamos verificar que f2 é Kan-injectivo à direita relativamente a g se e só se (g−1)∗ preserva

uniões de pares de abertos.

Primeiro note-se que dada uma imersão g : X → Y , existe uma bijecção entre o conjunto

das aplicações contínuas de X em A2 e o conjunto dos pares (Xa, Xb) de abertos de X,

dada por: a cada h : X → A2 em Top0 corresponde o par de abertos Xa = h−1({a,>}) e

Xb = h−1({b,>}). No sentido inverso, a cada par de abertos (Xa, Xb) corresponde a função

contínua h, dada por:

h(x) =


>, se x ∈ Xa ∩Xb

a, se x ∈ Xa\(Xa ∩Xb)

b, se x ∈ Xb\(Xa ∩Xb)

⊥, se x /∈ Xa ∪Xb.
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Para concluir basta provar que, para cada par de abertos (Xa, Xb) de X, se tem:

f2 · (h/g) = (f2 · h)/g se e só se (g−1)∗(Xa ∪Xb) = (g−1)∗(Xa) ∪ (g−1)∗(Xb).

A igualdade f2 · (h/g) = (f2 ·h)/g é equivalente a (f2 · (h/g))−1({>}) = ((f2 ·h)/g)−1({>}), já
que são ambas funções de codomínio A0. Por um lado, como A2 e A0 são reticulados contínuos

com a topologia de Scott coincidente com a topologia de Alexandrov, pelo Lema 3.11, obtemos:

((f2 · h)/g)−1({>}) = = (g−1)∗((f2 · h)−1({>}))

= (g−1)∗(h
−1({a,>}) ∪ h−1({b,>}))

= (g−1)∗(Xa ∪Xb).

Por outro lado,

(f2 · (h/g))−1({>}) = (h/g)−1({a,>}) ∪ (h/g)−1({b,>})

= (g−1)∗(h
−1({a,>})) ∪ (g−1)∗(h

−1({b,>}))

= (g−1)∗(Xa) ∪ (g−1)∗(Xa).

Observação 3.18. Recordemos que um cardinal infinito α é um cardinal regular se não é

possível escrever α como união de uma família k-indexada de conjuntos de cardinal l, com

k, l < α. Se considerarmos a mesma definição para cardinais finitos, então 2 é também regular

(e o mesmo acontece com 0 e 1).

Observação 3.19. As classes de morfismos E1 e E2, a primeira constituída pelas imersões

densas, a segunda pelas imersões g tais que (g−1)∗ preserva uniões finitas, são claramente

distintas. Por exemplo, seja g : X → Y a inclusão de X = {a, b} em Y = {a, b, c} cujas

topologias têm em ambos os casos como únicos abertos não triviais os conjuntos {a} e {b}.
Então g é uma imersão densa mas

(g−1)∗({a, b}) 6= (g−1)∗({a})
⋃

(g−1)∗({b}).

No lema seguinte mostramos que se tem sempre Em 6= En, para n < m, com m regular.

Lema 3.20. Se 1 ≤ n < m, com m um cardinal regular, então Em $ En, quer dizer, existem

imersões n-planas que não são m-planas.

Demonstração. O caso 1 < 2 já foi abordado na Observação 3.19. A seguir consideramos o

caso 2 ≤ n < m, com m regular.

Para cada l ∈ Card, consideremos o espaço topológico T0 (l,Ol), com

Ol = {k ∈ Card : k ≤ l} = l ∪ {l} .
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Sejam n < m < t, com m um cardinal regular, e consideremos a imersão g : m ↪→ t em Top0,

dada pela inclusão. Então, para cada v ∈ Ot e cada k ∈ Om,

g−1(v) =

{
m se m ≤ v ≤ t
v se v < m

e

(g−1)∗(k) =

{
k se k < m

t se k = m.

Vamos verificar que g não é m-plana, mas é n-plana. Como m é um cardinal regular então é

um cardinal limite (já que é infinito), portanto m =
⋃
k<m

k, logo

(g−1)∗(
⋃
k<m

k) = (g−1)∗(m) = t.

Por outro lado, ⋃
k<m

(g−1)∗(k) =
⋃
k<m

k = m,

donde se conclui que g não é m-plana.

Para concluir que g é n-plana, consideremos uma família (xi)i<n de n abertos de m, i.e.,

para cada i < n, xi ≤ m. Uma vez que m é um cardinal regular e n < m, temos:⋃
i<n

xi = m se e só se existe j < n tal que xj = m.

Neste caso

(g−1)∗(
⋃
i<n

xi) = (g−1)∗(m) = t

e

(g−1)∗(xj) = (g−1)∗(m) = t.

Logo
⋃
i<n(g−1)∗(xi) = t, portanto

(g−1)∗(
⋃
i<n

xi) =
⋃
i<n

(g−1)∗(xi).

Caso contrário, temos xi < m, para cada i < n. Como m é regular, então
⋃
i<n xi < m e

obtemos:

(g−1)∗(
⋃
i<n

xi) =
⋃
i<n

xi =
⋃
i<n

(g−1)∗(xi).

Proposição 3.21. Para cada n ∈ Card,

KInj(En)

é a subcategoria KZ-reflectiva de Top0 das álgebras definidas pela mónada Fn dos filtros n-

primos e En é a classe das Fn-imersões.
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Demonstração. Atendendo aos Teoremas 2.30 e 2.17 sabemos que a categoria Top0
Fn , das

álgebras definida pela mónada KZ Fn em Top0, é KZ-reflectiva e fechada para adjuntos di-

reitos co-reflectivos e que Top0
Fn = KInj((Top0

Fn)KInj). Além disso, pela Proposição 2.14

sabemos que (Top0
Fn)KInj é exactamente a classe de todas as Fn-imersões. Mostrando que

estas são exactamente as imersões n-planas concluímos que Top0
Fn = KInj(En).

Seja f : X → Y uma imersão n-plana. Em [18], Escardó e Flagg mostraram que, sendo

f : X → Y uma imersão e definindo (F0f)∗ : F0Y → F0X por

(F0f)∗(γ) = {U ∈ OX : (f−1)∗(U) ∈ γ},

onde F0 é a mónada dos filtros de abertos (ver Observação 3.4), se obtém (F0f)∗ aR F0f em

Top0. De forma análoga, definindo (Fnf)∗ : FnY → FnX por

(Fnf)∗(γ) = {U ∈ OX : (f−1)∗(U) ∈ γ},

concluímos imediatamente que (Fnf)∗(γ) é um filtro. Além disso, caso (Fnf)∗ esteja bem

definida, decorre também de [18], tendo em conta que Fn é uma submónada de F0, que (Fnf)∗

é contínua (pois ((Fnf)∗)−1(�U) = �(f−1)∗(U)) e (Fnf)∗ aR Fnf .
Resta então mostrar que (Fnf)∗ está realmente bem definida, i.e., que (Fnf)∗(γ) é n-primo,

para todo o filtro γ ∈ FnY .

Para tal consideremos uma família (Ai)i∈k, com k ≤ n, de abertos de X. Uma vez que f

é n-plana e γ é n-primo, temos:⋃
i∈k

Ai ∈ (Fnf)∗(γ) ⇒

⇒ (f−1)∗(
⋃
i∈k

Ai) ∈ γ

⇒
⋃
i∈k

(f−1)∗(Ai) ∈ γ

⇒ ∃j ∈ k, (f−1)∗(Aj) ∈ γ

⇒ ∃j ∈ k,Aj ∈ (Fnf)∗(γ).

Agora suponhamos que f : X → Y é uma Fn-imersão, com (Fnf)∗ aR Fnf . Analogamente ao

que é feito na prova 6.5 de [18] e de 3.53 de [15], definindo (f−1)∗ : OX → OY por

(f−1)∗ = η−1Y · ((Fnf)∗)−1 ·�,

é fácil verificar que f−1 aR (f−1)∗, portanto f é uma imersão.

Falta mostrar que (f−1)∗ preserva reuniões de famílias de abertos indexadas por k, com

k ≤ n.
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Para reuniões vazias, tem-se

(f−1)∗(∅) = η−1Y ((Fnf)∗)−1(2∅) = η−1Y ((Fnf)∗)−1(∅) = ∅,

onde a segunda igualdade decorre do facto de os filtros de FnX serem próprios.

Falta mostrar que

(f−1)∗(
⋃
i∈k

Ai) =
⋃
i∈k

(f−1)∗(Ai)

para qualquer família (Ai)i∈k de abertos de X. Isto é uma consequência de η−1Y ·((Fnf)∗)−1 ser

um morfismo de reticulados locais e do facto de se ter a igualdade �(
⋃
i∈k Ai) =

⋃
i∈k(�Ai);

com efeito, uma vez que FnX é formado pelos filtros n-primos de X,

φ ∈ �(
⋃
i∈k

Ai)⇔
⋃
i∈k

Ai ∈ φ⇔ ∃j ∈ k : Aj ∈ φ⇔ ∃j ∈ k : φ ∈ �Aj ⇔ φ ∈
⋃
i∈k
�Ai.

3.3 Uma cadeia de subcategorias KZ-reflectivas de Sob

A categoria Top0 contém uma cadeia infinita de subcategorias plenas reflectivas, como foi

provado em [40]. Aqui, usando os resultados da última secção, vamos concluir que a categoria

Top0 também contém uma cadeia infinita de subcategorias KZ-reflectivas.

Seja Sob a subcategoria plena de Top0 cujos objectos são os espaços topológicos sóbrios,

i.e., os objectos X de Top0 tais que todo o fechado irredutível não vazio de X é o fecho de um

único ponto. Ou, de modo equivalente (ver [27] ou [37]), são os espaços X onde todo o filtro

completamente primo é o filtro das vizinhanças de um único elemento x ∈ X.

Recorde-se que um filtro φ é completamente primo se, dada qualquer família (Ui)i∈I de

abertos de φ, a condição
⋃
i∈I Ui ∈ φ implica a existência de pelo menos um índice j ∈ I tal

que Uj ∈ φ.

Definição 3.22. Designamos por imersões completamente planas as imersões g tais que (g−1)∗

preserva uniões quaisquer de abertos. Denotamos a classe destas imersões por E{.

Observação 3.23. Em [18] Escardó e Flagg mostraram que os filtros completamente primos

definem uma mónada KZ em Top0. De facto, é fácil verificar que as condições (a) e (b) enun-

ciadas no ponto 2 da Observação 3.4 são também satisfeitas se, para X ∈ Top0, considerarmos

a família

F{X

dos seus filtros completamente primos.
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Observaram ainda que as F{-imersões são as imersões completamente planas, os espaços

sóbrios são os suportes das F{-álgebras e a unidade da mónada F{ é, para cada X ∈ Top0,

a conhecida reflexão de X na subcategoria plena Sob, que é trivialmente do tipo KZ. Como

consequência, atendendo ao Teorema 2.17 e à Proposição 2.32, temos então que

KInj(E{) = Sob.

Teorema 3.24. Para cada n ∈ Card, KInj(En) é uma subcategoria KZ-reflectiva de Top0.

Estas subcategorias formam uma cadeia crescente cuja união é a subcategoria Sob.

Demonstração. É claro que, para cada n ∈ Card, toda a imersão completamente plana é

n-plana, i.e., E{ ⊆ En. Atendendo à Proposição 1.44 e à Observação 3.23 obtemos, para

cada n ∈ Card, KInj(En) ⊆ KInj(E{) = Sob. Para concluir que também Sob está contida

na união das subcategorias que constituem a cadeia, observemos que para cada X ∈ Sob e

para cada n ∈ Card, F{X ⊆ FnX. Vamos verificar que para n ≥ card(OX) também se tem

FnX ⊆ F{X. Para tal, consideremos uma família qualquer (Xk)k∈I de abertos de X. Uma vez

que card(OX) ≤ n, eliminando eventuais repetições encontramos uma subfamília da família

inicial com, no máximo, n elementos, digamos, (Zj)j<n, onde, para cada j < n, Zj = Xk, para

algum k ∈ I. Então
⋃
k∈I Xk =

⋃
j<n Zj , logo se ϕ é um filtro n-primo de X temos:⋃

k∈I
Xk ∈ ϕ⇒

⋃
j<n

Zj ∈ ϕ⇒ ∃j < n,Zj ∈ ϕ⇒ ∃k ∈ I,Xk ∈ ϕ.

Assim ϕ é completamente primo, donde concluímos que FnX = F{X.

Como X ∈ Sob, a reflexão de X em Sob é um isomorfismo, tendo-se X ∼= F{X = FnX.

Logo X ∈ KInj(En), atendendo à Proposição 3.21. Mais do que isso, a reflexão de X em Sob

coincide com a reflexão de X em KInj(En).

De modo a concluir que a inclusão também se verifica para morfismos, consideremos uma

função contínua entre espaços sóbrios, h : A → B. Seja n = max{card(OA), card(OB)}.
Como acabámos de ver A,B ∈ KInj(En), tendo-se que as reflexões de A e de B em Sob são

isomorfismos e coincidem com as reflexões de A e B em KInj(En). Então f = η−1Y ·Fnf · η
−1
X

e, como KInj(En) é fechada para isomorfismos, contém o morfismo f .

Observação 3.25. Uma vez que Sob é plena em Top0, atendendo à Proposição 2.25, sabemos

que as subcategorias encontradas são também KZ-reflectivas em Sob.

De facto, para cada n ∈ Card, as subcategorias KInj(En) são KZ-reflectivas em Sob,

através da restrição Fn|Sob, de Fn à subcategoria plena dos espaços sóbrios. Além disso, as

imersões n-planas em Sob são as imersões n-planas entre espaços sóbrios.

Observação 3.26. Atendendo a que Sob é uma subcategoria KZ-monádica de Top0 sabemos

que KInjTop0
(SobKInjTop0 ) = Sob. Vamos verificar que o invólucro Kan-injectivo de Sob
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em Sob também é Sob. Como Sob é plena em Top0, sabemos que

SobKInjSob = SobKInjTop0

⋂
Mor(Sob).

Então SobKInjSob ⊆ SobKInjTop0 , logo

Sob = KInjTop0
(SobKInjTop0 ) ⊆ KInjTop0

(SobKInjSob).

Atendendo a que KInjTop0
(SobKInjSob) é a subcategoria dos objectos e morfismos de Top0

Kan-injectivos à direita em Top0 relativamente aos morfismos da classe SobKInjSob , temos

KInjSob(SobKInjSob) = KInjTop0
(SobKInjSob)

⋂
Sob. Então

KInjTop0
(SobKInjTop0 )

⋂
Sob ⊆ KInjTop0

(SobKInjSob)
⋂

Sob.

Portanto concluímos que Sob ⊆ KInjSob(SobKInjSob). A inclusão recíproca verifica-se trivi-

almente.

Observação 3.27. No final do Capítulo 4, mais precisamente no Corolário 4.26, iremos es-

tender a caracterização das imersões n-planas feitas na Proposição 3.15 e no Teorema 3.17

apenas para n = 1, 2, a todo o cardinal n. Veremos que, para cada n, a classe das imersões

n-planas é da forma AKInjn , para uma subcategoria finita An de Top0.





Capítulo 4

Kan-projectividade em RetLoc

Usando os conceitos de Kan-projectividade à direita e de KZ-co-reflectividade, duais dos con-

ceitos de Kan-injectividade à direita e KZ-reflectividade definidos nos capítulos 1 e 2, va-

mos construir uma cadeia indexada por Card de subcategorias KZ-co-reflectivas da categoria

RetLoc dos reticulados locais e dos morfismos de reticulados locais caracterizadas em termos

de uma generalização da relação binária "�", usualmente utilizada no contexto dos reticula-

dos contínuos. Além disso, caracterizamos vários tipos de sobrejecções de RetLoc em termos

de Kan-projectividade à direita.

Neste capítulo, consideramos todas as subcategorias de CPO enriquecidas em CPO com

a ordem ponto-a-ponto.

4.1 Kan-projectividade e KZ-co-reflectividade

Nesta secção enunciamos os conceitos e resultados duais dos estudados nos dois capítulos

iniciais necessários para as secções seguintes.

Seja X uma categoria enriquecida em CPO. A categoria dual, X op, é também enriquecida

em CPO, com a ordem dada por: dados fop e gop em X op,

fop ≤ gop ⇔ f ≤ g,

onde fop e gop representam os morfismos duais de f e de g, respectivamente.

Deste modo obtemos as seguintes definições.

Definições 4.1. Seja X uma categoria enriquecida em CPO e h : X → Y um morfismo de

X .

1. Dizemos que um objecto A é Kan-projectivo à direita relativamente a h se para cada

89
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morfismo g : A→ Y , existe g′ : A→ X com h · g′ = g, isto é, o diagrama

X
h // Y

A
g′

ff

g

OO

é comutativo, e tal que, para cada morfismo t : A→ X, é satisfeita a condição:

h · t ≤ g ⇒ t ≤ g′. (4.1)

Representamos g′ por g
h .

2. Dizemos que um morfismo f : A→ B é Kan-projectivo à direita relativamente a h se A

e B são Kan-projectivos à direita relativamente a h e, para cada g : B → Y , se tem

g

h
· f =

g · f
h

. (4.2)

Ou seja, é comutativo o seguinte diagrama:

X
h // Y

A
f

//

g·f
h

OO

B

g
h

ff

g

OO

Notação 4.2. 1. Se A é uma subcategoria de X representamos por

AKProj

a classe dos morfismos de X relativamente aos quais todos os objectos e morfismos de A
são Kan-projectivos à direita .

2. Para cada classe M de morfismos de X representamos por

KProj(M)

a subcategoria de X formada pelos objectos e morfismos que são Kan-projectivos à

direita relativamente a cada morfismo de M; designamos este tipo de subcategorias por

subcategorias Kan-projectivas.

Exemplo 4.3. É fácil concluir que o reticulado local

D = •1

•0

.
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é Kan-projectivo à direita relativamente a qualquer morfismo h : X → Y de RetLoc: para

cada g : D → Y , gh é o único morfismo de RetLoc definido de D para X. Portanto

Mor(RetLoc) = DKProj ,

onde D é a subcategoria cujo único morfismo é idD. (Na verdade, isto é um caso particular

da propriedade dual de 1.7.)

Exemplo 4.4. Consideremos a subcategoria P de CPO cujo único morfismo é o morfismo

identidade de P = {p}. Então tem-se:

1. PKProj é a classe de todos as sobrejecções g : X → Y de CPO que satisfazem a seguinte

propriedade:

(*) Para cada y ∈ Y , o conjunto g−1(↓ y) tem um máximo, i.e., g−1(↓ y) tem um

supremo em X e esse supremo pertence a g−1(↓ y).

De modo a provar o enunciado, comecemos por considerar um sobrejecção g : X → Y

de CPO que satisfaça a condição (*). Seja f : P → Y com f(p) = y. Definimos

f

g
(p) = max g−1(↓ y)

que, por hipótese, existe. Seja esse máximo x0. Então, como x0 ∈ g−1(↓ y), tem-se

g(x0) ≤ y. Por hipótese, existe algum z ∈ X tal que g(z) = y. Mas então z ≤ x0, donde

y = g(z) ≤ g(x0).

Portanto g · fg (p) = g(x0) = y.

Além disso, se h : P → X é tal que g · h ≤ f tem-se

g · h(p) ≤ f(p) = y,

logo h(p) ∈ g−1(↓ y) e, portanto,

h(p) ≤ x0 =
f

g
(p).

Reciprocamente, suponhamos que g : X → Y é um morfismo de CPO tal que P é Kan-

projectivo à direita relativamente a g. Claro que g é sobrejectiva pois para y ∈ Y \g[X]

e f : P → Y dada por f(p) = y, não é possível encontrar f ′ : P → X tal que g · f ′ = f .

Para mostrar que a condição (*) é satisfeita seja y ∈ Y e f : P → Y tal que f(p) = y.

Por hipótese existe f
g . Seja x0 = f

g (p). Vamos mostrar que x0 = max g−1(↓ y). Antes

de mais, é óbvio que x0 ∈ g−1(↓ y) já que se tem

g(x0) = g · f
g

(p) = f(p) = y.
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Seja agora z ∈ g−1(↓ y). Queremos mostrar que z ≤ x0. Consideremos h : P → X tal

que h(p) = z. Então g · h(p) = g(z) ≤ y. Ou seja ainda, g · h ≤ g · fg . Por definição de
f
g , tem-se h ≤ f

g , ou seja, z = h(p) ≤ f
g (p) = x0.

2. KProj(PKProj) = CPO.

Para o provar basta verificar que CPO ⊆ KProj(H) onde H = PKProj . Para tal, seja

g : X → Y um morfismo de H, isto é, g é uma sobrejecção satisfazendo (*), e f : Z → Y

um morfismo em CPO. Definimos

f

g
(z) = max g−1(↓ f(z)).

Trata-se de uma função monótona, já que temos

z1 ≤ z2 ⇒ f(z1) ≤ f(z2)

⇒ g−1(↓ f(z1)) ⊆ g−1(↓ f(z2))

⇒ max g−1(↓ f(z1)) ≤ max g−1(↓ f(z2))

⇒ f

g
(z1) ≤

f

g
(z2).

É fácil ver que os morfismos de CPO são Kan-projectivos à direita relativamente aos

morfismos de H: dados h : W → Z e w ∈W ,

(
f

g
· h)(w) = max(g−1(↓ f(h(w)))) = max(g−1(↓ (f · h)(w))) =

f · h
g

(w).

De seguida enunciamos os duais das noções de KZ-reflectividade e de mónada KZ. Na

primeira fazemos uso do Corolário 2.6.

Definições 4.5. 1. Uma subcategoria A de X diz-se KZ-co-reflectiva em X se for co-

reflectiva com o respectivo functor co-reflector G : X → A localmente monótono e tal

que a co-unidade ε satisfaz as seguintes condições:

(a) A ⊆ KProj({εX : X ∈ X})

(b) εX ·g
g = g, para cada morfismo g : A→ GX de A.

2. Dizemos que a comónada (H, ε, δ) em X é uma comónada KZ se e só se H é um functor

localmente monótono tal que, para cada X ∈ X ,

εHX ≤ HεX ,

ou, de modo equivalente, HεX aR δX . Denotamos a categoria das H-co-álgebras por
HX .

Para o conceito dual de H-imersão usamos o termo "H-quociente":
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Definição 4.6. Se H : X → A é um functor localmente monótono entre categorias enrique-

cidas em CPO, um morfismo f de X diz-se um H-quociente se Hf possui adjunto direito

reflectivo em A, quer dizer, existe um morfismo (Hf)∗ ∈ A tal que

Hf aR (Hf)∗.

No teorema seguinte enunciamos alguns resultados que iremos utilizar, obtidos por duali-

zação de proposições e teoremas obtidos nos capítulos 1 e 2.

Teorema 4.7. Seja X uma categoria enriquecida em CPO.

1. Toda a subcategoria A de X KZ-co-reflectiva e fechada para adjuntos esquerdos co-

reflectivos coincide, a menos de isomorfismo de categorias, com a categoria de co-álgebras

determinada por uma comónada KZ em X . Além disso,

KProj(AKProj) = A.

2. Dada uma comónada KZ em X tendo como endofunctor H : X → X a subcategoria

das H-co-álgebras coincide, a menos de isomorfismo de categorias, com a subcategoria

KProj(Q), onde Q representa a classe dos H-quocientes. i.e.,

HX ' KProj(Q).

Além disso, os H-quocientes são precisamente a maior classe de morfismos relativamente

à qual as H-co-álgebras e os morfismos de H-co-álgebras são Kan-projectivos à direita.

4.2 Kan-projectividade em RetLoc

Nesta e na próxima secção vamos trabalhar na categoria dos reticulados locais, RetLoc,

enriquecida em CPO com a ordem ponto-a-ponto.

Observação 4.8. Qualquer morfismo h : X → Y de RetLoc preserva supremos arbitrários,

portanto possui adjunto direito h∗ em SRet1 dado por:

h∗(y) =
∨
{x ∈ X : h(x) ≤ y}. (4.3)

É fácil concluir que h é sobrejectivo se e só se esta adjunção é reflectiva. Com efeito, sendo h

sobrejectivo, dado y ∈ Y existe x ∈ X tal que y = h(x), logo y = h(x) ≤ (h · (h∗ · h))(x) =

(h · h∗)(y) ≤ y, portanto (h · h∗)(y) = y.

Exemplo 4.9. Em RetLoc toda a cadeia finita é Kan-projectiva à direita relativamente a

sobrejecções.
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Com efeito, seja A a cadeia finita 0 < a1 < a2 < · · · < an < 1 e seja h : X → Y uma

sobrejecção de RetLoc. Seja g : A → Y um morfismo de RetLoc. Vamos mostrar que
g
h : A→ X existe, sendo definido por:

g

h
(a) = ∨h−1(↓ g(a)) i.e.,

g

h
(a) = (h∗ · g)(a), se a 6= 0, (4.4)

e
g

h
(0) = 0X .

É fácil ver que, desta forma, gh é uma função monótona, dado que:

a ≤ a′ ⇒ ↓ g(a) ⊆↓ g(a′)

⇒ ∨h−1(↓ g(a)) ≤ ∨h−1(↓ g(a′)).

Como A é uma cadeia finita, concluímos que g
h preserva todos os ínfimos e supremos não

vazios; por definição preserva também os vazios. Logo trata-se de um morfismo de RetLoc.

Além disso, h( gh(0)) = h(0X) = 0Y = g(0) e, para a 6= 0,

h(
g

h
(a)) = h · h∗ · g(a) = g(a),

atendendo ao facto de h · h∗ = idY , uma vez que, por hipótese, h é uma sobrejecção.

Seja agora t : A → X um morfismo de RetLoc tal que h · t ≤ g. Então, para cada

i ∈ {1, 2, . . . , n}, h(t(ai)) ≤ g(ai), ou seja, t(ai) ∈ h−1(↓ g(ai)), e, portanto,

t(ai) ≤ ∨h−1(↓ g(ai)) =
g

h
(ai).

Logo, t ≤ g
h .

A proposição seguinte dá uma caracterização das sobrejecções de RetLoc, à custa do

reticulado

D1 = •1

•d

•0

.

Proposição 4.10. Os morfismos sobrejectivos de RetLoc são exactamente os morfismos h

relativamente aos quais D1 é Kan-projectivo à direita.

Demonstração. Seja h : X → Y uma sobrejecção de RetLoc. Como D1 é uma cadeia finita

então, atendendo ao Exemplo 4.9, D1 é Kan-projectivo à direita relativamente a h.
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Reciprocamente, se D1 é Kan-projectivo à direita relativamente ao morfismo h : X → Y

de RetLoc, considerando para cada y ∈ Y o morfismo gy : D1 → Y em RetLoc tal que

gy(d) = y, existe o morfismo gy
h e tem-se h · gyh (d) = gy(d) = y, ou seja, existe x0 :=

gy
h (d) tal

que h(x0) = y.

De forma análoga à proposição que acabámos de provar, em seguida caracterizaremos vários

tipos de sobrejecções de RetLoc. Para tal necessitamos das seguintes noções.

Definições 4.11. Consideremos um morfismo h : X → Y de RetLoc. Dizemos que h é um

quociente se h é uma sobrejecção, ou seja, se h aR h∗, com h∗ ∈ SRet1. Dizemos que um

quociente é um quociente denso se h∗(0Y ) = 0X . A condição h∗(0Y ) = 0X significa que

∨{z ∈ X : h(z) = 0Y } = 0X ,

ou seja, que o único elemento de X que tem imagem 0Y através de h é o elemento 0X . Um

quociente plano é um quociente h tal que h∗ preserva supremos de famílias finitas (incluindo

as vazias).

Sejam D e D1 os reticulados definidos no Exemplo 4.3 e antes da Proposição 4.10. Deno-

tamos por

f : D1 → D

o morfismo definido por f(1) = 1 e f(d) = f(0) = 0.

Proposição 4.12. Os quocientes densos de RetLoc são exactamente os morfismos h relati-

vamente aos quais o morfismo f é Kan-projectivo à direita.

Demonstração. Seja h : X → Y um quociente denso. Pelo Exemplo 4.9 sabemos que D e D1

são Kan-projectivos à direita relativamente a h.

De modo a concluir que f é Kan-projectivo à direita relativamente a h, vamos verificar

que, para cada morfismo g : D → Y de RetLoc e para cada a ∈ D1, é válida a igualdade

g · f
h

(a) = (
g

h
· f)(a). (4.5)

Esta igualdade é trivialmente satisfeita para a 6= d. Para a = d, usando a fórmula (4.4) obtida

no Exemplo 4.9 e o facto de h ser denso, temos

g · f
h

(d) = h∗ · (g · f)(d) = h∗g(0) = h∗(0Y ) = 0X =
g

h
(0Y ) = (

g

h
)f(d).

Reciprocamente, suponhamos que f é Kan-projectivo à direita relativamente a h. Então

D1 é Kan-projectivo à direita relativamente a h, portanto a adjunção h a h∗ é reflectiva,

i.e., h é uma sobrejecção. Para concluir que h∗(0Y ) = 0X basta atender à hipótese de f ser



96 CAPÍTULO 4. KAN-PROJECTIVIDADE EM RETLOC

Kan-projectivo à direita relativamente a h e de, portanto, ser válida, para cada a ∈ D1, a

igualdade (4.5): de facto, como D e D1 são cadeias finitas, atendendo à fórmula (4.4) para

a = d, obtemos

h∗(0Y ) = h∗ · (g · f)(d) =
g · f
h

(d) = (
g

h
)f(d) =

g

h
(0Y ) = 0X .

Observação 4.13. 1. Dualizando o ponto 2 da Proposição 1.20 e o Corolário 1.22, obtemos

o seguinte: RetLocKProj é a classe de todas as sobrejecções h : X → Y tais que

h∗ ∈ RetLoc, tendo-se, neste caso, para cada morfismo g : Z → Y , a igualdade

g

h
= h∗ · g. (4.6)

2. Além disso, dada uma sobrejecção h : X → Y e um morfismo g : Z → Y em RetLoc,

se a composição h∗ · g pertencer a RetLoc então g
h existe e define-se pela fórmula (4.6).

Com efeito, por um lado temos h · gh = h · h∗ · g = g, atendendo a que, por hipótese,

h · h∗ = idX . Por outro lado, para cada t ∈ RetLoc, uma vez que idY ≤ h∗ · h, temos

h · t ≤ g ⇒ h∗ · h · t ≤ h∗ · g

⇒ t ≤ h∗ · g

⇒ t ≤ g

h
.

Definição 4.14. Para cada n ∈ Card, com n ≥ 1, dizemos que um quociente h é um quociente

n-plano se h∗ preserva supremos de famílias de cardinalidade menor ou igual a n. Os quocientes

designam-se por quocientes 0-planos. Representamos a classe de todos os quocientes n-planos

por

Qn.

Observações 4.15. 1. É claro que, dados m,n ∈ Card, se m ≤ n então Qn ⊆ Qm.

2. Os quocientes 1-planos são os densos e os quocientes 2-planos são os quocientes h tais

que h∗ preserva supremos de conjuntos finitos (incluindo o vazio). Deste modo, para

cada n ∈ N com n > 2, as classes Qn coincidem com a classe Q2.

3. Sejam D0 a subcategoria cujo único objecto é D1 (ver antes da Proposição 4.12) e cujo

único morfismo é idD1 e D1 a subcategoria cujo único morfismo não trivial é f : D1 → D

(ver antes da Proposição 4.12 e Exemplo 4.3). Nas proposições 4.10 e 4.12 mostrámos

que

Q0 = DKProj0 e Q1 = DKProj1 .
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Notação 4.16. Recordemos a construção do reticulado local livre gerado por um conjunto

não vazio X:

Definimos o inf-semi-reticulado SX ∈ SRet1, constituído por todos os subconjuntos finitos

de X, com a relação de ordem parcial dada por A ≤ B se e só se B ⊆ A, com A,B ∈ SX.

Assim, A ∧B = A ∪B e 1SX = ∅.
Interessa realçar que quando X é finito então SX é finito e quando card(X) é infinito

card(SX) = card(X).

O reticulado local livre gerado porX é o reticulado localDSX, formado pelos subconjuntos

descendentes de SX, com a relação de ordem parcial dada pela inclusão, quer dizer, é a imagem

de SX pelo functor reflector D : SRet1 → RetLoc, já referido no Exemplo 2.11.

Notemos que, para cada x ∈ X, ↓ {x} denota o conjunto {A ∈ SX : x ∈ A} que pertence

a DSX. Então em DSX temos
∨
x∈X ↓ {x} =

⋃
x∈X ↓ {x} = {A ∈ SX : A 6= ∅}, portanto∨

x∈X ↓ {x} = SX\{1SX} é coberto por 1DSX = SX.

Seja n um cardinal considerado apenas como um conjunto. A seguir, o reticulado local

livre gerado por n, DSn, será denotado por Dn.
Assim, D0 = {0, 1}, com 0 < 1. Para n = 1 obtemos a cadeia D1 = {0, d, 1}, com

0 < d < 1, já usada nas Proposições 4.10 e 4.12. No caso n = 2 obtemos o reticulado local

D2 = •1

•

• •

•

•0

A seguir f : D1 → D0 é o morfismo definido por f(1) = 1 e f(d) = f(0) = 0, já referido no

Exemplo 4.3 e antes da Proposição 4.12, e fn : D1 → Dn o morfismo definido por fn(0) = 0,

fn(1) = 1 e

fn(d) =
∨
k∈n
↓ {k}.

Observação 4.17. Seja O : Top0 → RetLocop o functor que a cada espaço topológico faz

corresponder o reticulado local dos seus abertos. Sabemos que ele estabelece uma equivalência

de categorias entre Sob e a categoria RetEsp dos reticulados espaciais. É claro que o reti-

culado local D2, como definido na Notação 4.16, é, a menos de isomorfismo, a imagem de A2

por O, onde A2 é o espaço topológico definido na Notação 3.16.
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Teorema 4.18. Para cada n > 1, com n ∈ Card, os quocientes n-planos são exactamente

os morfismos h ∈ RetLoc tais que f : D1 → D0 e fn : D1 → Dn são Kan-projectivos à

direita relativamente a h, quer dizer, Qn = DKProjn , onde Dn é a subcategoria de RetLoc

cujos únicos morfismos não triviais são f e fn

Observação. Consideremos um semi-reticulado R ∈ SRet1 e o reticulado local dos des-

cendentes de R, (DR,⊆). Sabemos que, dado W ⊆ R, W ∈ DR se e só se W =↓ W e

que

↓W = ∪{↓ w : w ∈W} = ∨{↓ w : w ∈W},

onde ↓ w ⊆ R é definido por ↓ w = {r ∈ R : r ≤ w}. Consideremos o conjunto

R = {↓ r : r ∈ R}. (4.7)

Dado W ∈ DR, como W =↓ W , então w ∈ W se e só se ↓ w ⊆ W , pelo que concluímos que

W =↓ W =
⋃
{↓ w : w ∈ W} =

⋃
{↓ w :↓ w ⊆ W}, ou seja, no reticulado local DR, cada

W ∈ DR satisfaz a igualdade

W =
∨
{A ∈ R : A ≤W}. (4.8)

Demonstração. Seja h : Z → Y um quociente n-plano. Então h é um quociente denso,

portanto f é Kan-projectivo à direita relativamente a h. Para concluir queDn é Kan-projectivo

à direita relativamente a h, vamos mostrar que se g : Dn → Y pertence a RetLoc então h∗ · g
também; daqui concluiremos, atendendo à segunda parte da Observação 4.13, que

g

h
= h∗ · g. (4.9)

Sabemos que h∗ ·g ∈ SRet1 e que, por h ser densa, preserva o primeiro elemento. Pela hipótese

sabemos também que h∗ ·g preserva supremos de subconjuntos de Dn de cardinalidade inferior

ou igual a n. Pretendemos agora assegurar que o mesmo acontece para supremos não vazios

quaisquer, ou seja, dado um conjunto {Wt : t ∈ T} ⊆ Dn, tem-se sempre

h∗ · g(
∨
t∈T

Wt) =
∨
t∈T

h∗ · g(Wt).

Consideremos o subconjunto de Dn dado por

Sn = {↓ s : s ∈ Sn},

definido a partir de Sn de acordo com a fórmula (4.7). Pela fórmula (4.8) sabemos que

Wt =
∨
{A ∈ Sn : A ≤Wt}, para cada t ∈ T . Então temos:

h∗ · g(
∨
t∈T

Wt) = h∗ · g(
∨
t∈T

(
∨
{A ∈ Sn : A ≤Wt}))

= h∗ · g(
∨
{A ∈ Sn : A ≤Wt, para algum t ∈ T}).
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Notemos que a cardinalidade de Sn é finita se n o for e igual a n se n for infinito. Então,

por hipótese, h∗ preserva supremos de g[M ], para todo o M ⊆ Sn. Além disso, g ∈ RetLoc,

portanto temos:

(h∗ · g)(
∨
t∈T

Wt) = h∗(
∨
{g(A) : A ∈ Sn e A ≤Wt, para algum t ∈ T})

=
∨
{h∗ · g(A) : A ∈ Sn e A ≤Wt, para algum t ∈ T}

=
∨

(
⋃
t∈T
{h∗ · g(A) : A ∈ Sn e A ≤Wt})

=
∨
t∈T

(
∨
{h∗ · g(A) : A ∈ Sn e A ≤Wt})

=
∨
t∈T

(h∗ · g)(
∨
{A ∈ Sn : A ≤Wt})

=
∨
t∈T

(h∗ · g)(Wt).

De modo a verificar que fn é Kan-projectivo à direita relativamente a h, basta agora ter em

conta a igualdade (4.9) e usar a fórmula (4.4) do Exemplo 4.9 aplicada a g · fn; em particular,

g · fn
h

(d) = h∗ · g · fn(d) = (
g

h
) · fn(d).

Reciprocamente, suponhamos que f e fn são Kan-projectivos à direita relativamente ao

morfismo de RetLoc h : Z → Y . Então h é um quociente denso, restando mostrar que h∗
preserva supremos de subconjuntos não vazios de Y , com cardinalidade menor ou igual a n.

Para tal, seja {yk}k∈n um conjunto de elementos de Y e consideremos a função p : n→ Y que

a cada k ∈ n faz corresponder yk. Seja ηn : n→ UDn o morfismo universal correspondente a

Dn na reflexão de SRet1 em RetLoc, onde U : RetLoc→ Conj é o functor de esquecimento

([27] e [33]-pg 53). Então sabemos que existe um único morfismo g : Dn → Y em RetLoc tal

que p = Ug · ηn. Notemos que daqui resulta que

g · ηn(k) = g(↓ {k}) = p(k) = yk.

Como fn é Kan-projectivo à direita relativamente a h, então existem em RetLoc os morfismos
g
h e g·fn

h satisfazendo a igualdade g·fn
h = g

h · fn. Em particular, para o elemento d de D1, temos

g · fn
h

(d) =
g

h
· fn(d). (4.10)

Por um lado temos, atendendo à fórmula (4.4) do Exemplo 4.9:

g · fn
h

(d) = h∗ · g(fn(d)) = h∗ · g(
∨
k∈n
↓ {k}) = h∗(

∨
k∈n

g(↓ {k})) = h∗(
∨
k∈n

yk). (4.11)

Por outro lado, uma vez que g
h ∈ RetLoc, temos

g

h
(fn(d)) =

g

h
(
∨
k∈n
↓ {k}) =

∨
k∈n

g

h
(↓ {k}). (4.12)
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Além disso, por definição de g
h , temos h · gh = g, logo h∗ · h · gh = h∗ · g. Como idX ≤ h∗ · h,

concluímos que g
h ≤ h∗ · g, portanto

g
h(↓ {k}) ≤ h∗ · g(↓ {k}) = h∗(yk). Donde se conclui que∨

k∈n

g

h
(↓ {k}) ≤

∨
k∈n

h∗(yk).

Então, atendendo a (4.10), (4.11) e (4.12), temos h∗(
∨
k∈n yk) ≤

∨
k∈n h∗(yk).

A desigualdade recíproca é, por definição de supremo, sempre válida.

Observação 4.19. Na demonstração do último teorema vimos que, em particular, os reticu-

lados Dn são Kan-projectivos à direita relativamente a quocientes n-planos. Mais do que isso,

é fácil verificar que os reticulados Dn são Kan-projectivos à direita relativamente a todos os

quocientes. Com efeito, seja D : SRet1 → RetLoc a KZ-reflexão de SRet1 na sua subca-

tegoria RetLoc, descrita no Exemplo 2.11. Dado um quociente h : X → Y e um morfismo

g : Dn → Y , o morfismo g
h é definido por g

h = ĝ, onde ĝ : Dn = DSn → X é o único morfismo

de RetLoc que satisfaz h∗ · g · ηSn = ĝ · ηSn , com ηSn o morfismo universal de Sn em RetLoc.

4.3 As subcategorias RetLoc− /n de RetLoc

Nesta secção vamos ver que os quocientes n-planos são os Hn-quocientes de uma comónada

KZ Hn : RetLoc → RetLoc. Para isso, vamos usar alguns resultados de [6] descritos na

primeira parte da próxima observação.

Antes de mais consideremos a conhecida reflexão de RetLoc em SRet1 (2.3.2 de [33])

definida pelo functor de todos os descendentes, DS = {U ⊆ S : U =↓ U}, S ∈ SRet1, com a

reflexão de cada S ∈ SRet1, dS : S → DS = {U ⊆ S : U =↓ U} dada por dS(s) =↓ s, para
cada s ∈ S.

Recordamos que DS é um reticulado local com a ordem parcial dada pela inclusão, os

ínfimos dados pelas intersecções e os supremos pelas reuniões. Além disso, DS coincide com

o seu menor subreticulado local que contém dS [S].

Observação 4.20. 1. Em [6] Banaschewski considerou subcategoriasK da categoria SRet1

obtidas por meio da seguinte construção:

Seja

(SA)A∈Obj(SRet1)

uma família onde, para cada objecto A, SA é um subconjunto das partes de A, obede-

cendo às seguintes condições:

(a) {a ∧ t : t ∈ S} ∈ SA, para cada a ∈ A e cada S ∈ SA.
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(b) para cada morfismo f : A→ B de SRet1 e cada S ∈ SA, f [S] ∈ SB.

A categoria K associada é então constituída pelos objectos A de SRet1 tais que, para

cada S ∈ SA,
∨
S existe e a ∧ (

∨
S) =

∨
{a ∧ t : t ∈ S}, e pelos morfismos f : A→ B

de SRet1 tais que f(
∨
S) =

∨
f [S], S ∈ SA.

Para uma subcategoria K obtida desse modo, Banaschewski provou que RetLoc é re-

flectiva em K sendo a reflexão de cada objecto A de K, ηA : A→ RA, dada por

RA = {U ∈ DA : (S ⊆ U e S ∈ SA)⇒
∨
S ∈ U}

e

ηA(a) =↓ a, para cada a ∈ A.

Para cada f : A → L em K, com L ∈ RetLoc, o único morfismo f : RA → L tal que

f ·ηA = f é dado por f(U) =
∨
f [U ] e, em cada L ∈ RetLoc, a co-unidade εL : RL→ L

define-se por εL(U) =
∨
U , U ∈ RL.

A reflectividade de RetLoc em K determina uma relação binária em cada reticulado

local L definida por

x / a se e só se (a ≤ εL(U)⇒ ηL(x) ⊆ U, para todo o U ∈ RL).

Banaschewski concluiu também que a comónada induzida em RetLoc pela reflexão de

RetLoc em K é do tipo KZ, mostrando que as co-álgebras da comónada coincidem com

os reticulados locais L que satisfazem as condições:

(i) Para cada a ∈ L, a =
∨
x/a x.

(ii) Dados, x, a, b ∈ L, se x / a e x / b então x / a ∧ b e 1L / 1L.

2. Para cada n ∈ Card, consideremos a família

(SnA)A∈SRet1

onde

SnA = {P ⊆ A : card(P ) ≤ n}, para n ≥ 1

e

S0A = ∅.

É fácil ver que Sn satisfaz as condições descritas em 1 para S. Com efeito, para P ⊆ A
com card(P ) ≤ n e f : A → B é claro que ambos os conjuntos {a ∧ t : t ∈ P} e f [P ]

têm cardinalidade não superior a n.
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A última observação permite considerar a notação seguinte.

Notação 4.21. 1. Para cada n ∈ Card, seja Kn a subcategoria de SRet1 obtida por meio

da família (SnA)A∈SRet1 , como descrito na Observação 4.20. Sendo In : RetLoc→ Kn
o functor inclusão de RetLoc em Kn, denotamos por

Hn : RetLoc→ RetLoc

o functor composição do functor reflector de Kn em RetLoc com In.

Da observação anterior conclui-se facilmente que para cada L ∈ RetLoc,

HnL = {U ∈ DL : (S ⊆ U e S ∈ SnL)⇒
∨
S ∈ U}.

Além disso, para cada morfismo f : L→M de RetLoc, usando as notações da Observa-

ção 4.20, temosHnf = Rnf = ηM · f . Como, para U ∈ HnM , ηM · f(U) =
∨

(ηM ·f)[U ],

obtemos então que

Hnf(U) =
∨
{↓ f(u) : u ∈ U}.

2. De modo a obter uma caracterização de cada uma das subcategorias KProj(Qn) consi-

deremos, para cada n ∈ Card e para cada L ∈ RetLoc, a relação binária definida em L

por:

x Cn a⇔ (∀U ∈ HnL, a ≤ ∨U ⇒ x ∈ U),

provavelmente usada pela primeira vez por Raney em [35], no caso em que n = 0.

Vamos designar por RetLoc-Cn a subcategoria de RetLoc cujos objectos são os reti-

culados locais L que satisfazem as condições:

(i) Para cada a ∈ L, a =
∨
xCna

x

(ii) Dados x, a, b ∈ L, se x Cn a e x Cn b então x Cn a ∧ b, e 1L Cn 1L,

e cujos morfismos são os morfismos de reticulados locais que preservam a relação "Cn".

Observação 4.22. Em [6] Banaschewski fala de quocientes K-planos, onde K pode ser uma

categoria do tipo descrito na Observação 4.20. Um quociente K-plano é simplesmente um

quociente h tal que h∗ ∈ K. Assim, os quocientes n-planos são precisamente os quocientes

Kn-planos.
De notar que em [6], Banaschewski estava interessado em caracterizar os reticulados pro-

jectivos relativamente a quocientes K-planos, daí o seu interesse na caracterização dos objectos

da categoria das co-álgebras da comónada induzida em RetLoc pela reflexão de RetLoc em

K.
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No teorema a seguir caracterizamos também os morfismos da categoria das co-álgebras

para K = Kn. Esta caracterização facilmente se estende a categorias K do tipo descrito na

Observação 4.20.

Teorema 4.23. Para cada n ∈ Card, Hn : RetLoc → RetLoc é o functor de uma comó-

nada KZ cuja categoria das co-álgebras é RetLoc − /n. Além disso os Hn-quocientes são os

quocientes n-planos e, portanto,

RetLoc− /n = KProj(Qn).

Demonstração. Atendendo à Observação 4.20 já sabemos queHn = (Hn, ε, δ) é uma comónada

em RetLoc, com εL : HnL→ L e δL : HnL→ H2
nL definidos por, para cada U ∈ HnL:

εL(U) =
∨
U

e

δL(U) = HnηL(U)

=
∨
{↓ ηL(u) : u ∈ U}

=
∨
{↓ (↓ u) : u ∈ U}

Vamos verificar que os Hn-quocientes são os quocientes n-planos.

Seja f : A → B um quociente n-plano, i.e., como aplicação f é sobrejectiva e o adjunto

direito de f em SRet1, f∗, pertence a Kn. Como visto na Observação 4.8 a sobrejectividade

de f significa que f e f∗ formam uma adjunção reflectiva e, portanto, temos f aR f∗ em Kn.
Seja Rn o functor reflector de Kn em RetLoc. Rn é localmente monótono e é claro que todo

o functor localmente monótono preserva adjunções reflectivas. Logo Rnf aR Rnf∗, ou seja,

Hnf aR Rnf∗.
Reciprocamente, a existência de uma adjunção reflectiva Hnf aR (Hnf)∗, para f : A→ B

em RetLoc, implica que

f aR (εA · (Hnf)∗ · ηB).

Com efeito, por um lado,

f · εA · (Hnf)∗ · ηB = f · εA · (Rnf)∗ · ηB

= εB · (Rnf) · (Rnf)∗ · ηB

= εB · ηB

= idB.

Pelo outro lado,

εA · (Hnf)∗ · ηB · f = εA · (Hnf)∗ ·Hnf · ηA ≥ εA · ηA = idA.
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Portanto, f aR f∗, com f∗ = εA · (Rnf)∗ · ηB. Como f∗ é uma composição de morfismos de

Kn, f∗ então preserva supremos de famílias indexadas por conjuntos de cardinalidade menor

ou igual a n. Logo f é um quociente n-plano.

Para completar a demonstração do teorema falta mostrar que a categoria das co-álgebras da

comónadaHn éRetLoc−/n. A caracterização dos objectos deRetLoc−/n sai imediatamente

de [6]: basta ver que a relação / descrita na Observação 4.20 se traduz para K = Kn na relação

/n.

Resta então mostrar que os morfismos de RetLoc-Cn são exactamente os morfismos de

co-álgebras.

Para isso, observemos primeiro que decorre de [19] (ver Observação 2.28) que as co-álgebras

da comónada Hn são os reticulados locais L Kan-projectivos à direita relativamente a Hn-

quocientes e a estrutura de co-álgebra é dada por l = idL
εL

, tendo-se εL · l = idL e l ·εL ≤ idHnL.

Por outro lado, na demonstração da primeira proposição de [6], onde se estuda um caso geral

que inclui as categorias K consideradas na Observação 4.20 e, portanto, também as categorias

Kn, prova-se que cada co-álgebra (L, l) satisfaz as seguintes condições:

l(a) =
∨
x/na

↓ x, a ∈ L (4.13)

e

a /n b⇔↓ a ⊆ l(b), a, b ∈ L. (4.14)

Sejam agora (L, l) e (M,m) duas co-álgebras e (f : L→M) um morfismo de co-álgebras,

i.e., verifica-se a igualdade Hnf · l = m · f .
De modo a concluir que f preserva a relação "Cn", sejam a, b ∈ L tais que a Cn b. Temos,

então, onde na terceira linha se usa o facto de (Hnf)(↓ a) = ∪{↓ f(z) : z ≤ a} =↓ f(a):

a Cn b ⇒↓ a ⊆ l(b) por (4.14)

⇒ (Hnf)(↓ a) ⊆ (Hnf)(l(b)) porque Hnf é um morfismo de reticulados locais

⇒↓ f(a) ⊆ m · f(b)

⇒ f(a) Cn f(b) por (4.14).

Reciprocamente, suponhamos que f : L → M é um morfismo de RetLoc-Cn. Então

L,M ∈ RetLoc- Cn, portanto existem morfismos l,m tais que (L, l) e (M,m) são co-álgebras;

queremos mostrar que Hnf · l = m · f . Sabemos que εM ·Hnf = f · εL e temos:

εM ·Hnf = f · εL ⇒ εM ·Hnf · l = f · εL · l
⇒ εM ·Hnf · l = f porque εL · l = id

⇒ m · εM ·Hnf · l = m · f
⇒ m · f ≤ Hnf · l porque m · εM ≤ id.
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De modo a concluir que também Hnf · l ≤ m · f , seja a ∈ L. Então

(Hnf)(l(a)) = (Hnf)(
∨

xCna
↓ x) por (4.13)

=
∨

xCna
(Hnf)(↓ x) porque Hnf é um morfismo de reticulados locais

=
∨

xCna
↓ f(x) .

Por outro lado, m(f((a)) =
∨

yCnf(a)

↓ y e, por hipótese, x Cn a ⇒ f(x) Cn f(a), portanto

temos:

x Cn a⇒ f(x) Cn f(a)⇒↓ f(x) ⊆
∨

yCnf(a)

↓ y.

Consequentemente, ∨
xCna

↓ f(x) ≤
∨

yCnf(a)

↓ y,

donde se conclui que, (Hnf)(l(a)) ≤ m · f(a).

Observação 4.24. Para alguns valores de n os reticulados de RetLoc− /n são bem conhe-

cidos. Nomeadamente, como referido em [6]:

1. Para n = 0 a relação /0 é a relação≪ e os objectos de RetLoc− /0 são os reticulados

locais estavelmente super-contínuos.

2. Para n = 2 a relação /2 é a relação � e os objectos de RetLoc− /2 são os reticulados

locais estavelmente contínuos.

3. É imediato que os reticulados locais estavelmente contínuos são contínuos. Atendendo a

que todo o reticulado local contínuo é espacial (ver a primeira proposição de [8], ou V-5.5.

de [25] ou ainda [27]), concluímos que para n < ℵ0, RetLoc − /n é uma subcategoria

da categoria RetEsp, dos reticulados espaciais.

Observação 4.25. Seja D =
⋃
n∈CardDn, i.e., Obj(D) =

⋃
n∈CardObj(Dn) e Mor(D) =⋃

n∈CardMor(Dn). É fácil verificar que D é uma subcategoria de RetLoc. Vamos verificar

que RetLoc é o invólucro Kan-projectivo de D em RetLoc. Para tal, consideremos a classe

Q{ dos quocientes completamente planos, i.e., dos quocientes h : X → Y tais que h∗ ∈ RetLoc.

Aplicando o dual do ponto 3 da Observação 1.32, sabemos que KProj(Q{) = RetLoc. Além

disso,
⋂
n∈CardQn = Q{. Temos então

DKProj = (
⋃

n∈Card

Dn)KProj =
⋂

n∈Card

DKProjn =
⋂

n∈Card

Qn = Q{.

Portanto KProjRetLoc(DKProjRetLoc) = RetLoc. No entanto, o invólucro Kan-projectivo de

D em RetEsp é RetEsp: de modo análogo ao que fizemos na Observação 3.27 mostra-se que

RetEsp ⊆ KProjRetEsp(DKProjRetEsp).
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Consideremos o functor Σ : RetLocop → Top0, da conhecida adjunção O a Σ. Seja

Σfn : ΣDn → ΣD1

o morfismo de Top0, imagem de fn por meio de Σ. Em particular, Σfn pertence à categoria

Sob. Claro que ΣD1 não é mais do que o espaço de Sierpiński. Como consequência do Teorema

4.18, obtemos agora a seguinte caracterização das imersões n-planas de Top0.

Corolário 4.26. Em Top0, para cada cardinal n ≥ 1, um morfismo h : X → Y é uma imersão

n-plana se e só se os morfismos Σf : ΣD0 → ΣD1 e Σfn : ΣDn → ΣD1 são Kan-injectivos

à direita relativamente a h.

Demonstração. Consideremos os morfismos fn definidos na Notação 4.16 Vamos mostrar que

Σfn é Kan-injectivo à direita relativamente a uma imersão h : X → Y em Top0 se e só se fn é

Kan-projectivo à direita relativamente a h−1 : OY → OX em RetLoc. Assim, este enunciado

decorrerá imediatamente do enunciado no Teorema 4.18.

Seja R : Top0 → Sob o functor reflector de Top0 em Sob. Podemos considerar R = ΣO.
Além disso, sabemos que a adjunção O a Σ : RetLocop → Top0 determina uma equivalência

de categorias entre a subcategoria plena de Top0 constituída pelos espaços sóbrios, Sob, e

a categoria plena de RetLoc constituída pelos reticulados espaciais, RetEsp. Então, para

cada espaço sóbrio X, tem-se X ' ΣOX, via λX , onde λ é a unidade da adjunção.

Estamos agora em condições de concluir o pretendido. Na verdade, atendendo ao ponto 1

da proposição 2.21, e ao facto de Σfn ∈ Sob, temos que Σfn é Kan-injectivo à direita em Top0

relativamente a h : X → Y se e só se Σfn for Kan-injectivo à direita em Sob relativamente a

Rh = ΣOh, e, atendendo à equivalência de categorias determinada pela adjunção O a Σ, se

e só se OΣfn for Kan-projectivo à direita relativamente a OΣOh em RetEsp. Mas fn e Oh
são morfismos entre reticulados locais espaciais (note-se que D1 e Dn são espaciais já que são

reticulados locais de descendentes de objectos de SRet1).

Portanto, fn ' OΣfn e Oh ' OΣOh, através da co-unidade. Consequentemente, a afir-

mação acima é equivalente a dizer que fn é Kan-projectivo à direita em RetEsp relativamente

a Oh. Como RetEsp é uma subcategoria plena de RetLoc, isto é equivalente a afirmar que

fn é Kan-projectivo à direita em RetLoc relativamente a h−1 = Oh. O mesmo argumento é

aplicável a f .

Observação 4.27. O resultado anterior generaliza a caracterização das imersões n-planas em

Top0 feitas na Proposição 3.15 e no Teorema 3.17 apenas para n = 1, 2, a todo o cardinal n.
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Tabela 4.1: TABELA DE CATEGORIAS

Categorias Objectos e Morfismos 1a ref.

Conj conjuntos e funções Capítulo 0

Cont reticulados contínuos e funções que preservam supremos di-

rigidos e ínfimos quaisquer

2.35

CPO conjuntos parcialmente ordenados e funções monótonas Capítulo 0

CPOC reticulados completos e funções que preservam ínfimos

quaisquer

1.33

EComp espaços topológicos estavelmente compactos e funções esta-

velmente contínuas

2.35

RetLoc reticulados locais e funções que preservam ínfimos finitos e

supremos quaisquer

1.27

RetEsp reticulados espaciais e funções que preservam ínfimos finitos

e supremos quaisquer

4.17

RetLoc− /0 reticulados locais estavelmente super-contínuos e morfismos

de RetLoc que preservam a relação "≪"

4.24

RetLoc− /2 reticulados locais estavelmente contínuos e morfismos de

RetLoc que preservam a relação "�"

4.24

ScottD domínios de Scott contínuos e funções que preservam supre-

mos dirigidos e ínfimos não vazios

2.35

Sob espaços sóbrios e funções contínuas 3.3

SRet inf-semi-reticulados e funções que preservam ínfimos finitos

não vazios

1.37

SRet1 inf-semi-reticulados com elemento último e funções que pre-

servam ínfimos finitos

1.27

Top0 espaços topológicos que satisfazem o axioma T0 e funções

contínuas

Capítulo 0

Top1 espaços topológicos que satisfazem o axioma T1 e funções

contínuas

2.36




