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DESENVOLVIMENTO DE MODELOS NUMÉRICOS E APLICAÇÃO DA 
TERMOGRAFIA NA DETEÇÃO E CARACTERIZAÇÃO DE DEFEITOS EM 

ELEMENTOS DE CONSTRUÇÃO 

Sumário 
O adequado desempenho dos materiais, dos elementos e soluções construtivas pode ser afetado pela 

presença de vazios, fissuras ou defeitos internos. Atualmente, estão disponíveis técnicas não destrutivas 

(non-destructive techniques - NDT) que permitem caracterizar aspetos específicos dos sistemas 

construtivos. A NDT mais aplicável à área da Engenharia Civil deverá possibilitar a deteção de defeitos 

de pequena dimensão com a máxima precisão, e abranger a inspeção de extensas áreas. Dado que a 

difusão de calor através de um sistema é afetada pelas características dos meios que o compõem e pela 

eventual existência de defeitos, o uso de técnicas de termografia infravermelha (infrared thermography - 

IRT) tem-se revelado uma NTD adequada à inspeção preventiva. Na área da Engenharia Civil, a 

bibliografia evidencia uma predominância de trabalhos de âmbito qualitativo. Os estudos quantitativos, 

embora sejam desejáveis, caracterizam-se por uma maior complexidade, por dependerem de múltiplas 

variáveis que afetam a resposta térmica das soluções construtivas. No entanto, a crescente importância da 

deteção e caracterização de defeitos internos, aliada à evolução das técnicas e equipamentos de IRT, 

motiva o desenvolvimento e aplicação de ensaios quantitativos. Esta caracterização quantitativa requer 

um conhecimento profundo dos fenómenos envolvidos e beneficia com o desenvolvimento de modelos de 

simulação. 

O principal objetivo desta tese é o desenvolvimento de ferramentas numéricas e modelos 

experimentais que permitam avaliar a aplicabilidade da técnica IRT na deteção e identificação de defeitos  

em materiais e elementos de construção (em particular quando os defeitos apresentam uma espessura 

reduzida). Uma vez que, para concretizar este objetivo, é importante conhecer a transferência de calor no 

interior de sistemas compostos por meios sólidos e homogéneos que contenham inclusões, o estudo incide 

no desenvolvimento de formulações analíticas/numéricas que visam a modelação da transferência de 

calor por condução, em regime transiente. Deste modo, prevê-se que esta tese contemple duas 

abordagens: uma analítica/numérica e outra experimental. Na componente numérica desenvolvem-se 

ferramentas para modelar a condução de calor em sistemas complexos, os quais podem conter inclusões 

finas. Estas formulações são feitas no domínio da frequência, ou seja, após a aplicação de transformadas 

de Fourier no domínio do tempo, tendo sido verificadas por comparação das suas respostas com soluções 

de referência, e validadas com base em testes experimentais.  

Numa primeira fase propôs-se um conjunto de soluções analíticas (nomeadamente funções de 

Green) para estudar a propagação de calor em sistemas com geometria simples: inclusões cilíndricas 

circulares e sistemas estratificados compostos por uma sequência de camadas planas e paralelas. Estas 

soluções analíticas permitem a verificação de soluções numéricas implementadas ao longo do trabalho. 

Por outro lado, a utilização das adequadas funções de Green permite evitar a discretização de interfaces 

planas, durante a modelação de sistemas mais complexos. 

Ainda na componente numérica, foram desenvolvidas formulações numéricas, baseadas no Método 

dos Elementos de Fronteira (Boundary Element Method - BEM), possibilitando a análise de sistemas que 

incorporam inclusões de geometria irregular e de espessura muito reduzida. Na modelação deste último 

caso, a formulação clássica de BEM degenera, pelo que é apresentada uma formulação baseada na 

derivada da equação integral fronteira (vulgarmente conhecida por TBEM). Nesta tese explora-se, ainda, 

o recurso ao Método das Soluções Fundamentais (MFS), que combinado com os métodos anteriores 

permite reduzir significativamente o esforço computacional, sem prejuízo da precisão da resposta. 

Foi posteriormente realizada a aplicação daqueles modelos numéricos a sistemas que incorporam 

inclusões finas, tendo-se efetuado também a comparação com os resultados de uma campanha 

experimental, na qual se utilizou um equipamento de IRT para avaliar o campo de temperaturas à 

superfície de provetes com defeitos na sua constituição. Após a validação, utilizou-se a ferramenta 

numérica para avaliar a aplicabilidade da IRT em provetes com diferentes características. 
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DEVELOPMENT OF NUMERICAL MODELS AND APPLICATION OF 

THERMOGRAPHY TO DETECT AND CHARACTERIZE DEFECTS IN 

CONSTRUCTION ELEMENTS 

Abstract 

The normal performance of materials, elements and constructive solutions can be affected by the 

presence of voids, cracks and internal defects. Many non-destructive evaluation techniques (NDTs) are 

now available to characterize specific aspects of constructive systems. The ideal NDT, applicable to civil 

engineering, must be able to reliably detect the smallest flaw that is of concern, and must be able to 

inspect both large and localized areas. Since heat diffusion through a system is affected by the 

characteristics of its media and is sensitive to the presence of cracks, voids and other classes of defects, 

the infrared thermography technique (IRT) has proved to be a useful, powerful, non-destructive 

inspection method. However, in civil engineering, IRT is mainly used for the qualitative assessment of 

the state of building elements. Although quantitative studies are helpful, they are characterized by the 

complex relationships between the variables, which affect the thermal response of materials and 

construction elements. However, because it is becoming increasingly important to characterize internal 

anomalies using NDTs, research that may lead to quantitative IRT assessment is very useful. Quantitative 

characterization requires a thorough understanding of the phenomena involved and the development of 

simulation models. 

The main objective of this thesis is to develop numerical tools and experimental models to evaluate 

the applicability of IRT to the detection and identification of defects (particularly those of reduced 

thickness) in materials and construction elements. This objective requires understanding of the heat 

transfer process in solid and homogeneous systems containing inclusions, and so the study focuses on 

developing analytical/numerical formulations to model transient heat transfer by conduction. This thesis 

therefore considers two approaches: an analytical/numerical approach, and an experimental approach. In 

the numerical approach, formulations are developed to model heat conduction in complex systems, which 

can contain thin inclusions. After applying a Fourier transform in time domain, the problems are solved in 

frequency domain. The formulations are verified by comparing their responses with those obtained with 

reference solutions, which are then validated against experimental results.  

Initially, a set of analytical solutions (specifically the Green’s functions) are proposed for studying 

heat propagation in systems with a simple geometry: circular cylindrical inclusions and a layered system 

composed of plane and parallel layers. These analytical solutions enable the verification of the numerical 

models implemented in this work. The use of appropriate Green’s functions avoids the discretization of 

planar interfaces when complex systems are modelled. 

Numerical formulations based on the boundary element method (BEM) were also developed under 

the numerical approach. This allowed the analysis of systems with irregular and/or thin inclusions. The 

classic BEM formulation degenerates when it is used to model thin inclusions, therefore a formulation 

based on the derived boundary integral equation (TBEM) is presented. These two methods are combined 

to simulate thin inclusions. The method of fundamental solutions (MFS) is also explored in this thesis. 

The combination of the three methods mentioned can lead to a significant reduction of computational 

effort without loss of accuracy. 

The numerical models are applied to systems with thin inclusions. The numerical results are also 

validated by comparing them with the experimental results obtained with IRT equipment, since the IRT 

camera evaluates the temperature field on the surface of specimens containing defects. After validation, 

the numerical tool was used to evaluate the applicability of IRT to specimens with other characteristics. 
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CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 

1.1 ENQUADRAMENTO E MOTIVAÇÃO 

A utilização de técnicas não destrutivas na identificação de defeitos é útil em várias áreas 

do conhecimento, tais como nas Engenharias Civil, Mecânica, Ciências Aeronáuticas, 

Prospeção Geofísica e Medicina. No caso da Engenharia Civil, a aplicação de métodos não 

destrutivos é útil, por exemplo, na deteção de armaduras, na avaliação da resistência mecânica e 

da integridade de peças betonadas ou soldadas e identificação da existência de defeitos (vazios, 

fissuras ou delaminações) em pavimentos, coberturas e paredes. São vários os métodos 

utilizados, como os eletromagnéticos (nucleares, de radar, termografia, magnéticos, e elétricos) 

e de vibração mecânica (ultrassónicos, acústicos, de impacto e vibração), não se podendo 

afirmar que um determinado método é melhor que os outros, pois o seu sucesso depende do 

objeto a identificar e/ou caracterizar.  

A termografia, ao detetar a variação de radiação infravermelha que uma determinada 

superfície de um elemento emite, pode ser utilizada para inferir acerca da presença de 

heterogeneidades no seu interior. Aquelas variações resultam da transferência de calor no 

interior de um sistema que, por sua vez, depende da diferença de propriedades do meio 

atravessado. Nos últimos anos, têm sido realizados ensaios laboratoriais que confirmaram a 
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potencialidade do uso da termografia na avaliação e caracterização de defeitos e definição de 

propriedades dos materiais. Em simultâneo, tem-se verificado o desenvolvimento de modelos 

numéricos para simular os fenómenos de transferência de calor, que podem ser detetáveis 

através de termografia. 

Diferentes técnicas numéricas têm sido desenvolvidas para simular a transferência de calor, 

tais como o Método dos Elementos Finitos, as Diferenças Finitas e o no Método dos Elementos 

Fronteira (Boundary Element Method - BEM). Contudo, em sistemas com meios de reduzida 

espessura, estes métodos nem sempre são eficazes, pelo que diferentes autores têm proposto 

formulações numéricas alternativas. Kausel tem vindo a desenvolver o denominado Thin-layer 

method (TLM) para modelar estes tipos de estruturas, particularmente quando sujeitas a uma 

excitação dinâmica. Joanni e Kausel desenvolveram uma formulação numérica baseada no TLM 

para simular a difusão de calor em meios estratificados, com o intuito de explorar os fenómenos 

utilizados em termografia.  

Os orientadores da presente tese têm explorado soluções analíticas aplicáveis ao estudo da 

difusão de calor em regime permanente e transiente, em meios estratificados, quando 

submetidos a fontes de calor unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais, simulando 

fenómenos de condução e convecção. Estas soluções analíticas podem ser utilizadas como 

soluções fundamentais na modelação de sistemas multicamada contendo inclusões, evitando-se 

a discretização das interfaces planas. 

A comunidade científica também tem vindo a realizar trabalhos que contemplam em 

simultâneo campanhas experimentais e a aplicação de métodos numéricos, com o intuito de 

investigar a aplicabilidade da termografia de infravermelhos (infrared thermography - IRT). 

Dentro deste âmbito, Starnes desenvolveu um conjunto de procedimentos numéricos, baseados 

no Método dos Elementos Finitos, e experimentais, para investigar a aplicabilidade da IRT na 

avaliação da qualidade de elementos de betão reforçados com polímeros compósitos.  

A presente tese possui como motivação principal o desenvolvimento de modelos numéricos 

que permitam simular a difusão de calor em sistemas com defeitos (vazios, fissuras e 

delaminações), com vista à avaliação da aplicabilidade da técnica IRT como técnica não 

destrutiva, na deteção desses defeitos em estruturas/sistemas construtivos. O trabalho que se 

apresenta de seguida considera duas abordagens: uma numérica, baseada em soluções analíticas, 

no BEM e em modelos sem malha, e uma experimental. A componente numérica contempla a 

modelação da transferência de calor através de sistemas estratificados e homogéneos que 

contêm inclusões de dimensões reduzidas. Para permitir a modelação de sistemas com 



3 

delaminações, apresenta-se uma formulação baseada no BEM e na correspondente equação 

integral derivada (TBEM), visto que a formulação clássica do BEM degenera e não permite a 

resolução do problema. Com o objetivo de reduzir o esforço computacional, sem prejuízo da 

exatidão numérica exigida, o BEM/TBEM será combinado com o Método das Soluções 

Fundamentais (Method of Fundamental Solution - MFS). 

O trabalho desenvolvido no âmbito do presente doutoramento centra-se no estudo de 

problemas de transferência de calor dependentes da variável tempo, recorrendo a uma 

formulação alternativa às técnicas usuais (técnicas formuladas no domínio do tempo ou num 

domínio modificado por transformadas de Laplace). A técnica que se propõe explora o domínio 

da frequência, o que significa que, para se lidar com a variável tempo das equações de difusão 

de calor, se recorrerá à aplicação de uma transformada de Fourier. 

A aplicabilidade da IRT na deteção de defeitos no interior de sistemas construtivos 

depende do contraste da distribuição de temperaturas à superfície desses sistemas, quando 

sujeitos a fenómenos de transferência de calor. Deste modo, é relevante estudar a difusão de 

calor no interior dos sistemas, através de meios homogéneos sólidos, pelo que apenas será 

considerado o fenómeno de transmissão de calor por condução nos modelos numéricos 

desenvolvidos. A partir desses modelos, é possível prever o campo de temperaturas à superfície 

dos sistemas em análise, prevendo a influência da existência de defeitos no interior dos 

sistemas, nomeadamente delaminações. 

A componente experimental da presente tese visa a realização de campanhas de ensaios 

laboratoriais. Inicialmente, os procedimentos experimentais são realizados de modo a validar os 

modelos analíticos e numéricos desenvolvidos. Depois, realizam-se medições, nas quais são 

avaliadas as evoluções das temperaturas à superfície de provetes com inclusões, com recurso a 

um sistema de termografia infravermelha. Os resultados experimentais são então comparados 

com as respostas numéricas obtidas com os modelos desenvolvidos.  

O trabalho desenvolvido no âmbito desta tese enquadra-se nas áreas de interesse do 

Instituto de Investigação e Desenvolvimento Tecnológico em Ciências da Construção 

(ITeCons), do Centro de Investigação em Ciências da Construção (CICC) e do Departamento de 

Engenharia Civil da Faculdade de Ciências e Tecnologia da Universidade de Coimbra. Os 

conhecimentos adquiridos pelo grupo do CICC revelaram-se preciosos no desenvolvimento dos 

modelos apresentados e implementados na presente tese. As condições laboratoriais e de 

trabalho do ITeCons, nomeadamente a disponibilização de equipamento de termografia 

infravermelha, equipamentos calibrados e ensaios acreditados, permitiram a concretização de 
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ensaios de caracterização de materiais, e de monitorização indispensáveis na realização de 

validações.  

1.2 OBJETIVOS GERAIS 

A presente tese tem como objetivo principal o desenvolvimento de ferramentas numéricas e 

modelos experimentais que permitam avaliar a aplicabilidade da termografia na deteção e 

caracterização de defeitos (vazios, inclusões, delaminações) em materiais e elementos de 

construção. Para dar resposta a este objetivo, estabeleceu-se um conjunto de tarefas, que se 

apresenta de seguida, e que serviu de linha condutora para o trabalho desenvolvido. 

Como referido anteriormente, o sucesso do uso da termografia na deteção de defeitos no 

interior de sistemas complexos depende do contraste do campo de temperaturas à superfície 

desses sistemas, quando sujeitos a fenómenos de transferência de calor. A profundidade, 

dimensões e orientação das inclusões poderão influenciar o referido campo de calor. Dado que 

uma análise numérica representa uma economia de tempo e de recursos, relativamente a uma 

análise experimental, o campo de temperaturas à superfície de sistemas com defeitos poderá ser 

avaliado através de simulações numéricas. Assim sendo, o presente trabalho contempla o 

desenvolvimento de modelos numéricos capazes de simular sistemas complexos com inclusões 

no seu interior cuja espessura tende para zero, de forma eficaz, precisa, e com baixo esforço 

computacional. 

Os modelos analíticos/numéricos desenvolvidos são validados por comparação das suas 

respostas com resultados registados durante ensaios experimentais.  

Para concretizar o objetivo principal previu-se ainda o uso da IRT na deteção da presença 

de delaminações em sistemas de betão. Os resultados experimentais adquiridos com a câmara de 

termografia são, então, comparados com as soluções numéricas obtidas durante a simulação de 

sistemas de igual geometria.  

Para cumprir as tarefas enunciadas, é necessário: 

˗ Desenvolver modelos numéricos que combinem o BEM/TBEM com o MFS, com 

vista à redução do esforço computacional e simulação de inclusões cilíndricas finas; 
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˗ Desenvolver soluções tridimensionais como somatórios de soluções de duas 

dimensões e meia (2.5D), que também permitem reduzir o tempo de cálculo sem 

prejuízo da exatidão da resposta final; 

˗ Desenvolver soluções analíticas que definam o campo de calor de sistemas em 

geometrias simples e que possam ser utilizadas na verificação dos modelos numéricos 

desenvolvidos; 

˗ Desenvolver soluções analíticas para meios estratificados de modo a evitar-se a 

discretização das interfaces entre camadas; 

˗ Realizar ensaios experimentais para validação das soluções de Green, dos modelos 

baseado no BEM; 

˗ Determinar as propriedades térmicas dos materiais testados, de forma a permitirem 

simulações numéricas mais precisas; 

˗ Realizar campanhas experimentais com recurso à IRT em provetes fabricados com 

defeitos no seu interior; 

˗ Modelar numericamente os sistemas testados laboratorialmente; 

˗ Comparar os resultados experimentais obtidos através da IRT com aqueles calculados 

de forma numérica; 

˗ Realizar simulações numéricas adicionais para avaliar as condições em que a IRT 

poderá ser aplicada na deteção da presença de defeitos no interior de sistemas 

complexos. 

A aplicabilidade dos modelos numéricos desenvolvidos não se limita apenas aos objetivos 

apresentados. Durante a presente tese são incluídos exemplos que demonstram o âmbito de 

aplicação dos modelos desenvolvidos. 

1.3 ESTRUTURA E CONTEÚDO 

Perante a motivação e os objetivos descritos, optou-se por dividir o presente documento em 

sete capítulos, tendo o presente capítulo o propósito de enquadrar o trabalho e de apontar os 

seus objetivos, enquanto o último está reservado a considerações finais sobre os resultados 

atingidos.  

Na redação do presente documento, optou-se por criar capítulos autónomos que 

possibilitem uma leitura isolada. Deste modo, os Capítulos 2 a 6 são compostos por uma breve 
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introdução, apresentação do problema, desenvolvimento e conclusões. Optou-se ainda por 

indicar, em cada capítulo, as referências bibliográficas relevantes na sua elaboração. 

Pretende-se, com esta estrutura, facilitar a leitura e favorecer a consulta do documento, 

assumindo-se que esta decisão contribuirá para a existência de algumas repetições. Nos 

parágrafos seguintes, descreve-se mais detalhadamente o conteúdo de cada um dos capítulos 

desta tese. 

No Capítulo 2 apresenta-se uma compilação de funções de Green para fontes de calor 

pontuais, lineares e planas para descrever o campo de calor em espaços uniformes tri-, bi- e uni-

dimensionais. É dada particular atenção aos casos de fontes de calor lineares harmónicas, com 

variação sinusoidal. Esta última solução, usualmente referida na literatura como um problema 

2.5D, poderá trazer vantagens significativas na formulação de problemas termodinâmicos 

tridimensionais na presença de geometrias bidimensionais. Adicionalmente, as funções de 

Green propostas são combinadas utilizando a técnica da fonte-imagem (designada usualmente 

por image source technique) para modelar os diferentes espaços (confinados) e assumir 

condições de fronteira específicas (temperaturas nulas ou fluxos de calor nulos). Para permitir a 

verificação das soluções analíticas, estas foram obtidas através de dois tipos de formulações: 

formulações no domínio do tempo e no domínio da frequência. A comparação das soluções 

obtidas permitiu verificar a sua semelhança. 

No Capítulo 3 descreve-se um conjunto de soluções analíticas para sistemas estratificados 

sujeitos a fontes de calor pontuais e planas. As soluções analíticas são obtidas com recurso a 

funções de Green, que constituem soluções para as equações de difusão de calor por condução, 

no domínio da frequência. Estas soluções são validadas com recurso a testes experimentais. Os 

sistemas testados foram construídos por sobreposição de camadas (placas) de materiais com 

diferentes propriedades térmicas. As superfícies exteriores foram sujeitas a variação de 

temperaturas, originando uma transferência de calor através do sistema. Na validação do caso 

tridimensional, foi introduzido no interior do sistema uma fonte de calor esférica. A variação do 

campo de calor nos sistemas foi memorizada com recurso a termopares. Após a validação do 

modelo analítico, realizada por comparação dos resultados experimentais com aqueles obtidos 

de forma analítica, possíveis após a determinação prévia das propriedades térmicas, 

evidenciou-se a aplicabilidade direta do modelo no estudo do atraso térmico de paredes 

multicamada. 

No Capítulo 4 é apresentado um modelo BEM para estudar a transferência de calor por 

condução tridimensional e bidimensional através de um sistema com heterogeneidades, quando 
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sujeito a um regime variável de temperaturas. O problema é resolvido no domínio da frequência, 

sendo o campo de calor no domínio do tempo obtido por aplicação da transformada inversa de 

Fourier. Com vista à validação, as soluções obtidas por aplicação da formulação do BEM são 

comparadas com resultados experimentais. O modelo apresentado, após ter sido verificado com 

recurso a soluções analíticas definidas para um sistema anelar, foi validado com dados obtidos 

experimentalmente. Nos ensaios realizados, utilizaram-se sistemas compostos por inclusões 

inseridas num meio homogéneo, sujeitos a um regime de temperaturas variável. Na validação do 

modelo tridimensional utilizou-se uma fonte de calor esférica inserida no interior do sistema, 

junto à heterogeneidade. Os resultados permitiram concluir que o BEM permite simular 

adequadamente o fenómeno de transferência tridimensional e bidimensional de calor por 

condução, mesmo na presença de elevados gradientes de variação de temperatura. 

O Capítulo 5 tem como objetivo desenvolver um modelo numérico baseado na combinação 

do BEM/TBEM com o MFS que traduz a transferência de calor em regime variável através de 

sistemas que contenham fissuras, preenchidas ou vazias, de espessura reduzida. Com a 

combinação destes métodos numéricos é possível ultrapassar algumas das limitações de cada 

um dos modelos, tornar o modelo numérico rápido, dada a redução de esforço computacional, e 

manter a exatidão exigida. Nesta formulação, o domínio que compõe o sistema é dividido em 

subdomínios, sendo cada um deles modelado usando o BEM/TBEM ou o MFS. A união dos 

subdomínios é conseguida através da imposição de adequadas condições fronteira, com a 

análise a ser implementada na resolução de problemas bidimensionais. Com o objetivo de 

avaliar o desempenho da utilização simultânea dos algoritmos, efetuou-se uma comparação com 

soluções de referência, analíticas e/ou obtidas através de sistemas calculados apenas com 

modelos BEM/TBEM. 

A comparação dos tempos de cálculo permite verificar a redução de esforço computacional 

associado aos modelos que combinam os diferentes métodos, sem prejuízo da exatidão da 

resposta. A aplicabilidade da metodologia proposta é ilustrada através da simulação do 

comportamento térmico de um anel que incorpora na sua parede uma pequena inclusão ou 

fissura. A inclusão é modelada considerando que esta é constituída por material com 

propriedades térmicas próprias de um isolamento térmico leve. No caso da fissura, considerada 

de espessura muito reduzida, assumiram-se fluxos de calor nulos ao longo da sua fronteira.  

No Capítulo 6, apresentam-se os resultados de simulação numérica do fenómeno de 

transferência de calor por condução através de dois sistemas com defeitos no seu interior, 

nomeadamente das suas temperaturas superficiais ao longo do tempo. As simulações numéricas 
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foram formuladas no domínio da frequência com recurso à formulação apresentada no 

Capítulo 5. São também analisadas experimentalmente as variações da temperatura superficial 

em provetes, quando aquecidos por uma fonte de calor interior. Nestes casos, as temperaturas 

superficiais são determinadas com recurso a uma câmara IRT, com o objetivo a identificar 

alterações de temperatura que estejam relacionadas com a presença de defeitos colocados no 

interior do provete.  

São preparados dois sistemas que possuem em comum um cilindro circular em aço, que 

inclui uma fonte de calor linear, envolvido por uma camada de argamassa. O primeiro sistema 

possui uma secção circular concêntrica, enquanto no segundo caso de estudo é construído um 

provete prismático de secção quadrangular. O defeito induzido, que se pretende identificar, 

localiza-se na zona de interface entre o anel de aço e a argamassa.  

O modelo numérico, então validado, possiblita o estudo de situações adicionais, permitindo 

adquirir sensibilidade relativamente às condições em que a IRT poderá ser aplicável na deteção 

de defeitos em sistemas que contenham defeitos. 

No último e sétimo capítulo, apresenta-se um breve resumo do trabalho desenvolvido e 

tecem-se algumas considerações finais que dão ênfase aos aspetos mais relevantes da presente 

tese. Este capítulo apresenta ainda algumas perspetivas de desenvolvimento futuro desta 

investigação. 
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CAPÍTULO 2 FUNÇÕES DE GREEN PARA 

TRANSFERÊNCIA DE CALOR POR CONDUÇÃO EM 

ESPAÇOS INFINITOS OU LIMITADOS POR SUPERFÍCIES 

PLANAS: SOLUÇÕES NO DOMÍNIO DO TEMPO E NO 

DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 

2.1 INTRODUÇÃO 

Os problemas em termodinâmica podem ser resolvidos com recurso a expressões 

matemáticas, nomeadamente por funções de Green. Essas funções, denominadas também por 

soluções fundamentais, permitem conhecer o campo de fluxos de calor e de temperaturas 

estabelecidas num determinado ponto do domínio devido ao calor emitido por uma fonte 

localizada algures no domínio, sem que seja necessário discretizar o domínio interior ou as suas 

fronteiras. 

As soluções fundamentais usualmente mais utilizadas são as definidas para fontes de calor 

pontuais em espaços tridimensionais (3D), espaços homogéneos infinitos, ou para fontes de 
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calor lineares em espaços bidimensionais (2D) ou para fontes de calor planas em espaços 

unidimensionais (1D). Estas soluções fundamentais são frequentemente usadas porque são 

conhecidas de forma analítica ou semi-analítica no domínio do tempo e podem ser expressas 

matematicamente de uma forma relativamente simples [1]. 

As funções de Green são usualmente usadas para simular a transferência de calor por 

condução no domínio do tempo ou num espaço transformado por aplicação da transformada de 

Laplace, em espaços semi-infinitos, planos infinitos, espaços bidimensionais retangulares, 

geometrias em cunha e espaços tridimensionais retangulares ([1]-[3]). Têm também vindo a ser 

propostas soluções para sistemas multicamada que incluem o Matrix Method [1], o Thermal 

Quadrupole Method [4], o Thin Layer Method [5] e métodos baseados na definição de 

potenciais ([6]-[8]). 

Neste capítulo apresentam-se soluções fundamentais, de forma explícita, para fontes de 

calor harmónicas bidimensionais, tridimensionais e fontes de calor lineares harmónicas cuja 

amplitude varia sinusoidalmente na terceira dimensão. Estas últimas, usualmente referidas na 

literatura como soluções para problemas de duas dimensões e meia (2.5D), apresentam 

vantagens significativas na formulação de problemas termodinâmicos tridimensionais quando 

integrados no método dos elementos de fronteira. Adicionalmente, as funções de Green 

propostas são combinadas utilizando a técnica da fonte-imagem (designada usualmente por 

image source technique) para modelar um espaço semi-infinito, um espaço definido por duas 

superfícies perpendiculares, um sistema composto por uma camada, um sistema composto por 

uma camada confinada lateralmente, um cilindro sólido de secção retangular contínua, um 

cilindro sólido de secção retangular com uma base e uma inclusão paralelepipédica 

tridimensional. 

Neste trabalho, em particular neste capítulo, as soluções são inicialmente determinadas no 

domínio da frequência. As respostas são, depois, obtidas no domínio do tempo por aplicação da 

transformada inversa de Fourier, usando-se frequências complexas para evitar o fenómeno de 

aliasing. No presente capítulo, as soluções obtidas através desta técnica são verificadas 

comparando as respostas obtidas com as obtidas diretamente no domínio do tempo. 

De seguida será apresentada a solução fundamental para um campo infinito no domínio da 

frequência e descrita a técnica de obtenção das respostas no domínio do tempo. As soluções 

fundamentais são, então, apresentadas para três tipos de espaços (espaço unidimensional, 

bidimensional e tridimensional) e para vários tipos de fonte. Para cada caso é ilustrada a 

geometria considerada e as condições de fronteira impostas (temperaturas nulas ou fluxos de 
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calor nulos). A validação da formulação no domínio da frequência é então evidenciada pela 

comparação das respostas obtidas com aquelas adquiridas diretamente no domínio do tempo. 

2.2 METODOLOGIA PROPOSTA  

A transferência de calor por condução, num meio sólido homogéneo infinito e isotrópico, 

em regime transiente, pode ser definida em coordenadas cartesianas pela seguinte equação de 

difusão: 

( ) ( )2 2 2

2 2 2

, , ,1
, , ,

T x y z
T x y z

x y z K

τ
τ

τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

, (2.1) 

onde τ  é a variável tempo, ( , , , )T x y z τ  representa a temperatura no ponto ( ), ,x y z  no domínio 

e K
c

λ
ρ

=  é o coeficiente de difusividade térmica, λ  é o coeficiente de condutibilidade 

térmica, ρ  é a massa volúmica e c  o calor específico do meio. 

A solução da equação (2.1) pode ser obtida no domínio da frequência após a aplicação da 

transformada de Fourier no domínio do tempo, o que conduz à seguinte equação: 

( )
2 2 2

2

12 2 2
( , , , ) 0k T x y z

x y z
ω

  ∂ ∂ ∂
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, (2.2) 

sendo 1

-i
k

K

ω
= ,  i 1= −  e ω  a frequência de excitação. 

Considere-se inicialmente um espaço infinito e homogéneo sujeito em ( )0 0 0, ,x y z  a uma 

fonte de calor pontual harmónica, definida por ( ) ( ) ( ) i
0 0 0 ex x y y z z ωτδ δ δ− − − , em que 

( )0x xδ − , ( )0y yδ −  e ( )0z zδ −  são funções delta de Dirac. A resposta dessa fonte de calor 

pode ser expressa por: 
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fT x y z

r z z

ω

ω
λ

− + −

=
+ −

, (2.3) 
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em que ( ) ( )2 2

0 0r x x y y= − + − . 

Considere-se agora um espaço infinito homogéneo sujeito a uma fonte de calor linear com 

uma variação espacial dada pela expressão ( ) ( ) ( )i
0 0 e zk z

x x y y
ωτδ δ −− − , em que 

zk  representa o 

número de onda axial segundo a direção z . Esta fonte atua em ( )0 0,x y  e varia sinusoidalmente 

na direção z . A resposta devido a esta fonte de calor pode, por sua vez, ser obtida aplicando 

uma transformada de Fourier espacial, ao longo da direção z , à solução fundamental para uma 

fonte de calor pontual, conduzindo à seguinte equação: 

( )0 1

i
( , , , ) H

4f z zT x y k k rω
λ
−

=ɶ , (2.4) 

onde 2
1

i
z zk k

K

ω−
= − , ( )0H  representa as funções de Hankel do segundo tipo e de ordem 0.  

A solução do problema tridimensional pode ser determinada aplicando uma transformada 

inversa de Fourier no domínio de 
zk . A solução da transformada inversa de Fourier pode ser 

escrita como um somatório discreto, caso se assuma a existência de fontes de calor virtuais 

igualmente espaçadas, de uma distância 
zL , ao longo da direção z, o que permite que a solução 

possa ser obtida por resolução de um número limitado de problemas bidimensionais, 

i2
0

2 iˆ ( , , , ) H e zm

k

M
k z

f zm

m Mz
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L K

π ω
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 
∑ , (2.5)  

onde 
zmk  é o número de onda axial dado por 

2
zm k

z

k m
L

π
= . A distância zL  deve ser 

suficientemente grande para evitar a contaminação da resposta por parte das fontes virtuais 

vizinhas. 

A equação (2.5) pode ser facilmente manipulada matematicamente e escrita como uma 

sobreposição contínua de fontes de calor planas.  
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onde 2 2
1

i
zx z xk k k

K

ω−
= − −  com ( )( )1Im 0zxk ≤ , e a integração é efetuada em ordem ao 

número de onda horizontal (
xk ) ao longo da direção x .  

O integral na equação anterior pode ser transformado num somatório, considerando um 

número infinito de fontes distribuídas ao longo da direção x , distanciadas de intervalos 

igualmente espaçadas, 
xL , entre si. Deste modo, a equação anterior pode ser definida como: 
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= , a qual pode, por sua vez, ser aproximada por um somatório finito de equações ( N ), 

uma vez que a resposta converge. Note-se que 0zk =  corresponde ao caso bidimensional, 
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As funções de Green para os diferentes espaços são determinadas utilizando a técnica da 

fonte-imagem. Esta técnica baseia-se na combinação da distribuição de fontes de calor de modo 

a serem verificadas as condições de fronteira impostas em cada interface (temperaturas nulas ou 

fluxos de calor nulos). No caso de corpos sólidos limitados por duas superfícies paralelas, o 

número de fontes posicionadas perpendicularmente às superfícies, é teoricamente infinito. 

Contudo, este número pode ser limitado quando se desprezam as fontes mais afastadas, cuja 

contribuição é muito pequena.  

2.2.1 Respostas no domínio do tempo  

O campo de calor no domínio do tempo é obtido com o recurso a transformadas inversas de 

Fourier, do tipo Fast Fourier Transform no domínio da frequência. O fenómeno de aliasing é 

evitado introduzindo frequências complexas. Esta técnica consiste em adicionar uma parte 

imaginária à frequência, de modo a obter-se icω ω η= − , em que η  traduz o amortecimento 
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aplicado ( 0.7η ω= ∆ , sendo ω∆  o incremento de frequência utilizado). O efeito da introdução 

desta constante imaginária é, posteriormente, removido através da aplicação da exponencial eητ  

à resposta, já no domínio do tempo. 

Realce-se que a variação temporal da energia emitida pela fonte pode ser facilmente 

arbitrada. A resposta no domínio da frequência é obtida por aplicação de uma transformada de 

Fourier no domínio do tempo. O cálculo no domínio da frequência pode ser efetuado numa 

extensa gama de frequências, a partir dos 0.0Hz.  A frequência 0.0Hz  corresponde à resposta 

em regime estacionário e, uma vez que a resposta decresce rapidamente com o incremento de 

frequência, não é necessário incluir frequências muito elevadas no intervalo de frequências de 

cálculo. Por sua vez, a resposta estática pode ser calculada porque o argumento das funções é 

diferente de zero, particularmente importante no caso das funções de Hankel. 

Refere-se, ainda, que a utilização de frequências complexas atenua a contribuição de fontes 

de calor mais afastadas, o que permite o cálculo das respostas com um menor número de fontes 

virtuais. Esta particularidade é evidente, por exemplo, no caso de corpos sólidos limitados por 

duas superfícies planas paralelas. 

2.3 FUNÇÕES DE GREEN  

As funções de Green no domínio da frequência serão agrupadas em três grupos: 

˗ espaço infinito – o qual inclui as funções de Green para fontes de calor 

unidimensionais (1D), bidimensionais (2D) e tridimensionais (3D). 

˗ espaço bidimensional – o qual contém as funções de Green para um espaço 

semi-infinito, um espaço limitado por duas superfícies planas perpendiculares entre si, 

um sistema limitado por duas superfícies planas paralelas formando um sistema 

constituído por uma única camada, um sistema com superfícies planas a formarem 

uma geometria em U e um cilindro sólido de secção retangular contínuo, quando 

sujeitos a fontes de calor bidimensionais e tridimensionais. 

˗ espaço tridimensional – no qual se compila as funções de Green para uma fonte de 

calor pontual localizada num cilindro sólido de secção retangular limitado uma base e 

um sistema paralelepipédico tridimensional. 
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É dada especial atenção a soluções 2.5D em todos os casos em que o cálculo do campo de 

calor tridimensional pode ser assumido como a soma de fontes bidimensionais com variação de 

números de onda espaciais. São assumidas e combinadas diferentes condições de fronteira, 

nomeadamente temperaturas nulas e fluxos de calor nulos. Para cada caso é ilustrado um 

esquema da geometria do sistema em estudo e depois serão apresentadas as funções de Green no 

domínio do tempo e da frequência. Com o objetivo de verificar as soluções propostas, são 

incluídas respostas no domínio do tempo. Estas são calculadas diretamente no domínio do 

tempo ou seguindo a formulação proposta, isto é, são obtidas inicialmente no domínio da 

frequência e sujeitas uma transformada inversa de Fourier. Todas as soluções, provenientes das 

diferentes formulações, evidenciaram a existência de resultados similares. 

Nos exemplos estudados a fonte de calor pontual (expressa por uma função delta de Dirac) 

foi posicionada em ( )0 0 00.2 m, 0.1 m, 0.15 mx y z= = = . Considera-se que o meio sólido é 

homogéneo infinito com as seguintes propriedades térmicas: coeficiente de condutibilidade 

térmica de -1 o -1426.0W.m . C ,λ =  massa volúmica de -310500 kg.mρ = e calor específico de

-1 o -1880.0 J.kg . Cc = . Os cálculos foram efetuados no intervalo de frequência de 0.0Hz  a 

40.96Hz  com um incremento de frequência de 0.01 Hz , e o campo de calor determinado no 

recetor ( )0.25 m, 0.15 m, 0.05 mR x y z= = = . As respostas adquiridas com a formulação no 

domínio do tempo (utilizada para validar a formulação no domínio da frequência) são 

determinadas para um janela temporal [ ]0.0,100.0 s  com um incremento de tempo de 0.0061s . 

Dependendo do tipo de geometria, o meio é limitado por planos colocados em 0.0 mx = , 

0.0 my = , 0.0 mz = , 1 0.30 mx d= = , 2 0.25 my d= =  e 3 0.20 mz d= = . 

Na Tabela 2.1 apresenta-se a notação utilizada para determinar a distância do recetor à 

fonte, ao longo do capítulo. 

Tabela 2.1: Distância do recetor à fonte: ( ) ( ) ( )
22 2lmn

ijk i j kr x y z= + + . 

0 0x x x= −  0 0y y y= −  0 0z z z= −  

1 0 12x x x d l= + −  1 0 22y y y d m= + −  1 0 32z z z d n= + −  

( )2 0 12 1x x x d l= + + −  ( )2 0 22 1y y y d m= + + −  ( )2 0 32 1z z z d n= + + −  

3 0 12x x x d l= − −  3 0 22y y y d m= − −  3 0 32z z z d n= − −  

4 0 12x x x d l= − +  4 0 22y y y d m= − +  4 0 32z z z d n= − +  
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2.3.1 Espaço infinito 

Tabela 2.2: Esquema do espaço infinito. 
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Figura 2.1: Resposta num espaço infinito: (a) Fonte de calor 1D; (b) Fonte de calor 2D; (c) Fonte de calor 
3D. 

2.3.2 Espaço bidimensional 

Espaço semi-infinito definido por 0y ≥  

Tabela 2.4: Condições de fronteira prescritas para o espaço semi-infinito. 

Caso 1 Caso 2  
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Tabela 2.5: Equações para um espaço semi-infinito, sujeito a uma fonte de calor 2D. 
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Tabela 2.6: Equações para um espaço semi-infinito, sujeito a uma fonte de calor 3D. 
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Figura 2.2: Resposta num espaço semi-infinito (Caso 1): (a) Fonte de calor 2D; (b) Fonte de calor 3D. 

Espaço definido por dois planos perpendiculares 1x d≥  e 0y ≥   

Tabela 2.7: Condições de fronteira prescritas para o espaço definido por dois planos perpendiculares. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  

     

Fluxos de 
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Tabela 2.8: Equações para um espaço definido por dois planos perpendiculares, sujeito a uma fonte de 
calor 2D. 
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Tabela 2.9: Equações para um espaço definido por dois planos perpendiculares, sujeito a uma fonte de 
calor 3D. 
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Figura 2.3: Resposta num espaço limitado por dois planos perpendiculares posicionados em 1x d≥  e 

0y ≥  (Caso 3): (a) Fonte de calor 2D; (b) Fonte de calor 3D. 

Sistema composto por uma camada horizontal definida por dois planos paralelos 

posicionados em 0y =  e 2y d=   

Tabela 2.10: Condições de fronteira prescritas para a camada horizontal. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  

     

Fluxos de 
calor nulos 

 

Temperaturas 
nulas 
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Tabela 2.11: Equações para uma camada horizontal, sujeita a uma fonte de calor 2D. 
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Tabela 2.12: Equações para uma camada horizontal, sujeita a uma fonte de calor 3D. 

F
on

te
 d

e 
ca

lo
r 

3D
 

C
as

o 
1 

( ) ( )2 2000 0 0
000 0 04

4 4
1.5

1 1

1
( , , , )

(4 )

m
jr r

NSy
K K

m j

T x y z e e
c K

ς ςτ
ρ π ς

− −

= =

 
 = + 
  

∑∑
 

com 0ς τ τ= −
 

000 0 0
000 0 0

i i
4

000 0 0
1 1000 0 0

1
( , , , )

2

m
jr r

NSyK K

m
m j j

e e
T x y z

r r

ω ω

ω
λ

− −

= =

 
 = + 
  

∑∑
 

( ) ( ) ( ) ( )0 0

4
i i00 0

0 1 00 0 1 0
1 1

i
( , , , )

2
z z

k k

NSy
k z k zm

z z j

m m j mx

T x y z H k r e H k r e
L

π
ω

λ

∞ ∞
− −

=−∞ = = =−∞

 −    = +    
 
∑ ∑∑ ∑  

como soma de fontes de calor 2.5D
 



23 

F
on

te
 d

e 
ca

lo
r 

3D
 

C
as

o 
2 

( ) ( )2 2000 0 0
000 0 04

( 1)!4 4
1.5

1 1

1
( , , , ) ( 1)

(4 )

m
jr r

NSy
jK K

m j

T x y z e e
c K

ς ςτ
ρ π ς

− −

−

= =

 
 = + − 
  

∑∑
 

com 0ς τ τ= −
 

000 0 0
000 0 0

i i
4

( 1)!
000 0 0

1 1000 0 0

1
( , , , ) ( 1)

2

m
jr r

NSyK K
j

m
m j j

e e
T x y z

r r

ω ω

ω
λ

− −

−

= =

 
 = + − 
  

∑∑
 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

0

0

i00
0 1 00

4
1 ! i0

0 1 0
1 1

i
( , , , )

2
1

z

k

z

k

k z

z

m

NSy
j k zmx

z j

m j m

H k r e

T x y z
L

H k r e

π
ω

λ

∞
−

=−∞

∞
− −

= = =−∞

   +  −  =
 

 −    

∑

∑∑ ∑  

como soma de fontes de calor 2.5D
 

F
on

te
 d

e 
ca

lo
r 

3D
 

C
as

o 
3 

( )
( )

( )2 2000 0 0
000 0 04

( 1)!( 1) 1( 1)4 4
1.5

1 1

1
( , , , ) ( 1) ( 1)

(4 )

m
jr r

NSy
j jmK K

m j

T x y z e e
c K

ς ςτ
ρ π ς

− −

− + +−

= =

 
 = + − − 
  

∑ ∑
 

com 0ς τ τ= −
 

( )

000 0 0
000 0 0

i i
4

( 1)!( 1) 1( 1)
000 0 0

1 1000 0 0

1
( , , , ) ( 1) ( 1)

2

m
jr r

NSyK K
j jm

m
m j j

e e
T x y z

r r

ω ω

ω
λ

− −

− + +−

= =

 
 = + − − 
  

∑ ∑
 

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0

i00
0 1 00

4
1 1 ! i0

0 1 0
1 1

i
( , , , )

2
1 1

z

k

z

k

k z

z

m

NSy
m j k zmx

z j

m j m

H k r e

T x y z
L

H k r e

π
ω

λ

∞
−

=−∞

∞
− − −

= = =−∞

   +  −  =
 

 − −    

∑

∑ ∑ ∑  

como soma de fontes de calor 2.5D
 

F
on

te
 d

e 
ca

lo
r 

3D
 

C
as

o 
4 

( )
( )

( )2 2000 0 0
000 0 04

! 1( 1)4 4
1.5

1 1

1
( , , , ) ( 1) ( 1)(4 )

m
jr r

NSy
jmK K

m j

T x y z e e
c K

ς ςτ
ρ π ς

− −

+−

= =

 
 = + − −  

∑ ∑
  

com 0ς τ τ= −
 

( )

000 0 0
000 0 0

i i
4

! 1( 1)
000 0 0

1 1000 0 0

1
( , , , ) ( 1) ( 1)2

m
jr r

NSyK K
jm

m
m j j

e eT x y z
r r

ω ω

ω
λ

− −

+−

= =

 
 = + − − 
 

∑ ∑  

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

0

0

i00
0 1 00

4
1 ! 1 i0

0 1 0
1 1

i
( , , , )

2
1 1

z

k

z

k

k z

z

m

NSy
m j k zmx

z j

m j m

H k r e

T x y z
L

H k r e

π
ω

λ

∞
−

=−∞

∞
− + −

= = =−∞

   +  −  =
 

 − −    

∑

∑ ∑ ∑
 

como soma de fontes de calor 2.5D
 



24 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Formulação no tempo
Formulação em frequência

Tempo (s)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

1
0

-5
 º

C
)

0

0.5

1.0

1.5

2.0

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Formulação no tempo
Formulação em frequência
Formulação em frequência
(soma de fontes 2.5D)

Time (s)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

ºC
)

 z  

y
 

x

1d  

2d  

 z  

y
 

x

1d  

2d  

 z  

y
 

x

1d  

2d  

 z  

y
 

x

1d  

2d  

 
 

(a) (b) 

Figura 2.4: Resposta numa camada horizontal (Caso 3): (a) Fonte de calor 2D; (b) Fonte de calor 3D. 

Sistema em forma de U, limitado por 0y ≥ , 2y d≤  e 1x d≤   

Tabela 2.13: Condições de fronteira prescritas para um sistema em U. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  
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Temperaturas 
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Tabela 2.14: Equações para um sistema em U, sujeito a uma fonte de calor 2D. 
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Tabela 2.15: Equações para um sistema em U, sujeito a uma fonte de calor 3D. 
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Figura 2.5: Resposta num sistema em forma de U (Caso 3): (a) Fonte de calor 2D; (b) Fonte de calor 3D. 
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Cilindro sólido de secção retangular de comprimento infinito definida por 0y ≥ , 2y d≤ , 

0x ≥  e 1x d≤   

Tabela 2.16: Condições de fronteira prescritas para um cilindro sólido de secção retangular de 
comprimento infinito. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  
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calor nulos 
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nulas 

Tabela 2.17: Equações para um cilindro sólido de secção retangular de comprimento infinito, sujeita a 
uma fonte de calor 2D. 
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Tabela 2.18: Equações para um cilindro sólido de secção retangular de comprimento infinito, sujeita a 
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(a) (b) 

Figura 2.6: Resposta num cilindro sólido de secção retangular de comprimento infinito (Caso 3): (a) 
Fonte de calor 2D; (b) Fonte de calor 3D. 

2.3.3 Espaço tridimensional 

Cilindro sólido de secção retangular limitado por uma base e definido por 0y ≥ , 2y d≤ , 

0x ≥   e 3z d≤  

Tabela 2.19: Condições de fronteira prescritas para um cilindro sólido de secção retangular limitado por 
uma base. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  

     

Fluxos de 
calor nulos 

 

Temperaturas 
nulas 

Tabela 2.20: Equações para um cilindro sólido de secção retangular limitado por uma base, sujeita a uma 
fonte de calor 3D. 
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(a) (b) 

Figura 2.7: Resposta num cilindro sólido de secção retangular limitado por uma base: (a) Caso 2; 
(b) Caso 3. 



35 

 

1d  

2d  

3d  

z  

x  

y
 

 

1d  

2d  

3d  

z  

x  

y
 

 

1d  

2d  

3d  

z  

x  

y
 

Sistema sólido paralelepipédico definido por 0y ≥ , 2y d≤ , 0x ≥ , 2x d≤ , 0z ≥  e 3z d≤  

Tabela 2.21: Condições de fronteira prescritas para um sistema sólido paralelepipédico. 

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4  
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Tabela 2.22: Equações para um sistema sólido paralelepipédico, sujeito a uma fonte de calor 3D. 
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(a) (b) 

Figura 2.8: Resposta um sistema sólido paralelepipédico, sujeito a uma fonte de calor 3D.: (a) Caso 2; 
(b) Caso 3. 

2.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

O trabalho descrito neste capítulo contempla a apresentação de soluções analíticas, no 

domínio da frequência, para a difusão de calor por condução em espaços infinitos e em sistemas 

com geometria bidimensional e tridimensional, cujas fronteiras são superfícies planas, podendo 

ser submetidos a fontes de calor pontual, linear ou plana. Estas soluções possibilitam o cálculo 

da transferência de calor em regime variável sem a necessidade de proceder à discretização nem 

do domínio em estudo nem das fronteiras de cada um dos meios do sistema. Foi dada particular 

atenção às fontes de calor lineares harmónicas com uma variação sinusoidal, dado que 

representam uma vantagem na formulação de problemas tridimensionais na presença de 

geometrias bidimensionais. Esta solução, referida normalmente na literatura como 2.5D, permite 

o cálculo de respostas de fontes tridimensionais (pontuais) como um somatório de soluções 

fundamentais bidimensionais.  

As funções de Green propostas foram combinadas utilizando a técnica da fonte-imagem 

(designada usualmente por image source technique) para modelar os diferentes espaços 

confinados, tendo em consideração as diferentes combinações de condições de fronteira 

impostas (temperaturas nulas ou fluxos de calor nulos).  

 A formulação no domínio da frequência requer a aplicação prévia de uma transformada de 

Fourier à equação da difusão de calor no domínio do tempo. O fenómeno de aliasing é evitado 

introduzindo frequências complexas com uma pequena parte imaginária. Esta técnica consiste 
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em adicionar uma constante imaginária à frequência, cujo efeito é, posteriormente, removido já 

no domínio do tempo, através da aplicação da exponencial eητ  à resposta obtida. 

Para permitir a verificação das soluções analíticas, estas foram também obtidas diretamente 

no domínio do tempo. A comparação de ambas as repostas permitiu verificar a sua semelhança, 

e concluir assim que este método pode ser utilizado na resolução de problemas de transferência 

de calor.  
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CAPÍTULO 3 SOLUÇÕES ANALÍTICAS PARA MEIOS 

ESTRATIFICADOS 

3.1 INTRODUÇÃO 

Este capítulo apresenta uma validação experimental da aplicação de soluções analíticas 

para estudar a transferência de calor por condução em regime transiente através de sistemas 

multicamada. As soluções analíticas são obtidas no domínio da frequência com recurso a 

funções de Green. 

Os sistemas multicamada, caracterizados pela sobreposição de materiais com diferentes 

propriedades, são frequentemente utilizados na envolvente de edifícios. Este tipo de sistemas 

são uma opção construtiva cada vez mais frequente, dado que a sobreposição de materiais com 

diferentes propriedades permite garantir em simultâneo vários requisitos funcionais, tais como 

conforto higrotérmico e acústico.  

A preocupação de prever o comportamento destes sistemas multicamada, principalmente 

na fase de desenvolvimento, tem vindo a motivar cada vez mais investigadores a estudar o seu 

comportamento. No caso do desempenho térmico, os fenómenos de difusão de calor podem ser 

simulados com recurso a soluções analíticas e modelos numéricos, evitando a realização de 
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campanhas laboratoriais. O recurso a simulações computacionais permite a obtenção rápida de 

resultados e menores custos de implementação. Para se adquirir e garantir a confiança nos 

modelos analíticos e numéricos revela-se crucial que os mesmos sejam sujeitos a processos de 

verificação e/ou validação. Após essa fase, esses modelos podem ser então aplicados na seleção 

e caracterização de soluções construtivas que pretendemos que sejam eficazes em termos 

energéticos. Os modelos analíticos e numéricos podem simular sistemas em regime permanente 

ou transiente. Como a maioria de problemas de transferência de calor envolve variações ao 

longo do tempo, justifica-se o desenvolvimento e o uso de modelos de cálculo em regime 

variável. Embora estes modelos se revelem de maior complexidade, têm sido propostas 

metodologias para resolver este tipo de problemas. Alguns destes modelos são implementados 

no domínio do tempo (conhecido como time-marching) ([1]-[6]), recorrendo à transformada de 

Laplace para lidar com a variável do tempo ([7]-[13]). Em alternativa a estes modelos, pode 

recorrer-se à aplicação de uma transformada de Fourier à equação da difusão de calor, 

estabelecendo o problema no domínio da frequência. A obtenção das respostas no domínio do 

tempo é conseguido, posteriormente, com a aplicação de uma transformada inversa de Fourier 

no espaço-tempo ([14]-[20]), como mencionado no Capítulo 2. 

Na resolução de problemas de difusão de calor em meios homogéneos podem ser utilizadas 

funções de Green, analíticas ou semi-analíticas, que nos permitem resolver problemas 

específicos e verificar a exatidão de algoritmos de cálculo aplicáveis a problemas mais 

complexos. As funções de Green podem, ainda, ser utilizadas no desenvolvimento de métodos 

numéricos, tais como, no Método dos Elementos de Fonteira (e.g. Ochiai [21]) e no Método das 

Soluções Fundamentais (e.g. Šarler [22]). 

O livro de Özisik [23] expõe uma revisão de modelos aplicáveis a meios compostos por um 

conjunto de camadas, estudados unidimensionalmente, nomeadamente com recurso a expansões 

ortogonais, funções de Green e transformadas de Laplace. Maillet et al. [24] propuseram o 

Thermal Quadrupole Method que, baseado na definição de matrizes de 2x2, permite estudar a 

condução de calor em sistemas lineares, em particular na presença de uma fonte de calor 

unidimensional. Este método pode ser visto como uma generalização do método apresentado 

por Carslaw e Jaeger [13], no qual a transferência de calor através de um sistema sólido 

multicamada é avaliada pelo Matrix Method. Outra abordagem para resolver sistemas 

multicamada é o Thin-layer Method, representando um modelo semi-analítico em que o meio é 

discretizado apenas ao longo do subconjunto de dimensões do problema, isto é, o método 

combina uma discretização parcial com soluções analíticas [25]. O método envolve a 
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discretização das equações que governam a difusão de calor na direção da estratificação, em 

conjunto com as soluções analíticas para as restantes direções e para a variável tempo. 

Apesar da importância do estudo da transferência de calor em sistemas multicamadas, não 

são referidos na literatura muitos trabalhos que se debrucem sobre a comparação entre os 

resultados de modelos numéricos e os experimentais. Kaṣka e Yumrutaṣ [20] compararam as 

respostas (variação de temperatura e fluxos de calor) obtidas em ensaios experimentais com 

resultados obtidos através de modelos numéricos unidimensionais em sistemas construtivos 

multicamada (paredes e coberturas planas). Neste estudo, os autores encontraram diferenças de 

1 a 2 ºC entre as medições e os valores teóricos, especialmente nos registos correspondentes ao 

período da tarde. Reportam que as referidas diferenças podem dever-se à utilização de um 

coeficiente de convecção e/ou propriedades térmicas dos materiais inapropriados, ou a erros de 

medição. Olutimayin e Simonson [26] também utilizaram um modelo unidimensional para 

avaliar numérica e experimentalmente a transferência de calor e humidade em regime transiente 

através de uma placa de isolamento térmico poroso composto à base de fibras de celulose. Com 

este estudo concluíram que a exatidão da massa volúmica do vapor de água na camada fronteira, 

assim como a espessura dessa camada, calculadas a partir de expressões analíticas ou 

numéricas, depende da introdução de um termo relativo ao armazenamento de humidade. 

Como mencionado anteriormente, neste capítulo pretende-se apresentar a validação 

experimental de soluções analíticas, que incorporam funções de Green, aplicadas para simular a 

transferência de calor por condução através de sistemas multicamada quando estes se encontram 

sujeitos a uma fonte de calor cuja potência é variável no tempo. Tadeu e Simões [15] 

propuseram, em 2006, a aplicação de soluções analíticas, formuladas no domínio da frequência, 

para simular a difusão de calor tridimensional num meio sólido semi-infinito, numa camada 

sólida e num sistema estratificado. A solução foi definida como uma função de Green que 

descreve a solução para uma fonte de calor pontual instantânea. A aplicação da transformada de 

Fourier, tanto no domínio do tempo, como no domínio do espaço, em uma ou duas direções, 

possibilita que a solução tridimensional da equação da difusão de calor seja obtida como um 

somatório de respostas bidimensionais ou unidimensionais. A solução do problema é 

determinada no domínio do tempo por aplicação da transformada inversa de Fourier à resposta 

obtida no domínio da frequência. Para minimizar a influência da proximidade das fontes virtuais 

vizinhas recorre-se ao uso de frequências complexas. Estas soluções não carecem de nenhum 

tipo de discretização do domínio espacial do problema. De salientar que não existe nenhuma 

restrição quanto à variação da fonte de calor ao longo do tempo, uma vez que a resposta para a 
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frequência nula é possível de obter e observa-se que a contribuição das altas frequências na 

resposta é pequena. Esta formulação supera algumas limitações colocadas por outros métodos 

que requerem o uso de simplificações, tais como, a discretização das camadas num número 

elevado de camadas idênticas de espessura muito reduzida ([24], [25]). 

Os resultados experimentais, aqui apresentados, foram conseguidos para vários sistemas 

multicamada, obtidos por sobreposição de placas de diferentes materiais. Os diferentes sistemas 

foram sujeitos à difusão unidimensional de calor mas também à tridimensional. Para produzir a 

difusão unidimensional de calor através dos provetes foi utilizado um equipamento com dois 

pratos que contactam com o provete, um de aquecimento e outro de arrefecimento, o qual 

permite impor um fluxo transiente de calor através dos sistemas. Para se gerar um campo 

tridimensional de calor, recorreu-se ao mesmo equipamento mas introduziu-se no meio do 

sistema, uma fonte de calor esférica. Estas campanhas experimentais foram realizadas num 

laboratório com condições de temperatura e humidade relativa controladas. No primeiro 

conjunto de ensaios as superfícies exteriores das amostras foram mantidas em contacto com as 

unidades de aquecimento e arrefecimento e sujeitas a variações de temperatura até se atingissem 

valores específicos de temperatura previamente programadas. Quando se alcançou um fluxo de 

calor constante, o equipamento foi desligado e continuaram a registar-se as temperaturas no 

sistema. No segundo conjunto de ensaios (difusão de calor tridimensional), a fonte de calor 

esférica foi ligada após serem verificados fluxos de calor constantes através do sistema e 

mantida a libertar energia durante alguns minutos. 

As variações de temperatura nas interfaces das camadas foram registadas com recurso a 

termopares. As propriedades térmicas dos materiais utilizados, necessárias para as simulações, 

foram determinadas com recurso a ensaios laboratoriais acreditados. As temperaturas resultantes 

do prato superior (unidade de aquecimento) e do prato inferior (unidade de arrefecimento) do 

equipamento utilizado foram consideradas como dados de entrada nas simulações efetuadas 

com recurso aos modelos de cálculo desenvolvidos. Os resultados da aplicação das soluções 

analíticas foram comparados com os resultados experimentais. 

Neste capítulo será apresentado, inicialmente, o problema tridimensional e as funções de 

Green, no domínio da frequência, para o estudo da transferência de calor gerada por uma fonte 

de calor pontual num meio sólido estratificado. Nesta formulação é garantida a continuidade de 

temperaturas e de fluxos de calor em todas as interfaces das camadas do sistema. Será ainda 

apresentada a formulação matemática que permite prescrever valores de temperatura nas 

superfícies exteriores dos sistemas em estudo. Após a formulação do problema, será descrito o 
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procedimento experimental e os provetes avaliados. Os resultados dos ensaios laboratoriais e 

analíticos, obtidos para os provetes, serão ilustrados e comparados. O primeiro conjunto de 

resultados são consequência da transferência de calor por condução num regime 

unidimensional, enquanto o segundo se refere à análise dos resultados para uma transferência de 

calor tridimensional. Nos dois casos são estudados sistemas multicamada homogéneos e 

heterogéneos. Por fim, será ilustrada a aplicabilidade desta formulação numérica na avaliação 

comparativa de vários sistemas multicamada, no sentido de quantificar o atraso térmico 

conferido por diferentes sistemas.  

3.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA EM ESTUDO 

Considere-se um sistema constituído por um conjunto de m  camadas planas de extensão 

infinita confinadas superior e inferiormente por meios semi-infinitos, como ilustrado na 

Figura 3.1. Assume-se que as camadas são infinitas nas direções x  e z . O meio semi-infinto 

superior é denominado por Meio 0, enquanto o meio semi-infinito inferior é designado por 

Meio m+1. As propriedades térmicas dos meios e a espessura de cada camada podem diferir 

entre elas. Este sistema é sujeito a uma fonte de calor pontual localizada algures no domínio do 

sistema. O tipo de problema apresentado é frequentemente denominado por 2.5D porque a fonte 

é tridimensional mas o meio é bidimensional. 

 

 

Figura 3.1: Geometria do problema: sistema multicamada confinado por dois meios semi-infinitos (0 e 
m+1 ). 
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A transferência de calor por condução em regime transiente em cada camada é expressa 

pela seguinte equação: 

( ) ( )2 2 2

2 2 2

, , ,
, , ,j j j

T x y z
T x y z c

x y z

τ
λ τ ρ

τ

  ∂∂ ∂ ∂
+ + =   ∂∂ ∂ ∂ 

,  (3.1) 

sendo τ  o tempo, ( , , , )T x y z τ  a temperatura no ponto ( , , )x y z , j  identifica a camada, jλ  o 

coeficiente de condutibilidade térmica, jρ  a massa volúmica e jc  o calor específico.  

3.3 SOLUÇÕES ANALÍTICAS 

A solução analítica é definida no domínio da frequência como uma sobreposição de fontes 

de calor planas. Tal só é possível após a aplicação de uma transformada de Fourier no domínio 

do tempo e uma dupla transformada espacial de Fourier ao longo das direções x  e z . 

3.3.1 Campo de calor incidente 

A aplicação da transformada de Fourier no domínio do tempo à equação (3.1) conduz à 

seguinte expressão: 

 

2
2 2 2

2 2 2

i ˆ( , , , ) 0
j

T x y z
x y z K

ω
ω

   ∂ ∂ ∂ − + + + =     ∂ ∂ ∂      

(3.2) 

onde i 1= − , e j

j

j j

K
c

λ

ρ
=  é o coeficiente de difusividade térmica da camada j , e ω  é a 

frequência. Para uma fonte de calor pontual, aplicada em ( )0 0, , 0x y  no meio infinito, do tipo 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i
0 0, , , einct x y z x x y y z

ωττ δ δ δ= − −  (sendo ( )0x xδ − , ( )0y yδ −  e ( )zδ  funções 

delta de Dirac) a solução fundamental da equação (3.2) pode ser expressa por: 
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, (3.3) 

que satisfaz as condições do campo de calor em meio infinito. 

Aplicando uma transformada de Fourier na direção z  chegamos à seguinte solução: 

2
0 0

i i
( , , , )

4inc z z

j j

T x y k H k r
K

ω
ω

λ

 −
= − − 

 
 

ɶ , (3.4) 

onde ( )0H  é a função de Hankel do segundo tipo e de ordem 0 e ( ) ( )2 2

0 0 0r x x y y= − + − . 

O campo de calor tridimensional é obtido aplicando uma transformada inversa de Fourier 

ao longo de zk . Esta transformada inversa de Fourier pode ser expressa como um somatório 

discreto se for assumida a existência de um conjunto de fontes virtuais, igualmente espaçadas de 

uma distância zL  ao longo da direção z . Deste modo, a solução é obtida por resolução de um 

número limitado de problemas bidimensionais, 

i2
0 0

i 2 iˆ ( , , , )
4

zm

M
k z

inc zm

m Mj z j

T x y z H k r e
L K

π ω
ω
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−
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∑ , (3.5) 

onde zmk  é o número de onda axial dado por 
2

zm

z

k m
L

π
= . A distância zL  deverá ser 

suficientemente grande para evitar que estas fontes interfiram na solução. 

A equação (3.4) pode ser ainda manipulada e escrita como uma sobreposição contínua do 

fenómeno de fontes planas, 

� ( )
0

0

i
ii

( , , , )
4

j

x

y y

k x x
inc z x

j j

e
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=   

 
∫ , (3.6) 

com 2 2i
j z x

j

k k
K

ω
ν = − − −  e ( )Im 0jν ≤ , sendo a integração efetuada em ordem ao número de 

onda horizontal respetivo ( )xk  ao longo da direção x . 



52 

Assumindo a existência de um número infinito de fontes de calor virtuais, podemos 

substituir o integral contínuo por um somatório discreto. De modo semelhante ao descrito 

anteriormente, o integral da equação (3.6) pode ser transformado num somatório em que se 

admite a existência de um número infinito de fontes de calor distribuídas ao longo da direção x , 

espaçadas de um intervalo xL . A equação anterior pode então ser escrita da seguinte forma: 
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. Tendo em conta que estamos perante um problema convergente, a equação pode 

ser aproximada por um somatório finito de equações ( )N . Note-se que quando se considera 

0zk =  encontramo-nos a resolver um problema bidimensional. 

3.3.2 Campo de calor total 

O campo de calor total é determinado por adição dos termos referentes à fonte de calor, 

iguais aos termos válidos para um meio infinito, e dos termos gerados em cada interface. Os 

termos superficiais necessitam de satisfazer as condições fronteira em cada interface, isto é, 

continuidade de temperaturas e de fluxos de calor entre cada camada. 

Para a camada j , os termos superficiais na interface superior e inferior podem ser 

expressos, respetivamente, por: 
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=  e lh  é a espessura da camada l . Os termos superficiais 

originados nas interfaces 1 e 1m+ , que governam a propagação de calor através dos meios 

semi-infinitos localizados no topo e na base do sistema, são expressos, respetivamente, por: 
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Para que se garanta a continuidade de temperaturas e de fluxos de calor ao longo das 1m +  

interfaces entre as camadas é obtido um sistema de ( )2 1m +  equações. Cada equação tem em 

conta a contribuição dos termos superficiais e do campo de calor incidente, com a totalidade dos 

termos organizados de acordo com a forma Fa b= . Quando a fonte de calor se encontra no 

Meio 1 (Camada 1), é obtido o seguinte sistema de equações: 
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 (3.12) 

A solução do sistema fornece a amplitude dos termos de superfície gerados em cada 

interface. A distribuição de temperaturas no domínio em análise é definida pelo somatório entre 

esses termos superficiais e a contribuição do campo de calor incidente. Deste modo, obtêm-se as 

seguintes equações: 
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Meio semi-infinito superior (Meio 0) 
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Camada 1 (meio onde se encontra a fonte de calor) 
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Camada j   
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Meio semi-infinito inferior (Meio 1m+ ) 
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Note-se que quando a posição da fonte de calor é alterada, a matriz F  permanece 

inalterada, enquanto os termos independentes de b  são diferentes. As equações poderão ser 

manipuladas para considerar outras posições de fonte. Dado que este procedimento é 

relativamente simples, não se incluem neste capítulo as equações referentes a outras posições da 

fonte de calor. 

As equações anteriores são particularmente úteis como funções de Green para resolver 

problemas com uma geometria bidimensional sujeitos a uma transferência de calor originada 

por fontes de calor tridimensionais. Nestes casos, a solução tridimensional poderá ser calculada 

como uma sobreposição de soluções bidimensionais para diferentes números de onda ao longo 

de zk . 
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3.3.3 Adaptação dos modelos analíticos para validação experimental 

As soluções analíticas apresentadas anteriormente necessitam de ser trabalhadas de modo a 

simularem a transferência de calor através do sistema multicamada quando são prescritas 

variações de temperatura nas superfícies de topo e de base. De seguida apresentam-se os 

modelos analíticos para os problemas unidimensional e tridimensional. 

3.3.3.1 Modelo analítico unidimensional 

As soluções analíticas, para simular a difusão de calor unidimensional nos sistemas em 

análise, são obtidas por manipulação das equações (3.8) e (3.9). Tal é conseguido por remoção 

dos Meios 0  e 1m+ , e imposição de temperaturas, 0 tt  e 0bt , nas superfícies exteriores no topo 

e na base (Interfaces 1 e 1m+ ). As temperaturas 0 tt  e 0bt  são obtidas por aplicação de uma 

transformada de Fourier no domínio do tempo às temperaturas recolhidas, durante a 

monitorização com termopares dos ensaios do Guarded Hot Plate, nas superfícies exteriores do 

sistema multicamada.  

O campo de calor total é determinado por adição dos termos gerados em cada interface 

obtidos garantindo a imposição de continuidade de temperaturas e de fluxos de calor nas 

interfaces internas do sistema. 

 Tendo em conta a considerações anteriores, obtém-se o seguinte sistema de 2m  equações:  
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Dado que as temperaturas 0 tt  e 0bt  são uniformes ao longo das interfaces, este sistema é 

determinado impondo 0xnk =  e 0zk = . A resolução deste sistema de equações fornece a 

amplitude dos termos superficiais em cada interface, permitindo conhecer o campo de calor em 

cada camada j : 
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3.3.3.2 Modelo analítico tridimensional 

Como descrito anteriormente, o sistema de equações é dado por manipulação das equações 

(3.8) e (3.9), para contemplar a remoção dos meios semi-infinitos (Meios 0  e 1m+ ), a 

imposição de temperaturas, 0 tt  e 0bt , nas superfícies externas do sistema (Interfaces 1 e 1m+ ) 

e assumir a existência de uma fonte de calor pontual no interior do sistema. 

O campo de calor total é novamente determinado por adição do campo de calor gerado 

pelos termos superficiais em cada interface (definidos por imposição de continuidade de 

temperaturas e fluxos de calor nas interface interiores) e ainda com o campo de calor incidente 

originado no interior da camada que contém a fonte de calor. 

O seguinte sistema de 2m  equações é obtido considerando que uma fonte tridimensional se 

encontra localizada no interior do Meio 2 : 
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Neste sistema de equações, 
mpA  é a amplitude da fonte tridimensional, a qual pode ser 

definida em função do conhecimento da temperatura registada por um termopar posicionado 

próximo da fonte de calor, tal como se irá descrever mais à frente. 

A resolução do sistema de equações, tal como no caso unidimensional, fornece a amplitude 

dos termos superficiais em cada interface do sistema. O campo de calor em cada camada é 

obtido pelo somatório dos termos superficiais com o campo de calor incidente, conduzindo às 

seguintes equações: 
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1 2
0( , , )

n
j jt b

j nj nj d

n nj nj

E E
T x y E A A Eω

ν ν

=+∞

=−∞

 
= +  

 
∑ɶ , se 

1

1 1

j j

l l

l l

h y h
−

= =

< <∑ ∑ . (3.21) 

3.4 VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL 

De seguida descreve-se o procedimento dos ensaios experimentais para determinar a 

variação de temperatura através de um conjunto de sistemas multicamada sujeitos à 

transferência de calor por condução unidimensional e tridimensional.  

O equipamento utilizado nos ensaios consiste num Guarded Hot Plate e um conjunto de 

termopares ligados a um sistema de aquisição de dados. Os sistemas foram sujeitos a um fluxo 

de calor variável. As medições efetuadas durante os testes com recurso aos termopares foram, 

mais tarde, comparados com os resultados dos modelos analíticos assumindo como condição de 

fronteira as temperaturas registadas nas superfícies exteriores de cada sistema e as propriedades 

térmicas dos materiais. Essas propriedades térmicas foram determinadas com ensaios 

laboratoriais realizados no ITeCons – Instituto de Investigação e Desenvolvimento Tecnológico 
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em Ciências da Construção. Nesta caracterização aplicaram-se ensaios acreditados pelo IPAC – 

Instituto Português de Acreditação - na determinação da condutibilidade térmica e massa 

volúmica. Os equipamentos utilizados na campanha experimental são usados em ensaios 

acreditados e, por isso, sujeitos a um conjunto de verificações e calibrações periódicas. 

3.4.1 Descrição dos sistemas multicamada 

Os sistemas multicamada foram construídos por sobreposição de placas de produtos de 

isolamento térmico comum (cortiça natural, poliestireno expandido moldado) e de placas de 

fibra de madeira de média densidade, com uma área de 2500 500 mm .×  

Cada sistema é constituído por 3, 4 ou 6 placas. Nos Sistemas 1 e 3 utilizaram-se três 

placas, no Sistema 2 quatro placas, enquanto o Sistema 4 foi constituído por seis placas. Foram 

estudados sistemas homogéneos (Sistema 1-4) e sistemas heterogéneos (Sistemas 5-7). Os 

Sistemas 1 a 4 foram construídos com placas dos seguintes materiais: fibras de madeira de 

média densidade (MDF), cortiça natural (NC) e poliestireno expandido moldado (EPS). Já os 

Sistemas 5 e 6 foram preparados com quatro placas dispostas na seguinte sequência 

descendente: Sistema 5 - EPS, MDF, NC e EPS; Sistema 6 – NC, EPS, MDF e NC. O Sistema 7 

é composto por 6 placas: NC, EPS, EPS, MDF, EPS e NC. 

Os Sistemas 1-3 e 5-6 foram sujeitos a uma transferência de calor unidimensional, 

enquanto adicionalmente nos Sistemas 4 e 7 foi considerada a aplicação de uma fonte de calor 

esférica, sendo analisada a transferência tridimensional de calor por condução. 

Na Tabela 3.1 são listados os vários sistemas, indicando-se a espessura de cada camada e 

respetiva sequência. O número associado à abreviatura de cada material identifica cada uma 

das placas utilizada nos diferentes sistemas. Cada tipo de material utilizado nos ensaios foi 

ensaiado de modo a ser possível conhecer as suas propriedades térmicas (condutibilidade 

térmica, calor específico e massa volúmica). O coeficiente de condutibilidade térmica dos 

materiais foi determinado pelo Método do Guarded Hot Plate (ISO 8302:1991 [27]), utilizando 

um equipamento da marca Lambda Mebtechnik GmbH Dresden, modelo Single Specimen 

Lambda-meter EP-500, seguindo os procedimentos de ensaio definidos na EN 12664:2001 [28] 

e  EN 12667:2001 [29]. Este equipamento foi previamente verificado para temperaturas médias 

de 10 ºC , 25 ºC  e 40 ºC  usando três materiais de referência (“Etalon für Einplattenapparatur 
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EP-500 Mebprotocoll Nr. Etal8501", "Institute Reference Materials Measurements - 440 (S64)" 

e "National Physical Laboratory - LA472"). A massa volúmica foi definida através do 

procedimento preconizado na EN 1602:1996 [30]. O calor específico foi obtido através do 

equipamento Netzsch, modelo DSC200F3, seguindo o Ratio Method. A Tabela 3.2 apresenta as 

médias dessas propriedades térmicas, para os três ensaios efetuados a cada material, e 

respetiva incerteza de medição.  

Tabela 3.1: Constituição dos sistemas multicamada estudados e espessura (em mm) de cada camada. 

Sistema 1 Sistema 2 Sistema 3 Sistema 4 Sistema 5 Sistema 6 Sistema 7 

MDF 3 19.92 NC 4 20.63 EPS 3 19.35 EPS 4 19.47 EPS 2 18.84 NC 2 20.52 NC 2 20.52 

MDF 2 19.86 NC 3 20.68 EPS 2 18.84 EPS 5 19.00 MDF 1 19.65 EPS 2 18.84 EPS 6 21.01 

MDF 1 19.65 NC 2 20.52 EPS 1 19.86 EPS 6 21.01 NC 1 20.60 MDF 1 19.65 EPS 4 19.47 

  NC 1 20.60   EPS 7 20.31 EPS 1 19.86 NC 1 20.60 MDF 4 19.65 

      EPS 8 19.28     EPS 8 19.28 

      EPS 9 19.63     NC 1 20.60 

Tabela 3.2: Propriedades térmicas dos meios. 

 Coef. de condutibilidade 

térmica,   

Massa volúmica, 

  

Calor específico, 

  

Cortiça Natural (NC) 0.046 ± 1.47x10-3 130.0 ± 2.33 1638.0 ± 67.3 

Poliestireno expandido moldado 
(EPS) 

0.041 ± 7.5x10-4 14.3 ± 0.233 1430.0 ± 99.0 

Painéis de fibras de madeira de 
média densidade (MDF) 

0.120 ± 6.83x10-3 712 ± 1.67 1550.0 ± 66.67 

3.4.2 Procedimento dos ensaios laboratoriais 

O procedimento adotado nos ensaios experimentais visou a imposição de um regime 

transiente em cada sistema multicamada e monitorização da variação de temperaturas em cada 

interface. Para induzir a transferência de calor através dos sistemas utilizou-se o equipamento 

Single Specimen Lambda-meter EP-500 (ver Figura 3.2) que possui duas unidades: um prato 

superior que é denominado por unidade de aquecimento, e um prato inferior conhecido como 

unidade de arrefecimento. Com o intuito de diminuir a resistência superficial nas interfaces 

entre placas, os ensaios foram realizados sobre uma pressão constante de 2500 Pa, aplicada 

λ -1 -1(W.m .ºC ) ρ -3(kg.m ) c
-1 -1( J.kg .ºC )
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pelos pratos do equipamento. Contudo, foram realizados testes adicionais para confirmar que a 

resistência térmica em cada interface poderia ser desprezada. 

 

 

Figura 3.2: Equipamento Single Specimen Lambda-meter EP-500 com um sistema heterogéneo 
(Sistema 5) instalado no seu interior.  

Esses testes experimentais adicionais consistiram na determinação do coeficiente de 

condutibilidade de três blocos homogéneos de EPS, com uma altura de 60 mm . Após essa 

determinação, cada bloco foi seccionado em três camadas, cada camada com uma espessura de 

aproximadamente 20 mm . O coeficiente de condutibilidade térmica de cada sistema 

multicamada (constituído pelas três placas resultantes do seccionamento de cada bloco) foi 

novamente determinado experimentalmente. Na Tabela 3.3 apresentam-se os resultados obtidos 

para as três amostras. Da análise dos resultados destes testes, efetuados em condições de 

ambiente controlados e de acordo com a metodologia anteriormente descrita, conclui-se que a 

resistência térmica nas interfaces é desprezável. A diferença de valores é inferior à incerteza de 

medição apresentada na Tabela 3.2. 

Tabela 3.3: Coeficiente de condutibilidade térmica, -1 -1(W.m .ºC ),λ  do EPS. Resultados para amostras 

constituídas por uma única camada com 60 mm  de espessura e para sistemas multicamada 

constituídos por três camadas (cada camada com uma espessura aproximada de 20 mm ). 

 
Uma única camada (com 
espessura de 60 mm )  

Sistema multicamada  

(3 camadas com espessura 
unitária de 20 mm≈ ) 

Amostra 1 0.04107 0.04148 

Amostra 2 0.04047 0.04009 

Amostra 3 0.04133 0.04146 
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Note-se que, caso fosse necessário considerar uma resistência térmica adicional em cada 

interface, o modelo analítico permitiria essa simulação por introdução de camadas fictícias com 

propriedades térmicas que modelassem essa resistência térmica. 

Anteriormente aos ensaios, as amostras foram condicionadas numa câmara climática, 

Fotoclima 300EC10 da marca Aralab, num ambiente controlado com uma temperatura de 

( )23 2 ºC±  e humidade relativa de ( )50 5 %± , até ser verificado que cada provete possuía um 

valor de massa contante.  

Os ensaios foram realizados num laboratório com condições igualmente de temperatura e 

humidade relativa controladas próximas dos valores praticados na câmara climática. O 

equipamento Single Specimen Lambda-meter EP-500 foi inicialmente programado para atingir 

uma temperatura média de 23 ºC  na amostra em estudo, estabelecendo uma diferença de 

temperaturas, entre o prato superior e inferior, de 15 ºC . 

Durante os ensaios a temperatura da superfície superior do sistema multicamada (em 

contacto com a unidade de aquecimento do equipamento) aumenta, enquanto a temperatura da 

superfície inferior (em contacto com a unidade de arrefecimento) diminui. De acordo com as 

especificações do equipamento, este garante que a transferência de calor através de uma área de 

medição central com dimensões 2150 150 mm× , no centro da amostra, é unidimensional, devido 

ao efeito “hot ring” que o equipamento garante. Deste modo, o equipamento consegue garantir 

fluxos de calor nulos através das secções laterais. O fornecimento de energia, por parte do 

equipamento, é mantido até ser verificado automaticamente um fluxo de calor constante, isto é, 

quando não existem variações de temperatura nas várias interfaces do sistema. Após este 

momento, o equipamento desliga-se, e inicia-se a fase de restabelecimento de equilíbrio 

energético do sistema com as condições ambiente. Dá-se por terminado o ensaio quando as 

temperaturas iniciais são alcançadas novamente. 

No caso da transferência de calor tridimensional, foi introduzida uma fonte de calor 

esférica no centro do sistema multicamada. Essa fonte foi ligada após serem verificados fluxos 

de calor constantes através do sistema, e mantida com potência constante até ser verificado 

novamente uma transferência de calor permanente. Depois disso, a fonte de calor esférica foi 

desligada e o ensaio decorreu até o sistema multicamada se encontrar em equilíbrio 

higrotérmico com o meio envolvente. A fonte de calor pontual consistiu numa resistência 

elétrica enrolada em novelo de modo a formar uma pequena esfera com 2.6 mm  de diâmetro. A 

resistência elétrica foi feita com um fio de cromoníquel com 0.5 mm  de espessura, ligada a uma 
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fonte de energia que permite variar a voltagem de 0 V  a 30 V . A voltagem da fonte 

permaneceu constante durante todo o período de tempo em que esteve ligada. A presença desta 

esfera não originou uma resistência térmica de contacto adicional entre as duas camadas devido 

ao perfeito acondicionamento pelas camadas adjacentes. A pressão de contacto, utilizada para 

diminuir a influência da resistência térmica entre as camadas, também foi útil para garantir que 

a possível resistência térmica de contacto originada pela fonte pontual fosse negligenciável.  

A variação de temperatura em cada interface foi monitorizada com termopares do tipo T 

feitos com fio de 0.2 mm  de diâmetro. Os termopares utilizados foram calibrados, 

anteriormente aos ensaios, por um laboratório acreditado. Foram colocados três termopares em 

cada interface, nomeadamente nas interfaces entre camadas e nas superfícies exteriores do 

sistema, em contacto com a unidade de aquecimento e de arrefecimento. Todos os termopares 

foram posicionados com o mesmo alinhamento transversal, secção localizada em 250 mmz =  

(ver na Figura 3.3 a secção transversal onde se alinharam os termopares). Os valores de 

temperatura foram gravados por um sistema de aquisição de dados, Yokogawa MW 100, em 

intervalos de tempo iguais a 10 segundos. 

 

Figura 3.3: Esquema do sistema com indicação da secção transversal onde se posicionaram os 
termopares. 

3.5 APRESENTAÇÃO DOS RESULTADOS E DISCUSSÃO 

Nesta secção, as medições experimentais são comparadas com os resultados obtidos com 

os modelos analíticos (descritos na secção 3.3). Foram utilizadas nestas simulações as 

 

500 mm 
250 mm 

250 mm 

75 mm 

z 

x 

y 

Posição dos 
termopares 



63 

propriedades térmicas dos materiais, determinadas através de ensaios laboratoriais e 

apresentadas na Tabela 3.2. 

As temperaturas 0 tt  e 0bt , a impor nas superfícies do topo e da base do sistema, foram 

definidas por aplicação de uma transformada de Fourier (tipo Fast Fourier Transform) no 

domínio do tempo, às temperaturas registas pelos termopares colocados nas superfícies 

exteriores do sistema, subtraída a temperatura inicial de ensaio ( )inicialT .  

Com o conhecimento da duração do ensaios experimentais, foi definida que uma janela de 

tempo para análise de 16 h seria suficiente para a simulação do ensaio unidimensional, enquanto 

para o ensaio tridimensional deveria ser considerado um tempo de análise ligeiramente superior 

a 24 h . Este período de análise foi suficiente para estabelecer o equilíbrio entre o sistema e o 

meio envolvente, isto é, garantir que as temperaturas nas várias interfaces atingissem novamente 

os valores das temperaturas iniciais de ensaio. O valor da frequência mais alta foi fixado de 

modo a que a contribuição desta na resposta final fosse desprezável. 

O cálculo analítico foi efetuado no domínio da frequência desde a frequência de 0.0 Hz até 

4096
Hz

32 3600×
, com um incremento de frequência de 

1.0
Hz

32 3600×
, o que determina uma janela 

de análise de 32 h . Deste modo abrangem-se os períodos de tempos que se pretendem analisar e 

que se referiram no parágrafo anterior. 

A variação de temperatura imposta no topo e na base do sistema poderá ser de qualquer 

tipo. Note-se que a resposta estática deste problema corresponde à frequência nula, que é 

calculável uma vez que o uso de frequências complexas permite que esta resposta seja 

determinada. 

A variação de temperatura nas várias interfaces é novamente definida no domínio do tempo 

por aplicação de uma transformada inversa de Fourier, no domínio da frequência. O fenómeno 

de aliasing, como já explicado no Capítulo 2, é ultrapassado com a introdução de frequências 

complexas, com uma pequena parte imaginária, do tipo icω ω η= −  (onde 0.7η ω= ∆  e ω∆  é 

o incremento de frequência). Esta alteração é tida em conta posteriormente removendo-a na 

obtenção da resposta no domínio do tempo por aplicação de uma exponencial, eητ , à resposta. 

As temperaturas finais são obtidas pelo somatório destas respostas com a temperatura 

inicial de ensaio ( )inicialT .  
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De modo a avaliar o desvio entre as respostas analíticas e as temperaturas experimentais, 

foi definido o seguinte parâmetro: 

( )
( )

( )
exp model

exp initial

Max
100 %

Max

T T
D

T T

−
= ×

−
. (3.22) 

Nesta equação expT  e modelT  representam a temperatura experimental e a temperatura 

calculada através dos modelos analíticos, respetivamente. 

3.5.1 Ensaios de simulação de fluxo unidimensional de calor 

Os resultados das medições das temperaturas na presença de uma transferência 

unidimensional de calor são apresentados de seguida e comparados com as soluções analíticas 

(equações (3.17) e (3.18)). Na figura seguinte a linha contínua representa a resposta analítica, 

enquanto as temperaturas monitorizadas são indicados pelas linhas com marcas (e identificadas 

com o número do conjunto de três termopares). O resultado experimental apresentado para cada 

interface corresponde à média aritmética das leituras efetuadas pelos três termopares colocados 

aleatoriamente ao longo da direção x . Como esperado, visto estarmos a estudar a difusão de 

calor unidimensional, a temperatura registada pelos termopares colocados na mesma 

coordenada y  apresentam valores semelhantes. 

A Figura 3.4 ilustra os resultados para os sistemas homogéneos. Como foi referido, o 

Sistema 1 é composto por placas de aglomerado de fibras de madeira de média densidade 

(MDF), enquanto os Sistemas 2 e 3 são constituídos por materiais de isolamento térmico, 

respetivamente, cortiça natural (NC) e poliestireno expandido moldado (EPS). Os gráficos 

apresentados evidenciam uma boa concordância entre os resultados analíticos e os dados 

experimentais ( )4.7 %D ≤ ao longo de todo o ensaio.  

Note-se que no início do ensaio todos os termopares registam uma temperatura próxima da 

temperatura ambiente, o que satisfaz a condição inicial de cada uma das simulações analíticas. 

Como mencionado anteriormente, o equipamento garante que a transferência de calor é 

unidimensional. De seguida ilustra-se que esta condição é verificada, ou seja, o fluxo de calor 

através das secções laterais dos sistemas é nulo. Com o objetivo de ilustrar que estas condições 
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de fronteira são consistentes com as assumidas nos modelos analíticos, apresentam-se as 

temperaturas gravadas pelos 3 termopares que deram origem à curva identificada pelo 

número 5, do Sistema 2 (ver Figura 3.5). Note-se que as diferenças entre as medições efetuadas 

por cada termopar caem dentro do intervalo da incerteza na medição de valores de temperatura 

( )0.3 ºC.±  

 

 

 
(a) 

 

 
 (b) 

 

 
(c) 

Figura 3.4: Variação da temperatura ao longo do tempo nas interfaces dos sistemas multicamada 
homogéneos sujeitos a um fluxo de calor unidimensional. Soluções analíticas e resultados 
experimentais para o: (a) Sistema 1 ( )2.4 %D ≤ ; (b) Sistema 2 ( )4.7 %D ≤ ; (c) Sistema 3 

( )3.1%D ≤ . 
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Figura 3.5: Medições dos termopares que deram origem à curva número 5 do Sistema 2. 

Comparando a variação de temperatura em cada interface dos três sistemas, observa-se que 

as respostas obtidas para os vários sistemas diferem significativamente. Observe-se que no 

Sistema 3 a taxa de fluxo de calor gerada pelo equipamento atinge o regime permanente mais 

rápido que nos outros sistemas. Tendo em conta as propriedades térmicas listadas na Tabela 3.2, 

o coeficiente de difusividade térmica, K
c

λ
ρ

= , do MDF, da NC e do EPS são respetivamente 

7 21.09 10 m /s−× , 7 22.16 10 m /s−×
 e 6 22.00 10 m /s−× . O EPS é o material em análise com maior 

difusividade térmica, o que justifica a rápida resposta do sistema durante a fase de aquecimento 

e de arrefecimento e após o equipamento ter sido desligado (o Sistema 3 alcança mais 

rapidamente a temperatura do meio envolvente do que os Sistemas 1 e 2). O Sistema 1 tem o 

menor coeficiente de difusividade térmica e os resultados ilustrados na Figura 3.4 evidenciam 

que este sistema tem uma resposta mais lenta, uma vez que as variações de temperatura em cada 

interface decorrem durante mais tempo até ser atingido o equilíbrio energético. 

Na Figura 3.6 apresenta-se a variação de temperatura em cada interface dos sistemas 

multicamada heterogéneos sujeitos à difusão de calor unidimensional. O Sistema 5, como 

descrito anteriormente, é composto por duas placas de EPS nas extremidades (camadas 

exteriores) e por uma placa de MDF e outra de NC. O Sistema 6 é constituído por duas placas 

de NC separadas por uma camada de EPS e MDF. À semelhança dos sistemas homogéneos, os 

resultados obtidos com os modelos analíticos são muito semelhantes aos valores de temperatura 

registados durante os ensaios, com desvios máximos de 7.5 % ( )7.5 %D ≤ . Durante a fase em 

que as unidades de aquecimento e de arrefecimento estão ligadas e as temperaturas tendem para 
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valores constantes, é possível observar que o menor gradiente de temperaturas ocorre entre as 

superfícies da camada de MDF.  

 

 
(a) 

 

 
 (b) 

Figura 3.6: Variação da temperatura ao longo do tempo nas interfaces dos sistemas multicamada 
heterogéneos sujeitos a um fluxo de calor unidimensional. Resultados analíticos e 
experimentais para o: (a) Sistema 5 ( )7.5 % ;D ≤  (b) Sistema 6 ( )5.3 % .D ≤  

Os resultados analíticos apresentados até agora foram obtidos utilizando como dados de 

entrada as propriedades térmicas médias, apresentadas na Tabela 3.2. De modo a avaliar o 

impacto da variação das propriedades e das incertezas inerentes às medições daquelas 

propriedades nos resultados finais, realizaram-se simulações adicionais nas quais foram 

alteradas as propriedades térmicas dos materiais. As propriedades térmicas utilizadas nessas 

simulações adicionais foram definidas com base nas incertezas apresentadas anteriormente, 

conjugando-as de forma a minimizar e maximizar a difusividade e condutibilidade dos 

materiais. A Tabela 3.4 apresenta as quatro combinações estudadas, listando as propriedades 

térmicas utilizadas nesta análise de sensibilidade. A Figura 3.7 ilustra os resultados obtidos para 

o Sistema 6 considerando cada uma das quatro combinações apresentadas. Com o objetivo de 

melhor evidenciar as diferenças dos resultados, apresenta-se na mesma figura uma ampliação de 

uma parte da resposta. O gráfico mostra que a resposta obtida com a média dos valores de cada 
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grandeza se encontra no intervalo das outras respostas, como expectável. Observa-se ainda, na 

ampliação, o ruído de medição das respostas experimentais. 

Tabela 3.4: Propriedades térmicas utilizadas nas simulações adicionais, baseada nas incertezas inerentes 
às medições. 

Combinação  

Coef. de 
condutibilidade 

térmica, λ  
-1 -1(W.m .ºC )  

Massa 
volúmica, ρ  

-3(kg.m )  

Calor 
específico, c  

-1 -1( J.kg .ºC )  

Coef. de 
difusividade 
térmica K

2 -1(m .s )  

1 

( maxλ ; maxα ) 

NC 2 0.04747 128.0 1571.0 2.36x10-7 

EPS 2 0.04175 14.1 1331.0 2.22x10-6 

MDF 1 0.1268 710.0 1483.0 1.2x10-7 

NC 1 0.04747 128.0 1571.0 2.36x10-7 

2 

( maxλ ; minα ) 

NC 2 0.04747 132.0 1705.0 2.11x10-7 

EPS 2 0.04175 14.5 1529.0 1.88x10-6 

MDF 1 0.1268 714.0 1617.0 1.10x10-7 

NC 1 0.04747 132.0 1705.0 2.11x10-7 

3 

( minλ ; maxα ) 

NC 2 0.04453 128.0 1571.0 2.21x10-7 

EPS 2 0.04025 14.1 1331.0 2.14x10-6 

MDF 1 0.1132 710.0 1483.0 1.10x10-7 

NC 1 0.04453 128.0 1571.0 2.21x10-7 

4 

( minλ ; minα ) 

NC 2 0.04453 132.0 1705.0 1.98x10-7 

EPS 2 0.04025 14.5 1529.0 1.82x10-6 

MDF 1 0.1132 714.0 1617.0 9.80x10-8 

NC 1 0.04453 132.0 1705.0 1.98x10-7 

3.5.2 Ensaios de simulação de fluxo tridimensional de calor 

De seguida são ilustradas as medições efetuadas nos sistemas sujeitos a uma difusão de 

calor tridimensional e comparadas com as respostas analíticas (obtidas através das equações 

(3.19) a (3.21)). Na Figura 3.8 observa-se os resultados adquiridos para o Sistema 4, composto 

por 6 camadas de EPS, enquanto as respostas do Sistema 7, constituído por duas placas de NC 

que envolvem três camadas de EPS e uma de MDF, são ilustradas na Figura 3.9 (ver 

Tabela 3.1). No primeiro caso, a fonte tridimensional foi ligada às 2.97 h  e desligada no 
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instante 5.74 h , enquanto no segundo caso a fonte foi acionada às 6.36 h  e desligada às 

13.54 h .  

 

Figura 3.7: Temperaturas obtidas para a simulação do Sistema 6, considerando as propriedades térmicas 
listadas na Tabela 3.4. 

 A posição de cada um dos termopares ao longo da direção x  é agora relevante, uma vez 

que a propagação de calor no sistema é tridimensional. Após a instalação dos termopares em 

cada interface foram registadas as suas coordenadas, apresentadas do lado esquerdo das 

Figuras 3.8 e 3.9. 

Como aconteceu no caso unidimensional, as linhas contínuas representam a resposta 

analítica, enquanto as medições experimentais são apresentadas pelas linhas com marcas 

(identificadas com o número de termopar associado). De modo a melhor ilustrar os resultados 

obtidos, as respostas foram agrupadas em diferentes imagens. Ambos os casos de estudo 

ilustrados nas Figuras 3.8 e 3.9 evidenciam resultados similares entre as temperaturas medidas 

durante os ensaios e as temperaturas obtidas por aplicação do modelo analítico.  

Os resultados experimentais apresentados nas figuras para as superfícies exteriores são, 

uma vez mais, correspondentes à média aritmética das temperaturas monitorizadas pelos três 
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termopares colocados nessas superfícies, uma vez que os pratos do equipamento garantem 

valores de temperatura uniformes em toda a sua superfície. 

 

 

 
(a) 

 
(b) 

 Posição dos termopares (mm)  

 Tc2 

(0.0, 38.47) 

Tc3 

(30.00, 38.47) 

Tc4 

(60.00, 38.47) 

 

 Tc5 

(00.00, 59.48) 

Tc6 

(30.00, 59.48) 

Tc7 

(55.00, 59.48) 

 

 Tc8 

(00.00, 79.79) 

Tc9 (mm) 

(27.00, 79.79) 

Tc10 

(57.00, 79.79) 

 

   

 

  

 

 
(c) 

Figura 3.8: Variação da temperatura ao longo do tempo nas interfaces do sistema multicamada 
homogéneo (Sistema 4) sujeito a um fluxo de calor tridimensional ( )3.7 %D ≤ : (a) termopares 

Tc1, Tc2, Tc5, Tc8 e Tc11; (b) termopares Tc1, Tc3, Tc5, Tc6, Tc9 e Tc 11; (c) termopares 
Tc1, Tc4, Tc5, Tc7, Tc10 e Tc11. 

Nos dois ensaios experimentais, o termopar Tc5, posicionado próximo da fonte 

tridimensional, foi utilizado para ajustar a amplitude da fonte de calor, utilizada como dado de 

entrada nas simulações.  
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(a) 

 
(b) 

 Posição dos termopares (mm)  
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(c) 

Figura 3.9: Variação da temperatura ao longo do tempo nas interfaces do sistema multicamada 
heterogéneo (Sistema 7) sujeito a um fluxo de calor tridimensional ( )4.7 %D ≤ : 

(a) termopares Tc1, Tc2, Tc5, Tc8 e Tc11; (b) termopares Tc1, Tc3, Tc5, Tc6, Tc9 e Tc11; 
(c) termopares Tc1, Tc4, Tc5, Tc7, Tc10 e Tc11. 

 Dado que os resultados experimentais e analíticos demonstram similaridade, tanto no 

sistema homogéneo como no sistema heterogéneo, conclui-se que o modelo analítico proposto 

está validado para um sistema multicamada sujeito a uma difusão de calor tridimensional. 

15

20

25

30

35

0 6 12 18 24

8

11

2

1

5

Tempo (h)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

ºC
)

15

20

25

30

35

0 6 12 18 24

6

9

11

3

1

5

Tempo (h)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

ºC
)

15

20

25

30

35

0 6 12 18 24

7

10

11

4

1

5

Tempo (h)

A
m

p
lit

u
d

e
 (

ºC
)

 
x  ott=θ

obt=θ  

Tc1 

Tc7 

Tc10 

Tc11 

Tc2 

MDF 4 

NC 1 

Tc4 

Tc5 

Tc8 

Tc6 

Tc3 

Tc9 

EPS 8 

EPS 4 

EPS 6 

NC 2 
Tc1 Tc1 

Tc11 Tc11 

y  



72 

3.6 EXEMPLO DE APLICAÇÃO: CÁLCULO DO ATRASO 
TÉRMICO 

O algoritmo descrito e validado nas secções anteriores foi implementado para determinar o 

atraso térmico em paredes compostas por várias camadas. O atraso térmico das soluções 

indica-nos a diferença de tempo entre uma variação de temperatura numa das superfícies do 

sistema construtivo e a manifestação dessa variação na face oposta, quando o sistema é sujeito a 

um regime variável de transmissão de calor. Soluções com um atraso térmico mais elevado 

contribuem para a melhoria do comportamento térmico dos edifícios, visto que retardam a perda 

ou ganho de calor através da envolvente.  

O estudo que se apresenta de seguida consiste na comparação do atraso térmico 

proporcionado por soluções construtivas de parede com diferentes produtos de isolamento 

térmico leve (cortiça natural, aglomerado de cortiça expandida, poliestireno expandido 

extrudido e lã de rocha). Nas modelações realizadas, os sistemas foram submetidos a mudanças 

de temperatura que variam de acordo com uma função sinusoidal, com o objetivo de simular a 

variação da temperatura no ambiente exterior ao longo de vários dias. 

3.6.1 Enquadramento e definição do problema 

A redução do consumo de energia no setor dos edifícios é uma importante medida para 

contribuir na redução da dependência de energia de origem fóssil e consequente diminuição da 

emissão de gases com efeito de estufa. Por este motivo, para que o comportamento térmico da 

envolvente exterior de um edifício seja melhorado devem ser explorados modelos numéricos e 

analíticos que permitam uma adequada previsão do comportamento das soluções construtivas. 

Como um edifício se escontra sujeito a condições variáveis de temperatura, o desempenho 

térmico dos elementos construtivos deve ser estimado com recurso a modelos dinâmicos 

baseados na resposta do sistema construtivo ao longo do tempo. O caminho a seguir não deverá 

passar apenas por se alcançarem maiores resistências térmicas conferidas pelos sistemas, mas 

também por se otimizar outros parâmetros, tais como, a inércia térmica e o atraso térmico ([31], 

[32]). 

O atraso térmico tem sido alvo de estudo por vários autores. Antonopoulos e 

Koronakis [33] apresentaram um procedimento simplificado de diferenças finitas para 
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determinar o atraso térmico de um edifício conferido por soluções construtivas constituídas por 

paredes de betão que incorporam uma camada de isolamento térmico, de várias espessuras. 

Antonopoulos e Koronakis [34] também propuseram um procedimento para examinar a 

influência da massa térmica interior nos valores de atraso térmico. Eles concluíram que a massa 

térmica interior (conferida pelos elementos de compartimentação e mobiliário) pode aumentar o 

atraso térmico em 40%. 

Considerando-se todas as exigências funcionais aplicáveis às soluções construtivas, as 

soluções multicamada são uma opção racional para aplicar nas envolventes dos edifícios, 

principalmente quando se pretende otimizar termicamente a solução perante condições de 

temperatura variável ([35], [36]). Sistemas de parede multicamada que são construídos com 

painéis de materiais com propriedades distintas podem conferir melhores comportamentos 

térmico e acústico do que uma solução homogénea. Muitas vezes opta-se pela aplicação, mesmo 

na envolvente exterior, de sistemas construtivos multicamada leves, os quais carecem de uma 

adequada caracterização. Alhama et al. [37] estudaram a propagação de calor através de paredes 

exteriores compostas por cinco camadas justapostas, assumindo que a condutibilidade térmica 

pode variar de acordo com uma função polinomial dependente da temperatura. A análise utiliza 

o Network Method, o que pode ser visto como um modelo elétrico que segue a lei de Kirchhoff. 

Os resultados obtidos para uma das soluções estudadas mostram que a camada de isolamento 

conduz a um grande gradiente de temperatura e a um aumento de intervalo de tempo entre os 

valores máximos adquiridos nas superfícies. 

É também importante analisar o restabelecimento do equilíbrio de energia. 

Athanassouli ([38], [39]) apresentou um conjunto de estudos em regime transiente sobre 

restabelecimento de energia térmica em elementos sujeitos a aquecimento. Mais recentemente, 

Athanassouli e Massouros [40] utilizaram equações analíticas para estudar o regime transiente 

do restabelecimento térmico em paredes após a interrupção da radiação solar. Essa simulação 

foi complementada com uma validação experimental, a qual se centrou na avaliação da 

influência das propriedades térmicas da parede ao longo do tempo de análise. 

De seguida apresenta-se um conjunto de casos de estudo que demonstram a aplicabilidade 

dos modelos analíticos apresentados e validados anteriormente. Pretende-se calcular o atraso 

térmico de sistemas multicamada, tais como paredes, e explicar a importância da avaliação das 

propriedades térmicas dos materiais no seu desempenho. O cálculo do atraso térmico é efetuado 

com utilização da formulação analítica bidimensional formulada no domínio da frequência, 

apresentada e validada anteriormente. 
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Estas simulações exploram um regime de temperatura transiente através de sistemas 

multicamada que incorporam materiais de isolamento térmico, tais como, painéis de cortiça, lã 

de rocha e poliestireno extrudido. Estes sistemas multicamada são sujeitos a uma variação de 

temperatura numa das suas superfícies. Avalia-se o atraso térmico para oito soluções 

construtivas. O estudo considera como variáveis o tipo de materiais, o número de camadas que 

constitui a solução e a espessura e posição da camada de isolamento térmico. 

O atraso térmico é calculado assumindo que a superfície exterior do sistema é sujeita a uma 

variação de temperatura sinusoidal e que são registadas as temperaturas na superfície oposta 

(superfície interior ou recetora). Neste estudo, o atraso térmico corresponde ao intervalo de 

tempo entre o instante em que a variação de temperatura imposta na superfície exterior atinge o 

seu máximo e o instante em que o correspondente máximo é verificado na superfície interior 

(ver Figura 3.10). 

 

Figura 3.10: Esquema ilustrativo utilizado para avaliar o atraso térmico (T2-T1). 

3.6.2 Casos de estudo 

Os oito sistemas estudados (ilustrados na Figura 3.11) são compostos por diferentes 

materiais, nomeadamente, argamassa tradicional de reboco, betão, painéis de fibras de madeira 

de média densidade (MDF), pedra granítica e diferentes produtos de isolamento térmico – 

cortiça natural (NC), aglomerado de cortiça expandida (ICB), lã de rocha (MW) e poliestireno 

extrudido (XPS). Em todas as situações fizeram-se variar o tipo e espessura do isolamento 

térmico.  
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Caso 1 Caso 2 Caso 3.1 

   
Caso 3.2 Caso 4.1 Caso 4.2 

   
Caso 5.1 Caso 5.2 1 - Isolamento térmico (cortiça natural, 

aglomerado de cortiça expandida, 
poliestireno extrudido ou lã de 
rocha) com espessura e. 

2 - Argamassa de reboco 
3 - Betão 
4 - Pedra granítica 
5 - Painéis de fibras de madeira de 

média densidade (MDF) 
e - espessura do isolamento térmico  
Nota: as espessuras são dadas em 
milímetros. 

  

Figura 3.11: Soluções construtivas em estudo: composição de cada solução e respetivas características 
dimensionais. 

O atraso térmico foi determinado para várias espessuras de isolamento térmico, a variar 

entre os 60 mm  e os 200 mm . Na Tabela 3.5 apresentam-se as propriedades térmicas de cada 

material, as quais foram determinadas experimentalmente. 

Em todas as simulações impôs-se uma variação de temperatura na superfície exterior das 

paredes (superfície à esquerda de cada sistema construtivo ilustrado na Figura 3.11), durante um 

período de 48 h , como se ilustra na Figura 3.12. A temperatura inicial assumida, em todos os 

sistemas, foi de 20 ºC , como uma oscilação de 10 ºC  em cada período de 24 h . O meio em 

contacto com a superfície recetora é o ar. 
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Tabela 3.5: Propriedades térmicas dos materiais utilizados no cálculo do atraso térmico. 

Material 

Coeficiente de 
condutibilidade 

térmica, λ  
-1 -1(W.m .ºC )  

Massa 
volúmica, ρ  

-3(kg.m )  

Calor 
específico, c  

-1 -1( J.kg .ºC )  

Coeficiente de 
difusividade 
térmica, K  

2 -1(m .s )  

Cortiça natural (NC) 0.046 130.0 1638.0 2.16e-07 

Painéis de fibras de madeira 
de média densidade (MDF) 

0.120 712.0 1550.0 1.09e-07 

Aglomerado de cortiça 
expandida (ICB) 

0.038 100.0 1560.0 2.44e-07 

Poliestireno extrudido (XPS) 0.035 35.0 1400.0 7.14e-07 

Lã de rocha mineral (MW) 0.040 70.0 837.0 6.83e-07 

Argamassa tradicional 0.72 1860.0 780.0 4.96e-08 

Betão 1.4 2300.0 880.0 6.92e-7 

Pedra granítica 3.0 2600.0 840.0 1.37e.6 

Ar 0.026 1.2928 1000.0 2.01e-5 

 

 

Figura 3.12: Evolução temporal da temperatura imposta na superfície exposta do sistema. 

Como referido previamente, os cálculos foram inicialmente efetuados no domínio da 

frequência, para um intervalo de frequências desde 0.0 Hz  até 0.02370 Hz , com um 

incremento de frequência de 65.787 10 Hz−× , o que determina uma janela de análise de 48 h . A 

resposta no domínio do tempo é obtida conforme descrito no ponto 3.5.  

Com o objetivo de ilustrar o tipo de resultados obtidos, na Figura 3.13 apresenta-se a 

evolução de temperaturas na superfície exposta (linha preta contínua) e na superfície recetora 

(linhas com marcas) para os Casos 1, 4.1 e 4.2, quando a espessura de isolamento térmico é de 
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100 mm . Os Casos 4.1 e 4.2 diferenciam-se pela posição do isolamento térmico, em que no 

primeiro o isolamento se encontra do lado da superfície exposta e no segundo junto à superfície 

recetora. 

Na Figura 3.13 (a) observa-se a evolução da transferência de calor através dos sistemas 

compostos por uma única camada. O sistema que incorpora cortiça natural exibe um atraso 

térmico superior aos restantes casos (sistemas com poliestireno extrudido, lã de rocha e 

aglomerado de cortiça expandida). Observa-se, ainda, que este apresenta o menor valor de 

temperatura máxima na superfície recetora.  

Os casos 4.1 e 4.2 (Figuras 3.13(a) e (b)) exibem uma resistência térmica significativa que 

se traduz numa maior redução de temperatura máxima verificada na superfície recetora quando 

comparada com a temperatura máxima registada na superfície exposta. Este comportamento 

deve-se ainda ao facto dos sistemas compostos por várias camadas, com diferentes propriedades 

térmicas, apresentarem maiores atrasos térmicos que os sistemas simples (isto é, sistemas com a 

mesma espessura total, compostos apenas por um material). 

A posição do isolamento térmico nos Casos 4.1 (Figura 3.13(b)) e 4.2 (Figura 3.13(c)) não 

determina uma diferença substancial no valor de atraso térmico ou de temperatura. Contudo, o 

maior atraso térmico é verificado no sistema em que o isolamento térmico se localiza próximo 

da superfície recetora (Caso 4.2), enquanto o valor de temperatura mais baixo é obtido no 

sistema em que o isolamento térmico é posicionado próximo da superfície exposta (Caso 4.1). 

Na Figura 3.14 apresentam-se os valores de atraso térmico (com linhas contínuas) e de 

coeficiente de transmissão térmica, U , (com linhas interrompidas) para todos os sistemas 

descritos anteriormente, e para diferentes espessuras da camada de isolamento térmico. A 

análise desta figura permite concluir que os sistemas compostos por uma única camada 

apresentam um menor atraso térmico do que os sistemas constituídos por várias camadas, uma 

vez que nos primeiros sistemas a transferência de calor é mais rápida que nos sistemas 

multicamada. Como expectável, o aumento da espessura do material com características de 

isolamento térmico conduz a um incremento do valor de atraso térmico e a um decréscimo do 

valor do coeficiente de transmissão térmica. Não foi ilustrado, mas observou-se que o aumento 

da espessura da camada de isolamento térmico conduz a uma redução do valor de temperatura 

mais elevada registada na superfície recetora. 
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(a)  

  

(b) (c) 

Figura 3.13: Perfil de temperaturas na superfície exposta e na superfície recetora obtido com soluções 
analítica: (a) Caso 1 – Sistema homogéneo; (b) Caso 4.1 – Sistema multicamada composto 
por reboco, MDF e isolamento térmico (aplicado junto à superfície exposta); 
(c) Caso 4.2 - Sistema multicamada composto por reboco, MDF e isolamento térmico 
(aplicado junto à superfície recetora). 

No caso das soluções construtivas multicamada, registam-se atrasos térmicos bastante 

superiores às soluções com menor número de camadas. Embora se verifique que o atraso 

térmico aumenta com o incremento da espessura de isolamento térmico, comparando sistemas 

multicamada com coeficientes de transmissão térmica semelhantes pode-se concluir que o 

sistema construtivo com menor coeficiente de transmissão térmica não apresenta 

necessariamente o maior atraso térmico (compare-se, a título de exemplo, os Casos 2, 3.1 e 3.2, 

para cada espessura). 

Por fim, comparam-se sistemas com o mesmo número de camadas e com a mesma 

espessura de isolamento térmico. Nestes casos é evidente que o maior atraso térmico é 

proporcionado pelas soluções construtivas com menores coeficientes de difusividade térmica. 
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Caso 1 Caso 2 

  

Caso 3.1 Caso 3.2 

  

Caso 4.1 Caso 4.2 

  

Caso 5.1 Caso 5.2 

  

Figura 3.14: Valor de atraso térmico e do coeficiente de transmissão térmica para cada sistema de estudo 
e para diferentes espessuras de isolamento térmico. 
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3.7 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Nas secções anteriores, apresentaram-se soluções analíticas que possibilitam a modelação 

unidimensional e tridimensional da transferência de calor por condução em regime transiente de 

sistemas multicamada. Apresentaram-se igualmente as respetivas validações experimentais. As 

respostas para obtenção do campo de calor foram inicialmente obtidas no domínio da 

frequência, sendo as soluções no domínio do tempo, posteriormente, calculadas por intermédio 

de uma transformada inversa de Fourier no domínio da frequência.  

Foram descritas as campanhas experimentais realizadas e apresentados os resultados 

obtidos. As monitorizações de temperatura efetuadas durante os testes laboratoriais foram 

comparadas com as respostas obtidas com recurso à formulação analítica, evidenciando 

semelhança de resultados e validando o modelo analítico. 

Perante os resultados obtidos durante a validação, conclui-se que quando as propriedades 

térmicas (coeficiente de difusividade térmica, calor específico e massa volúmica) dos materiais 

são conhecidas, os modelos analíticos, formulados no domínio da frequência para simular 

unidimensional e tridimensionalmente a difusão de calor por condução em regime transiente em 

sistemas multicamada, fornecem resultados fiáveis. 

Para demonstrar a aplicabilidade dos modelos, utilizou-se a formulação no estudo prático 

que consistiu na determinação do atraso térmico de diferentes soluções construtivas de parede. 

Foram considerados diferentes sistemas multicamada que incorporavam distintos materiais de 

isolamento térmico: cortiça (cortiça natural e aglomerado de cortiça expandida), lã de rocha e 

poliestireno extrudido. Este estudo teve como variáveis a espessura das camadas, o número de 

camadas e a posição do isolamento térmico leve. Os resultados obtidos permitiram concluir que 

as propriedades dos materiais de isolamento térmico são mais relevantes nos sistemas com 

menor número de camadas. Pelo contrário, o tipo de isolamento térmico perde importância no 

valor de atraso térmico de sistemas mais complexos, ou seja, com maior número de camadas, 

principalmente para menores espessuras. Os maiores atrasos térmicos foram verificados em 

soluções construtivas que apresentam coeficientes de difusividade térmica baixos e para maiores 

espessuras de isolamento térmico, especialmente quando este é localizado próximo da superfície 

interior, ou seja, na face oposta à que foi sujeita à imposição de variação sinusoidal de 

temperatura. 
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CAPÍTULO 4 VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL DO 

MODELO DE ELEMENTOS DE FRONTEIRA NO 

DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA PARA SIMULAÇÃO 

DINÂMICA DA TRANSFERÊNCIA BIDIMENSIONAL E 

TRIDIMENSIONAL DE CALOR POR CONDUÇÃO 

4.1 INTRODUÇÃO 

A transferência de calor é um fenómeno presente em várias áreas da engenharia. Por este 

motivo vários investigadores, ao longo dos anos, se têm sentido motivados a desenvolver 

métodos de simulação que ajudem a compreender os fenómenos de transferência de calor. 

Embora a maior parte dos estudos sejam baseados em simulações, reconhece-se que, para uma 

melhor compreensão dos fenómenos de transferência de calor em sistemas de construção, seja 

necessário realizar campanhas experimentais e proceder à comparação desses resultados com os 

obtidos através dos modelos numéricos. 

Para problemas com geometrias regulares e meios físicos simples, tais como espaços 

infinitos, espaços semi-infinitos e inclusões cilíndricas de secção circular constituídos por meios 
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homogéneos, são conhecidas soluções analíticas para simular a difusão de calor, enquanto para 

problemas mais complexos têm vindo a ser propostas diferentes técnicas numéricas. Os modelos 

de simulação específicos para avaliar problemas que consideram um regime transiente podem 

ser agrupados em função da abordagem utilizada para lidar com a variável tempo, 

distinguindo-se a abordagem no domínio do tempo, abordagem no domínio transformado por 

aplicação da transformada de Laplace e a abordagem no domínio da frequência através da 

utilização de uma transformada de Fourier. Na primeira abordagem (conhecida como time 

marching) a solução final é obtida tendo em conta intervalos de tempo consecutivos e 

assumindo uma determinada condição inicial predefinida. Após o trabalho de Chang et al. [1], 

no qual se aplicou um método baseado em integrais definidos ao longo da fronteira para estudar 

a condução de calor planar em regime transiente, vários autores aplicaram abordagens baseadas 

na definição de temperatura e de fluxo de calor ao longo do tempo ([2]-[5]). Mansur et al. [6] 

apresentaram uma formulação de solução numérica original (Explicit Green’s Approach) para 

estudar a condução de calor em regime transiente, no domínio do tempo, usando a matriz de 

Green obtida numericamente através do Método dos Elementos Finitos (FEM). Neste método, 

os incrementos de tempo utilizados podem ser superiores aos requeridos pelo FEM, sem perda 

de exatidão. 

As técnicas numéricas que se baseiam na transformada de Laplace caracterizam-se pela 

necessidade da aplicação de uma transformada inversa para obter as variáveis físicas no 

domínio real. A aplicação da transformada inversa está associada a uma perda de exatidão e 

pode conduzir à amplificação de erros resultantes da necessidade de truncar a resposta. Para 

atenuar alguns destes problemas, Stehfest’s [7] propôs um algoritmo mais estável ([8], [9]), que 

tem vindo a ser considerado por outros autores. Depois de Rizzo e Shippy [10], que sugeriram a 

representação integral da fronteira para análise da transferência de calor transiente por 

condução, baseada na transformada de Laplace, outros autores têm publicado diferentes 

soluções para problemas típicos de difusão de calor utilizando a transformadas de Laplace, 

como as apresentadas por Cheng et al. [11] e Zhu et al. ([8], [12]). Mais recentemente, 

Feng et al. [13] empregaram a transformada de Laplace para resolver um problema de condução 

de calor através de uma laje, relacionando a temperatura e o fluxo de calor nas duas superfícies. 

Sutradhar et al. [14] utilizaram a abordagem baseada na transformada de Laplace e no Método 

dos Elementos Fronteira (Boundary Element Method – BEM) para resolver problemas 3D de 

condução de calor transiente envolvendo meios em que as propriedades térmicas de 

condutibilidade e capacidade térmica variam exponencialmente ao longo de uma direção. 
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Explorando uma alternativa aos métodos referidos nos parágrafos anteriores, neste capítulo, 

o problema de transferência de calor é resolvido no domínio da frequência, seguindo-se um 

procedimento semelhante ao exposto nos capítulos precedentes: aplica-se uma transformada de 

Fourier à equação de difusão de calor no domínio do tempo para lidar com a variável do tempo 

no domínio da frequência; sendo a solução final no tempo obtida por aplicação da transformada 

inversa de Fourier no tempo-espaço. O fenómeno de aliasing é novamente evitado pelo uso de 

frequências complexas para atenuar a resposta no final da janela do tempo. O efeito da 

introdução desta constante imaginária é tido em conta durante a fase de obtenção da solução no 

domínio do tempo ([15]-[17]).  

O BEM é normalmente uma das ferramentas numéricas utilizada para modelar a 

transferência de calor em meios heterogéneos, necessitando apenas da discretização das 

fronteiras das inclusões. Hohage e Sayas [18] propuseram uma solução numérica para resolver 

problemas de difusão de calor com recurso ao BEM e à transformada de Laplace. Ma et al. [19] 

aplicaram o BEM para estudar a condução tridimensional de calor em regime transiente em 

sólidos com inclusões em fibra. O trabalho desenvolvido por Wang et al. [20] é outro exemplo 

da aplicação do BEM, onde integrais de convolução no tempo são usados para determinar a 

difusão transiente de calor. Recentemente, no âmbito deste trabalho, Tadeu et al. [21] 

propuseram um algoritmo, que combina o BEM e o Método das Soluções Fundamentais 

(Method of Fundamental Solutions - MFS), para estudar a difusão de calor transiente. Este 

método, apresentado no Capítulo 5, possibilita o estudo de difusão de calor em sistemas com 

inclusões de espessura reduzida com menor esforço computacional e sem perda de exatidão. 

As campanhas experimentais realizadas na investigação da transferência de calor são 

usualmente baseadas em medições de valores de temperatura e de fluxos de calor. Em alguns 

estudos experimentais recorre-se a modelos numéricos para estimar as propriedades térmicas e 

identificar posições das fontes de calor. Lefèvre e Le Niliot [22] apresentaram uma formulação 

integral da fronteira para resolver um problema inverso, que consistiu na identificação da 

posição da fonte de calor linear num sistema homogéneo sólido sujeito à transferência de calor 

por condução em regime variável. O procedimento numérico proposto foi aplicado a exemplos 

experimentais bidimensionais utilizando medições superficiais com uma câmara de 

infravermelhos e, adicionalmente, monitorizações efetuadas por termopares internos. 

Divo et al. [23] publicaram uma abordagem inversa baseada no BEM para avaliar a variação 

espacial do coeficiente de transmissão térmica a partir de medições de temperatura efetuadas à 

superfície do objeto de estudo. 
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Em 2006, Wang e Tan [24] propuseram uma abordagem numérica para analisar o 

comportamento térmico de perfis ocos (CHSs) preenchidos por betão expostos a condições de 

incêndio. O modelo apresentado baseava-se em soluções analíticas para simular a transferência 

unidimensional de calor em regime transiente com recurso a funções de Green. A comparação 

efetuada entre as respostas obtidas com as funções de Green, com elementos finitos e dados 

experimentais revela que a abordagem proposta estima corretamente o comportamento térmico 

de CHSs preenchidos por betão com um baixo esforço computacional. 

Têm sido publicados outros trabalhos de validação experimental de formulações numéricas 

destinadas ao estudo de transferência de calor, destacando-se os seguintes: 

Mavromatidis et al. [25] apresentaram um estudo numérico e experimental do fenómeno de 

transferência de calor em sistemas compostos por várias camadas de isolamento térmico fibroso 

para aplicação em edifícios. Neste estudo foi utilizado o equipamento Guarded Hot Box para 

monitorizar a transferência de calor através de provetes, enquanto a distribuição de temperaturas 

e fluxo de calor em sistemas de isolamento térmico são avaliados através de um modelo de 

volumes finitos que simula a transferência de calor por radiação/condução. Os resultados 

numéricos e experimentais foram comparados com o objetivo de validar o modelo. Após essa 

validação, o modelo foi utilizado para avaliar o desempenho dos sistemas de isolamento quando 

é alterada a sua resistência térmica. Dolado et al. [26] desenvolveram uma validação 

experimental de um modelo que simula o armazenamento de energia térmica em sistemas que 

incorporam materiais de mudança de fase (conhecidos por PCMs). No âmbito deste trabalho, 

Simões et al. [27] publicaram, em 2011, uma validação experimental de soluções analíticas que 

permitem simular a transferência de calor em sistemas compostos por várias camadas sólidas. 

Esse artigo apresenta a validação das funções de Green, aplicadas no domínio da frequência, 

para uma fonte de calor pontual inserida em sistemas multicamada. Com este trabalho 

concluiu-se que, quando as propriedades térmicas (coeficiente de condutibilidade térmica, 

massa volúmica e calor específico) dos materiais são conhecidas, o modelo analítico formulado 

no domínio da frequência é adequado para estudar a transferência de calor bidimensional e 

tridimensional. Este trabalho foi apresentado em maior detalhe no Capítulo 3 da presente tese.  

No presente capítulo descreve-se o estudo de validação experimental da formulação BEM 

quando aplicada para estudar a condução de calor em regime transiente através de um sistema 

que incorpora heterogeneidades. Assumem-se dois tipos de formulações: 2D e 2.5D. Após uma 

sucinta descrição do algoritmo BEM no domínio da frequência, os resultados são inicialmente 

verificados com recurso a soluções analíticas. Depois, dois conjuntos de medições 
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experimentais são apresentadas e comparadas com os resultados obtidos com a formulação 

BEM. Inicialmente é simulada a transferência de calor bidimensional. Depois, são analisados os 

resultados originados por uma fonte de calor tridimensional. Em cada conjunto de dados 

experimentais assume-se a existência de uma heterogeneidade envolvida por um dos seguintes 

meios homogéneos: poliestireno expandido moldado ou painéis de fibras de média densidade. A 

heterogeneidade utilizada consiste num paralelepípedo retangular de aço. 

4.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA  

Considere-se um corpo cilíndrico sólido que incorpora heterogeneidades cilíndricas sólidas, 

conforme o ilustrado na Figura 4.1. São impostos fluxos de calor nulos e prescritas temperaturas 

( )kT τ  ao longo da fronteira exterior, enquanto é assumida a continuidade de fluxos de calor e 

temperaturas ao longo das interfaces da inclusão. Este sistema é sujeito a uma fonte de calor 

pontual localizada no interior do domínio. Este tipo de problema é geralmente conhecido como 

problema 2.5D, uma vez que a fonte de calor é tridimensional e a geometria é bidimensional. 

Nesta secção, em que se descreve a solução numérica formulada no domínio da frequência 

para a transferência de calor por condução sob condições dinâmicas, inicialmente é apresentada 

a formulação BEM para problemas bidimensionais. De seguida, é exposta uma solução analítica 

para calcular a resposta num sistema de geometria regular (sistema com geometria circular e 

heterogeneidades concêntricas). Este último modelo será utilizado, mais tarde, para verificar o 

modelo BEM. 

 

Figura 4.1: Esquema ilustrativo da definição do problema. 
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4.2.1 Formulação do Método dos Elementos de Fronteira 

Considere-se um meio infinito (Meio 1) que envolve uma inclusão preenchida pelo Meio 2, 

delimitada pela superfície S , como ilustrado na Figura 4.2. Ao longo dos troços 1S  e 2S , são 

impostos fluxos de calor nulos ( )( ) 0T nτ∂ ∂ = e prescritas temperaturas ( )( )( ) kT Tτ τ= , 

respetivamente, enquanto é assumida a continuidade de fluxos de calor e de temperaturas ao 

longo da parte remanescente da fronteira, 3S , { }( )1 2 3, ,S S S S∈ .  

 

Figura 4.2: Geometria do problema. 

Este sistema é sujeito à transferência de calor gerada por uma fonte de calor posicionada no 

ponto S  com coordenadas ( ), ,s s sx y z , definida por: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )i, , , einc s s st x y z x x y y z z
ωττ δ δ δ= − − −

,
 
 (4.1)

 

sendo ( )sx xδ − , ( )sy yδ −  e ( )sz zδ −  funções delta de Dirac, τ  o tempo, i 1= −  e ω  a 

frequência da fonte. O campo de calor gerado por esta fonte pode ser expresso da seguinte 

forma: 

�

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2i

2 2 2

e
( , , , )

2

s s sx x y y z z
K

inc

s s s

T x y z

x x y y z z

ω

ω
λ

− − + − + −

=
− + − + −

, (4.2) 
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 onde � i

0
( , , , ) ( , , , )T x y z T x y z e ωτω τ

∞ −= ∫ , K
c

λ
ρ

=  representa o coeficiente de difusividade, λ  o 

coeficiente de condutibilidade térmica, ρ  a massa volúmica e c  o calor específico. 

Esta equação pode ser resolvida no domínio da frequência, aplicando-se uma transformada 

de Fourier na direção z , direção ao longo da qual a geometria do problema não se altera, 

obtendo-se: 

� ( )0

i
( , , , )

4
inc z sT x y k H k rαω

λ
−

= , (4.3) 

em que ( )0H  são as funções de Hankel do segundo tipo e de ordem 0, 2i
zk k

K
α

ω−
= −  e 

( ) ( )2 2

s s sr x x y y= − + − . 

A solução tridimensional é depois obtida por aplicação de uma transformada inversa de 

Fourier no domínio em zk . Esta transformada inversa de Fourier pode ser expressa como um 

somatório discreto se for assumida a existência de fontes virtuais igualmente espaçadas entre si, 

com a distância zL , ao longo da direção z , o que permite que a solução seja obtida por 

resolução de um número limitado de problemas bidimensionais, 

� -i2
0

-i -i
( , , , )

2
zm

M
k z

inc zm s

m Mz

T x y z H k r e
L K

π ω
ω

λ =−

 
= −  

 
∑ , (4.4) 

quando zmk  é o número de onda axial dado por 
2

zm

z

k m
L

π
= . A distância zL  

deverá ser 

suficientemente grande para garantir a ausência de contaminação espacial das fontes virtuais 

vizinhas. Note-se que quando 0zk =  estamos na presença de um problema bidimensional puro. 

Com recurso à técnica descrita anteriormente, o campo de temperaturas num sistema 

bidimensional originado por uma fonte de calor pontual poderá ser igualmente determinado 

como um somatório discreto de fontes de calor lineares harmónicas bidimensionais, com 

diferentes valores de zk .  

O valor da temperatura, em qualquer ponto do domínio espacial 2.5D, pode ser calculado 

por resolução da seguinte equação: 
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 �
2 2

2
2 2

( , , , ) 0zk T x y k
x y

α ω
 ∂ ∂

+ + = ∂ ∂ 
. (4.5) 

A equação integral de fronteira pode ser conseguida por aplicação do teorema 

recíproco [28], originando as seguintes expressões: 

ao longo do domínio exterior da interface da inclusão (Meio 1) 

3

3

(1) (1) (1)
0 0 0 0

(1) (1)
0 0

ˆ ( , , , ) ( , , , , ) ( , , , , , )

ˆ( , , , , , , ) ( , , , )

z n z z

S

n z z

S

cT x y k q x y k G x y x y k ds

H x y x y k T x y k ds

ω ω ω

ω ω

=

−

∫

∫

ηηηη

ηηηη
 (4.6) 

ao longo do domínio interior da interface da inclusão (Meio 2) 

2 3

1 3

2

(2) (2) (2)
0 0 0 0

(2) (2)
0 0

(2)
0 0

ˆ ( , , , ) ( , , , , ) ( , , , , , )
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z n z z

S S

n z z

S S

n z k z inc z

S

cT x y k q x y k G x y x y k ds

H x y x y k T x y k ds

H x y x y k T x y k ds T x y k

ω ω ω

ω ω

ω ω ω

+

+

=

−

− +

∫

∫

∫

ηηηη

ηηηη

ηηηη

. (4.7) 

Nestas equações, os índices ( )1  e ( )2  identificam os domínios exterior e interior, 

respetivamente, nηηηη  define o vetor unitário normal à fronteira, G  e H  representam 

respetivamente as soluções fundamentais (funções de Green) para a temperatura �( )T  e para o 

fluxo de calor ( )q  em ( ),x y , devido a uma fonte virtual linear localizada em ( )0 0,x y . O fator 

c  é uma constante que depende da configuração da fronteira, tomando o valor de 0.5  se 

( )0 0 1,x y S∈  ou se ( )0 0 3,x y S∈  e se a fronteira for contínua e regular. 

As funções de Green para temperatura e fluxos de calor, em coordenadas cartesianas, 

são dadas por: 

 ( )0 0 0

i
( , , , , , )

4zG x y x y k H k rαω
λ
−

=  (4.8) 
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i
( , , , , , )

4n z

n

r
H x y x y k k H k rα αω

λ
∂

=
∂

ηηηη
ηηηη

 (4.9) 

onde ( ) ( )2 2

0 0r x x y y= − + −  e ( )nH  são funções de Hankel do segundo tipo e ordem n .  

O sistema final de equações é definido de modo a garantir a continuidade de temperaturas e 

de fluxos de calor ao longo de 3S . Para tal é necessário a discretização de toda a fronteira S . As 

temperaturas e fluxos de calor nodais desconhecidos são determinados pela resolução deste 

sistema de equações, permitindo depois definir o campo de temperaturas em todo o domínio. 

A integração das equações (4.6) e (4.7) é realizada com recurso à quadratura de Gauss 

quando o elemento a integrar não é o segmento carregado. Quando o ponto carregado coincide 

com o elemento a integrar, a singularidade existente é resolvida usando uma técnica semelhante 

à descrita em Tadeu et al. ([29], [30]). 

4.3 RESPOSTA NO DOMÍNIO DO TEMPO  

As respostas de temperatura no domínio do tempo são obtidas por aplicação de uma 

transformada inversa de Fourier à resposta alcançada no domínio da frequência. Com o objetivo 

de prevenir a perturbação da resposta no início da janela do tempo em estudo (fenómeno 

conhecido por aliasing) o cálculo é efetuado utilizando frequências complexas com uma 

pequena parte imaginária na forma icω ω η= −  (com 0.7η ω= ∆ , sendo ω∆  o incremento de 

frequência). A constante η  não pode ser arbitrariamente grande, uma vez que provocaria uma 

perda de exatidão numérica. Note-se que a temperatura imposta ( )( )kT τ  pode ter uma variação 

arbitrária.  

A aplicação da transformada de Fourier, no domínio do tempo, ao campo de calor incidente 

determina o domínio de frequência onde a solução do BEM necessita de ser calculada. A 

resposta deve ser determinada contabilizando a contribuição da frequência nula. A resposta 

correspondente ao regime estacionário pode ser obtida quando se calcula a frequência nula, uma 

vez que o uso de frequências complexas conduz a que o argumento da função de Hankel seja 

diferente de zero ( icω η= − para 0.0 Hz ).  
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4.4 VERIFICAÇÃO DO ALGORITMO BASEADO NO BEM COM 
RECURSO A SOLUÇÕES ANALÍTICAS  

De seguida será ilustrada a verificação do algoritmo proposto baseado no BEM com 

recurso às soluções analíticas descritas no Anexo A, correspondentes a um sistema anelar 

preenchido. Considere-se que o diâmetro externo do anel é 0.1m  e a espessura da sua parede é 

0.05 m  (ver Figura 4.3). As propriedades térmicas do material que constitui o anel (poliestireno 

expandido moldado) e o que preenche (aço) são listadas na Tabela 4.1. Nas simulações 

considerou-se a imposição de temperaturas, ( )kT τ , na fronteira exterior, assumindo-se que a 

temperatura não se altera ao longo da direção z ( )0zk = . A variação de temperatura no tempo 

assumiu a configuração sinusoidal, com um período de 24 h , e com oscilações de amplitude 

entre os 20 ºC−  e os 20 ºC , tal como se pode observar na Figura 4.4. Foi considerada a 

existência de continuidade de temperaturas e de fluxos de calor ao longo da interface interior do 

anel. 

 

Figura 4.3: Geometria do problema utilizado na verificação da formulação do BEM com soluções 

analíticas. 

Todos os cálculos foram realizados no intervalo de frequências 20.0,1.184 10 Hz− ×   com 

um incremento de frequência de 65.78 10 Hzω −∆ = × , dando origem a um período de análise de

48 h . Como referido, as respostas foram obtidas com a utilização de frequências complexas, 

introduzindo uma pequena parte imaginária do tipo 0.7η ω= ∆ . Na simulação numérica 
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efetuada com a formulação do BEM foram utilizados 100 e 200 elementos de fronteira para 

discretizar a interface interior e exterior do anel, respetivamente. 

Tabela 4.1: Propriedades térmicas dos materiais e incertezas de medição. 

 Coef. de condutibilidade 
térmica, λ  

-1 -1(W.m .ºC )  

Massa volúmica, 

ρ  -3(kg.m )  
Calor específico, 

c  -1 -1(J.kg .ºC )  

Poliestireno expandido 
moldado (EPS) 

40.040 7.5 10−± ×  14.3 0.233±  1430.0 99.0±  

placas de fibras de madeira 
média densidade  (MDF) 

30.118 6.83 10−± ×  782.3 1.67±  1696.3 66.67±  

Aço 53.0 0.94±  7850.0 9.0±  450.0 33.0±  

 
 

 

 

Figura 4.4: Evolução da temperatura imposta, ( )kT τ , ao longo da fronteira exterior do anel: variação 

sinusoidal. 

 

Na Figura 4.5 ilustra-se a resposta para dois recetores,  e , localizados em 

 e , respetivamente. A resposta obtida no domínio da frequência é 

ilustrada na Figura 4.5(a). A resposta analítica do  é representada pela linha contínua preta, 

enquanto a solução analítica para o recetor  é dada pela linha contínua vermelha. Nessa 

figura os resultados adquiridos com o algoritmo do BEM são ilustrados pelas marcas. Na 

Figura 4.5(b) são apresentadas as respostas no domínio do tempo com recurso à formulação 

analítica e do BEM. A análise dos resultados revela que as duas soluções são similares. 
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(a) 

 

(b) 

 Figura 4.5: Resultados da verificação do modelo numérico: (a) respostas no domínio da frequência para o 
recetores  e ; (b) resposta no domínio do tempo para o recetores  e . 

4.5 VALIDAÇÃO EXPERIMENTAL  

De seguida descreve-se o procedimento experimental utilizado para validar o modelo 

BEM. Este procedimento consistiu na determinação da variação do campo de temperatura num 

sistema com uma heterogeneidade. As medições efetuadas durante os ensaios experimentais são 

comparadas com os resultados obtidos com o algoritmo proposto baseado no BEM, utilizando 

as temperaturas superficiais em cada sistema e as propriedades térmicas de cada material. Os 

testes, tanto para a caracterização dos materiais como as monitorizações a utilizar na validação, 
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foram realizados nas instalações do ITeCons – Instituto de Investigação e Desenvolvimento 

Tecnológico em Ciências da Construção. 

4.5.1 Descrição dos sistemas 

Foram preparados quatro provetes heterogéneos com um paralelepípedo de aço no seu 

interior. Os provetes foram construídos por sobreposição de camadas de poliestireno expandido 

moldado (EPS) ou placas de fibras de madeira de média densidade (MDF) (ver Figura 4.6). As 

medidas da inclusão de aço são 3500 50 16mm× × . As dimensões dos provetes são de 

3500 500 45mm× ×  no caso do Sistema 1 (EPS), 3500 500 48mm× ×  no Sistema 2 (MDF), 

3500 500 104.8mm× ×  no Sistema 3 (EPS) e 3500 500 84mm× × no Sistema 4 (MDF). Os 

Sistemas 1 e 2 foram submetidos a um regime de transferência bidimensional de calor, enquanto 

os Sistemas 3 e 4 foram sujeitos à propagação de calor originada por uma fonte tridimensional. 

Estes últimos dois sistemas tiveram de ser mais espessos que os primeiros, de modo a ser 

garantido que a fonte tridimensional não influenciaria o campo de temperaturas nas superfícies 

exteriores do provete.  

 

Figura 4.6: Sistema em análise. Características dimensionais, posição da inclusão em aço e identificação 

da zona onde se instalaram os termopares ( 250 mmz = e ).300 mmz =  

Os materiais utilizados na constituição dos sistemas foram submetidos a ensaios 

laboratoriais com o objetivo de determinar as respetivas propriedades térmicas, nomeadamente 

coeficiente de condutibilidade térmica, massa volúmica e calor específico. Esta determinação de 
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propriedades foi realizada seguindo os procedimentos de ensaio já descritos no Capítulo 3. O 

coeficiente de condutibilidade térmica foi obtido com utilização do método do Guarded 

Hot-Plate Method (ISO 8302:1991 [31]) usando um equipamento da marca Lambda Mebtechnik 

GmbH Dresden, modelo Single Specimen Lambda-meter EP-500, seguindo o procedimento de 

ensaio definido nas EN 12664:2001 [32] e EN 12667:2001 [33]. Este equipamento foi 

previamente verificado para a temperatura média de 10 ºC , 25 ºC  e 40 ºC , utilizando três 

materiais de referência (‘‘Etalon für Einplattenapparatur EP-500 Mebprotocoll - Nr. Etal8501’’, 

‘‘Institute Reference Materials Measurements - 440 (S64)‘‘ e ‘‘National Physical Laboratory - 

LA472’’). A massa volúmica foi determinada pelo procedimento descrito na EN 1602:1996 [34] 

e o calor específico foi obtido com o equipamento Netzsch, modelo DSC200F3, seguindo o 

Ratio Method. Na Tabela 4.1 listam-se os valores médios das propriedades térmicas para os 

três materiais utilizados e as incertezas associadas a cada valor. 

4.5.2 Procedimento de ensaio laboratorial 

Cada sistema testado foi sujeito a um fluxo de calor variável ao longo do tempo utilizando 

o Single-Specimen Lambda-meter EP-500 (ver Figura 4.7). Para diminuir a possível resistência 

térmica entre as diversas camadas do sistema e entre as camadas exteriores e os pratos do 

equipamento, todos os ensaios foram realizados com uma pressão constante, exercida pelos 

pratos do equipamento, de 2500 Pa .  

 

Figura 4.7: Fotografia do equipamento Single-Specimen Lambda-meter EP-500 com um provete instalado 
no seu interior. 
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Anteriormente à realização dos ensaios, as amostras foram condicionadas numa câmara 

climática Fotoclima 300EC10 da Aralab, num ambiente controlado, com uma temperatura de 

( )23 2 ºC± e humidade relativa de ( )50 5 %± , até se verificar que cada amostra possuía uma 

massa constante. 

Os ensaios de monitorização foram implementados num laboratório com ambiente 

controlado com as mesmas condições de temperatura e humidade relativa da câmara climática. 

O equipamento Single-Specimen Lambda-meter EP-500 foi inicialmente programado para 

alcançar uma temperatura média de 23.5 ºC  no provete, estabelecendo uma diferença de 

temperaturas de 15 ºC  entre as unidades de aquecimento e arrefecimento. 

Durante o ensaio em que apenas se impôs transferência bidimensional de calor por 

condução, a temperatura na superfície superior (em contacto com a unidade de aquecimento) 

aumenta, enquanto a temperatura na superfície inferior da amostra (em contacto com a unidade 

de arrefecimento) diminui. O equipamento que se utilizou garante que os fluxos de calor ao 

longo das secções transversais laterais são nulos. A energia fornecida ao sistema é mantida 

constante, até se obterem fluxos de calor constantes, isto é, quando não são verificadas 

variações de temperatura nas interfaces do sistema. Depois do sistema atingir um regime de 

transferência de calor constante, o equipamento desliga as unidades de aquecimento e 

arrefecimento. Inicia-se, então, o processo de restabelecimento de equilíbrio térmico com o 

meio envolvente e o ensaio termina quando esse equilíbrio é verificado. 

No caso dos ensaios com transferência tridimensional de calor por condução, foi ainda 

inserido no meio do sistema uma fonte de calor esférica, que foi ligada quando a amostra 

alcançou um gradiente de fluxos de calor constantes. A fonte de calor tridimensional foi 

mantida ligada pelo menos durante 60 minutos . Após a fonte ter sido desligada, o ensaio segue 

o procedimento descrito anteriormente para o teste de transferência de calor bidimensional. A 

fonte esférica, com 2.6 mm  de diâmetro, consistiu numa resistência térmica feita com fio de 

cromoníquel com 0.5 mm  de espessura ligada a uma fonte de energia que permite variar a 

voltagem de 0 V  a 30 V . A voltagem da fonte de energia foi conservada inalterada durante o 

período em que esteve ligada. A presença da fonte esférica não provocou uma resistência 

térmica de contacto entre as duas camadas que contactavam com a fonte, uma vez que foi 

garantido um perfeito contacto entre os três elementos. A pressão utilizada para diminuir a 

resistência térmica entre as diferentes camadas também contribuiu para tornar negligenciável a 

possível resistência térmica de contacto originada pela presença da fonte de calor esférica. 
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A variação de temperatura em cada interface do sistema foi monitorizada com termopares 

do tipo T com fio de 0.2 mm  de diâmetro. Foram colocados termopares em todas as interfaces 

entre as camadas que constituem o provete, incluindo o topo e a base, em contacto com as 

unidades de aquecimento e arrefecimento, respetivamente. Todos eles foram localizados em 

secções transversais com coordenadas 250 mmz =  e 300 mmz = , como ilustrado na Figura 4.6. 

Os valores de temperatura foram registados com recurso a um sistema de aquisição de dados 

Yokogawa MW 100, em intervalos de tempo de 10 segundos. Este sistema foi calibrado antes 

dos ensaios realizados, num laboratório acreditado. 

4.5.3 Simulação efetuada com o BEM 

Na simulação efetuada com a formulação do BEM, as temperaturas registadas pelos 

termopares colocados nas superfícies superior e inferior do sistema foram inicialmente 

definidas no domínio da frequência por aplicação de uma transformada de Fourier, do tipo 

direct discrete Fast Fourier Transform, no domínio do tempo, subtraídas da temperatura 

inicial. Foram ainda prescritos fluxos de calor nulos ao longo das secções laterais do 

sistema. A variação de temperatura imposta no topo e na base dos sistemas poderá ter uma 

variação arbitrária. 

Com base nas respostas experimentais, estabeleceu-se que uma análise de 16 h  seria 

suficiente para os sistemas estudados alcançarem o equilíbrio energético com o ambiente 

envolvente (ou seja, que seria suficiente para que todas as interfaces apresentassem 

temperaturas próximas das registadas no início do ensaio), no caso de transferência 

bidimensional de calor. No caso de condução tridimensional de calor, o equilíbrio de 

energia entre o sistema e o meio ambiente só é observado após 23h.  A frequência mais alta 

de cálculo foi fixada de modo a que a sua contribuição na resposta final seja desprezável. 

Os cálculos numéricos foram efetuados no domínio da frequência, para as frequências 

compreendidas entre os 0.0 Hz  e os ( )4096 Hz32 3600× , com um incremento de frequência 

de ( )1 Hz32 3600× , o que determina uma janela de tempo de análise de 32 h.  Este tempo de 

análise é suficiente para simular a resposta total. 

Cada fronteira (a interface entre o material envolvente e a inclusão e aquela definida 

pela superfície exterior do sistema) foi discretizada com recurso a 400 elementos fronteira. 
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Em cada simulação foram determinadas as respostas em 12 recetores, cujas posições 

coincidem com as localizações dos termopares utilizados nos ensaios. 

O campo de temperaturas no domínio do tempo é obtido por aplicação de uma 

transformada inversa de Fourier, do tipo inverse discrete Fast Fourier Transform, no 

domínio da frequência. Como já referido, o fenómeno de aliasing é ultrapassado 

introduzindo frequências complexas com uma parte imaginária pequena, o que consiste em 

adicionar uma constante imaginária à frequência, de modo a obter-se icω ω η= −  (com 

0.7η ω= ∆ , sendo ω∆  o incremento de frequência), onde η  traduz o amortecimento aplicado. 

O efeito da introdução desta constante imaginária é, posteriormente, tido em conta, durante a 

fase de obtenção da solução no domínio do tempo, através da aplicação da exponencial eητ  à 

resposta. A resposta final é obtida adicionando a temperatura inicial ( inicialT ) dos testes 

experimentais. 

Para avaliar o desvio entre as temperaturas experimentais e as simuladas foi utilizado o 

seguinte parâmetro: 

( )
( ) ( )ext model

ext inicial

100 %
Max T T

D
Max T T

−
= ×

−
 (4.10) 

Nesta equação, o extT  e modelT  representam respetivamente os valores de temperatura 

obtidos experimental e numericamente (com recurso ao modelo BEM). Como já mencionado, 

inicialT é a temperatura inicial de cada ensaio.  

4.5.4 Ensaios de simulação da transferência bidimensional de calor 

Os resultados experimentais medidos durante a simulação da transferência 

bidimensional de calor são apresentados de seguida e comparados com as respostas obtidas 

com o modelo numérico proposto. Na figura seguinte (Figura 4.8), as linhas contínuas 

representam as respostas numéricas determinadas com o BEM, enquanto as medições 

efetuadas durante os ensaios experimentais são indicadas pelas linhas com marcas. As 

linhas dos resultados experimentais são legendadas com o número de termopar 

correspondente, cuja localização poderá ser consultada no esquema inserido em cada figura. 
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O resultado experimental apresentado para as superfícies exteriores do sistema, as áreas em 

contacto com os pratos do equipamento, correspondem à média aritmética das leituras 

efetuadas pelos três termopares colocados ao longo da direção x , uma vez que a difusão de 

calor nos pratos do equipamento é unidimensional e, como tal, as temperaturas registadas 

por aqueles termopares são similares. 

Na Figura 4.8 são ilustrados os resultados para os Sistemas 1 e 2, sujeitos a uma 

transferência de calor por condução bidimensional. Relembra-se que o Sistema 1 possui 

EPS a envolver a inclusão em aço, enquanto o meio envolvente no Sistema 2 é MDF. Estas 

respostas mostram que os resultados numéricos e as temperaturas registadas durante os 

ensaios são similares ( )8.8%D ≤ . 

Dado que a temperatura inicial do laboratório é a condição inicial prescrita nas 

amostras, todos os termopares e recetores utilizados na simulação numérica apresentaram 

uma temperatura similar próxima de 23.5 ºC , o que satisfaz a condição inicial definida para 

a simulação com o BEM. Uma vez iniciada a cedência de energia pelo equipamento, a 

diferença de temperaturas entre pratos superior e inferior tende para 15 ºC . Esta diferença 

de temperaturas é mantida contante até ser atingido o regime permanente no sistema.  

Apesar das diferenças significativas entre as propriedades térmicas dos diferentes tipos 

de materiais que compõem cada sistema, é evidente a semelhança entre os resultados das 

monitorizações experimentais e aqueles obtidos com a simulação com o BEM. Portanto, 

pode-se concluir que o modelo BEM proposto, baseado numa formulação no domínio da 

frequência, é adequado para simular a transferência bidimensional de calor em sistemas 

heterogéneos. 

Como referido anteriormente, o equipamento utilizado garante fluxos de calor nulos ao 

longo das superfícies laterais do sistema. Com o objetivo de ilustrar que esta condição se 

encontra em conformidade com a hipótese do modelo, são apresentadas na Figura 4.9 as 

medições de temperatura efetuadas num sistema composto por várias camadas de EPS. 

Foram utilizados três termopares posicionados em 0 mmx = , 35 mmx = e 70 mmx = entre as 

duas camadas superiores do sistema (termopares Tc6, Tc7 e Tc8). A observação da figura 

permite concluir que as temperaturas registadas pelos três termopares são similares. As 

diferenças entre as temperaturas monitorizadas pelos termopares encontram-se dentro dos 

limites de incerteza associadas às medições de temperatura ( )0.3 ºC± . 
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Figura 4.8: Curvas de temperatura obtidas com o BEM e nos ensaios experimentais, quando se estabelece 
um fluxo bidimensional de calor no sistema. Resultados para os termopares/recetores 
posicionados em 250 mmz = : (a) Sistema 1 (sistema composto por EPS e inclusão em aço) 

( )8.8 %D ≤ ; (b) Sistema 2 (sistema composto por MDF e inclusão em aço) ( )3.3%D ≤ . 
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Figura 4.9: Avaliação das condições de fronteira utilizando um sistema homogéneo de EPS: (a) posição 
dos termopares (em milímetros); (b) medição efetuada pelos termopares; (c) ampliação das 
medições realizadas pelos termopares Tc6, Tc7 e Tc8. 

Os resultados obtidos com a simulação BEM e apresentados na Figura 4.8 foram 

determinados utilizando o valor médio das propriedades térmicas de cada material. De modo a 

avaliar o impacto das incertezas de medição das propriedades térmicas nos resultados finais, 

foram efetuadas outras simulações adicionais, contemplando quatro combinações possíveis com 

as propriedades térmicas dos materiais. Essas combinações procuraram alcançar coeficientes de 

difusividade máximos e mínimos e combiná-los com coeficientes de condutibilidade térmica 

também máximos e mínimos, para cada material, tendo em conta as incertezas de medição 

apresentadas na Tabela 4.1. A Tabela 4.2 lista as propriedades térmicas correspondentes a cada 

combinação. A Figura 4.10 apresenta os resultados das simulações adicionais realizadas com as 

características do Sistema 1. Nessa figura também é apresentada uma ampliação de uma parte 

da resposta, de modo a ser possível identificar as diferenças entre as combinações. As 

simulações adicionais mostram que a resposta não é excessivamente afetada pelas incertezas de 
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medição inerentes à determinação das propriedades térmicas dos materiais utilizados. Como 

expectável, as respostas obtidas com as propriedades térmicas médias encontram-se no intervalo 

das respostas determinadas com as várias combinações de propriedades térmicas. Note-se que o 

“ruído” de medição, associado à medição real de temperaturas (linha azul), é claramente visível 

na ampliação apresentada na Figura 4.10, sendo este de 0.05 ºC± . 

Tabela 4.2: Propriedades térmicas utilizadas nas simulações adicionais, baseada nas incertezas inerentes 
às medições. 

Combinação  

Coef. de 
condutibilidade 
térmica, λ  

-1 -1(W.m .ºC )  

Massa 
volúmica, ρ  

-3(kg.m )  

Calor 
específico, c  

-1 -1(J.kg .ºC )  

Coef. de 
difusividade 
térmica K

2 -1(m .s )  

1 

( maxλ ; maxα ) 

EPS 0.0408 14.067 1321.0 2.19x10-6 

Aço 53.94 7841.0 417.0 1.65x10-5 

2 

( maxλ ; minα ) 

EPS 0.0408 14.533 1519.0 1.85x10-6 

Aço 53.94 7859.0 483.0 1.42x10-5 

3 

( minλ ; maxα ) 

EPS 0.0393 14.067 1321.0 2.11x10-6 

Aço 52.06 7841.0 417.0 1.59x10-5 

4 

( minλ ; minα ) 

EPS 0.0393 14.533 1519.0 1.78x10-6 

Aço 52.06 7859.0 483.0 1.37x10-5 

 

 

Figura 4.10: Temperaturas na interface das placas de EPS que formam o Sistema 1 obtidas com as 
simulações que utilizam as propriedades térmicas indicadas na Tabela 4.2. 
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4.5.5 Ensaios de simulação da transferência tridimensional de calor 

Seguidamente são apresentadas as medições experimentais efetuadas nos sistemas 

sujeitos à difusão de calor gerada por uma fonte de calor tridimensional e a respetiva 

comparação com os resultados obtidos com o BEM. Nas Figuras 4.11 e 4.12 são ilustradas 

as respostas dos Sistemas 3 e 4, compostos por camadas de EPS e MDF, respetivamente, 

envolvendo a inclusão de aço. No primeiro caso (Sistema 3), a fonte de calor tridimensional 

foi ligada 3.4 h  após o início de ensaio e desligada às 4.5 h . No segundo caso (Sistema 4) 

a fonte foi ligada às 4.2 h  e desligada após 5.8 h . 

Dado que se pretende estudar a difusão de calor tridimensional, a posição dos 

termopares ao longo da direção z  é agora relevante. Os termopares foram colocados nas 

secções transversais 250 mmz =  e 300 mmz = . As posições exatas dos termopares e da 

fonte de calor tridimensional são indicados e ilustrados nos esquemas incluídos nas 

Figuras 4.11 e 4.12.  

Seguindo as indicações anteriores, as linhas contínuas indicam as respostas obtidas 

com a formulação do BEM, enquanto as medições experimentais são ilustradas com recurso 

a linhas com marcas. As medições são legendadas com o número do termopar, para que se 

possa identificar a posição do recetor/termopar (indicadas também nas figuras). Para ilustrar 

melhor os resultados, as respostas para os diferentes termopares/recetores foram agrupadas 

em diferentes gráficos. 

Como se referiu na simulação bidimensional, também nos ensaios de difusão de calor 

tridimensional as medições das temperaturas no topo e na base do sistema correspondem, à 

média aritmética das temperaturas gravadas pelos três termopares colocados nessas interfaces. 

As medições efetuadas pelo termopar Tc7, localizado próximo da fonte de calor esférica, 

foi utilizado para definir a amplitude da potência da fonte de calor, necessária para a obtenção 

da resposta numérica. 

As respostas apresentadas nas Figuras 4.11 e 4.12 demonstram a semelhança entre os 

resultados numéricos e os experimentais, com um desvio máximo de 8.2 % ( )8.2%D ≤ . 
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(a) 

 
 Posição dos termopares ( ),x y ( )mm  

 Tc16 
(250.0,84.5) 

Tc17 
(275.0, 84.5) 

Tc18 
(300.0,84.5) 

 

 Tc15 
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Tc14 
(300.0,46.9) 

Tc12 
(250.0,22.5) 

 

 Tc13 
(300.0,22.5) 

  
 

(b) 

Figura 4.11: Curvas de temperatura para o Sistema 3 obtidas com a simulação do BEM e nos ensaios 
experimentais, para uma fonte de calor tridimensional localizada em 

( 245 mm; 61.2 mm;s sx y= = )245 mmsz = ( )7.4 %D ≤ : (a) registos obtidos para os 

termopares/recetores localizados em 250 mmz = ; (b) registos obtidos para os 

termopares/recetores localizados em 300 mmz = . 
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Posição dos termopares ( ),x y ( )mm  

 Tc7 
(250.0, 67.0) 

Tc8 
(275.0, 67.0) 
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(300.0, 67.0 
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(a) 

 

 

Posição dos termopares ( ),x y ( )mm  
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(300.0, 67.0) 
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(300.0, 50.0) 

Tc14 
(300.0, 34.0) 

Tc12 
(250.0, 16.0) 

 

 Tc13 
(300.0, 16.0) 

   

(b) 

Figura 4.12: Curvas de temperatura para o Sistema 4 obtidas com a simulação do BEM e nos ensaios 
experimentais, para uma fonte de calor tridimensional localizada em 

( 245 mm; 52.0 mm;s sx y= = )245 mmsz = ( )8.2 %D ≤ : (a) registos obtidos para os 

termopares/recetores localizados em 250 mmz = ; (b) registos obtidos para os 

termopares/recetores localizados em 300 mmz = . 

17

19

21

23

25

27

29

31

33

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

1

4

3

5

6

9

8

7

2

Tempo (h)

A
m
p
lit
u
d
e
 (
ºC
)

Aço

Tc9Tc8Tc7

S Tc6
Tc5

Tc4Tc3

Tc2Tc2 Tc2

Tc1 Tc1 Tc1

MDF

500

250 25

3
4

1
6

3
4

8
4

y

x

17

19

21

23

25

27

29

31

33

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

10

13

12

14

15

18

16,17

11

Tempo (h)

A
m
p
lit
u
d
e
 (
ºC
)

Aço

Tc18Tc17Tc16

S Tc15
Tc14

Tc13Tc12

Tc11Tc11 Tc11

Tc10Tc10Tc10

MDF

500

250 25

3
4

1
6

3
4

8
4

y

x



109 

4.5.6 Resultados bidimensionais versus tridimensionais 

Nesta subsecção são comparados os resultados determinados no caso de fluxo 

bidimensional de calor com os resultados da transferência tridimensional de calor, considerando 

que a fonte de calor se localiza nas imediações da inclusão de aço. O objetivo desta comparação 

é ilustrar as diferenças entre cada formulação, evidenciando que, perante a transferência 

tridimensional de calor, mesmo no caso de um sistema com geometria bidimensional, a resposta 

não poderá ser determinada considerando apenas fluxos bidimensionais de calor.  

A Figura 4.13 ilustra as respostas obtidas para o Sistema 3. Nesta figura as linhas contínuas 

representam as respostas obtidas com a formulação BEM para a difusão de calor tridimensional, 

enquanto os resultados bidimensionais são indicados pelas linhas com marcas (e legendadas 

com o número de recetor). O fluxo bidimensional de calor foi calculado assumindo a existência 

de uma fonte de calor linear paralela ao eixo z  ( )0zk = , com as mesmas coordenadas da fonte 

tridimensional ( )245mm; 52.0 mm .s sx y= =  A definição da potência da fonte de calor utilizada 

nestas simulações numéricas foi novamente calibrada com recurso aos valores de temperatura 

registados pelo termopar Tc7 quando o sistema é submetido a uma fonte de calor 

tridimensional. 

Uma rápida análise dos resultados permite verificar que existe uma grande diferença entre 

eles. Na fase inicial da simulação as respostas são coincidentes, contudo, após a fonte da calor 

interna (3D) ser ligada os resultados começam a exibir uma diferença de comportamento. As 

respostas bidimensionais evidenciam maiores amplitudes térmicas do que aquelas geradas pela 

fonte tridimensional. Depois de ser desligada a fonte de calor, a resposta bidimensional também 

revela um decaimento de temperatura mais lento, mesmo para recetores localizados nas 

imediações da fonte de calor tridimensional ( )250 mm .z =  A temperatura claramente diminui 

nos recetores mais afastados da fonte de calor tridimensional na direção z  (ver 300 mmz = ). 

Perante estas observações, pode-se concluir que o modelo bidimensional não é apropriado para 

simular a difusão de calor gerada por uma fonte de calor tridimensional, mesmo que se pretenda 

avaliar o campo de temperaturas nas imediações da fonte de calor. 
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(a) 

 

 
(b) 

Figura 4.13: Resultados obtidos com o modelo do BEM para cada termopar do Sistema 3, simulando a 
difusão bidimensional e tridimensional de calor e posição dos receptores (em milímetros): 
(a) recetores em 250mm;z =  (b) recetores em 300mm.z =  

4.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo apresentou-se uma modelo baseado no Método dos Elementos Fronteira 

(BEM), implementado para calcular a transferência bidimensional e tridimensional de calor por 

condução em sistemas heterogéneos bidimensionais. Este modelo é baseado numa formulação 

no domínio da frequência, que regula a aplicação de uma transformada de Fourier no domínio 

do tempo para lidar com a variável tempo na equação da difusão de calor. O campo de 

temperaturas foi determinado assumindo a continuidade de temperaturas e de fluxos de calor ao 

longo das interfaces da inclusão, enquanto são verificadas as condições de fronteira dos 

sistemas. 

O algoritmo do BEM proposto foi inicialmente verificado por comparação com resultados 

analíticos, para um sistema anelar concêntrico. De seguida o modelo do BEM foi validado com 
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medições experimentais, validações que utilizaram dois sistemas paralelepipédicos 

heterogéneos compostos por uma inclusão em aço embebida em meios envolventes distintos 

(poliestireno expandido moldado e painéis de fibras de madeira de média densidade). Tanto nos 

ensaios experimentais como nas simulações numéricas foram impostas variações de temperatura 

ao longo do tempo nas superfícies de topo e de base do sistema, enquanto foram assumidos 

fluxos de calor nulos ao longo das suas superfícies laterais. 

A comparação entre os resultados experimentais e numéricos permitiu verificar a sua 

semelhança para ambos os casos de transferência de calor, bidimensional e tridimensional. 

Perante os resultados obtidos, conclui-se adicionalmente que, quando as propriedades térmicas 

dos materiais são conhecidas, o modelo do BEM proposto, formulado no domínio da 

frequência, pode constituir uma opção válida no estudo da transferência de calor por condução 

em sistemas com heterogeneidades. 

Na parte final do capítulo foi ainda apresentada a comparação de respostas bidimensionais 

com tridimensionais, evidenciando que a formulação bidimensional não capta adequadamente o 

modo como a difusão de calor é gerada por fontes tridimensionais. 

 

ANEXO A: SOLUÇÕES ANALÍTICAS PARA UM SISTEMA 
ANELAR CILÍNDRICO E CIRCULAR 

Considere-se um sistema anelar cilíndrico definido pelos raios interno e externo, a  e b , 

respetivamente, envolvido por um meio interior e exterior, tal como ilustrado na Figura A.4.1. 

Este sistema é excitado por uma temperatura prescrita, � kT , ao longo da fronteira exterior do 

anel. Esta temperatura imposta varia sinusoidalmente na terceira dimensão ( z ), com o número 

axial de onda zk . O calor gerado propaga-se até alcançar a fronteira interior do anel e, nesse 

instante, parte da energia incidente é retida no meio sólido que constitui o anel (com um 

coeficiente de condutibilidade térmica de 1λ , uma massa volúmica de 1ρ  e um calor específico 

de 1c ), e a restante energia é transmitida para o meio interior do sistema (com um coeficiente de 

condutibilidade térmica de 2λ , uma massa volúmica de 2ρ  e um calor específico de 2c ). 

A solução analítica é obtida por aplicação do método de separação de variáveis da equação 

de Helmholtz em cada meio, seguindo a técnica descrita por Gordeliy et al. [35]. 
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Figura A.4.1: Geometria cilíndrica circular utilizada para resolver o problema analiticamente. 

No anel existem dois tipos de campo de calor distintos: o calor gerado pela superfície 

exterior do anel e que se propaga para o interior do sistema, e o calor originado na fronteira 

interior e que se encaminha para o exterior. O campo de calor, tendo em conta os termos 

gerados na fronteira exterior, é dado por:  

( )
11 1 0 0 1( , )t r A J k rαω = ,   (A.4.1) 

onde 
1

2

1

-i
zk k

K
α

ω
= −  com 1

1
1 1

K
c

λ
ρ

= , 1r  é a distância à origem do sistema de coordenadas, 

localizado no centro do sistema anelar, e 0A  é uma amplitude desconhecida. 

Para o calor gerado na fronteira interior, existe um campo de calor refletido, o qual pode 

ser definido por: 

( )
12 1 0 0 1( , )t r B H k rαω = , (A.4.2) 

sendo agora 0B  a amplitude desconhecida. 

No meio interior (Meio 2), o campo de calor depende apenas do calor que atravessou a 

fronteira interior da coroa do anel e, portanto, apenas esse calor propagado é gerado. O campo 

de calor correspondente é: 
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( )
23 1 0 0 1( , )t r C J k rαω = , (A.4.3) 

onde 
2

2

2

-i
zk k

K
α

ω
= −  com 2

2
2 2

K
c

λ
ρ

= , e 0C  é uma amplitude desconhecida. 

Os coeficiente incógnitos, 0A , 0B  e 0C , são determinados prescrevendo a temperatura ˆ
k
T  

ao longo da superfície exterior e assumindo a continuidade de temperaturas e de fluxos de calor 

na fronteira interior. As três equações definidas dão origem a um sistema de três equações com 

três incógnitas, possibilitando a determinação das incógnitas. 

Quando 1
ˆe kr b T T= =

 
( ) ( )

1 10 0 0 0 k̂B H k b A J k b Tα α+ = , (A.4.4) 

Quando 1 2 1er a T T= =

 
( ) ( ) ( )

1 1 20 0 0 0 0 0B H k a A J k a C J k aα α α+ = , (A.4.5) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1 1

2 2

2 1
2 1 1 0 1 1 0 1

1 1

2 0 1

T T
k k k A k J k a k B k H k a

r r

k C k J k a

α α α α

α α

∂ ∂
= ⇒ − + −

∂ ∂

= − −

. (A.4.6) 

Combinando as equações apresentadas anteriormente, obtém-se um sistema de equações, 

cuja resolução permite calcular os coeficientes desconhecidos ( 0A , 0B  e 0C ): 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1

1 1 2

2

1 1 2

1

0 0

0

0 0 0
0

2 0
1 1 1

1

0
ˆ

0

0

k

J k b H k b
A T

J k a H k a J k a
B

kk CJ k a H k a J k a
k k

α α

α α α

α
α α α

α

 
       −   =         −   
  

, (A.4.7) 

Conhecendo aqueles coeficientes e utilizando as equações (A.4.1) a (A.4.3) é possível 

determinar o campo de temperaturas em qualquer ponto do domínio. 
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CAPÍTULO 5 COMBINAÇÃO ENTRE OS MODELOS 

BEM/TBEM E MFS NA SIMULAÇÃO DA DIFUSÃO 

TRANSIENTE DE CALOR EM SISTEMAS CONTENDO 

INCLUSÕES FINAS 

5.1 INTRODUÇÃO 

Em Portugal, à semelhança da restante Europa, tem havido uma crescente necessidade 

e preocupação em reabilitar edifícios e em construir edifícios novos com qualidade 

estrutural e adequado conforto higrotérmico. Em obras de reabilitação é importante 

localizar as infraestruturas inerentes aos edifícios, tais como, tubagens, pilares, vigas, e 

possíveis fissuras nas estruturas de suporte a manter. Já em edifícios novos a deteção de 

defeitos (vazios, delaminações e fissuras) em estruturas de betão têm sido necessárias para, 

entre outros motivos, avaliar a origem de patologias nos edifícios e otimizar desempenhos. Estas 

exigências têm conduzido ao desenvolvimento de técnicas não destrutivas e interpretação e 

previsão dos seus resultados através de modelos numéricos. Dado que a transferência de calor 

através de elementos construtivos é alterada na presença de vazios, delaminações ou fissuras, 

têm sido aplicadas técnicas não destrutivas que se baseiam na avaliação do campo de 
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temperaturas à superfície dos elementos a analisar e têm vindo a ser desenvolvidos modelos 

matemáticos para estudar a transferência de calor. 

Como referido nos capítulos precedentes, a maioria dos modelos, concebidos para 

resolver os problemas de difusão de calor em regime transiente, é formulada no domínio do 

tempo ([1]-[5]) ou num domínio transformado através da aplicação de transformadas de 

Laplace ([6]-[10]) ou transformadas no domínio da frequência.  

O trabalho apresentado neste capítulo mantém, à semelhança dos capítulos anteriores, uma 

abordagem no domínio da frequência, resultante da aplicação de uma transformada de Fourier 

no domínio do tempo à equação da difusão de calor. A solução no domínio do tempo é obtida 

utilizando uma transformada inversa de Fourier, do tipo Fast Fourier Transform. O fenómeno 

de aliasing é novamente evitado com a utilização de frequências complexas, de modo a atenuar 

a resposta no final do período de tempo, definido pelo incremento de frequência. Esta atenuação 

é removida, posteriormente, após a obtenção da resposta no domínio do tempo ([11]-[13]). A 

utilização da transformada de Fourier permite analisar os problemas como uma combinação de 

fontes de calor harmónicas com diferentes frequências de excitação. O problema é, portanto, 

fisicamente resolvido como um sistema sujeito à propagação de um conjunto de ondas de calor. 

O problema pode ser modelado de forma eficaz dado que o contributo das altas frequências 

decai rapidamente, o que permite limitar o domínio de frequências a analisar 

Estas diferentes abordagens em relação à variável tempo, têm sido utilizadas em diferentes 

ferramentas analíticas e numéricas. Algumas dessas ferramentas numéricas baseiam-se 

frequentemente no Método dos Elementos Finitos (e.g. Bathe [14] e Starnes [15]), Thin Layer 

Method (e.g. Joanni [16]), no Método das Diferenças Finitas (e.g. Ozisik [17] e Juncu [18]) e no 

Método dos Elementos Fronteira (Boundary Element Method - BEM) (e.g. Dargush [4]). 

Os problemas de difusão de calor podem ser resolvidos com recurso a soluções analíticas. 

Contudo, estas soluções apenas são conhecidas para a resolução de problemas com uma 

geometria muito simples, tais como, espaços infinitos homogéneos, semi-infinitos e meios 

estratificados com inclusões cilíndricas de secção circular [19].  

Em relação aos modelos numéricos, tal como já se referiu no Capítulo 4, o BEM é uma das 

ferramentas apropriadas para modelar domínios infinitos homogéneos, uma vez que satisfaz 

automaticamente as condições fronteira de campo infinito, exigindo apenas a discretização das 

fronteiras das inclusões. Hhage e Sayas [20] propuseram uma solução numérica para problemas 

de difusão de calor utilizando o BEM no domínio transformado com recurso à transformada de 

Laplace. Ma et al. [21] aplicaram o BEM para estudar a transferência de calor em regime 
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transiente em sólidos tridimensionais reforçados com fibras. O trabalho de Wang et al. [22] é 

outro exemplo da aplicação do BEM, no qual um integral de convolução no tempo é aplicado 

para calcular a difusão de calor em regime transiente. 

A implementação do BEM como modelo de simulação exige um conhecimento prévio das 

soluções fundamentais, isto é, das funções de Green, e envolve um esforço matemático 

considerável. A sua eficácia depende também da correta resolução dos integrais singulares e 

hipersingulares. Estas dificuldades matemáticas conduzem, por vezes, a um elevado esforço 

computacional. Verifica-se, ainda, que quando a espessura das heterogeneidades tende para 

zero, como no caso das delaminações, pequenas imperfeições, fissuras ou defeitos com 

espessura quase nula, o BEM convencional degenera, deixando de ser uma base válida para um 

modelo de cálculo numérico [23]. O método baseado na derivada da equação integral de 

fronteira (Traction Boundary Element Method - TBEM) é frequentemente utilizado para superar 

aquele problema. O TBEM tem sido estudado e desenvolvido para ser aplicado quando se 

pretendem resolver problemas de propagação de ondas. Prosper [24] e Prosper e Kausel [25] 

utilizaram o modelo TBEM para modelar a propagação de ondas bidimensionais (2D) na 

presença de fissuras planas e horizontais de espessura nula em meios elásticos. O aparecimento 

de integrais hipersingulares é uma das dificuldades que surge aquando da utilização desta 

formulação. Têm sido feitas inúmeras tentativas para superar este obstáculo ([26], [27]). Amado 

Mendes e Tadeu [28] resolveram, num estudo 2D, o caso de uma fissura vazia inserida num 

meio infinito, sujeita a uma fonte tridimensional (3D). Mais tarde, Tadeu et al. [29] propuseram 

uma formulação combinada do modelo BEM e TBEM para resolver o caso de uma inclusão 

cilíndrica de secção circular preenchida com um fluido, num meio infinito. 

Nas últimas décadas, têm vindo a ser utilizados os Métodos sem Malha (Meshless 

techniques) que não requerem a discretização do domínio em análise nem das suas fronteiras 

([30]-[35]). O Método das Soluções Fundamentais (Method of Fundamental Solutions - MFS) 

tem-se mostrado particularmente eficaz para o estudo de propagação de ondas, superando parte 

da complexidade matemática do BEM e fornecendo soluções precisas com um menor esforço 

computacional. Godinho et al. [36] estudaram o desempenho do MFS para simular a 

propagação de ondas acústicas e condução de calor, na presença de inclusões cilíndricas. Os 

autores concluíram que o método pode ser bastante eficiente, permitindo obter resultados mais 

satisfatórios do que utilizando o BEM, para estudar este tipo de problemas. Godinho et al.[37] 

também aplicara com sucesso o MFS para estudar a propagação de ondas acústicas e elásticas 

em torno de inclusões de espessura muito reduzida, recorrendo, para tal, a uma técnica de 



 

122 

decomposição do domínio. Os mesmos autores, em 2009, aplicaram o MFS para simular 

deformações ao longo de perfis topográficos bidimensionais sob a incidência de ondas elásticas 

planas [38]. Vários autores têm proposto o uso de funções para modelar problemas de torção e 

de fissuras (e.g. Alves e Leitão [39]). Contudo, o MFS apresenta desvantagens e limitações na 

simulação numérica de problemas que envolvam inclusões finas [37]. 

O objetivo deste capítulo é desenvolver e verificar um modelo numérico baseado na 

combinação do BEM/TBEM com o MFS que permita estudar a transferência de calor em 

regime variável através de sistemas com inclusões finas, com vista a serem ultrapassadas 

limitações individuais de cada um dos métodos numéricos e a ser otimizada a capacidade de 

cálculo. Com este modelo será possível compreender a influência que uma fissura exerce na 

propagação de energia e avaliar se a existência dessa fissura produz campos de temperatura 

distintos na superfície exterior do sistema.  

Nas secções seguintes, descreve-se a formulação que permitem combinar o BEM/TBEM 

com o MFS na análise de problemas de difusão de calor na presença de inclusões com espessura 

nula ou muito reduzida. O domínio é dividido em subdomínios, sendo cada um deles modelado 

usando o BEM/TBEM ou MFS. A ligação dos subdomínios é conseguida através da imposição 

das adequadas condições de fronteira. Com o objetivo de avaliar o desempenho da utilização 

simultânea dos algoritmos, usando diferentes combinações das formulações do BEM/TBEM 

com o MFS, efetuou-se uma comparação com soluções de referência, analíticas e/ou obtidas 

através do BEM/TBEM. 

Na secção seguinte, as formulações desenvolvidas que combinam o BEM/TBEM com o 

MFS, são apresentadas para problemas de difusão de calor em meio infinito contendo várias 

inclusões. Numa primeira fase, estas formulações são verificadas através da sua comparação 

com soluções analíticas, soluções BEM, TBEM e MFS. De seguida, ilustra-se a verificação da 

resposta obtida já no domínio no tempo (recorrendo para tal à aplicação prévia da transformada 

inversa de Fourier) utilizando resultados já publicados por outros autores. Por fim, ilustra-se a 

aplicabilidade do algoritmo proposto com recurso a um exemplo em que é possível analisar a 

propagação de calor gerado por uma fonte de calor situada no centro de um sistema circular 

anelar preenchido por um sólido, e que contém uma fissura nas suas paredes. 
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5.2 COMBINAÇÃO ENTRE O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE 
FRONTEIRA E MÉTODO DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS 

5.2.1 Definição do problema 

Considerem-se duas inclusões cilíndricas de secção irregular bidimensional, Inclusões 1 e 

2, inseridas num meio sólido (Meio 1), uniforme e infinito com um coeficiente de difusividade 

térmica 1K (ver Figura 5.1). Os Meios 2 e 3, correspondentes às Inclusões 1 e 2, possuem 

um coeficiente de difusividade térmica 2K  e 3K , respetivamente. O coeficiente de 

difusividade térmica 
mK  é dado por m

m mc

λ
ρ

, onde 
mλ  é o coeficiente de condutibilidade 

térmica, 
mρ  é a massa volúmica e 

mc  é o calor específico do Meio m . Considere-se ainda 

que este sistema é sujeito a uma fonte linear de calor localizada no ponto ( )O ,s sx y . 

 

Figura 5.1: Esquema representativo da geometria do problema. 

A transferência de calor por condução, num meio sólido homogéneo e isotrópico, em 

regime transiente, pode ser definida, em coordenadas cartesianas, pela seguinte equação de 

difusão: 

( ) ( )2 2

2 2

ˆ , ,1ˆ , ,
m

T x y
T x y

x y K

τ
τ

τ
∂ ∂ ∂

+ = ∂ ∂ ∂ 
 (5.1) 

 

Meio 3 

Meio 3 Meio 2 

Meio 1 

( )O ,s sx y  

Inclusão 1 Inclusão 2 
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onde τ  é o tempo e ˆ( , , )T x y τ  é a temperatura no ponto ( , )x y . A solução daquela equação 

pode ser obtida no domínio da frequência, após a aplicação de uma transformada de Fourier no 

domínio do tempo, o que conduz à seguinte expressão: 

( )
2 2

2

2 2
( , , ) 0

m
k T x y

x y
α ω

 ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ 

 (5.2) 

onde 
-i

m

m

k
K

α

ω
= , i 1= −  e ω  é a frequência de excitação.  

No domínio da frequência, a difusão de calor incidente gerada em ( , )x y , por uma fonte de 

calor colocada no Meio 1 em ( , )s sx y , pode ser traduzida por: 

( ) ( )
10 1

1

i 
, ,

4inc

A
t x y H k rαω

λ
−

=  (5.3) 

em que o índice inc  representa o campo de calor incidente, ( ) ( )2 2

1 s sr x x y y= − + − , A  a 

amplitude térmica e ( )nH …  corresponde à função de Hankel do segundo tipo e ordem n . 

5.2.2 Formulação da combinação entre o BEM e o MFS 

Nesta secção, descreve-se a formulação matemática em que se faz uso simultâneo do BEM 

e do MFS, com o objetivo de se obter o campo de calor bidimensional gerado por uma fonte de 

calor. Tendo por base o problema descrito na secção anterior, admita-se que a Inclusão 1 é 

modelada utilizando o BEM, enquanto a Inclusão 2 é simulada com recurso ao MFS. Podem ser 

conferidos três tipos de condição fronteira às superfícies das inclusões: continuidade de 

temperaturas e fluxos de calor, temperaturas nulas e/ou fluxos de calor nulos. 
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5.2.2.1 Continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo das fronteiras das 

inclusões 

Considere-se a Inclusão 1, delimitada pela superfície 1S (ver Figura 5.2) e sujeita a um 

campo de calor incidente 
inct , originado pela fonte de calor localizada em ( , )s sx y . A equação 

integral daquela fronteira pode ser obtida por aplicação do teorema da reciprocidade (ver 

Manolis & Beskos [40]), conduzindo a: 

Domínio exterior da Inclusão 1 (Meio 1) 

1

1

(1) (1) (1)
0 0 1 0 0

(1) (1)
1 0 0 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , , )

( , , , , , ) ( , , ) ( , , , , )

n

S

n inc s s

S

ct x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds t x y x y

ω ω ω

ω ω ω

=

− +

∫

∫

n

n
 (5.4) 

Nestas equações, o índice (1) corresponde ao domínio exterior (Meio 1); 1nn é o vetor 

unitário normal à fronteira 1S ; G  e H  são, respetivamente, soluções fundamentais (funções de 

Green) para a temperatura ( )t e para os fluxos de calor ( )q  no ponto ( , )x y  quando a fonte 

virtual de calor se encontra em 0 0( , )x y . 
inct  representa o campo de calor incidente em 0 0( , )x y

quando a fonte de calor está localizada em ( , )s sx y . O fator c  é uma constante cujo valor 

depende apenas da configuração da fronteira; o seu valor é igual a 0.5  se ( )0 0 1,x y S∈  e 1S  for 

contínua e regular. 

A equação (5.4) não tem em conta a presença da Inclusão 2, a qual é modelada com 

recurso ao MFS. Neste método assume-se que a resposta da inclusão vizinha é baseada na 

combinação linear de soluções fundamentais, simulando o campo da temperatura gerado por 

dois conjuntos de NS  fontes virtuais. Essas cargas virtuais são distribuídas ao longo da 

superfície que delimita a inclusão, a uma distância δ , a partir da fronteira, para o interior e para 

o exterior da inclusão (linhas ( )1
Ĉ e ( )2

Ĉ  ilustradas na Figura 5.2), com o objetivo de evitar 

singularidades. As amplitudes das fontes virtuais localizadas no interior ( )(2)
_n exta  e no exterior 

( )(2)
_n inta

 
da inclusão são inicialmente desconhecidas. O campo de calor no exterior e no interior 

da interface 2S  é dado respetivamente por: 
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(1) (2) (1)
_ _ _

_ 1

(3) (2) (3)
_ _ _

_ 1

( , , ) ( , , , , )

( , , ) ( , , , , )

NS

n ext n ext n ext

n ext

NS

n int n int n int

n int

t x y a G x y x y

t x y a G x y x y

ω ω

ω ω

=

=

 =  

 =  

∑

∑
 (5.5) 

onde (1)
_ _( , , , , )n ext n extG x y x y ω  e (3)

_ _( , , , , )n int n intG x y x y ω  são as soluções fundamentais que 

representam as temperaturas no ponto localizado ( , )x y  nos Meios 1 e 3, geradas por fontes de 

calor nas posições _ _( , )n ext n extx y  e _ _( , )n int n intx y . Os índices _n ext  e _n int  indicam o número 

de ordem das fontes virtuais ao longo da linha ( )1
Ĉ  e ( )2

Ĉ , respetivamente. 

 

Figura 5.2: Representação geométrica das inclusões inseridas num meio infinito. Localização das fontes 
virtuais e pontos nodais. 

O campo de calor gerado pela segunda inclusão pode ser visto como um campo de calor 

incidente que atinge a superfície da primeira inclusão. Deste modo, a equação (5.4) tem de ser 

modificada adequadamente, transformando-se em: 

1

1

(1) (1) (1)
0 0 1 0 0

(1) (1)
1 0 0 0 0

(2) (1)
_ _ _

_ 1

( , , ) ( , , , ) ( , , , , )

( , , , , , ) ( , , ) ( , , , , )

( , , , , )

n

S

n inc s s

S

NS

n ext n ext n ext

n ext

ct x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds t x y x y

a G x y x y

ω ω ω

ω ω ω

ω
=

=

− +

 +  

∫

∫

∑

n

n  (5.6) 

 

 

Meio 3 

Pontos de Colocação 

Fontes virtuais 

Inclusão 2 Inclusão 1 

Pontos nodais 

ηη1 

ηη2 

δ 
S1 

S2 

δ 

Ĉ(1) 
Ĉ(2) 

( )O ,s sx y  

Meio 2 
Meio 3 

Meio 1 
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Domínio interior da Inclusão 1 (Meio 2) 

1

1

(2) (2) (2)
0 0 1 0 0

(2) (2)
1 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , , )

( , , , , , ) ( , , )

n

S

n

S

ct x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds

ω ω ω

ω ω

= −

− −

∫

∫

n

n

 (5.7) 

Nesta equação, o índice (2) identifica o meio que preenche a Inclusão 1. 

Domínio interior e exterior da Inclusão 2 (Meios 1 e 3) 

De modo a determinar as amplitudes desconhecidas das fontes virtuais, (2)
_n exta  e (2)

_n inta , é 

necessário impor a continuidade de temperatura e de fluxos de calor ao longo da superfície 

que delimita a Inclusão 2, 2S , nos NS  pontos de colocação ( ),col colx y . Para tal, o campo de 

calor gerado pela inclusão deve ser considerado. Deste modo, definem-se as seguintes duas 

equações: 

1 1

(1) (1) (1) (1)
1 1

(2) (1)
_ _ _

_ 1

(2) (3)
_ _ _

( , , , ) ( , , , , ) ( , , , , , ) ( , , )

( , , , , ) ( , , , , )

( , , ,

n col col n col col

S S

NS

inc col col s s n ext col col n ext n ext

n ext

n int col col n int n int

q x y G x y x y ds H x y x y t x y ds

t x y x y a G x y x y

a G x y x y

ω ω ω ω

ω ω
=

−

 + +  

=

∫ ∫

∑

n n

_ 1

, )
NS

n int

ω
=

  ∑

 (5.8) 

1

1

(1)
(1)

1 2
2

(1)
(1)

1 2 2
2 2

(1)
(2)

_ 2 _ _
2

( , , , ) ( , , , , , )

        ( , , , , , , ) ( , , ) ( , , , , , )

        + ( , , , , , )

n n col col

nS

inc
n n col col col col n s s

n nS

n ext col col n n ext n ext

n

G
q x y x y x y ds

tH
x y x y t x y ds x y x y

G
a x y x y

ω ω

ω ω ω

ω

∂
∂

∂∂
− +

∂ ∂

∂
∂

∫

∫

n n
n

n n n
n n

n
n_ 1

(3)
(2) 3

_ 2 _ _
_ 1 1 2

 ( , , , , , )

NS

n ext

NS

n int col col n n int n int

n int n

k G
a x y x y

k
ω

=

=

 
 
 

 ∂
=  ∂ 

∑

∑ n
n

 (5.9) 

Nestas equações, 2nn , é o vetor unitário normal à superfície 2S . 
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Sistema final de equações 

A solução global do problema é obtida resolvendo as equações (5.6) a (5.9). Assim sendo, 

é necessário proceder à discretização da superfície que delimita a Inclusão 1. Nesta análise, a 

fronteira é discretizada em N elementos retos, com um ponto nodal no centro de cada um deles. 

A resolução do problema bidimensional requer o conhecimento das funções de Green para 

temperatura e fluxos de calor. Para um meio sólido e infinito, essas funções em coordenadas 

cartesianas, são: 

( )( )
0

i
( , , , , )

4 m

m

k kG x y x y H k rαω
−

=  

( )( )
1 1

1

i
( , , , , , )

4 m m

m

n k k

n

r
H x y x y k H k rα αω

∂
=

∂
n

n  

( )
( )

2 1
2 2

i
( , , , , , )

4 m m

m

n k k

n n

G r
x y x y k H k rα αω

∂ ∂
=

∂ ∂
n

n n  

( ) ( )

( )

1 2
1 2

2

( )
1 2

1 2
12

1 2 2 1

2

1 2

1

i
( , , , , , , )

4

m m m

m

m

n n

m
n n

n n k k

n

n n n n

n n

r r
H k r k H k r
r

r x x

yH
x y x y k

H k r r r x y x y

r y x

r y y

x

α α α

α
α

ω

 ∂ ∂ − +  ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂ −   ∂ ∂ ∂  ∂ 

=   ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 ∂ ∂ ∂ 
  ∂ ∂ ∂   

n n

n n
n n

n

n n n n

n n











 
 
 
 

 (5.10) 

em que ( ) ( )2 2

k kr x x y y= − + − , onde ( , )k kx y  identifica o ponto carregado. O coeficiente 

de difusividade térmica a utilizar naquelas equações (necessário para definição de 
m

kα ) é o 

correspondente ao meio exterior e interior das inclusões ( )1, 2m = . 

As integrações das equações (5.6) a (5.9) são calculadas através da quadratura de Gauss 

quando o elemento a integrar não coincide com aquele que está a ser carregado. Quando o 
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elemento a carregar é o que se pretende integrar, a singularidade é resolvida analiticamente, de 

modo semelhante ao descrito em Tadeu et al. [41], 

( )
2

0

0

0 1 0 0 12 2 4 2 2 2 2

L

H k r dr

L L L L L L L
H k H k S k H k S k

α

α α α α απ

=

          + −          
          

∫
 (5.11) 

onde ( )...nsS  são as funções de Struve de ordem ns  e L  é o comprimento do elemento 

fronteira. Relembra-se que 
i

k
K

α

ω−
= , i 1= − , ω  é a frequência de excitação e K  o 

coeficiente de difusividade térmica do meio. 

As equações integrais finais são manipuladas e combinadas de modo a ser garantida a 

continuidade de temperatura e de fluxos de calor ao longo das superfícies das Inclusões 1 e 2, 

estabelecendo-se um sistema de ( ) ( )2 2 2 2NS N NS N + × +    equações. A solução deste 

sistema de equações corresponde às temperaturas e aos fluxos de calor nodais ao longo da 

superfície 1S  e às amplitudes, até então desconhecidas, das fontes virtuais de calor (2)
_n exta  e 

(2)
_n inta . Deste modo, é, então, possível determinar o campo de temperaturas no interior e exterior 

das inclusões. 

5.2.2.2 Fluxos de calor nulos ao longo das fronteiras das inclusões 

Neste caso, são prescritos gradientes de temperatura nulos normais às superfícies 1S  e 2S  

das inclusões. Deste modo, as equações (5.6) a (5.9) são simplificadas, dando origem a: 

1

(1) (1) (1)
0 0 1 0 0

(2) (1)
0 0 _ _ _

_ 1

( , , ) ( , , , , , ) ( , , )

( , , , , ) ( , , , , )

n

S

NS

inc s s n ext n ext n ext

n ext

ct x y H x y x y t x y ds

t x y x y a G x y x y

ω ω ω

ω ω
=

=−

 + +  

∫

∑

n

 (5.12) 
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1

(1)
(1)

1 2
2

(1)
(2)

2 _ 2 _ _
_ 12 2

( , , , , , , ) ( , , )

( , , , , , ) ( , , , , , ) 0

n n col col

nS

NS
inc

col col n s s n ext col col n n ext n ext

n extn n

H
x y x y t x y ds

t G
x y x y a x y x y

ω ω

ω ω
=

∂
− +

∂

 ∂ ∂
+ = ∂ ∂ 

∫

∑

n n
n

n n
n n

 (5.13) 

A solução da equação integral, ao longo das superfícies fronteiras 1S  e 2S , requer a 

discretização da fronteira da Inclusão 1 em N elementos retos e a simulação da Inclusão 2 

através de NS pontos de colocação/fontes virtuais, seguindo-se um procedimento similar ao 

descrito anteriormente, obtendo-se um sistema de ( ) ( )NS N NS N + × +    equações. 

5.2.2.3 Temperaturas nulas ao longo das fronteiras das inclusões 

Considerando, agora, temperaturas nulas nas superfícies das Inclusões 1 e 2, obtêm-se as 

seguintes equações: 

1

(1) (1)
1 0 0

(2) (1)
0 0 _ _ _

_ 1

( , , , ) ( , , , , )

( , , , , ) ( , , , , ) 0

n

S

NS

inc s s n ext n ext n ext

n ext

q x y G x y x y ds

t x y x y a G x y x y

ω ω

ω ω
=

 + + = 

∫

∑

n

 (5.14) 

1

(1) (1)
1

(2) (1)
_ _ _

_ 1

( , , , ) ( , , , , )

( , , , , ) ( , , , , ) 0

n col col

S

NS

inc col col s s n ext col col n ext n ext

n ext

q x y G x y x y ds

t x y x y a G x y x y

ω ω

ω ω
=

 + + = 

∫

∑

n

 (5.15) 

A resolução destas equações é, uma vez mais, obtida como descrito anteriormente, na 

secção 5.2.2. 

Refira-se que outras combinações de inclusões podem ser resolvidas por simplificação das 

equações (5.6) a (5.9) de acordo com as condições de fronteira necessárias. 
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5.2.3 Formulação da combinação entre o TBEM e o MFS 

O TBEM pode ser formulado por aplicação de cargas bipolares às equações integrais para a 

difusão de calor (Tadeu et al. [29]), conduzindo às equações (5.16) e (5.17). Estas equações 

integrais substituem as equações (5.6) e (5.7), aquando da modelação da primeira inclusão.  

1

1

(1)(1) (1) (1)
0 0 0 0 1 1 2 0 0

(1) (1)
1 2 0 0 0 0 2

(2) (1)
_ 2 _ _

_ 1

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , , , )

( , , , , , , ) ( , , ) ( , , , , , )

( , , , , , )

n n n

S

incn n n s s

S

NS

n ext n n ext n ext

n ext

at x y cq x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds t x y x y

a G x y x y

ω ω ω ω

ω ω ω

ω
=

+ =

− +

 +  

∫

∫

∑

n n n

n n n

n

 (5.16) 

1

1

(2)(2) (2) (2)
0 0 0 0 1 1 2 0 0

(2) (2)
1 2 0 0

( , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , , , )

( , , , , , , ) ( , , )

n n n

S

n n

S

at x y cq x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds

ω ω ω ω

ω ω

+ = ∫

∫

n n n

n n

 (5.17) 

As equações (5.8) e (5.9) permanecem inalteradas. Guiggiani [42] demonstrou que o 

coeficiente a  é zero para elementos de fronteira retos. O fator c  é uma constante que assume o 

valor de 0.5, como definido anteriormente. 

Para a resolução destas equações, procede-se de modo semelhante ao descrito 

anteriormente, discretizando a fronteira 1S  em N  elementos retos com um ponto nodal no 

centro de cada elemento. As funções de Green necessárias para a resolução deste problema 2D 

são agora: 

( )( )

1

i
( , , , , , )

4 m m

m

k k k

k

r
G x y x y k H k r

n
α αω

∂
=

∂
n

  (5.18)

 ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2
1

2

2
1

2

, , , , , ,

i

4

i

4

m

m m m

m

m m m

m

l k k k

l l l k

l l l k

H x y x y

H k rr x r r y x x
k k H k r

x x y r

H k rr r x r y y y
k k H k r

x y y r

α

α α α

α

α α α

ω =

    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  − + + +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
− + +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

n n

n n n n

n n n n

   (5.19) 
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nas quais 
kn  e 

ln  são vetores unitários normais aos elementos de fronteira que se encontram a 

ser carregados e integrados, respetivamente. O campo de calor incidente, da equação (5.16), é 

agora dado por: 

( )1 1
1 1

i
( , , , , , )

2
s s

inc k s s

k k

x x y yA x y
t x y x y k H k r

r r
α αω

 − −∂ ∂
= + 

∂ ∂ 
n

n n
.  (5.20) 

As integrações das equações (5.16) e (5.17) são efetuadas com recurso ao Método da 

Quadratura de Gauss quando o elemento integrado não é o elemento carregado. Quando o ponto 

carregado se localiza sobre o elemento a integrar ( )lC , tem-se o seguinte integral hipersingular: 

( )

( ) ( )

( )

2
1

2

, , , , , ,

i

4

l

m

m m

l

m

l l k k l

C

l

l lC

H x y x y dC

H k rr x r y
k k H k r dC

x y r

α

α α α

ω =

  ∂ ∂ ∂ ∂ − + + 
∂ ∂ ∂ ∂   

∫

∫

n n

n n

 (5.21) 

Este integral pode ser calculado analiticamente, considerando o equilíbrio dinâmico de uma 

superfície semicircular limitada pelo elemento de fronteira, como ilustrado na Figura 5.3. O 

equilíbrio é estabelecido assumindo que a variação de energia no meio interior do semicilindro é 

equivalente ao calor que sai do sistema e atravessa as superfícies de contorno. Tendo em conta 

estas considerações, a equação (5.21) pode ser expressa por: 

( )( )

( ) ( )

2

, , , , , ,

( , , , , , ) ( , , , , , )

2
|

l

R

m

l l k k l

C

m m

k k k m m k k k
L R

mC A

H x y x y dC

G x y x y c G x y x yL
dC dA

r t

ω

ω ρ ω
λ

=

∂ ∂
−

∂ ∂

∫

∫ ∫

n n

n n
 (5.22) 

onde A  é o domínio compreendido entre o elemento fronteira ( )lC  e a superfície 

semi-cilíndrica ( )RC . 
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Figura 5.3: Equilíbrio de energia nos elementos da fronteira a ser carregado. 

Os integrais da parcela da direita da equação (5.22) são determinados da seguinte forma: 

( )

2
0 1

2

( , , , , , ) i 1

2 2 2 2 2
|

m m m

mR

m
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L R
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dC k H k H k
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α α α

α

ω  ∂    = −    ∂      
∫

n
 (5.23) 
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∫ ∫

∫
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 (5.24) 

conduzindo a: 

( ) ( ) ( )
2

2( )
0 1

0

1
, , , , , ,

2 2m m m

ml

L

m

l k k k l

C

i L
kH x y x y dC H k r dr H k

k
α α α

α

ω
  = −  

   
∫ ∫n n  (5.25) 

onde L  é o comprimento do elemento fronteira. O integral ( )
2

0

0
m

L

H k r drα∫ é determinado como 

indicado na equação (5.11). O sistema final de equações é obtido por combinação das equações 

(5.8) a (5.9) e (5.16) a (5.17) e imposição de continuidade de temperatura e fluxo de calor ao 

longo das superfícies das Inclusões 1 e 2. 

As inclusões com temperaturas nulas ou fluxos de calor nulos ao longo das suas fronteiras 

podem ser modelados manipulando as equações (5.8) a (5.9) e (5.16) a (5.17), como acima 

descrito.  

2

L
−  

2

L
 
x  

lC  

y  

θ  

RC  
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A formulação TBEM, aqui apresentada, permite superar as dificuldades encontradas 

aquando da modelação de elementos finos, os quais não são resolúveis com a formulação 

convencional do BEM, por este degenerar. A aplicação direta deste método permite a 

modelação de vazios ou inclusões muito finas usando apenas uma única linha aberta de 

elementos. No caso de serem prescritos fluxos de calor nulos ou temperaturas nulas na fronteira 

de finas cavidades, este método permite determinar as diferenças de temperatura e de fluxos de 

calor entre as superfícies opostas de cada segmento que define a descontinuidade. 

5.2.4 Formulação da combinação entre o BEM/TBEM e o MFS 

As formulações do BEM e do TBEM podem ser combinadas de forma a resolver 

problemas semelhantes aos descritos anteriormente. Contudo, esta técnica permite, 

adicionalmente, determinar a solução no caso das inclusões de espessura reduzida serem 

preenchidas por um sólido. No caso da combinação entre o BEM e o TBEM, parte da superfície 

que constitui a fronteira daquela inclusão é carregada com cargas monopolares, enquanto a outra 

parte é carregada com cargas bipolares. Nestes casos, as inclusões finas são resolvidos usando 

uma superfície fechada. 

5.3 VERIFICAÇÃO E AVALIAÇÃO DA EFICIÊNCIA 
COMPUTACIONAL DAS FORMULAÇÕES PROPOSTAS 

Nesta secção, inicialmente, ilustra-se a verificação das formulações combinadas 

[BEM/MFS, TBEM/MFS e (combinação entre BEM+TBEM)/MFS]. Para tal são utilizados 

sistemas com inclusões cilíndricas circulares, para os quais são conhecidas soluções analíticas. 

Após esta verificação, as formulações propostas são aplicadas para analisar a transferência de 

calor num sistema anelar concêntrico de secção circular sujeito a uma fonte de calor linear 

harmónica, com pequenos defeitos na sua parede. Este exemplo também é usado para aferir a 

eficiência computacional e benefícios na utilização dos algoritmos propostos. 
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Meio 3 

Meio 4 

Meio 1 

Meio 2 

0.6m 0.6m 

2.4m 

R1(-2.5, -2.0) 

R2 (-1.0, -1.5) 

(0.0, 0.0) R3(-1.2, 0.0) R4(1.2, 0.0) 

O (0.0, -0.8) 

Y 

X 

 

Meio 3 

Meio 1 

0.6m 

1.2m 

(0.0, 0.0) 

R3(-0.3, -0.5) 

R2 (-0.9, -0.7) 

R1 (-1.6, -1.4) 

X 

Y 

O (0.0, 0.8) 

Meio 2 

5.3.1 Sistemas compostos por inclusões cilíndricas circulares 

Considere-se um sistema anelar concêntrico de secção circular, constituído por três 

camadas de materiais diferentes (Meios 1 a 3), como ilustrado na Figura 5.4(a), sujeito a uma 

fonte de calor linear harmónica. A solução para este problema é conhecida de forma exata, 

sendo obtida por aplicação de uma técnica equivalente para proceder à separação de variáveis da 

equação de Helmholtz dada pela equação (5.2) para cada meio do sistema. As condições 

fronteira são impostas ao longo de todas as interfaces, por aplicação das series de funções de 

Bessel (ver anexo A).  

 

 
 

(a) (b) 

Figura 5.4: Geometria esquemática dos sistemas usados para verificação da formulação proposta: 
(a) sistema cilíndrico composto por duas secções circulares concêntricas envolvidas por um 
meio fluido uniforme; (b) sistema cilíndrico envolvido por um meio espacial uniforme e que 
engloba duas inclusões circulares. 

As formulações propostas neste capítulo são ainda verificadas por simulação da difusão de 

calor para um sistema composto por uma inclusão cilíndrica circular (Meio 1), envolvida por 

um meio fluido infinito (Meio 3). O Meio 1, por sua vez, contém duas inclusões cilíndricas 

circulares preenchidas por diferentes materiais (Meios 2 e 4) (ver Figura 5.4(b)). As respostas 

são comparadas com soluções analíticas. Estas são obtidas por aplicação, como mencionado 

acima, do método de separação de variáveis à equação de Helmholtz, para cada meio, de acordo 

com a técnica descrita por Gordeliy et al. [43]. O anexo B descreve como as soluções analíticas 

são determinadas. 
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As propriedades térmicas dos diferentes meios, utilizadas nas simulações numéricas 

encontram-se listadas na Tabela 5.1. 

Todos os cálculos são efetuados no domínio da frequência, num intervalo de frequências de 

8[0.0,1.5 10 ] Hz−×  utilizando um incremento de frequência de 101 10 Hzω −∆ = ×  e 

considerando uma parte imaginária dada por 0.7η ω= ∆ . 

Tabela 5.1: Propriedades térmicas dos meios. 

 Coef. de condutibilidade 
térmica, λ  -1 -1(W.m .ºC )  

Massa volúmica, 
ρ  -3(kg.m )  

Calor específico, 
c  -1 -1( J.kg .ºC )  

Meio 1 (betão) 1.4  2300.0  880.0  

Meio 2 (aço) 52.9  7860.0  486.0  

Meio 3 (ar) 0.026  1.2928  1000.0  

Meio 4 (poliestireno 
extrudido) 

0.035  35.0  1400.0  

5.3.1.1 Sistema anelar cilíndrico concêntrico 

A interface circular do meio central, que separa os Meios 1 e 2 possui um raio de 0.6 m

(ver Figura 5.4(a)). A fronteira exterior, correspondente à interface entre o Meio 1 e o Meio 3, 

tem um raio de 1.2 m.  A fonte de calor linear harmónica localiza-se no Meio 1, na posição 

( )0.0, 0.8 m , estando o centro do sistema localizado em ( )0.0, 0.0 m . São assumidas diferentes 

condições de fronteira ao longo da superfície interior: continuidade de temperaturas e de fluxos 

de calor (Caso 1); fluxos nulos (Caso 2). Em ambos os casos, é prescrita a continuidade de 

temperaturas e de fluxos de calor ao longo da fronteira exterior. 

Foram determinadas as respostas para três recetores ( )1 3R R− , cujas localizações se 

encontram ilustradas na Figura 5.4(a). Todas as simulações efetuadas com a formulação do 

BEM/TBEM fizeram uso de 80  e 160  elementos de fronteira para modelar as fronteiras interior 

e exterior, respetivamente. No caso das simulações realizadas com recurso à formulação do 

MFS, as superfícies interior e exterior foram modeladas utilizando 80  e 160  pares de fontes 

virtuais, respetivamente. Estas fontes virtuais encontram-se colocadas, em cada interface, a uma 

distância de 0.97 raio×  e de 1.03 raio×  do centro das inclusões. Os pontos de colocação foram 

uniformemente posicionados, em número igual às fontes virtuais, ao longo das interfaces dos 
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meios. A Figura 5.5 ilustra a posição dos elementos de fronteira, das fontes virtuais e dos pontos 

de colocação quando as fronteiras interior e exterior são modeladas com o BEM e com o MFS, 

respetivamente. 

 

 

Figura 5.5: Posição dos pontos nodais, fontes virtuais e ponto de colocação quando a superfície da 
inclusão anelar interior é modelada com BEM ou TBEM e a fronteira exterior é simulada com 
MFS. 

 

Nas Figuras 5.6(a) e (b) podem-se observar as partes real e imaginária das respostas obtidas 

nas simulações dos Casos 1 e 2, respetivamente. Nessas figuras, as linhas correspondem às 

respostas analíticas (ver anexo A), aqui usadas como soluções de referência. As respostas 

resultantes das diferentes formulações combinadas são representadas pelas marcas e estão 

legendadas por “MFS/MFS”, “BEM/MFS”, “TBEM/MFS” e “TBEM/BEM” (nesta legenda o 

primeiro parâmetro indica o método usado para modelar a interface interior, enquanto o segundo 

parâmetro identifica o método utilizado para simular a fronteira exterior). As linhas contínuas e 

interrompidas indicam respetivamente a parte real e a parte imaginária da resposta. 

A análise das figuras permite verificar que os diversos modelos de cálculo conduzem a 

resultados semelhantes. 

 

 

 

Fontes virtuais para o meio exterior 

Meio 2 

Meio 1 

Meio 3 

0.240.24m 

Fontes virtuais para o meio interior 

Pontos nodais 

Pontos de colocação 
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Recetor 1 Recetor 2 

 
Recetor 3  

 

(a) 

Recetor 1 Recetor 2 

(b) 

Figura 5.6: Soluções analíticas e respostas das combinações TBEM/BEM, TBEM/MSF, BEM/MFS e 
MFS/MFS: (a) Caso 1: continuação de temperaturas e de fluxos de calor ao longo de ambas 
as interfaces; (b) Caso 2: fluxos de calor ao longo da fronteira interior e continuidade de 
temperaturas e de fluxos de calor ao longo da fronteira exterior. 
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5.3.1.2 Sistema cilíndrico circular com duas inclusões no seu interior, inserido num 

meio fluído homogéneo e infinito 

Considere-se agora um sistema composto por uma inclusão cilíndrica sólida (Inclusão 1 

preenchida pelo Meio 1) de secção circular com um raio de 2.4 m (ver Figura 5.4(b)). Esta, por 

sua vez, contém duas inclusões sólidas igualmente cilíndricas circulares com um raio de 0.6 m . 

O centro da Inclusão 1 corresponde à posição ( )0.0, 0.0 m , enquanto os centros das Inclusões 2 

(preenchida com o Meio 2 - aço) e 3 (preenchida com o Meio 4 – poliestireno extrudido) estão 

localizados em ( )1.2, 0.0 m−  e ( )1.2, 0.0 m , respetivamente. As formulações propostas são 

aplicadas considerando diferentes condições: a primeira considera continuidade de temperatura 

e de fluxos de calor ao longo de todas as superfícies (Caso 3); na segunda assumem-se fluxos de 

calor nulos ao longo da fronteira que delimitam a Inclusão 2 (Caso 4) e continuidade de fluxos 

de calor e temperaturas ao longo das restantes interfaces. A fonte de calor linear harmónica 

localiza-se no Meio 1, na posição ( )0.0, 0.8 m . 

Para este sistema, foram determinadas as respostas em quatro recetores ( )1 4R R− , de 

acordo com o ilustrado na Figura 5.4(b). Na resolução do sistema, com recurso às formulações 

do BEM/TBEM, foram utilizados 80  elementos de fronteira para discretizar as fronteiras das 

Inclusões 2 e 3, enquanto a superfície exterior da Inclusão 1 foi discretizada com 160  elementos 

de fronteira. Quando a modelação das inclusões foi efetuada com recurso ao MFS, utilizaram-se 

80  pares de fontes virtuais para simular as interfaces das inclusões interiores e 160  pares de 

fontes virtuais para modelar a interface exterior. Essas fontes virtuais estão colocadas a 

0.8 raio×  e 1.2 raio×  a partir do centro das inclusões. É utilizado um igual número de pontos 

de colocação para verificar as condições de fronteira ao longo das interfaces. 

Nas Figuras 5.7 e 5.8 são apresentados a parte real e a parte imaginária das respostas para 

os Casos 3 e 4, respetivamente. Nessas figuras, as linhas correspondem às respostas analíticas 

(ver anexo B), enquanto as respostas obtidas com as diferentes combinações são ilustradas pelas 

marcas e legendadas com “MFS/MFS/MFS”, “TBEM/BEM/BEM”, “BEM/MFS/MFS”, e 

“TBEM/MFS/MFS” (nesta legenda os vários parâmetros referem-se aos modelos utilizados para 

modelar as interfaces das inclusões preenchidas pelos Meios 4, 2 e 1, respetivamente). De novo, 

as linhas contínuas indicam a parte real da resposta, enquanto as linhas descontínuas 

representam a parte imaginária da mesma resposta. 
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A análise dos resultados revela que as várias soluções obtidas são similares. Foram 

igualmente verificadas conclusões análogas quando a fonte de calor e recetores se localizam em 

diferentes posições (não ilustradas). 

Recetor 1 Recetor 2 

 
Recetor 3 Recetor 4 

Figura 5.7: Soluções analíticas e respostas das combinações entre BEM, TBEM e MFS para o Caso 3: 
continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo de todas as interfaces entre os 
diferentes meios. 

5.3.2 Sistema anelar circular com uma fissura embebida 

Considere-se um sistema anelar circular composto por diferentes meios sólidos. Este 

sistema possui uma fissura de espessura quase nula, na sua parede, cuja geometria forma um 

quarto de circulo concêntrico ( 45º ) com um raio de 0.4 m  (ver Figura 5.9(a)). O raio interior do 

anel é 0.3 m  e a espessura da parede é 0.2 m . Como ilustrado na Figura 5.9(a), a fonte de calor 

linear harmónica localiza-se no centro deste sistema anelar, na posição ( )0.0, 0.0 m . 
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Recetor 1 Recetor 2 

Recetor 4 

 

Figura 5.8: Soluções analíticas e as respostas das combinações entre BEM, TBEM e MFS para o Caso 4: 
fluxos de calor nulos ao longo da superfície da Inclusão 2 e continuidade de fluxos de calor e 
temperaturas ao longo das restantes interfaces. 

As paredes do anel são compostas por um material com propriedades térmicas de um betão, 

enquanto os materiais que o preenchem e o envolvem são, respetivamente, aço e ar. As suas 

propriedades encontram-se listadas na Tabela 5.1. 

Este sistema é sujeito a uma difusão de calor gerada por uma fonte de calor localizada no 

meio interior (aço). As simulações são efetuadas no domínio da frequência para duas 

frequências: 0.0 Hz e 610.0 Hz− . Foram impostos fluxos nulos de calor ao longo da superfície 

da fissura. Dado que não são conhecidas soluções analíticas utilizou-se o BEM/TBEM, fazendo 

uso de um elevado número de elementos de fronteira (1400  elementos de fronteira), como 

solução de referência. Nesta simulação, a fissura foi discretizada como uma linha aberta e 

carregada com cargas bipolares (TBEM), enquanto as interfaces interior e exterior foram 

discretizadas de maneira clássica, considerando as superfícies fechadas, e carregadas com 

cargas monopolares (BEM). A Figura 5.10 ilustra a parte real e a parte imaginária da solução de 
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referência para as frequências de 0.0 Hz e 610 Hz− . As respostas foram obtidas para 

frequências complexas com uma pequena parte imaginária, dada por 70.7 10η −= × . 

 

 

(a) (b) 

Figura 5.9: Sistema anelar com uma fissura de espessura quase nula na sua parede: (a) geometria da 
secção transversal do sistema; (b) esquema com posição dos pontos de colocação e fontes 
virtuais quando todas as interfaces são modeladas com MFS. 

Na simulação em que se utiliza o modelo que combina o TBEM e o MFS, a fissura é 

modelada com elementos de fronteira carregados com cargas bipolares (TBEM), enquanto as 

superfícies interior e exterior do anel são modeladas utilizando um conjunto de fontes virtuais 

afastadas a 0.05 m a partir da fronteira exterior e a 0.03 m  da fronteira interior. Os pontos de 

colocação são uniformemente distribuídos ao longo das interfaces do anel. 

Este sistema foi ainda simulado utilizando um modelo baseado apenas no MFS. O MFS é 

menos eficiente na modelação de inclusões finas, tais como fissuras. O procedimento usado, 

neste caso, para modelar a difusão de calor nas vizinhanças da fissura é baseado na 

decomposição do domínio interior em dois subdomínios, como representado na Figura 5.9(b). A 

interface entre estes dois subdomínios serão circulares e contém a fissura, T , garantindo uma 

interface fictícia, F . De modo a representar o correto campo de calor junto da fissura, foram 

prescritos fluxos de calor nulos em ambas as superfícies de T  e continuidade de temperaturas e 

fluxos de calor ao longo de F . As três superfícies (fronteiras interior e exterior do anel e a 

interface virtual que contém a fissura) são simuladas com fontes de calor virtuais afastadas 

0.015 m  da fronteira exterior, 0.009 m  da fronteira interior e 0.012 m  da interface imaginária 

que contém a fissura. 
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Parte real Parte imaginária 

  
(a) 

  
(b) 

Figura 5.10: Solução de referência para um sistema anelar com um defeito fino na sua parede. Partes real 
e imaginária: (a) 0.0 Hzf =  (b) 610.0 Hzf −= . 

Com o objetivo de avaliar a exatidão das soluções, determinou-se o campo de calor para 

uma grelha de 3034  recetores uniformemente distribuídos num domínio definido por um raio de 

0.7 m . Os erros provenientes da aplicação do MFS, TBEM/MFS e TBEM/BEM em todo o 

domínio são estimados por comparação das respostas obtidas com aquelas formulações e a 

solução de referência. O erro global é definido como a integração do volume total gerado pelo 

valor absoluto da diferença de temperaturas obtidas pelos diversos modelos e a solução de 

referência, ao longo de todo o domínio. 

De modo a analisar a eficiência computacional, determinou-se o tempo de cálculo (CPU 

time) necessário para determinar o campo de calor para todos os recetores da grelha, utilizando 

os diferentes modelos propostos. De forma a serem comparáveis, todas as simulações foram 

efetuadas no mesmo computador portátil com um processador Intel® CoreTM Duo CPU P9600. 

Na Figura 5.11 apresenta-se o erro global correspondente às respostas obtidas e respetivo 

CPU necessário para cada formulação. Essa figura é composta por dois gráficos que 
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contemplam vários resultados para diferentes números de graus de liberdade, isto é, para 

diferentes números de elementos de fronteira e fontes virtuais/pontos de colocação. 

(a) (b) 

Figura 5.11: Erro global do domínio versus o tempo de cálculo (CPU) para um sistema anelar com uma 
fissura de espessura reduzida na sua parede para duas frequências ( )f : (a) 0.0 Hzf =  

(b) 610.0 10 Hzf −= × . 

Para cada formulação, assumindo que o valor de n  varia de 1 a 20 , considerou-se que:  

˗ na aplicação da solução de TBEM/BEM, a fronteira interior, a fronteira exterior e a 

interface que contém a fissura são discretizadas com 12 n× ,  20 n×  e 4 n×  elementos 

de fronteira, respetivamente; 

˗ na solução do TBEM/MFS utilizaram-se 12 n×  e 20 n×  pares de fontes 

virtuais/pontos de colocação, para simular as superfícies interior e exterior do anel, 

reciprocamente, e 4 n×  elementos de fronteira para discretizar a interface que 

incorpora a fissura; 
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˗ a simulação com a formulação MFS foi conseguida com 12 n× ,  20 n×  e 16 n×  pares 

de fontes virtuais/pontos de colocação, colocados ao longo das superfícies interior e 

exterior do anel e da interface com a fissura, respetivamente. 

Os erros globais expostos na Figura 5.11 encontram-se apresentados em escala logarítmica, 

para permitir uma melhor e mais fácil interpretação. A observação das referidas figuras 

possibilita concluir que todas as respostas registam uma diminuição dos erros com o aumento 

dos números de graus de liberdade, isto é, todas as soluções convergem para a solução de 

referência. Contudo, o tempo de cálculo aumenta com o incremento do número de graus de 

liberdade. Os resultados revelam que o modelo TBEM/MFS é o algoritmo que requer um menor 

tempo de cálculo para alcançar a mesma exatidão, exceto quando 1n = . Para o mesmo número 

de n  ( )1n > , a combinação TBEM/MFS apresenta menores erros globais. Para a mesma 

exatidão, o tempo de cálculo do algoritmo resultante da combinação TBEM/MFS chega a ser 

cinco vezes menor que aquele requerido pelo modelo TBEM/BEM. Por outro lado, a 

formulação com MFS é o algoritmo que precisa de um maior tempo de cálculo para alcançar a 

mesma exatidão, para 1n > . 

5.4 VERIFICAÇÃO DA METODOLOGIA PROPOSTA NO 
DOMÍNIO DA FREQUÊNCIA 

Como descrito nos capítulos anteriores, o cálculo do campo de calor, no domínio do tempo, 

é obtido através da aplicação de uma transformada numérica inversa de Fourier do tipo Fast 

Fourier Transform. Estas transformadas podem ser vistas como somatórios discretos das 

contribuições para a resposta de fontes periódicas espaçadas no tempo de 
2

Tω
π
ω

=
∆

. O 

fenómeno de aliasing é evitado com a introdução de frequências complexas com uma pequena 

parte imaginária, do tipo icω ω η= −  (onde 0.7η ω= ∆  e ω∆  é o incremento de frequência). 

Esta alteração é tida em conta posteriormente, sendo removida a sua contribuição na obtenção 

da resposta no domínio do tempo por aplicação de uma exponencial, eητ , à resposta. 

De modo a verificar a exatidão desta metodologia, apresenta-se a comparação entre o 

campo de temperaturas no domínio do tempo, após a aplicação de uma transformada numérica 

inversa de Fourier do tipo Fast Fourier Transform e uma solução de referência, cuja resposta é 
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obtida diretamente no tempo. Esta solução de referência trata-se de uma solução apresentada por 

Gordeliy et al. [43]  e por Furman e Neuman [44], onde uma fonte de calor linear excita um 

sistema com uma inclusão cilíndrica circular centrada na posição ( )2.0, 2.0 m , com um raio de 

1.0 m  (ver Figura 5.12(a)). Assume-se que a inclusão é perfeitamente envolvida por um meio 

infinito. Uma fonte de calor, instantânea, localiza-se em ( )0.0, 0.0 ms sx y= = . 

 

 
(a) 

  
(b) (c) 

Figura 5.12: Resultados da verificação do campo de temperaturas após a aplicação de uma transformada 
numérica inversa de Fourier do tipo Fast Fourier Transform: (a) geometria do problema com 
a localização da fonte e da malha de recetores; (b) isotérmicas (em ºC) quando 

4 -1 -1
6 1.0 10 J.kg .ºCc −= × , -3

6 1.0 kg.mρ =  e 1 -1
6 10.0 .m .ºCWλ −= ; (c) isotérmicas (em ºC) 

quando 2 -1 -1
7 1.0 10 J.kg .ºCc −= × , -3

7 1.0 kg.mρ =  e 1 -1
7 10.0 .m .ºCWλ −= . 

O meio infinito que envolve a inclusão (Meio 5) é caracterizado por um coeficiente de 

condutibilidade de -1 -1
5 1.0 W.m .ºCλ =  e um coeficiente de difusividade térmica de 

4 2 -1
5 1.0 10 m .sK −= × (pelo que foi assumido uma massa volúmica de -31.0 kg.mρ =  e um calor 
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específico de 4 -1 -1
5 1.0 10 J.kg .ºCc −= × ). A resposta foi determinada para dois tipos de material 

que preenche a inclusão (Meios 6 e 7). Estes meios apresentam diferentes valores de calor 

específico ( 4 -1 -1
6 1.0 10 J.kg .ºCc −= ×  e )2 -1 -1

7 1.0 10 J.kg .ºCc −= ×  e valores de coeficiente de 

condutibilidade térmica e massa volúmica iguais ( -1 -1
6 7 10.0 W.m .ºCλ λ= =  e 

-3
6 7 1.0 kg.mρ ρ= = ). 

A fonte de calor, com amplitude unitária em frequência, inicia o aquecimento do meio 

sólido no instante 0.0 sτ = . 

Os cálculos foram efetuados num intervalo de frequências de [ ]0.0, 4096 Hz  com um 

incremento de frequência de 0.5 Hzω∆ = . A parte imaginária da frequência é dada por 

0.7η ω= ∆ . As Figuras 5.12(b) e (c) ilustram o campo de temperaturas, através de isotérmicas, 

para o instante 1.0 sτ = , para os diferentes meios que preenchem a inclusão. A comparação dos 

resultados expostos com os apresentados por Gordeliy et al. [43] e por Furman e Neuman [44] 

evidencia que os resultados são semelhantes. 

5.5 APLICAÇÕES 

Para demonstrar a aplicabilidade da formulação proposta, apresenta-se a resolução de dois 

problemas cuja geometria contempla um sistema anelar preenchido com um material sólido, 

incorporando um defeito na sua parede, como descrito na Secção 5.3.2, do presente capítulo. 

Este sistema é sujeito a uma difusão de calor originada por uma fonte de calor localizada no 

meio interior. No primeiro caso de estudo, o campo de temperaturas do sistema é determinado 

assumindo a existência de uma fissura de espessura quase nula. O problema é resolvido 

prescrevendo fluxos de calor nulos ao longo da sua superfície. O segundo caso de estudo diz 

respeito a um sistema cujo defeito foi modelado como uma inclusão preenchida por um material 

sólido. A geometria do sistema e as propriedades térmicas dos materiais que compõem o anel 

(betão), o seu preenchimento (aço) e o meio envolvente (ar) permanecem constantes e 

inalteradas ao longo de todas as simulações. As referidas propriedades encontram-se listadas na 

Tabela 5.1. 
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A determinação dos campos de temperaturas foi efetuada no domínio da frequência, num 

intervalo que variou entre 0.0 Hz  e 0.01026 Hz,  com um incremento de frequência de 

40.2 10 Hz,−×  o que determinou uma duração temporal da resposta de 13.89 h . 

Os sistemas estudados foram sujeitos à ação de uma fonte de calor linear localizada no 

meio interior (aço) no ponto ( )0.0, 0.0 m . Esta fonte possui uma evolução temporal do tipo 

parabólica. A fonte começa a emitir energia no instante 1.0 hτ ≈  e permanece ligada durante 

2.0 h  (ver Figura 5.13). A potência da fonte aumenta de 0.0 W  até 10 000.0 W,  atingindo a 

potência máxima no instante 2.0 hτ ≈ .  

 

Figura 5.13: Evolução da potência da fonte de calor ao longo do tempo. 

5.5.1 Sistema anelar circular concêntrico com uma fissura adiabática 

Considere-se um sistema anelar cilíndrico circular concêntrico, como representado na 

Figura 5.9(a), o qual possui uma fissura localizada na parede do anel, formando um arco circular 

concêntrico de 45º ,  com uma raio de 0.4 m . 

Ao longo da superfície da fissura prescrevem-se fluxos de calor nulos. Esta superfície é 

discretizada com recurso a 80  elementos de fronteira (TBEM). As superfícies do anel são 

modeladas com fontes de calor virtuais (MFS). Estas encontram-se a 0.015 m  da fronteira 

exterior e a 0.009 m  da fronteira interior. Os pontos de colocação foram posicionados 

uniformemente ao longo das superfícies que delimitam a parede anelar. As fronteiras exterior e 

interior foram modeladas com 240 e 400 fontes virtuais/pontos de colocação, respetivamente.  
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A distribuição de temperaturas é obtida para uma grelha bidimensional de recetores com 

pequenos afastamentos entre si. Esta grelha é constituída por 1821  recetores igualmente 

espaçados ao longo dos três meios que constituem o sistema – envolvente exterior, parede do 

anel e núcleo do anel. 

De modo a ilustrar a evolução ao longo do tempo da transferência de calor no sistema 

anelar, apresenta-se na Figura 5.14 um conjunto de imagens captadas no decorrer da simulação. 

Nesta figura é possível analisar o campo de temperaturas nas imediações da fissura de espessura 

nula em diferentes instantes. Os resultados apresentados estão em escala logarítmica, com o 

intuito de obter imagens mais percetíveis e possibilitar uma melhor interpretação dos resultados. 

A escala de cores varia desde os tons vermelhos aos tons azuis, correspondendo o vermelho aos 

valores de temperatura mais elevados e o azul aos valores de temperatura mais baixos. Na 

primeira imagem da Figura 5.14, relativa ao instante 1.46 hτ ≈  (Figura 5.14(a)), após a fonte de 

calor ter iniciado a emissão de energia, é visível no meio interior um campo de temperaturas 

circular, originado pela difusão de calor a partir da fonte para o exterior do sistema. Uma vez 

que nesse instante, a frente de onda ainda não atingiu a parede interior do anel, a difusão de 

calor é realizada sem perturbações visíveis. Como esperado, a amplitude térmica é uniforme ao 

longo das frentes de onda de calor, gerando isotérmicas circulares. 

No instante 4.18 hτ ≈  (Figura 5.14(b)), já são observáveis perturbações na difusão de 

calor devido à existência de fissuras na parede do anel. Com o decorrer do tempo de simulação, 

o fluxo de calor circunscreve a fissura, contornando-a. Contudo, os recetores posicionados na 

parede do anel, próximos da fissura, mas com uma distância ao centro do sistema superior a 

0.4 m , registam valores de temperatura consideravelmente mais altos que as temperaturas 

registadas pelos recetores localizados numa posição diametralmente oposta (considerando a 

mesma distância à fonte de calor). Esta conclusão é evidente na Figura 5.14(c). É interessante 

notar que após 10.0 h  da fonte ter sido desligada a temperatura continua a aumentar em 

algumas regiões do domínio. Por esse motivo, na Figura 5.14(d) (instante 13.89 hτ ≈ ) é 

evidente que a energia anteriormente fornecida pela fonte de calor continua a difundir-se, de 

modo a alcançar a situação de equilíbrio térmico. 
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 5.14: Distribuição de temperaturas (em ºC) num sistema anelar (em escala logarítmica), aquecido 
por uma fonte de calor linear, com uma fissura de espessura nula localizada na sua parede, na 
qual se prescrevem fluxos nulos ao longo da sua superfície. Resultados para os seguintes 
instantes: (a) 1.46 hτ = ; (b) 4.18 hτ = ; (c) 7.93 hτ = ; (d) 13.89 hτ = . 

5.5.2 Sistema anelar circular concêntrico com inclusão preenchida 

A segunda aplicação visa analisar a transferência de calor num sistema anelar cilíndrico 

circular que possui na sua parede uma inclusão preenchida com um material sólido com 

propriedades térmicas de um isolamento térmico, quando sujeito a uma fonte de calor linear 

localizada no centro do sistema. A inclusão encontra-se na parede do anel e possui uma 

espessura de 0.02 m , formando um arco circular concêntrico de 45º cuja mediana possui um 

raio de 0.4 m . Os extremos desta inclusão são semicircunferências. Na Figura 5.15 apresenta-se 

um esquema da secção do sistema em análise. 

A inclusão é discretizada com recurso a 160  elementos de fronteira. As paredes interior e 

exterior do anel são modeladas com fontes virtuais, tal como anteriormente, afastadas da 

fronteira de 0.015 m  e de 0.009 m , respetivamente. À semelhança da aplicação anterior, foram 
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utilizadas 240  e 400  fontes virtuais/pontos de colação ao longo das superfícies interior e 

exterior do anel, respetivamente. O campo de temperaturas foi igualmente obtido para a grelha 

composta por 1821 recetores, como já descrito. 

 

 

 

(a) (b) 

Figura 5.15: Geometria do sistema anelar que incorpora na sua parede uma inclusão preenchida e 
representação da posição da fonte de calor linear: (a) esquema geral do sistema anelar; 
(b) pormenor dimensional da fissura. 

Os resultados obtidos com esta simulação são ilustrados na Figura 5.16, através de imagens 

bidimensionais que apresentam o campo de temperaturas observado em diferentes instantes, 

utilizando uma escala de cores logarítmica.  

Na primeira imagem (Figura 5.16(a)), representativa do instante 1.49 hτ ≈ , a distribuição 

de temperaturas é análoga à observada anteriormente para o sistema com uma fissura de 

espessura nula, visto que a propagação de calor ainda não atingiu a fissura. Quando a frente de 

calor encontra a inclusão preenchida, já é notável uma pequena perturbação (Figura 5.16(b)). No 

instante 3.0 hτ ≈  (Figura 5.16(c)), em que se verifica o aumento de temperatura dos recetores 

posicionados no meio envolvente exterior, começa a ser evidente o efeito da presença da 

inclusão, dada a diferença de valores de temperatura entre os recetores próximos da inclusão, 

mas com distância ao centro do sistema superior a 0.5 m,  e os recetores diametralmente 

opostos. Tal como na aplicação anterior, na última imagem (Figura 5.16(d)), recolhida no 

instante  5.32 hτ ≈ , o sistema ainda não atingiu o equilíbrio térmico, apesar da fonte de calor já 

não se encontrar ligada. 
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(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 5.16: Distribuição de temperaturas (em ºC) num sistema anelar (em escala logarítmica), aquecido 
por uma fonte de calor linear, com uma fina fissura localizada na sua parede. Resultados para 
os seguintes instantes: (a) 1.49 hτ = ; (b) 2.22 hτ = ; (c) 3.0 hτ = ; (d) 5.32 hτ = . 

5.6 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo foi proposta uma metodologia de cálculo baseada na combinação do 

BEM/TBEM com o MFS, para permitir a análise da difusão de calor em regime transiente na 

presença de inclusões finas. Demonstrou-se que esta metodologia permite superar algumas das 

limitações colocadas por cada um dos métodos quando aplicados individualmente, diminuindo o 

esforço computacional e não comprometendo a exatidão de resultados. 

O modelo clássico do BEM foi utilizado em combinação com um método baseado na 

derivada da integração integral (TBEM), de modo a modelar inclusões finas, dado que o BEM 

clássico degenera quando aplicado isoladamente na discretização deste tipo de elementos. Esta 

formulação foi ainda combinada com o MFS, aplicado na modelação das restantes fronteiras de 

heterogeneidades existentes num sistema permitindo uma redução de tempo de cálculo sem 

perda de exatidão. Foram, neste capítulo, resolvidos com sucesso problemas com inclusões, 
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vazias e preenchidas, utilizando a metodologia proposta. Os resultados da formulação proposta 

foram verificados através da comparação dos seus resultados com os fornecidos por soluções 

analíticas e pelas formulações do BEM e TBEM. 

O modelo proposto é formulado no domínio da frequência e o cálculo do campo de 

temperaturas, no domínio do tempo, é obtido através da aplicação de uma transformada 

numérica inversa de Fourier do tipo Fast Fourier Transform. De modo a verificar a exatidão 

desta metodologia, apresentou-se a comparação entre o campo de temperaturas no domínio do 

tempo, determinado através da metodologia proposta, e soluções de referência, cujas respostas 

são obtidas diretamente no tempo.  

Por fim, a aplicabilidade desta metodologia foi ilustrada através da simulação do 

comportamento térmico de um anel que incorporava na sua parede uma fina inclusão, vazia ou 

preenchida por material com propriedades de isolamento térmico. 
 

ANEXO A: SOLUÇÕES ANALÍTICAS PARA UM SISTEMA 
ANELAR CILÍNDRICO CIRCULAR CONCÊNTRICO 

Considere-se um sistema anelar cilíndrico circular concêntrico definido pelos raios interno 

e externo, a  e b , respetivamente, preenchido e envolvido por diferentes meios, como ilustrado 

na Figura A.5.1. Este anel é aquecido por uma fonte de calor linear harmónica, localizada no 

meio sólido exterior (com um coeficiente de condutibilidade térmica 3λ , uma massa volúmica 

3ρ  e um calor específico 3c ). O campo de calor gerado por esta fonte propaga-se e quando 

atinge a superfície exterior do anel, uma parte da energia incidente é refletida para o exterior 

envolvente, enquanto a restante parte é transmitida para o meio que compõe o anel (com um 

coeficiente de condutibilidade térmica 1λ , uma massa volúmica 1ρ  e um calor específico 1c ). 

Esta energia continua a propagar-se através deste último meio até que parte da energia atinge a 

superfície interior do anel. Nesse instante, ocorre um fenómeno semelhante ao já descrito: uma 

parte de energia que atinge a superfície interior do anel é transmitida para o meio que preenche 

o núcleo do anel (com uma coeficiente de condutibilidade térmica 2λ , uma massa volúmica 2ρ  

e um calor específico 2c ), enquanto a restante energia é refletida para o meio anelar. Este 

processo repete-se até ser verificada a dissipação completa da energia fornecida pela fonte de 

calor, alcançando-se o equilíbrio térmico do sistema. 
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Figura A.5.1: Geometria do sistema anelar cilíndrico. 

Campo de calor incidente (ou campo de calor livre) 

O campo de calor incidente originado por uma fonte de calor linear harmónica localizada 

em ( )0 , 0O x  pode ser definido pela seguinte equação:  

( ) ( )
31 0 1

3

i 
,

4inc

A
t r H k rαω

λ
−

=   (A.5.1) 

com 
3

3

i
k

K
α

ω−
= , ( )2 2

1 0r x x y= − +  e ( )nH …  corresponde à função de Hankel do segundo 

tipo e ordem n . A equação (A.5.1) define o campo de calor incidente através de termos 

centrados na posição da fonte, ( )0 , 0x , e não no centro de eixos da inclusão cilíndrica, o que 

constitui uma dificuldade. Com o intuito de ultrapassar esta dificuldade, o campo de calor pode 

ser expresso em ordem a termos centrados na origem. Para tal, deve ser aplicado o teorema da 

adição de Graf (ver Wastson [45]), dando origem às seguintes expressões (em coordenadas 

cilíndricas): 

( )
3 30

03

iA
( , , ) 1 ( ) ( )cos( )

4

n

inc n n n

n

t r J k r H k r nα αω θ ε θ
λ

∞

=

= − −∑ , quando 0r r>   

( )
3 30

03

iA
( , , ) 1 ( ) ( )cos( )

4

n

inc n n n

n

t r H k r J k r nα αω θ ε θ
λ

∞

=

= − −∑ , quando 0r r< ,  (A.5.2) 
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onde 0r  é a distância da fonte ao centro de eixos da inclusão, ( )...nJ  são funções de Bessel de 

ordem n , arctan
y

x
θ  =  

 
 e 

1 0

2 0n

se n

se n
ε

=
= 

≠
. 

Campo de calor difundido no meio exterior 

O campo de calor gerado no meio envolvente exterior depende do campo de calor refletido 

pela fronteira exterior do anel. Essa energia pode ser calculada por: 

31
0

( , , ) ( )cos( )n n

n

t r A H k r nαω θ θ
∞

=

=∑ , (A.5.3) 

onde 
nA  são as amplitudes desconhecidas. 

Campo de calor no anel 

Existem dois campos de calor distintos no interior do anel: campo de calor gerado na 

interface exterior e o campo de calor gerado na superfície interior do anel por reflexão. Para os 

termos gerados na fronteira exterior, o campo de calor correspondente é traduzido pelo 

potencial: 

12
0

( , , ) ( )cos( )n n

n

t r B J k r nαω θ θ
∞

=

=∑ ,  (A.5.4) 

onde 
nB  são amplitudes desconhecidas e 

1

1

i
k

K
α

ω−
= . 

O campo de calor gerado na fronteira interior pode ser expresso pelo potencial: 

13
0

( , , ) ( )cos( )n n

n

t r C H k r nαω θ θ
∞

=

=∑ ,  (A.5.5) 

onde 
nC  são amplitudes desconhecidas. 
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Campo de calor no meio interior 

No meio interior (Meio 2), o campo de calor depende apenas da energia que provém das 

paredes do anel. O campo de calor correspondente é dado pelo potencial: 

24
0

( , , ) ( )cos( )n n

n

t r D J k r nαω θ θ
∞

=

=∑ , (A.5.6) 

onde 
2

2

i
k

K
α

ω−
=  e 

nD  são amplitude desconhecidas. 

Continuidade de temperaturas e fluxos de calor nas duas superfícies que definem o anel 

As amplitudes desconhecidas 
nA , 

nB , 
nC  e 

nD  são determinadas por imposição das 

condições fronteira. No presente caso, são prescritas continuidade de temperatura e de fluxos de 

calor em ambas as superfícies do anel (ver Figura A.5.1). Estas condições dão origem a um 

sistema de quatro equações com quatro incógnitas, o que permite determinar as amplitudes 

desconhecidas. 

1 2( , , ) ( , , ) ( , , )inct b t b t bω θ ω θ ω θ+ =  em r b= , 

[ ] [ ]1 2
3 1

( , , ) ( , , ) ( , , )inct b t b t b

r r

ω θ ω θ ω θ
λ λ

∂ + ∂
=

∂ ∂
 em r b= , 

2 3 4( , , ) ( , , ) ( , , )t a t a t aω θ ω θ ω θ+ =  em r a= , 

[ ] [ ]2 3 4
1 2

( , , ) ( , , ) ( , , )t a t a t a

r r

ω θ ω θ ω θ
λ λ

∂ + ∂
=

∂ ∂
 em r a= . (A.5.7) 

Combinando as equações apresentadas acima, obtém-se um sistema de equações que é 

então usado para determinar os coeficientes desconhecidos ( ), , en n n nA B C D , 
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( )

111 12 13 14

221 22 23 24

31 32 33 34 3

41 42 43 44 4

1

n

nn

n

n

n

A ba a a a

B ba a a a

a a a a C b

a a a a D b

ε

    
    
     = −
    
    

    

, (A.5.8) 

com 

311 ( )na H k bα= ; 
112 ( )na J k bα= − ; 

113 ( )na H k bα= − ; 14 0a = ; 

21 0a = ; 
122 ( )na J k aα= ; 

123 ( )na H k aα= ; 
224 ( )na J k aα= ; 

3 3 331 3 1( ) ( ) ( )n na nH k b k b H k bα α αλ + = −  ; 
1 1 132 1 1( ) ( ) ( )n na nJ k b k b J k bα α αλ + = − −  ; 

1 1 133 1 1( ) ( ) ( )n na nH k a k a H k bα α αλ + = − −  ; 34 0a = ; 

41 0a = ; 
1 1 142 1 1( ) ( ) ( )n na nJ k a k a J k aα α αλ + = −  ; 

1 1 143 1 1( ) ( ) ( )n na nH k a k a H k aα α αλ + = −  ; 
2 2 244 2 1( ) ( ) ( )n na nJ k a k a J k aα α αλ + = − −  ; 

3 31 0
3

( ) ( )
4 n n

iA
b H k r J k bα αλ

= ; 2 0b = ; 
3 3 3 33 0 1( ) ( ) ( ) ( )

4 n n n

iA
b H k r nJ k b k b J k bα α α α+ = −  ; 

4 0b = . 

Note-se que quando a posição da fonte de calor é alterada, os termos ija  da matriz da 

equação (A.5.8) mantêm-se inalterados, enquanto os termos ib  terão que ser alterados. Estas 

equações são facilmente manipuladas, de modo a considerar diferentes posições de fonte pelo 

que não são aqui incluídas. 

Caso se considerem temperaturas nulas ou fluxos de calor nulos ao longo das fronteiras 

interior e exterior, o sistema de equações simplifica-se (não ilustrado). 
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ANEXO B: SOLUÇÕES ANALÍTICAS PARA UM SISTEMA 
CILÍNDRICO CIRCULAR ENVOLVIDO POR UM FLUÍDO 
HOMOGÉNEO INFINITO, QUE CONTÉM DUAS INCLUSÕES 

Considere-se uma inclusão cilíndrica circular composta pelo Meio 1, centrada no ponto 

( )1 1,x y  de raio a . Esta inclusão contém duas inclusões circulares (Meios 2 e 4), centradas nas 

posições ( )2 2,x y  e ( )3 3,x y , com raios b  e c , respetivamente. Este sistema é envolvido por um 

meio exterior (Meio 3), como ilustrado na Figura B.5.1(a). Este sistema é aquecido por uma 

fonte linear harmónica, localizada no Meio 1, em ( )0 0,x y . O coeficiente de condutibilidade 

térmica, a massa volúmica e calor específico de cada meio é identificado por 
mλ , 

mρ  e 
mc , onde 

m  identifica o meio.  

Campo de calor incidente 

O campo de calor incidente pode ser expresso por: 

( )0 0 1 0
1

i
( , )

4inc

A
t r H k rαω
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−

= , (B.5.1) 

com  1
1

i
k

K
α

ω−
= , ( ) ( )2 2

0 0 0r x x y y= − + − . A equação (B.5.1) traduz o campo incidente em 

relação ao ponto de atuação da fonte e não à origem do sistema de eixos das inclusões 

cilíndricas. A resolução da equação é obtida por aplicação do teorema de adição de Graf (ver 

Wastson [45]), dando origem às seguintes expressões, que exprimem o campo de calor incidente 

em coordenadas cilíndricas. 
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onde 0ir  é a distância da fonte à origem do sistema de eixos da inclusão, localizada em ( ),i ix y , 

ir  é a distância desde o recetor e o centro da inclusão, ( ) ( )( )arctani i iy y x xθ = − −  e 

( ) ( )( )0 0 0arctani i iy y x xθ = − −  (ver Figura B.5.1(b)). 

 

 
(a) 

 
(b) 

Figura B.5.1: Sistema com inclusões circulares não-concêntricas. (a) geometria do problema; 
(b) representação esquemática utilizada no teorema de adição de Graf. 

Campo de calor disperso em cada inclusão 

O campo de calor no interior de cada inclusão depende apenas da energia transmitida 

através da superfície que delimita a inclusão. No meio exterior da inclusão, o campo de calor 
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tem em conta a energia transmitida para o exterior. Para este efeito definem-se os seguintes 

potenciais:  

˗ inclusão centrada em ( )1 1,x y  

( ) 1i
1 1 3 1( , , ) n

n n

n

t r A H k r e θ
αω θ

∞

=−∞

= ∑ , (B.5.3) 

( ) 1i
2 1 1 1( , , ) n

n n

n

t r B J k r e
θ

αω θ
∞

=−∞

= ∑ , (B.5.4) 

˗ inclusão centrada em ( )2 2,x y  

( ) 2i
3 2 1 2( , , ) n

n n

n

t r C H k r e
θ

αω θ
∞

=−∞

= ∑ , (B.5.5) 

( ) 2i
4 2 2 2( , , ) n

n n

n

t r D J k r e θ
αω θ

∞

=−∞

= ∑ , (B.5.6) 

˗ inclusão centrada em ( )3 3,x y  

( ) 3i
5 3 1 3( , , ) n

n n

n

t r E H k r e
θ

αω θ
∞

=−∞

= ∑ , (B.5.7) 

( ) 3i
6 3 4 3( , , ) n

n n

n

t r F J k r e
θ

αω θ
∞

=−∞

= ∑ , (B.5.8) 

onde 
nA , 

nB , 
nC , 

nD , 
nE  e nF   são amplitudes desconhecidas. 

Continuidade de temperaturas e fluxos de calor nas interfaces 

Com o objetivo de determinar os coeficientes 
nA , 

nB , 
nC , 

nD , 
nE  e nF  , associados a 

cada potencial, estabelecem-se condições fronteira apropriadas ao problema. Neste caso, é 

imposta continuidade de temperatura e de fluxos de calor nas superfícies que delimitam as três 

inclusões (ver Figura B.5.1(a)).  
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Em 1r a=  temos: 
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Em 2r b=  temos: 
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Em 3r c=  temos: 
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A resolução das equações (B.5.9) a (B.5.11) necessita que ( )3 2 , ,t r ω θ  e ( )5 3 , ,t r ω θ  sejam 

expressos como termos centrados em ( )1 1,x y ; ( )2 1, ,t r ω θ  e ( )5 3 , ,t r ω θ  sejam escritos como 

termos centrados em ( )2 2,x y ; ( )2 1, ,t r ω θ  e ( )3 2 , ,t r ω θ  sejam indicados como termos centrados 

em ( )3 3,x y . Como anteriormente, é necessário a aplicação do teorema de adição de Graf, 

obtendo-se as seguintes expressões: 

( ) ( )( ) ( ) 1i -im
2 1 1 1( , , ) 1 ,i i
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i n n m i m i
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onde jir  ( )1,2,3j =  é a distância entre o ponto central da inclusão ( ),j jx y  e o centro das 

inclusões localizado em ( ),i ix y , 
ir  é a distância do ponto ( ),x y  ao eixo de cada inclusão, 

( ) ( )( )arctani i iy y x xθ = − −  e ( ) ( )( )arctanji i j i jy y x xθ = − −  (ver Figura B.5.1(b)). 

Combinando as equações anteriores obtém-se um sistema de equações que permitirá 

determinar as amplitudes desconhecidas ( ), , , ,  en n n n n nA B C D E F . No entanto, não é possível 

definir, como no caso de inclusões circulares concêntricas, um sistema de equações lineares 

para cada valor de n . Neste caso, o conjunto de amplitudes desconhecidas é definido num único 

sistema de equações que requer a definição prévia do valor máximo de n  e m . 
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CAPÍTULO 6 DETEÇÃO DE DEFEITOS COM RECURSO 

À TÉCNICA DE TERMOGRAFIA INFRAVERMELHA – 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS VERSUS RESULTADOS 

NUMÉRICOS  

6.1 INTRODUÇÃO 

A utilização de técnicas não destrutivas (non-destructive techniques - NDT) para 

identificação de defeitos é útil em várias áreas do conhecimento, tal como, nas engenharias 

(civil, mecânica, aeronáutica, etc.), prospeção geofísica e medicina. No caso da engenharia civil, 

as NDT são vantajosas, por exemplo, na deteção de defeitos internos (vazios, delaminações e 

fissuras) em estruturas de betão, tais como, tabuleiros de pontes, pavimentos de estradas e 

elementos opacos verticais e horizontais em edifícios. A reabilitação de estruturas e materiais de 

construção, sistemas estruturais compósitos e elementos de construção poderá ser 

consideravelmente afetada devido à existência de defeitos internos. A rápida e fácil deteção e 

caracterização desses defeitos é essencial para a prevenção de patologias nos elementos 

construtivos e materiais ou mesmo na antecipação do colapso estrutural. Hoje em dia existem 

uma série de métodos que poderão ser utilizados para detetar defeitos internos, incluindo 
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técnicas eletromagnéticas (nuclear, radar, termografia, magnética e elétrica) e de vibração 

mecânica (ultrassónica, acústica, impacto e vibrátil). Não se pode afirmar que determinada 

técnica é indiscutivelmente melhor que outra, uma vez que o sucesso de cada uma delas 

depende do tipo de defeito a ser caracterizado e identificado. 

A técnica da termografia infravermelha (infrared thermography - IRT) é uma das técnicas 

consideradas não destrutivas, já que permite a obtenção de imagens térmicas utilizando 

equipamentos de leitura de radiação infravermelha emitida pelos corpos.  

Todos os objetos radiam energia em quantidade proporcional à quarta potência da 

temperatura absoluta e emissividade associadas à sua superfície. A emissividade hemisférica de 

uma superfície é fornecida pela relação entre a energia emitida pela superfície de um objeto e a 

energia emitida pelo emissor perfeito (conhecido como corpo negro) à mesma temperatura e 

com uma emissividade igual a um ([1], [2]). Os valores de emissividade variam entre zero 

(corpo refletor perfeito, por exemplo um espelho) e um (corpo negro). A correta medição de 

temperaturas em superfícies com baixa emissividade, como uma superfície metálica bem polida 

ou vidro, torna-se difícil uma vez que essas superfícies refletem grande parte da quantidade da 

energia que as atinge, numa gama de comprimentos de onda que os equipamentos de 

termografia exploram. Nestes casos, as temperaturas medidas não correspondem à temperatura 

daquelas superfícies, já que é refletida grande parte da energia proveniente dos corpos vizinhos. 

Avdelidis e Moropoulou [2] apresentaram uma revisão sobre as técnicas de medição para 

determinação do valor de emissividade e sobre a importância dos valores de emissividade na 

análise de edifícios. Estes autores determinaram o valor de emissividade para alguns materiais 

em função da sua temperatura por aplicação de duas metodologias distintas: uma das 

metodologias encontra-se de acordo com a norma ASTM E1933:1997 [3], e a outra segue um 

procedimento empírico. Eles concluíram que os valores de emissividade dependem da região do 

comprimento de onda de infravermelho em que se trabalha. Balaras e Argiriu também referiram 

na introdução de um dos seus trabalhos [1] que a medição correta da temperatura com recurso à 

IRT depende de outros fatores para além da emissividade, nomeadamente, temperatura do meio 

ambiente, velocidade do vento, distância ao objeto e humidade relativa do ar. 

Nos últimos anos, o uso da termografia em aplicações de engenharia civil tem vindo a ser 

proposto por vários investigadores, de modo a avaliar o comportamento térmico dos edifícios ou 

elementos construtivos. O diagnóstico dos edifícios em termos de perdas de calor e deteção de 

problemas em instalações mecânicas e elétricas [1], a caracterização das soluções aplicadas na 

envolvente dos edifícios ([4], [5]), a avaliação dos coeficientes de transmissão térmica da 
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envolvente dos edifícios [6] e a análise de pontes térmicas na construção ([4], [7]) são alguns 

dos exemplos das aplicações da IRT na engenharia civil. 

Mais recentemente tem sido produzido trabalho de investigação que confirma o potencial 

das imagens térmicas na avaliação e caracterização de defeitos ([8]–[12]) e na avaliação das 

propriedades térmicas dos materiais. Alguma desta investigação também abrange o 

desenvolvimento de modelos matemáticos para simular o fenómeno de transferência de calor. 

Grinzato e Vavilov [13] utilizaram a IRT para uma análise quantitativa em regime transiente 

para avaliar a corrosão não visível em metais, com recurso a lâmpadas de halogénio utilizadas 

como fonte de aquecimento do objeto. Propuseram, ainda, um modelo numérico para estudar a 

transferência de calor e resolver um problema térmico direto e detetar variações de espessura 

nos metais sujeitos à corrosão, utilizando medições de temperatura superficiais para corroborar 

os resultados numéricos. 

Starnes [14] estudou a utilização da termografia para aferir o controlo de qualidade de 

polímeros compósitos reforçados com fibras. Durante este estudo foi concluído que é possível 

detetar e caracterizar defeitos entre o substrato e o compósito de fibras. Este trabalho também 

englobou a modelação com elementos finitos evidenciando uma boa concordância entre as 

respostas térmicas experimentais e aquelas obtidas com os modelos numéricos. 

Maierhofer et al. [15] detetaram vários defeitos embebidos num bloco de betão aquecido 

por dois radiadores, utilizando a IRT. Também, neste caso, foi desenvolvido um modelo 

numérico, embora baseado no Método das Diferenças Finitas para analisar a influência da 

espessura de recobrimento, as dimensões do vazio e do coeficiente de condutibilidade térmica e 

massa volúmica do betão nas temperaturas superficiais. O modelo desenvolvido foi utilizado na 

sua forma inversa, de modo a estimar a profundidade da inclusão. 

A comunidade científica portuguesa também tem desenvolvido trabalho na área de 

aplicação da termografia na engenharia civil. Barreira e Peixoto de Freitas[16] apresentaram um 

estudo de sensibilidade, desenvolvido com um equipamento de IRT, com o objetivo de aferir a 

influência da emissividade e cor das superfícies, refletividade e condições ambientais, 

nomeadamente temperatura ambiente e humidade relativa, nas medições de temperatura. Este 

estudo englobou ainda testes experimentais com uma câmara de IRT para visualização do 

processo de humedecimento e secagem de provetes de betão e avaliação do conforto térmico de 

vários revestimentos de piso. Azenha et al. [17] utilizaram a IRT e sensores de temperatura para 

registar a evolução da temperatura de blocos de betão, com o objetivo de estudar a 

aplicabilidade da IRT como ferramenta para determinação da evolução da reação exotérmica 
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durante a secagem do betão em obra, o que se revela mais vantajoso que a medição de 

temperatura num ponto isolado. Deste modo, a IRT poderá ser utilizada como técnica de 

prevenção de fissuração em peças betão. Os dados adquiridos com a IRT e com os sensores de 

temperatura foram utilizados pelos autores para validação de um modelo numérico 

tridimensional baseado em elementos finitos. 

Tadeu et al. ([18]–[21]) têm proposto várias formulações numéricas para simular a 

propagação de calor em regime transiente, utilizando uma metodologia no domínio da 

frequência, através de sistemas estratificados com ou sem inclusões. Algumas destas 

formulações foram verificadas e validadas, como descrito nos Capítulos 3 e 4 do presente 

documento e publicados em [22] e [23]. 

O presente capítulo tem como objetivo mostrar em que condições a IRT pode ser utilizada 

para detetar defeitos em materiais de construção. Foram realizados testes experimentais de 

termografia e simulações numéricas para aferir se as temperaturas superficiais nos provetes 

podem ser exploradas para identificar a presença de defeitos de espessura reduzida e 

caracterizar a sua posição e dimensões. 

Inicialmente é descrito o modelo numérico desenvolvido para estudar o efeito da presença 

de defeitos finos na difusão de calor em regime transiente. Este modelo envolve a aplicação de 

uma transformada de Fourier para lidar com a variável tempo da equação da difusão de calor, 

estabelecendo-se assim um algoritmo no domínio da frequência. As dificuldades colocadas pela 

existência de estruturas finas no interior de um meio são ultrapassadas, como descrito no 

Capítulo 5, através da combinação do Método dos Elementos de Fronteira (Boundary Element 

Method – BEM) e do Método das Soluções Fundamentais (Method of Fundamental 

Solution - MFS). Para a realização dos testes experimentais foram preparados dois provetes, 

ambos compostos por um cilindro de aço envolvido por argamassa pré-doseada. O recobrimento 

do cilindro foi aplicado de modo a produzir dois tipos de secção transversal distintas, uma 

circular e outra quadrangular. Esses sistemas foram aquecidos por uma fonte de calor linear 

posicionada no centro do sistema de eixos do provete, que coincide com o centro geométrico da 

secção transversal do cilindro de aço. As medições da campanha experimental foram realizadas 

em laboratório em condições de temperatura e de humidade relativa controladas. A 

monitorização da evolução das temperaturas superficiais nos provetes foi efetuada com recurso 

a um sistema de IRT. Nesta fase descrevem-se mais pormenorizadamente os provetes, 

equipamentos e procedimentos utilizados nos testes. Após a validação do modelo numérico 

proposto através dos resultados experimentais, são estudados numericamente outros casos, com 
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o objetivo de compreender a influência de determinados parâmetros (profundidade do defeito e 

os coeficientes de condutibilidade térmica do defeito e argamassa) no campo de temperaturas 

superficiais dos provetes. Deste modo, é possível prever em que condições os resultados 

alcançados com a IRT podem ser utilizados para detetar e caracterizar defeitos de espessura 

reduzida. 

6.2 DEFINIÇÃO DO PROBLEMA 

Considerem-se quatro inclusões cilíndricas bidimensionais, 1 a 4, envolvidas por um meio 

sólido homogéneo (Meio 5) caracterizado por um coeficiente de difusividade térmica 5K  (ver 

Figura 6.1). Os Meios 1 a 4 exibem coeficientes de difusividade térmica mK , definido por 

m

m mc

λ
ρ

, com mλ  a representar o coeficiente de condutibilidade térmica, mρ  a massa volúmica e 

mc  o calor específico, nos quais m  identifica o meio. Considere-se ainda que este sistema é 

sujeito a uma fonte de calor linear posicionada em ( ),s sO x y . 

 

Figura 6.1: Esquema representativo da geometria do problema. 

Tal como foi apresentado nos capítulos anteriores, a difusão de calor por condução num 

meio homogéneo e isotrópico pode ser descrita pela seguinte equação de difusão, em 

coordenadas cartesianas: 
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Meio 3 
Inclusão 3 
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Inclusão 4 
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, (6.1) 

onde τ  representa o tempo, �( , , )T x y τ  a temperatura no ponto ( , )x y  do domínio. A solução 

daquela equação pode ser obtida no domínio da frequência, após a aplicação de uma 

transformada de Fourier no domínio do tempo, o que conduz à seguinte expressão: 

( )
2 2

2

2 2
( , , ) 0

m
k T x y

x y
α ω

 ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ 

, (6.2) 

onde 
i

m

m

k
K

α

ω−
= , i 1= −  e ω  é a frequência de excitação.  

No domínio da frequência, a difusão de calor incidente gerada em ( , )x y , por uma fonte 

de calor linear colocada no Meio 3 em ( , )s sx y , pode ser expressa por: 

( ) ( )
30 1

3

i 
, ,

4inc

A
t x y H k rαω

λ
−

= , (6.3) 

em que o índice inc  representa o campo de calor incidente, ( ) ( )2 2

1 s sr x x y y= − + − , A  a 

amplitude térmica e ( )nH …  corresponde à função de Hankel do segundo tipo e ordem n. 

6.3 FORMULAÇÃO NUMÉRICA 

A formulação numérica é baseada na combinação do Método dos Elementos de Fronteira 

(BEM)/derivada da equação integral de fronteira (conhecida por TBEM) e o Método das 

Soluções Fundamentais (MFS) (este algoritmo foi apresentado e verificado no Capítulo 5 e 

publicado em [21]). Esta metodologia é implementada para resolver um sistema bidimensional 

descrito acima, sujeito a uma difusão de calor em regime variável, quando a Inclusão 4 possui 

uma espessura ínfima. O problema é inicialmente formulado no domínio da frequência. Depois, 

para determinar o campo de calor no domínio do tempo, aplica-se uma transformada inversa de 

Fourier à resposta obtida no domínio da frequência. 
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A inclusão de espessura reduzida, como descrito no capítulo anterior, é modelada com 

recurso ao TBEM (aplicado em metade da superfície do defeito) e à formulação de BEM 

(aplicado ao longo da restante parte da superfície da inclusão), enquanto o MFS é utilizado para 

modelar as restantes interfaces. Deste modo, são superadas as dificuldades que surgem aquando 

da utilização do BEM e das técnicas sem malha na modelação de corpos finos. 

6.3.1 Formulação do Método dos Elementos de Fronteira 

Considere-se que as Inclusões 1 a 3, delimitadas pelas fronteiras 1S  a 3S , são modeladas 

com recurso ao MFS (ver Figura 6.1). A Inclusão 4 é delimitada por duas superfícies, 4S  e 5S . 

A superfície 4S  é modelada com o BEM clássico, enquanto a fronteira 5S  é simulada com o 

TBEM. No TBEM aplicam-se cargas dipolares, enquanto no BEM são utilizadas cargas 

monopolares na derivação das equações integrais de fronteira (ver Tadeu et al. [24]). Para obter 

o campo de temperaturas no sistema, assumiu-se a continuidade de temperaturas e fluxos de 

calor ao longo de todas as interfaces. 

A equação integral de fronteira é estabelecida por aplicação do teorema da reciprocidade 

(ver Manolis & Beskos [25]), conduzindo a: 

Domínio interior da inclusão 4 (Meio 4) – ao longo da superfície 4S  

4 5
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( , , , , , ) ( , , )

n

S S

n

S S

ct x y q x y G x y x y ds

H x y x y t x y ds

ω ω ω

ω ω

+

+

= − −

−

∫

∫

n

n
 (6.4) 

Nestas equações, o índice (4) identifica o Meio 4 ( 4)m = ; 4nn é o vetor unitário normal à 

fronteira 4S  e 5S ; 
( )mG  e ( )mH  são, respetivamente, soluções fundamentais (funções de Green) 

para a temperatura ( )t e para os fluxos de calor ( )q  no ponto ( , )x y  quando a fonte virtual de 

calor se encontra em 0 0( , )x y . O fator c  é uma constante cujo valor é definido pela 

configuração da fronteira; o seu valor é igual a 0.5  se ( )0 0 4,x y S∈  e 4S  for contínua e regular. 
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Domínio interior da inclusão 4 (Meio 4) – ao longo da superfície 5S  
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 (6.5) 

Nesta equação 0
4nn é o vetor unitário normal à fronteira 5S  no ponto carregado 0 0( , )x y . 

Como publicado por Guiggiani [26] o coeficiente a  é zero para os elementos de fronteira 

retos. O fator c  é uma constante descrita acima. 
( )m

G  e 
( )m

H  são, respetivamente, soluções 

fundamentais (funções de Green) para a temperatura ( )t e para os fluxos de calor ( )q  no ponto 

( , )x y  quando a fonte virtual de calor se encontra em 0 0( , )x y , e está a ser implementada o 

TBEM. 

Domínio exterior da inclusão 4 (Meio 2) – ao longo da superfície 4S  
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Domínio exterior da inclusão 4 (Meio 2) – ao longo da superfície 5S  
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As equações (6.6) e (6.7) consideram a presença das Inclusões 1 e 3, as quais são 

modeladas com o MFS. O MFS assume que a resposta dessas inclusões vizinhas é determinada 

com base na combinação linear de soluções fundamentais, simulando o campo de temperaturas 

gerado por conjuntos de 
nNS  fontes virtuais, onde n  identifica a superfície modelada. Essas 

cargas virtuais são distribuídas ao longo da superfície das inclusões, com um afastamento de 

,nδ a partir da fronteira, para o interior e para o exterior da inclusão (ver Figura 6.2), de modo a 

evitar singularidades. As fontes virtuais utilizadas para simularem o campo de calor no interior e 

no exterior da inclusão 
nS , nNS , possuem amplitudes inicialmente desconhecidas de ( )

_
n

n exta  e 

( )
_
n

n inta , respetivamente. 

 

 
(a) (b) 

Figura 6.2: Esquema representativo da discretização das inclusões: (a) esquema global com a posição das 
fontes virtuais ( )_ _,n n

n ext n inta a  e pontos de colocação, utilizados para modelar as 

Inclusões 1 a 3; (b) ampliação da Inclusão 4 com os elementos de fronteira. 

Nas equações (6.6) e (6.7), ( ) 0
4 _ _( , , , , , )m

n n int n intG x y x y ωn  e ( ) 0
4 _ _( , , , , , )m

n n ext n extG x y x y ωn  

são as soluções fundamentais que representam os gradientes de temperatura no ponto ( , )x y  no 

Meio m , gerados por fontes virtuais localizadas em _ _( , )n int n intx y  e _ _( , )n ext n extx y , 

respetivamente. Os índices _n ext  e _n int  denotam que o número de ordem das fontes virtuais 

posicionadas ao longo das linhas no interior e no exterior da superfície da inclusão, 

respetivamente. 

As soluções destas equações são determinadas por discretização das superfícies 4S  e 5S  

em N elementos retos, com um ponto nodal no centro de cada elemento. A resolução do 
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problema bidimensional requer o conhecimento das funções de Green para temperatura e fluxos 

de calor. Para um meio sólido e infinito essas funções, em coordenadas cartesianas, são: 

( )( )
0( , , , , )

4 m

m

k k

i
G x y x y H k rαω

−
=  (6.8) 

( )( )
1

i
( , , , , , )

4 m m

m

l k k

l

r
H x y x y k H k rα αω

∂
=

∂
n

n
 (6.9) 
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em que ( ) ( )2 2

k kr x x y y= − + − , com ( , )k kx y  a identificar o ponto carregado. kn  e ln  são 

vetores unitários normais aos elementos de fronteira que se encontram a ser carregados e 

integrados, respetivamente. 

A integração necessária das equações (6.4) a (6.7) é avaliada com recurso ao método de 

quadratura de Gauss, quando o elemento integrado não coincide com o carregado. Quando se 

pretende integrar o elemento carregado, a existência de um integrando singular e hipersingular 

no termo da fonte das funções de Green é resolvida de forma analítica. No caso da integração 

singular, utiliza-se a seguinte expressão (Tadeu et al. [27]): 
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∫
, (6.12) 
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onde ( )nsS …  são funções Struve de ordem ns  e L  é o comprimento dos elementos de 

fronteira. 

O integral hipersingular,  
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ao longo do elemento de fronteira lC , pode ser avaliado analiticamente, considerando o 

equilíbrio dinâmico de um semicilindro delimitado pelo elemento de fronteira, conduzindo-o a:  
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onde L  representa o comprimento de onda do elemento de fronteira. O integral ( )
2

0

0

L

mH k r drα∫

é avaliado como descrito acima. 

Domínios interior e exterior da Inclusão 3 (Meio 3 e Meio 2)  

Considere-se o interior da Inclusão 3, limitada pela superfície 3S  (ver Figura 6.1), e sujeita 

a um campo de temperatura incidente inct . As seguintes equações são definas assumindo a 

continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo da superfície 3S  e nos 3NS  pontos de 

colocação posicionados em ( ),col colx y , e tendo em conta o campo de calor gerado na Inclusão 3 

e o campo de calor incidente. 
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Domínios interior e exterior da Inclusão 2 (Meio 2 e Meio 1)  

A Inclusão 2, circunscrita pela superfície 2S , é modelada com MFS. A continuidade de 

temperaturas e de gradientes de temperatura foi considerada ao longo de toda a interface 2S  e 

nos 2NS  pontos de colocação localizados em ( ),col colx y . Deste modo são definidas as seguintes 

duas equações: 
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Domínios interior e exterior da Inclusão 1 (Meio 1 e Meio 5)  

À semelhança das Inclusões 2 e 3, a superfície da Inclusão 1 ( )1S  é modelada com MFS. 

São igualmente definidas as seguintes duas expressões, assumindo a continuidade de 

temperaturas e de fluxos de calor ao longo da interface 1S  e nos 1NS  pontos de colocação 

localizados em ( ),col colx y .   
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Sistema final de equações  

As equações integrais finais são manipuladas matematicamente e combinadas de modo a 

ser verificada a continuidade de temperaturas e fluxos de calor ao longo de todas as interfaces, 

estabelecendo-se um sistema de 
3 3

1 1

2 2 2 2n n

n n

NS N NS N
= =

    
+ × +    

    
∑ ∑  equações. A resolução 

deste sistema fornece as temperaturas nodais e os fluxos de calor ao longo das superfícies 
4S  e 

5S  e as amplitudes das fontes virtuais desconhecidas, 
( )
_
n

n exta  e ( )
_
n

n inta , o que permite definir o 

campo de calor no interior e no exterior de cada inclusão. 
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Temperatura no domínio do tempo  

O cálculo do campo de temperaturas no domínio do tempo é obtido, tal como foi descrito 

em capítulos anteriores, com o recurso a uma transformada inversa do tipo Fast Fourier 

Transform no domínio da frequência. O fenómeno de aliasing é evitado introduzindo 

frequências complexas com uma pequena parte imaginária. Esta técnica consiste em adicionar 

uma constante imaginária à frequência, de modo a obter-se icω ω η= − , onde 0.7η ω= ∆  

(sendo ω∆  o incremento de frequência). O efeito da introdução desta constante imaginária é, 

posteriormente, removido no domínio do tempo, através da aplicação da exponencial, eητ , à 

resposta. 

A fonte assumida para aquecer o sistema pode ter uma variação arbitrária. A solução no 

domínio da frequência pode ser determinada por aplicação de uma transformada de Fourier no 

tempo, e esta pode ser obtida para intervalos de frequência com início nos 0.0 Hz  até ao limite 

superior da frequência de cálculo. Dado que a resposta em temperatura decresce muito 

rapidamente com o aumento de frequência, não é necessário incluir frequências muito elevadas 

no intervalo de frequências de cálculo. 

6.4 RESULTADOS NUMÉRICOS E EXPERIMENTAIS 

Para validar o modelo numérico, experimentalmente, utilizaram-se resultados obtidos 

através da IRT para este efeito. Para tal, foram usados dois sistemas: um prisma circular e um 

prisma quadrangular. A seleção destas duas geometrias prendeu-se, também, com a necessidade 

de verificar a aplicabilidade da IRT em duas superfícies distintas: uma curva e outra plana.  

Nesta secção, são descritos os provetes utilizados e listadas as propriedades térmicas dos 

materiais constituintes. A fonte de calor utilizada e o método de calibração do modelo são 

apresentados. Após a descrição da discretização usada nas simulações numéricas, são indicados 

o equipamento e procedimento utilizados nos ensaios experimentais. Por fim, os resultados 

numéricos obtidos são comparados com as medições experimentais efetuadas com o 

equipamento de leitura de radiação infravermelha. 
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6.4.1 Geometria dos provetes, propriedades dos materiais e dados 

sobre a fonte de calor 

Geometria dos provetes  

Como já mencionado, foram produzidos dois provetes em que um cilindro de aço é 

revestido por uma argamassa pré-doseada (ver Figura 6.3). Num desses provetes a espessura da 

camada de argamassa que envolve o cilindro de aço é constante (Figura 6.3(a)), enquanto no 

segundo caso foi construído um prisma quadrangular (Figura 6.3(b)). Nos dois provetes o 

cilindro de aço possui uma cavidade oca, no centro, ao longo de toda a sua altura. O raio externo 

do anel de aço é de 0.050m  e possuí uma espessura de 0.045 m . No sistema circular, a 

espessura da camada de argamassa é de 0.028 m , o que define um sistema cilíndrico circular 

com um diâmetro externo de 0.156 m . O segundo provete, é um prisma quadrangular com 

0.156 m  de lado. Ambos os provetes têm 0.300 m  de altura. 

 

  
(a) (b) 

  
(c) (d) 

Figura 6.3: Esquema da geometria dos provetes utilizados: (a) sistema cilíndrico circular; (b) sistema 
prismático quadrangular; (c) secção transversal do sistema cilíndrico circular com a 
identificação da posição do defeito e do termopar (Tc1); (d) secção transversal do sistema 
prismático quadrangular com a indicação da posição do defeito e do termopar (Tc1). 

Argamassa

DefeitoFonte de calor linear
Aço

y

x

z

Argamassa

DefeitoFonte de calor linear
Aço

y

x

z

y

x
51.57º

Fonte de calor linear

Argamassa

Aço

Tc1

Defeito

y

x
51.57º

Fonte de calor linear

Argamassa

Aço

Tc1

Defeito



 

182 

Foram criados defeitos internos, posicionados na interface entre o anel de aço e o 

revestimento de argamassa, por inserção de fitas de borracha aquando da preparação dos 

provetes, ao longo de toda a altura do provete, e uma largura de 0.045 m . O defeito forma um 

arco circular concêntrico com o anel de aço de 51.57º (0.9 rad) . No caso do sistema cilíndrico 

circular, o defeito apresenta uma espessura de 0.003m , enquanto o sistema prismático 

quadrangular incorpora uma borracha com 0.004 m  de espessura. A Figura 6.3 ilustra as 

secções transversais de cada provete, fornecendo detalhes sobre a geometria e localização dos 

defeitos. 

Propriedades dos materiais  

A argamassa pré-doseada utilizada na preparação dos provetes foi submetida a ensaios 

laboratoriais de modo a serem determinadas as suas propriedades térmicas, nomeadamente, 

coeficiente de condutibilidade térmica, massa volúmica e calor específico. O coeficiente de 

condutibilidade térmica foi determinado com utilização do método do Guarded Hot-Plate 

Method (ISO 8302:1991 [28]) usando um equipamento da marca Lambda Mebtechnik GmbH 

Dresden, modelo Single Specimen Lambda-meter EP-500, seguindo o procedimento de ensaio 

definido na EN 12664:2001 [29]. A massa volúmica foi determinada pelo procedimento descrito 

na EN 1015-10:1999 [30]. O calor específico foi obtido com o equipamento Netzsch, modelo 

DSC200F3, seguindo o método conhecido por Ratio Method. As propriedades térmicas dos 

restantes materiais utilizados foram obtidas por consulta de documentos técnicos. Na Tabela 6.1 

são listadas as propriedades utilizadas nas simulações numéricas. 

Tabela 6.1: Propriedades térmicas dos materiais. 

 Coef. de condutibilidade 
térmica, λ  -1 -1(W.m .ºC )  

Massa volúmica, 
ρ  -3(kg.m )  

Calor específico, c  
-1 -1( J.kg .ºC )  

Aço 53.0  7850.0  450.0  

Argamassa pré-doseada 0.80  1550.0  800.0  

Borracha 0.03  41.0  1430.0  

Camada de ar fina 0.075  1.177  1005.0  

Ar envolvente ao sistema 2.08  1.177  1005.0  
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Os coeficientes de condutibilidade térmica do ar foram definidos de modo a poder simular 

por condução os fenómenos de radiação e convecção que ocorrem no exterior do provete. Foi 

considerado nas simulações numéricas uma camada de ar com 0.003m  de espessura, para ser 

possível modelar a resistência térmica superficial. 

Dados sobre a fonte de calor  

Os sistemas foram aquecidos por uma fonte de calor linear posicionada no centro do anel 

de aço, no interior do orifício circular com 0.005 m  de raio, rasgado ao longo de toda a altura 

dos provetes. A fonte de calor é composta por uma resistência térmica de fio de cromoníquel 

envolvida por aço, com um raio de aproximadamente 0.005 m . Esta resistência foi ligada a uma 

fonte de energia que permite variar a voltagem de 0 V  a 30 V.  A fonte de calor contacta de 

modo perfeito com a parede interior do orifício do anel de aço. Estes sistemas podem ser vistos 

e analisados como sistemas bidimensionais, uma vez que a geometria deles não se altera ao 

longo da direção z  e a fonte de calor é também colocada ao longo dessa direção.  

Além das temperaturas superficiais dos provetes serem monitorizadas com recurso ao IRT, 

também foi medida a variação de temperatura num ponto específico com recurso a um 

termopar, de modo a ser possível, posteriormente, calibrar o modelo numérico. O termopar 

(Tc1) utilizado é do tipo T de fio de cobre com 0.2 mm  de diâmetro e foi posicionado, aquando 

da preparação dos provetes, na interface entre o aço e a argamassa, na posição 

( )0.00, 0.05, 0.15 m , como representado na Figura 6.3. A variação de temperatura medida pelo 

termopar foi adquirida e armazenada com um sistema de aquisição de dados 

Yokogawa MW 100, em intervalos de tempo de 20 segundos. Este sistema foi calibrado antes 

dos ensaios realizados, por um laboratório acreditado para o efeito.  

A potência e a duração do aquecimento em cada sistema foram estabelecidas após a 

realização de alguns ensaios preliminares, para assegurar que as temperaturas superficiais 

seriam adequadas para a perceção visual, por termografia, da influência da presença do defeito 

no interior do provete. Deste modo, definiu-se que a fonte de calor começaria a emitir energia 

no instante 3minτ =  e teria uma duração de 11min  e de 20 min , no caso do sistema 

cilíndrico circular e prismático quadrangular, respetivamente, como ilustrado na Figura 6.4. 

Todos os ensaios foram efetuados num laboratório com ambiente controlado, tendo-se imposto 

valores de temperatura de 23 ºC  e valores de humidade relativa de 50 % . 
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(a) (b) 

Figura 6.4: Evolução da potência da fonte de calor: (a) sistema cilíndrico circular; (b) sistema prismático 
quadrangular. 

6.4.2 Considerações sobre a simulação numérica 

Os cálculos numéricos foram realizados no domínio da frequência, para a gama de 

frequências de 0.0 Hz  a 0.04096 Hz , com um incremento de frequência de 40.2 10 Hz−× , o 

que determina uma janela total de análise de 13.89 h . Este período de análise foi considerado 

suficiente para avaliar a transferência de calor através dos dois sistemas em estudo. 

Como descrito anteriormente, parte do defeito foi discretizado com a formulação de 

TBEM, e a restante superfície com BEM, utilizando-se um total de 80 elementos de fronteira. 

As restantes interfaces foram simuladas com o MFS, assumindo-se um conjunto de 160 fontes 

virtuais colocadas a uma distância nδ  da superfície, quer para o interior quer para o exterior da 

inclusão ( )1 2 30.0050m, 0.0078m e 0.0081mδ δ δ= = = . O problema foi resolvido 

prescrevendo-se a continuidade de temperaturas e de fluxos de calor ao longo de todas as 

interfaces. 

A amplitude da fonte de calor foi ajustada de acordo com as temperaturas registadas 

durantes os testes experimentais pelo termopar Tc1. Na Figura 6.5 apresentam-se os resultados 

obtidos para os dois sistemas com a simulação numérica e as medições laboratoriais efetuadas 

com o termopar. Essas respostas evidenciam uma boa concordância entre os resultados 

numéricos e experimentais. 
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(a) (b) 

Figura 6.5: Curvas de temperatura obtidas durante as medições laboratoriais e através das simulações 
numéricas: (a) sistema cilíndrico circular; (b) sistema prismático quadrangular. 

6.4.3 Considerações sobre a campanha experimental e procedimentos 

de medição 

Os ensaios foram efetuados com uma câmara de vídeo que regista radiação infravermelha, 

da marca Flir, modelo A615. A análise e tratamento das imagens adquiridas foram realizados 

com recurso a um software desenvolvido pela Automation Technology. Durante os testes, a 

câmara encontrava-se a 0.75 m  do objeto, afastada o suficiente para permitir uma visualização 

total do provete. Como é possível observar na Figura 6.6, os provetes foram posicionados 

verticalmente e a câmara foi alinhada perpendicularmente ao plano de eixos de modo a que o 

eixo direcional intersetasse a zona central do defeito. As imagens térmicas foram adquiridas 

numa frequência de 6.55 Hz . 

 
 

(a) (b) 

Figura 6.6: Posição relativa do provete e a câmara de termografia: (a) vista geral do provete e posição da 
câmara de termografia em relação ao provete; (b) esquema representativo. 
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Como já referido, o aquecimento considerado nos ensaios experimentais foi realizado com 

recurso a uma fonte de calor linear posicionada no centro do anel de aço, tendo sido imposta a 

evolução descrita anteriormente: a fonte de calor foi ligada após 3 min do início do registo de 

temperaturas e mantida com uma potência constante durante 11 min, no caso do sistema 

cilíndrico circular e 20 min, no caso do prisma quadrangular. A evolução da fonte de calor 

encontra-se ilustrada na Figura 6.4. Foram colocadas camadas de material com propriedades de 

isolamento térmico (cortiça) nos extremos dos provetes para minimizar as perdas de energia 

pelos topos. 

Como se pretendia efetuar uma análise quantitativa do campo de temperaturas, procedeu-se 

previamente à calibração do sistema de termografia. O procedimento de calibração consistiu na 

determinação do valor da emissividade da superfície dos provetes e da temperatura refletida. O 

valor de emissividade obtido para os dois sistemas foi de 0.9 . 

6.4.4 Discussão de resultados 

Na presente secção apresentam-se os resultados da propagação de calor através dos 

sistemas descritos anteriormente. Mostram-se as soluções obtidas com a ferramenta numérica 

proposta e as medições realizadas laboratorialmente, ilustrando-se o campo de temperaturas em 

vários instantes. A comparação permitiu validar o modelo numérico apresentado. De seguida 

foram simuladas situações adicionais, com o objetivo de estimar em que condições as 

temperaturas superficiais podem ser úteis na deteção de heterogeneidades, com espessura 

reduzida, envolvidas por outro meio. 

6.4.4.1 Resultados obtidos com o sistema cilíndrico circular 

A apresentação dos resultados é efetuada, numa primeira fase, com recurso à distribuição 

bidimensional de temperaturas numa secção transversal obtida com o modelo numérico e à 

distribuição de temperaturas superficiais do lado do cilindro onde se localiza o defeito captadas 

com a câmara de termografia infravermelha. 

Os resultados numéricos foram calculados para uma grelha circular de 2424 recetores 

colocados num plano transversal com um raio de 0.128 m.  Garante-se assim que a grelha de 

recetores abrange todos os meios que compõem o sistema e parte do meio envolvente. O campo 
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de temperaturas determinado com o modelo numérico é representado com recurso a uma escala 

de cores que varia de vermelho até azul, correspondendo o vermelho às temperaturas mais 

elevadas e a cor azul aos valores de temperatura mais baixos. 

As imagens captadas pela câmara de termografia revelam a distribuição de temperaturas na 

superfície do provete, ao longo de toda a altura. As imagens apresentadas correspondem aos 

mesmos instantes da análise numérica e, nestes casos, a escala de cores varia dos tons de 

vermelho a tons de roxo, representando respetivamente os valores mais altos ( )27.5 ºC  e mais 

baixos ( )23.0 ºC  de temperatura. 

A Figura 6.7 consiste numa tabela onde se insere o conjunto de resultados: a primeira linha 

corresponde aos termogramas adquiridos com a câmara de infravermelhos, enquanto a segunda 

linha contém os resultados numéricos.  
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Figura 6.7: Resultados numéricos e experimentais obtidos com o sistema cilíndrico circular, em diferentes 
instantes: (a) 8 minτ =  - 5 min após a fonte ser ligada; (b) 13 minτ =  - 10 min após a fonte 

ser ligada; (c) 23 minτ =  - 9 min após a fonte ser desligada. 

A primeira coluna ilustra os resultados observados ao instante 8 minτ =  (Figura 6.7(a)), ou 

seja 5 min  após a fonte ter começado a emitir energia. Os resultados numéricos mostram que a 

distribuição de temperaturas já está a ser afetada pela presença do defeito, visto que a frente de 
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onda de calor o alcançou. Contudo, na superfície do cilindro, a perturbação ainda é pouco 

evidente. O termograma, proveniente da câmara de termografia não permite identificar 

diferenças.  

No instante 13minτ =  (Figura 6.7(b)), 10 min  após a fonte de calor ter sido ligada, a 

frente de onda de calor atingiu a grelha de recetores localizados no exterior do sistema. A 

perturbação na distribuição de temperaturas em redor da inclusão, neste instante, já é claramente 

visível, nos resultados numéricos. A imagem de termografia, por sua vez, evidencia um campo 

de temperaturas com valores mais baixos na zona central da imagem (onde o defeito foi 

colocado). A temperatura do lado esquerdo é ligeiramente superior à temperatura superficial 

direita. Pode observar-se que a diferença entre os valores de temperatura de um ponto mais à 

esquerda e de um ponto localizado na zona central é de aproximadamente 0.6 ºC . Esta 

diferença é mais evidente no termograma da Figura 6.7(c), 9 min  após a fonte de calor ter sido 

desligada (depois de ter estado ligada )11min . Neste instante, a diferença entre o ponto mais 

quente e o ponto mais frio é de aproximadamente 1.1 ºC . Os resultados numéricos obtidos para 

este instante ( )23 minτ =  evidenciam claramente as perturbações na difusão de calor 

associadas à presença da inclusão no sistema. Como era expectável, os resultados numéricos são 

simétricos em relação ao plano perpendicular que interseta o centro do sistema e o ponto médio 

do defeito, não exibindo um comportamento assimétrico como verificado nos resultados 

experimentais. Embora não se ilustre, a evolução da difusão de calor no sistema ao longo do 

tempo, permite verificar que este tende para o equilíbrio energético. 

De modo a facilitar a comparação entre os resultados numéricos e experimentais, foi 

determinado o perfil de temperaturas ao longo da superfície exterior do sistema cilíndrico 

circular. No caso do modelo numérico foram calculadas as respostas numa linha de recetores 

localizados na fronteira exterior do cilindro. No caso experimental, foi selecionado o perfil de 

temperaturas ao longo da linha indicada nas imagens da Figura 6.7, com recurso ao software 

desenvolvido pela Automation Technology. Os resultados são apresentados na Figura 6.8, onde 

cada conjunto de duas linhas diz respeito ao perfil de temperaturas num instante. Os resultados 

numéricos são ilustrados através de linhas contínuas e os experimentais identificados com 

recurso a marcas. Note-se que o comprimento da linha utilizada para obtenção do perfil de 

temperatura dos resultados experimentais é inferior ao diâmetro do provete, evitando-se assim a 

influência dos extremos laterais do provete nos resultados, dado que essa zona conduz a desvios 

significativos entre os valores de temperatura registados e os reais. Na Figura 6.8, 0.0 my =
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corresponde ao centro do defeito. Assim sendo, no caso dos resultados numéricos, 0.0 my =  é o 

eixo de simetria. Como observável, a presença do defeito origina temperaturas inferiores nas 

imediações da coordenada 0.0 m,y =  próximo da posição da inclusão, dado que o defeito cria 

uma resistência térmica adicional. O gráfico apresentado evidencia a concordância entre os 

resultados experimentais e os numéricos. 

Após a supressão da emissão de calor, as temperaturas continuam a subir em algumas 

zonas do domínio enquanto não se restabelece o equilíbrio energético, pelo que as diferenças de 

temperatura na superfície do provete são cada vez menores. A análise numérica mostra que a 

diferença entre o ponto mais quente e mais frio na superfície do sistema é quase nula próximo 

do instante 70 minτ =  (não ilustrado).  

 

Figura 6.8: Perfis de temperatura na superfície exterior do cilindro circular em diferentes instantes 
calculados com o modelo numérico e registado com a câmara de leitura de radiação 
infravermelha: 8 minτ = ; 13 minτ = ; 23 minτ = ; 42 minτ = . 

Análise de sensibilidade 

A avaliação da presença de defeitos com utilização da IRT depende diretamente do 

contraste de temperaturas superficiais registado entre as áreas afetadas e não afetadas pelo 

defeito. Por isso, é importante verificar em que situações a diferença de temperaturas poderá ser 

suficiente para identificar os efeitos do defeito num termograma. Prevê-se que o valor do 

coeficiente de condutibilidade, tanto do meio envolvente (argamassa pré-doseada) como do 

material que compõe o defeito, e a espessura da argamassa poderão influenciar a difusão de 

calor. 

De seguida são apresentados vários exemplos estudados numericamente com o objetivo de 

avaliar em que condições a presença do defeito produzirá menores contrastes podendo não ser 

detetável. O perfil de temperaturas superficiais foi determinado para todo o período de análise, 
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para vários coeficientes de condutibilidade da argamassa e do material do defeito e a espessura 

da argamassa. A evolução da fonte de calor é igual à descrita em 6.4.1. Os estudos realizados 

pretendem revelar o instante em que é verificada a maior diferença de temperaturas à superfície 

do sistema, e respetivo valor. 

O estudo em que a influência do coeficiente de condutibilidade do material que constitui o 

defeito é analisada, contempla simulações numéricas com valores desde defeito 0.03W/(mºC)λ =  

(caso testado experimentalmente) e defeito 0.09W/(mºC)λ = . Os resultados obtidos são 

apresentados na Tabela 6.2. A transferência de calor através do defeito é maior com o aumento 

do coeficiente de condutibilidade térmica, pelo que quando verificado esse aumento 

encontramos menores diferenças de temperatura entre o ponto mais quente e o ponto mais frio e 

essa diferença ocorre mais cedo. Quando o defeito 0.07 W/(mºC)λ =  a essa diferença já é menor 

que 1.0 ºC . 

Tabela 6.2: Sistema cilíndrico circular: resultados obtidos considerando diferentes valores de coeficiente 
de condutibilidade térmica para o material que constitui o defeito. 

defeitoλ
 

-1 -1(W.m .ºC )  

Máxima diferença de 
temperaturas 

(ºC)  

Instante 

( min.)  

0.03 1.25 18.75 

0.04 1.17 18.55 

0.05 1.10 18.35 

0.06 1.03 18.14 

0.07 0.96 18.14 

0.08 0.90 17.94 

0.09 0.84 17.74 

A Tabela 6.3 lista os valores de coeficiente de condutibilidade térmica de argamassa 

utilizados e os respetivos resultados. A máxima diferença de temperatura entre o ponto mais 

quente e mais frio à superfície ocorre quando argam. 1.4 W/(mºC)λ = . Este exemplo corresponde à 

maior diferença entre o coeficiente de condutibilidade térmica da argamassa e do material que 

constitui o defeito ( )0.03W/(mºC) .defeitoλ =  Como esperado, o aumento/diminuição da 

diferença entre os dois valores de condutibilidade térmica (argamassa versus defeito) conduz a 

uma maior/menor diferença de amplitudes entre o ponto mais quente e o ponto mais frio na 
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superfície do sistema. Como previsível, também se verificou que quanto maior for o valor do 

coeficiente de condutibilidade térmica maior será a propagação de calor até à superfície do 

provete, o que origina que a maior diferença de temperaturas seja identificada mais cedo. 

Tabela 6.3: Sistema cilíndrico circular: resultados obtidos considerando diferentes valores de coeficiente 
de condutibilidade térmica para a argamassa. 

argam.λ
 

-1 -1(W.m .ºC )  

Máxima diferença de 
temperaturas 

(ºC)  

Instante 

( min.)  

0.4 0.93 25.26 

0.6 1.13 20.99 

0.8 1.25 18.75 

1.0 1.33 17.33 

1.2 1.37 16.31 

1.4 1.39 15.50 

 

Os resultados obtidos considerando diferentes espessuras da camada de argamassa são 

resumidos na Tabela 6.4. De acordo com as previsões, o instante em que ocorre a maior 

diferença entre o ponto mais quente e mais frio à superfície aumenta consideravelmente para os 

valores de espessura mais elevados. O estudo revela que a presença e localização da inclusão 

origina diferenças de temperatura à superfície inferiores a 1.0 ºC  quando a espessura da camada 

de argamassa é superior a 38.0 mm .  

Tabela 6.4: Sistema cilíndrico circular: resultados obtidos considerando diferentes espessuras da camada 
de argamassa. 

argam.e
 

(mm)  

Máxima diferença de 
temperaturas 

(ºC)  

Instante 

( min.)  

28 1.25 18.75 

33 1.02 21.19 

38 0.84 23.84 

43 0.70 26.69 

48 0.55 29.13 



 

192 

6.4.4.2 Resultados obtidos com o sistema prismático quadrangular 

Nesta secção são ilustrados os resultados obtidos com o sistema prismático quadrangular 

obtidos numérica e experimentalmente, quando o sistema é aquecido durante 20 min

(Figura 6.9).  

Como aconteceu no caso anterior, relativamente à campanha numérica, são apresentadas as 

distribuições bidimensionais de temperaturas numa secção transversal do sistema, em diferentes 

instantes de análise. As simulações desenvolvidas utilizam uma grelha de recetores composta 

por 2726  recetores igualmente distribuídos num domínio quadrangular, com 0.250 m  de lado. 

A escala de cores representada na figura varia entre o vermelho e o azul, correspondendo estas 

às cores para assinalar os recetores com temperaturas mais elevadas e mais baixas, 

respetivamente. 

Como referido no sistema cilíndrico circular, os resultados adquiridos com a IRT 

referem-se ao campo de temperaturas na superfície do provete prismático quadrangular em toda 

a sua altura, nos mesmos instantes que aqueles dos resultados numéricos. A apresentação dos 

resultados numéricos também é realizada utilizando uma escala de cores, em que o vermelho 

indica as temperaturas mais elevadas ( )28 ºC  e o roxo as temperatura mais baixas ( )25 ºC . 

Na Figura 6.9 são apresentados, numa tabela, os resultados experimentais (na primeira 

linha) e numéricos (segunda linha) referentes a três instantes. Os resultados apresentados na 

primeira coluna correspondem ao instante 8minτ =  (Figura 6.9(a)), 5min  após a fonte de calor 

ter sido ligada. Neste primeiro instante de análise, o resultado é semelhante ao observado no 

sistema circular: a distribuição de temperaturas já é afetada pela existência do defeito, contudo, 

a perturbação causada pela presença do defeito ainda não atingiu a grelha de recetores 

posicionados próximo da fronteira exterior do sistema. 

Na segunda coluna (Figura 6.9(b)), que ilustra os resultados adquiridos no instante 

24min,τ =  a frente de calor já ultrapassou a inclusão e já alcançou o meio envolvente ao 

sistema (ar). A variação de temperaturas registada pela câmara IRT revela três zonas com 

temperaturas mais baixas: duas zonas, nas extremidades da imagem correspondendo aos cantos 

do provete (temperaturas próximas dos 27.20 ºC ), e outra na área central, onde o defeito se 

localiza (temperatura próxima de 27.52 ºC ). Note-se que a forma das curvas isotérmicas, 

visíveis nas simulações numéricas, e os resultados experimentais sugerem a presença de um 
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defeito. A temperatura junto às arestas laterais do provete é inferior à temperatura nos pontos 

vizinhos dada a existência de uma maior massa nos cantos para ser aquecida. 

 

T
er
m
og
ra
m
as
 

   
 
 
 

R
es
ul
ta
do
s 
nu
m
ér
ic
os
 

   
 (a) (b) (c) 

Figura 6.9: Resultados numéricos e experimentais obtidos com o sistema prismático quadrangular, em 
diferentes instantes: (a) 8 minτ =  - 5 min após a fonte ser ligada; (b) 24 minτ =  - 1 min

após a fonte ser desligada; (c) 53 minτ =  - 30 min após a fonte ser desligada. 

No instante 53minτ = ( Figura 6.9(c)), 30min  após a fonte de calor ter sido desligada, a 

influência da inclusão no campo de temperaturas à superfície do sistema é pequena. Contudo, 

continuam a ser registadas temperaturas mais baixas nas extremidades. 

Como sucedeu no sistema cilíndrico circular, foram registados os perfis de temperatura ao 

longo da mesma coordenada z  na superfície em análise do sistema prismático quadrangular, 

com o objetivo de comparar os resultados numéricos e experimentais, em cinco instantes 

diferentes. Os resultados experimentais foram medidos ao longo da linha indicada nos 

termogramas e são ilustrados na Figura 6.10 pelas linhas com marcas. A solução numérica 

obtida para os mesmos instantes de análise é representada pelas linhas contínuas. 

Estas curvas foram traçadas com recurso à coordenada y  dos recetores localizados ao 

longo de uma linha horizontal na superfície do provete, pelo que, à semelhança do caso de 
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estudo anterior, os resultados são simétricos em relação a 0.0 my = , que coincide com o centro 

do defeito.  

Como esperado, as temperaturas mais baixas foram registadas junto aos cantos do prisma 

quadrangular. Os perfis de temperatura confirmam as conclusões enunciadas antes: a zona 

central da face do provete em análise apresenta temperaturas inferiores às zonas imediatamente 

vizinhas. Contudo, estes valores são superiores às temperaturas registadas junto aos canto do 

sistema. Após 30.0 min  da fonte de calor ter sido desligada, a presença do defeito é dificilmente 

identificada no perfil de temperaturas na superfície exterior do provete. As conclusões 

numéricas são similares às experimentais.  

Como observado no sistema circular, a energia continua a propagar-se através do sistema 

após a fonte de calor ter sido desligada. A análise numérica do sistema prismático quadrangular 

mostra que a diferença de temperatura entre os pontos localizados em 0.03my = ±  e a 

0.0 my =  é praticamente nula, próximo do instante 73 minτ =  e depois deste (não ilustrada). 

Esta conclusão também foi observada durante os ensaios de termografia. Durante o período de 

observação, os cantos do sistema exibem sempre temperaturas inferiores, tanto na análise 

numérica como experimental. 

 

Figura 6.10: Perfis de temperatura na superfície exterior do sistema prismático quadrangular em 
diferentes instantes calculados com o modelo numérico e registado com a câmara de leitura 
de radiação infravermelha: 8 minτ = ; 13 minτ = ; 24 minτ = ; 27 minτ = ; 53 minτ = . 

Análise de sensibilidade 

Foram também realizadas outras simulações numéricas, considerando variação do valor do 

coeficiente de condutibilidade térmica do material que constitui o defeito e da argamassa, e a 

espessura da camada de argamassa, com o objetivo de avaliar em que condições a presença do 
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defeito no sistema prismático quadrangular afeta o campo de temperaturas na superfície do 

sistema. A evolução do perfil de temperaturas à superfície do sistema foi analisada novamente 

ao longo do tempo, em função da alteração das variáveis enunciadas. Nestas simulações 

considerou-se o mesmo progresso temporal da potência da fonte de calor definida em 6.4.1. De 

seguida apresenta-se o instante em que foi verificada a maior diferença de temperaturas entre a 

zona a meio do defeito ( )0.0 my =  e as zonas adjacentes à superfície do sistema (denominado 

por 
difT ), para cada situação. 

Foram primeiro, efetuadas simulações numéricas admitindo diferentes valores do 

coeficiente de condutibilidade para o material que constitui o defeito. Este valor variou entre 

defeito 0.005W/(mºC)λ =  e defeito 0.09 W/(mºC)λ = . Na Tabela 6.5 listam-se os resultados obtidos 

para cada valor de defeitoλ . Como esperado, o aumento do valor do coeficiente de condutibilidade 

do material que preenche a inclusão conduz a um menor valor de 
difT . Para valores superiores a 

defeito 0.04 W/(mºC)λ = , a 
difT  é muito pequena, sendo nula quando defeito 0.09 W/(mºC)λ = . 

Tabela 6.5: Sistema prismático quadrangular: resultados obtidos considerando diferentes valores de 
coeficiente de condutibilidade térmica para o material que constitui o defeito. 

defeitoλ
 

 -1 -1(W.m .ºC )  

difT  

(ºC)  

Instante  

( min.)  

0.01 0.22 20.99 

0.02 0.17 20.18 

0.03 0.12 19.57  

0.04 0.09 19.16 

0.05 0.06 18.75 

0.06 0.03 18.55 

0.07 0.02 18.35 

 Na Tabela 6.6 apresentam-se os resultados obtidos com as simulações nas quais o valor do 

coeficiente de condutibilidade da argamassa foi alterado. Este valor variou entre 

argam. 0.4 W/(mºC)λ =  e argam. 1.4 W/(mºC)λ = . Da análise dos valores apresentados, conclui-se 

que a 
difT  aumenta com o incremento do valor argam.λ  e essa diferença máxima é alcançada cada 

vez mais cedo.  
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Os resultados obtidos considerando diferentes espessuras da camada de argamassa ( )argam.e  

são resumidos na Tabela 6.7. De acordo com as previsões, o instante em que ocorre a maior 

diferença de temperaturas à superfície verifica-se mais tarde, à medida que se aumenta a 

espessura da camada de argamassa. O estudo revela que a deteção do defeito poderá ser inviável 

para espessuras de argamassa superiores a 33.0 mm , uma vez que o valor de difT  é bastante 

reduzido. 

Tabela 6.6: Sistema prismático quadrangular: resultados obtidos considerando diferentes valores de 
coeficiente de condutibilidade térmica para a argamassa. 

argam.λ
 

 -1 -1(W.m .ºC )  

difT  

(ºC)  

Instante  

( min.)  

0.4 0.04  27.50 

0.6 0.09 22.42 

0.8 0.12 19.57 

1 0.15 18.14 

1.2 0.17 17.13 

1.4 0.19 16.31 

Tabela 6.7: Sistema cilíndrico circular: resultados obtidos considerando diferentes espessuras da camada 
de argamassa. 

argam.e
 

 (mm)  

difT  

(ºC)  

Instante  

( min.)  

18 0.35  17.33 

23 0.22 18.55 

28 0.12 19.57  

33  0.07 19.97  

38  0.03 19.77  

43  0.02  19.57  

48  0.01  18.56  
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6.5 CONSIDERAÇÕES FINAIS 

Neste capítulo apresentou-se uma formulação numérica que combina dois métodos: 

Método dos Elementos de Fronteira com o Método das Soluções Fundamentais. Esta 

combinação foi proposta para modelar sistemas que contenham defeitos de espessura reduzida. 

Este procedimento foi formulado no domínio da frequência, tendo sido ilustradas as respostas 

no domínio do tempo, que são obtidas após a aplicação de uma transformada inversa de Fourier 

à solução adquirida no domínio da frequência.  

Este estudo englobou um conjunto de simulações da transferência de calor em dois 

sistemas, com recurso à formulação proposta, tendo-se determinado os perfis de temperaturas à 

superfície dos mesmos. Os sistemas analisados consistiam num anel cilíndrico circular de aço 

envolvido por uma camada de argamassa com um defeito no seu interior. Os sistemas 

caracterizaram-se por terem diferentes tipos de superfície exterior: curva e plana. A propagação 

de calor nos sistemas foi originada por uma fonte calor linear localizada no centro do sistema. 

Estes sistemas foram produzidos em laboratório para ser possível validar o modelo 

numérico proposto com recurso a ensaios, nos quais foi utilizada uma câmara de termografia 

infravermelha para monitorizar a evolução do campo de temperaturas à superfície dos provetes. 

Nesta validação, foi apresentada a sobreposição de perfis de temperatura superficiais obtidos 

durante as simulações numéricas e ensaios experimentais. Esta comparação mostrou que o 

modelo numérico simula adequadamente o fenómeno de transferência de calor em sistemas com 

defeitos de espessura reduzida. 

Após a validação, a qual permitiu confirmar que o modelo proposto é adequado para 

avaliar o contraste de temperaturas à superfície dos sistemas e consequentemente ser usado na 

avaliação da influência de defeitos, realizaram-se um conjunto de simulações adicionais para 

compreender a influência de algumas variáveis nos resultados. As variáveis analisadas foram os 

coeficientes de condutibilidade térmica dos materiais (argamassa e borracha utilizada como 

defeito) e a profundidade a que se encontra o defeito. Deste modo, foi possível conhecer em que 

condições a termografia poderá ser aplicada na deteção de defeitos nos sistemas estudados.  

Da análise dos resultados experimentais foi possível verificar que no sistema cilíndrico 

circular a presença do defeito é facilmente detetada. Com as simulações numéricas adicionais, 

tendo por base a geometria e propriedades do sistema cilíndrico circular, foi possível concluir 

que o aumento do valor do coeficiente de condutibilidade térmica dos materiais dificulta a 

deteção do defeito. Contudo, o incremento da diferença entre os coeficientes de condutibilidade 
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térmica do defeito e da argamassa facilitaria a deteção do defeito O aumento da espessura da 

argamassa conduziu a uma menor diferença entre os valores de temperatura máximo e mínimo à 

superfície do provete, pelo que se conclui que o aumento da profundidade do defeito dificulta a 

sua identificação. 

Quanto ao sistema prismático quadrangular constatou-se que a existência dos cantos tem 

uma grande influência no campo de temperaturas superficiais. Apesar disso, a presença do 

defeito é detetável. Com as simulações numéricas adicionais obtiveram-se conclusões 

semelhantes às descritas para o sistema cilíndrico circular. 
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CAPÍTULO 7 CONSIDERAÇÕES FINAIS  

7.1 SINOPSE 

O trabalho de investigação no âmbito da preparação da presente tese teve como principal 

objetivo desenvolver e implementar modelos analíticos e numéricos, bem como, realizar 

campanhas experimentais que permitam avaliar a aplicabilidade da técnica da termografia 

infravermelha (IRT) na deteção de defeitos em materiais e elementos de construção. Neste 

estudo mereceu particular atenção a existência de defeitos de espessura reduzida.  

Como a transferência de calor através de sistemas construtivos é afetada pela presença de 

defeitos no seu interior, o presente trabalho baseou-se no estudo da difusão de calor por 

condução neste tipo de sistemas. Pretendeu-se avaliar a influência da existência destes defeitos 

no campo de temperaturas obtido. Uma vez que a IRT deteta a variação espacial de radiação 

infravermelha emitida pela superfície dos elementos, pretende-se explorar esta técnica não 

destrutiva para identificar a presença de defeitos em sistemas construtivos. 

Propuseram-se formulações analíticas e numéricas para simular o fenómeno de 

transferência de calor por condução em sistemas estratificados compostos por várias camadas 

podendo estas conter inclusões no seu interior, nomeadamente de espessura reduzida. Os 
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modelos desenvolvidos foram maioritariamente formulados no domínio da frequência, 

resultantes da aplicação de transformadas de Fourier no domínio do tempo. As formulações 

numéricas propostas foram verificadas com recurso a soluções obtidas analiticamente e, nalguns 

casos, validadas através de ensaios experimentais.  

As formulações analíticas basearam-se no desenvolvimento de funções de Green enquanto 

os modelos numéricos exploraram sobretudo o Método dos Elementos de Fronteira (BEM), o 

qual obriga apenas a discretização das fronteiras. Na modelação de inclusões de geometria 

irregular e de espessura muito reduzida, implementou-se uma formulação que combina a 

derivada da equação integral de fronteira (formulação denominada por TBEM) com o modelo 

clássico do BEM, já que este último degenera na discretização de inclusões finas. O modelo 

BEM/TBEM ainda foi combinado com o Método das Soluções Fundamentais (MFS), que 

corresponde a um método que dispensa a discretização da fronteira, sendo demonstrado que esta 

combinação possibilita uma economia de esforço computacional, mantendo a precisão da 

resposta. 

A abordagem experimental contemplou a realização de ensaios para validação dos modelos 

analíticos e numéricos desenvolvidos. Validou-se um conjunto de modelos, em regime variável, 

nomeadamente sistemas estratificados sujeitos à transferência uni e tridimensional de calor e 

sistemas estratificados com uma inclusão no seu interior sujeito à difusão bi e tridimensional de 

calor. Uma última campanha experimental consistiu no uso de um equipamento de IRT, 

utilizado para avaliar o campo de calor à superfície de provetes com defeitos de espessura 

reduzida no seu interior. 

Descreve-se, de seguida, o trabalho apresentado em cada capítulo, fazendo referência às 

conclusões mais relevantes. 

No Capítulo 2 apresentou-se uma compilação de funções de Green, utilizando a técnica da 

fonte-imagem, para definir o campo de calor em espaços infinitos e limitados por superfícies 

planas sujeitos a uma fonte de calor pontual, linear e plana. Considerando as vantagens em 

reduzir o esforço computacional, neste capítulo foi dada particular atenção aos casos de fontes 

de calor lineares harmónicas, com variação sinusoidal ao longo de uma direção (problemas 

usualmente conhecidos por 2.5D). Para permitir a verificação das soluções analíticas propostas, 

estas foram obtidas através de dois tipos de formulações: formulações no domínio do tempo e 
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no domínio da frequência. A comparação das respostas permitiu verificar a exatidão das 

soluções formuladas no domínio da frequência. 

No Capítulo 3 foram desenvolvidas soluções analíticas para modelar sistemas multicamada 

constituídos por camadas planas e paralelas, na presença de fontes de calor tridimensionais e 

bidimensionais, em regime transiente. As soluções propostas dispensam a discretização do 

domínio e das interfaces entre meios, o que se traduz numa redução significativa do esforço 

computacional em relação aos modelos numéricos. Os modelos propostos, formulados no 

domínio da frequência, foram validados através da realização de ensaios experimentais em 

condições controladas e monitorizadas. Para o efeito, procedeu-se à determinação das 

propriedades térmicas dos materiais utilizados nos ensaios, possibilitando que a simulação fosse 

o mais precisa possível. Concluiu-se que, quando as propriedades térmicas dos materiais são 

conhecidas, estes modelos analíticos poderão ser utilizados no estudo da transferência de calor 

por condução em regime transiente através de sistemas multicamada. 

Para demonstrar a aplicabilidade das soluções analíticas desenvolvidas utilizaram-se os 

modelos na avaliação do desempenho térmico de diferentes soluções construtivas de parede, 

através da determinação do atraso térmico conferido por cada solução, quando sujeitas a um 

regime de temperaturas variáveis na sua superfície. Para cada solução de parede estudada, 

variou-se o tipo de isolamento térmico e a respetiva posição e espessura. Os maiores valores de 

atraso térmico foram garantidos por sistemas com um maior número de camadas. Quanto menor 

o número de camadas que constitui o sistema, mais relevantes são as propriedades térmicas do 

material de isolamento térmico utilizado. Verificou-se, ainda, que os maiores atrasos térmicos 

não são conferidos obrigatoriamente pelos sistemas que possuem o menor coeficiente de 

transmissão térmica, mas sim por soluções construtivas com menores coeficientes de 

difusividade térmica e com maiores espessuras de isolamento térmico, especialmente quando 

este é localizado próximo da superfície exterior. 

Refira-se que a aplicação dos modelos desenvolvidos neste trabalho não se restringe apenas 

aos exemplos utilizados na presente tese. 

A necessidade de simular a transferência de calor em sistemas que contenham inclusões 

irregulares e/ou finas motivou o desenvolvimento de modelos baseados no BEM. Este método é 

adequado à resolução de problemas de transferência de calor na presença de inclusões colocadas 
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em meios infinitos, uma vez que satisfaz automaticamente as condições de campo infinito e 

apenas requer a discretização da superfície daquelas heterogeneidades. O modelo baseado no 

BEM poderá incorporar funções de Green válidas para, por exemplo, modelar sistemas 

estratificados com inclusões. Deste modo, evita-se a discretização das interfaces entre as várias 

camadas e, consequentemente, reduz-se o esforço computacional. 

No quarto capítulo apresentou-se um modelo baseado no BEM para simular a transferência 

de calor em regime transiente quando a fonte de calor é pontual e/ou plana. Para esse efeito 

considerou-se uma inclusão prismática num sistema homogéneo. O modelo apresentado, 

formulado no domínio da frequência, foi verificado com recurso a soluções analíticas e validado 

através da realização de ensaios experimentais. Para ser possível a comparação entre as 

respostas numéricas e os resultados experimentais, procedeu-se, também, à determinação 

laboratorial das propriedades térmicas dos materiais que constituem os vários sistemas. Perante 

os resultados obtidos, concluiu-se que a formulação proposta pode ser aplicada no estudo da 

transferência de calor por condução em sistemas com heterogeneidades. Foi ainda evidenciada a 

importância de simular os sistemas de forma tridimensional quando as fontes de calor são 

pontuais, particularmente, quando a resposta é avaliada nas imediações da fonte de calor. 

Já no capítulo 5, dado que a formulação direta clássica (BEM) conduz a indeterminações 

matemáticas quando aplicada na modelação de inclusões com espessura reduzida, foram 

desenvolvidas formulações hipersingulares (TBEM). Estas formulações são baseadas na 

discretização de uma equação integral, obtida por derivação da equação integral de fronteira da 

formulação clássica. Neste trabalho combinaram-se estas duas formulações (BEM e TBEM) na 

discretização da fronteira da inclusão. Uma vez que as inclusões farão parte de um sistema mais 

complexo, a formulação BEM/TBEM foi combinada com o MFS, permitindo diminuir o 

esforço computacional e mantendo a precisão necessária. Estas conclusões foram 

fundamentadas com a comparação do tempo de cálculo requerido por cada uma das formulações 

(MFS, TBEM/BEM e TBEM/MFS).  

As formulações propostas foram verificadas, utilizando-se sistemas com inclusões 

cilíndricas circulares, para as quais são conhecidas soluções analíticas. Após a verificação, 

foram aplicadas no estudo da difusão de calor através de dois sistemas distintos: um sistema 

cilíndrico anelar preenchido com um material sólido, que continha na sua parede uma fina 
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inclusão vazia; e um sistema cilíndrico anelar preenchido, que incorporava uma fina inclusão 

preenchida por material termicamente isolante na sua parede. 

No sexto e penúltimo capítulo, validou-se o modelo numérico apresentado no Capítulo 5, 

com dados experimentais obtidos com uma câmara de IRT. A combinação do BEM/TBEM com 

o MFS possibilitou a modelação de dois sistemas cilíndricos, um de secção circular e outro de 

secção quadrada, que incorporavam no seu interior um defeito, sujeitos à ação de uma fonte de 

calor linear posicionada no interior do sistema. Os modelos numéricos permitiram simular a 

propagação de energia através dos dois sistemas, e estimar o contraste de temperaturas à 

superfície dos provetes devido à existência do defeito. Os sistemas estudados eram compostos 

por um cilindro circular de aço, revestido por argamassa e incluíam um defeito induzido pela 

inserção de uma fita de borracha com espessura reduzida na vizinhança do cilindro de aço. Os 

dois sistemas foram produzidos e testados num laboratório com condições de temperatura e 

humidade relativa controladas e recorreu-se a uma câmara de IRT para observar o campo de 

calor à superfície dos provetes. 

Após as validações numéricas, as formulações propostas foram utilizadas na simulação de 

sistemas adicionais, permitindo demonstrar a sua aplicabilidade em análises de sensibilidade 

relativamente às amplitudes térmicas alcançadas à superfície de modelos com defeitos. Neste 

estudo, alteram-se em particular os coeficientes de condutibilidade dos materiais e as espessuras 

de recobrimento dos defeitos.  

7.2 PERSPETIVAS DE TRABALHOS FUTUROS 

A exatidão dos modelos, formulados no domínio da frequência, apresentados no âmbito da 

presente tese ficou demonstrada através das verificações e validações ilustradas. Os métodos 

expostos permitiram avaliar a transferência de calor através de sistemas com diferentes 

geometrias e determinar o campo de calor na superfície exterior desses sistemas. Durante os 

trabalhos demostrou-se que a termografia infravermelha permite distinguir um campo de 

temperaturas à superfície de provetes, sujeitos à transferência de calor, que denota a existência 

de defeitos de dimensão reduzida no interior do sistema.  
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O trabalho realizado permitiu verificar a potencialidade da aplicação de modelos 

analíticos/numéricos e do uso da termografia na deteção da presença de defeitos em sistemas 

construtivos e perspetivar um conjunto de trabalhos futuros. Enumeram-se, de seguida, aqueles 

que de momento serão os mais pertinentes: 

˗ desenvolvimento de modelos tridimensionais baseados no BEM, que possibilitem a 

definição do campo de calor na presença de defeitos, inseridos em meios infinitos 

ou em meios confinados; 

˗ desenvolvimento de técnicas de deteção baseadas na análise de mudança de fase do 

campo de temperaturas, no domínio da frequência, gerado pela presença de 

defeitos, explorando a técnica de IRT ativa; 

˗ definição das limitações da utilização da técnica de termografia infravermelha na 

deteção de fissuras; 

˗ determinação e caracterização dos parâmetros que podem afetar a aquisição de 

radiação infravermelha, nomeadamente a presença de difusão de vapor de água; 

˗ comparação entre os resultados numéricos e experimentais, com recurso à técnica 

de termografia infravermelha quantitativa, para um campo mais vasto de soluções 

construtivas; 

˗ realização de ensaios in-situ, de modo a poder contabilizar a influência de 

parâmetros não controláveis, tais como, exposição solar e a ação do vento. 

Em síntese, reconhece-se a potencialidade da IRT na área das ciências da construção e 

considera-se que é uma técnica merecedora de desenvolvimentos científicos. 
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