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Resumo

Esta dissertagao é dedicada ao estudo dos polinémios cubicos Riemannianos e a
algumas generalizagoes deste conceito e da teoria envolvente, no sentido a seguir ex-
plicado. O trabalho contribui essencialmente para um novo formalismo Hamiltoniano
e da énfase a situagdo em que temos como espago de configuragdo um grupo de Lie

conexo e comp acto.

O trabalho ¢ iniciado com a exposi¢ao do problema variacional classico de segunda
ordem, que permite definir as curvas conhecidas como polinémios cubicos Riemanni-
anos e a analise de alguns dos invariantes ao longo destas curvas. No ambito dos
fibrados tangentes de ordem superior, apresentamos a versao intrinseca das equagoes
de Euler-Lagrange e ainda a correspondente abordagem Hamiltoniana resultante da
transformacao de Legendre generalizada. Introduzimos o problema de controlo éptimo
dos polinémios cibicos Riemannianos, cujo sistema de controlo esté associado ao pro-
blema variacional destes polinémios. Para o efeito, é adaptada para ordem dois, a
formulacao geométrica de um sistema de controlo de primeira ordem. Prosseguimos
depois para a descricao Hamiltoniana deste problema de controlo, através de uma vari-
ante presimpléctica do principio do maximo de Pontryagin e aplicamos o respectivo
algoritmo de restricao. E discutida também a relacao existente entre os formalismos
Lagrangiano e de controlo éptimo apresentados. Os resultados sdo concretizados para
os polinémios cibicos em grupos de Lie conexos e compactos e esta situacao é sim-
plificada com a trivializacdo a esquerda do sistema Hamiltoniano simpléctico obtido.
Analisamos as simetrias do sistema, recorrendo ao método de reducao simpléctica de
Marsden-Weinstein, obtendo no final um sistema com menos graus de liberdade do que
o inicial. Exemplificamos as abordagens expostas, com a apresentacao do problema de

controlo 6ptimo dinamico do corpo rigido livre e esférico.

Numa segunda etapa, estendemos o problema de controlo éptimo dos polinémios
ctibicos em grupos de Lie a um problema com um sistema de controlo de conexao

afim mais geral. Mais concretamente, e em paralelismo com o estudo feito para os



polinémios cubicos, é explorado o formalismo presimpléctico e a trivializacao do sis-
tema Hamiltoniano simpléctico, obtido para este problema mais geral. Relacionamos a
dinamica estudada para o referido problema de controlo 6ptimo, com a dinamica de um
problema variacional com restrigoes, que aparece na literatura como uma extensao do
classico problema variacional dos polinémios cibicos. Apresentamos alguns exemplos
elementares, que ilustram bem a abordagem apresentada. Concluimos o trabalho com
o enquadramento dos problemas de controlo éptimo estudados ao longo da tese, na
teoria mais geral dos algebréides de Lie. Sob este ponto de vista, enriquecemos o texto
com alguns exemplos de problemas (cineméticos e dindmicos) relacionados com o corpo
rigido.

Alguns dos resultados desta tese foram ja objecto de publicagao em [2, 3, 4, 5, 6, 7, §].

Palavras chave: Polinémios cibicos Riemannianos, cdlculo de variagoes, controlo
6ptimo, formalismo Lagrangiano e Hamiltoniano para ordem superior, principio do
méximo de Pontryagin, geometria Riemanniana, geometria simpléctica e presimpléctica,
reducao simpléctica de Marsden-Weinstein, grupos de Lie, sistemas de controlo de

conexao afim, algebréides de Lie.



Abstract

This thesis is devoted to the study of Riemannian cubic polynomials and to some
generalizations of this concept and the related theory, in the sense explained below.
The work contributes essentially to a new Hamiltonian formalism and gives emphasis

to the situation where the configuration space is a compact and connected Lie group.

The work begins with an exposition of the classical second order variational prob-
lem that defines the curves known as Riemannian cubic polynomials and the analysis
of some invariants along these curves. In the context of higher order tangent bundles,
we present the intrinsic version of the Euler-Lagrange equations and the correspond-
ing Hamiltonian approach resulting from the generalized Legendre transformation. We
introduce the optimal control problem of Riemannian cubic polynomials, whose con-
trol system is associated with the variational problem of these polynomials. For this
purpose, the geometric formulation of a first order control system is adapted to order
two. We proceed then to the Hamiltonian description of this control problem, using a
presymplectic variant of the Pontryagin maximum principle, and apply the appropri-
ate contraint algorithm. The relation between the introduced Lagrangian and optimal
control formalims is also discussed. The results are implemented for the cubic polyno-
mials on compact and connected Lie groups and this situation is simplified with the
left trivialization of the obtained symplectic Hamiltonian system. We analyze the sym-
metries of the system using the symplectic reduction procedure of Marsden-Weinstein,
getting in the end a system with fewer degrees of freedom than the original one. We
also exemplify our approaches with the dynamic optimal control problem of the free

and spherical rigid body.

In a second step, we extend the optimal control problem of cubic polynomials on
Lie groups to a more general problem with an affine connection control system. More
specifically, in parallel with the study of cubic polynomials, we explore the presymplec-
tic formalism and the trivialization of the symplectic Hamiltonian system obtained for

this further general problem. We relate the dynamics studied for the above optimal



control problem, with the dynamics of a variational problem with constraints, which
appears in the literature as an extension of the classical variational problem of cubic
polynomials. Some elementary examples that illustrate our approach are also given.
We conclude with a framework in the more general theory of Lie algebroids of the
optimal control problems studied throughout the thesis. From this point of view, we

provide some examples of (kinematic and dynamic) problems related to the rigid body.
Some of the results of the thesis can be found in [2, 3, 4, 5, 6, 7, 8].

Keywords: Riemannian cubic polynomials, calculus of variations, optimal control,
higher order Lagrangian and Hamiltonian formalisms, Pontryagin maximum principle,
Riemannian geometry, symplectic and presymplectic geometry, symplectic reduction of

Marsden-Weinstein, Lie groups, affine connection control systems, Lie algebroids.



Indice

Introducgao

1 Polinémios ciibicos Riemannianos
1.1 Problema variacional dos polinémios citbicos . . . . ... ... ... ..
1.1.1 Apresentacao do problema variacional . . . . .. ... ... ...

1.1.2  Problema variacional no contexto dos fibrados tangentes de or-

dem superior . . . . .. ...

1.1.3 Formulacao geométrica da equacao de Euler-Lagrange . . . . . .

1.2 Problema de controlo éptimo dos polinémios cibicos . . . . . . . . . ..
1.2.1 Notas sobre a metodologia de Skinner-Rusk . . . . . .. ... ..
1.2.2  Formulacao geométrica do problema de controlo 6ptimo . . . . .
1.2.3 Sistema Hamiltoniano presimpléctico . . . . . . .. ... ... ..

1.3 Transformacao de Legendre . . . . . . . ... ... ... .. ...

1.4 Polinémios cibicos na esfera S2 . . . . . . . . ...

2 Polinémios cubicos em grupos de Lie
2.1 Nocoes preliminares em grupos de Lie . . . . . ... ... ... .....

21.1 OgrupodeLieG. . . . .. . .



ii INDICE
2.1.2 O grupo de Lie fibrado tangente . . .. .. ... .. ... .... 34

2.1.3 Produto semidirecto do grupo de Lie e da sua algebra . . . . .. 35

2.1.4 Trivializagoes dos fibrados . . . . . . . . ... ... L. 39

2.2 Problema variacional . . . . . .. ... o o L L L 41
2.3 Problema de controlo éptimo . . . . . .. ... ... 44
2.4 Dinamica do problema de controlo éptimo . . . . . . ... ... L. 48
2.5 Trivializacao a esquerda do sistema Hamiltoniano . . . . . . . . ... .. 50
2.6 Integrais do movimento . . . . . .. .. ... L. 52
2.7 Relacao entre as duas abordagens . . . . . . .. ... ... L. 54

3 Reducgao do sistema Hamiltoniano em grupos de Lie 57
3.1 Fundamentos de redugao simpléctica . . . . . . . . .. ... 58
3.2 Reducao do sistema Hamiltoniano dos polinémios ctiibicos . . . . . . . . 60
3.2.1 Espacode fasesreduzido. . . .. . ... ... ... ... .. ... 61

3.2.2 Dinamica reduzida . . . . . . . ... L Lo 67

3.3 Integrais do movimento . . . .. . ... ... oL 71

4 Polinémios ciibicos em SO(3) 79
41 Grupode Lie SO(3) . . . . . . ... .. 80
4.2 Polinémios cibicos em SO(3) . . . . . .. ... ... L. 82
4.3 Problema de controlo éptimo dinamico do corpo rigido . . . . . . .. .. 88
4.3.1 Movimento rotacional do corpo rigido livre e esférico . . . . . . . 89

4.3.2 Dinamica do problema de controlo éptimo . . . . . ... ... .. 91

4.3.3 Reducao da dindmica . . . . .. ... ... L. 93



INDICE

iii

5 Um problema de controlo 6ptimo com restricoes
5.1 Problema variacional com restricoes . . .. .. .. ..
5.2 Problema de controlo 6ptimo com restrigoes . . . . . .
5.3 Sistema Hamiltoniano presimpléctico . . . . . . . . ..
5.4 Trivializagdo do sistema Hamiltoniano. Exemplos. . .

5.5 Relacao com a abordagem variacional . . . .. .. ..

6 Problemas de controlo 6ptimo em algebrdides de Lie
6.1 Algebréides de Lie: definigoes e propriedades bésicas .
6.2 Prolongamento de um fibrado . . . . . ... .. .. ..
6.3 Problema de controlo 6ptimo num algebréide de Lie .
6.4 Exemplos: movimento rotacional do corpo rigido livre

6.5 Problema de controlo 6ptimo com restrigoes . . . . . .

Consideragoes finais

A Fibrados tangentes de ordem superior
A.1 Notas sobre variedades fibradas e fibrados gerais . . .
A.2 A geometria do fibrado tangente . . . . ... ... ..
A.3 Fibrados tangentes de ordem k& . . . . . . . ... ...
A.3.1 Definicao de fibrado tangente de ordem k . . .
A.3.2 Sistema de coordenadas locais em TFM . . . .
A.3.3 Levantamentos . . . . ... ... ........
A.3.4 Operador de derivagao total . . . . . .. .. ..

A.4 Campo de vectores de Liouville de ordem superior . .

97

98

101

104

108

112

115

116

119

125

128

140

143

147



iv INDICE

A.5 Estrutura candnica quase-tangente de ordem superior . . . .. ... .. 161
A.6 Derivagoes e diferenciagdo verticais . . . . . . . . ... ... 163
A.7 Formas semi-basicas . . . . . . . ... 166
B Grupos de Lie e acgoes de grupos de Lie 169
B.1 Grupos de Lie e dlgebrasde Lie . . . . . . . ... ... ... ... ... 170
B.2 Accao de um grupo de Lie numa variedade . . . . .. .. ... ... .. 175
B.3 Diferenciacao das aplicagbes adjunta e coadjunta . . . . . . . .. .. .. 184
B.4 Produto semidirecto de um grupo de Lie e um espago vectorial . . . . . 185
B.5 AplicacGo momento . . . . . . . . .. ... 186
C Problemas de controlo 6ptimo 191
C.1 Formulagao geométrica de um problema de controlo éptimo . . . . . . . 191
C.2 Descricao simpléctica do problema de controlo . . . . . ... ... ... 192

Bibliografia 195



Introducao

Os polinémios cibicos Riemannianos podem ser entendidos como uma generalizagao
para variedades Riemannianas dos polinémios cibicos do espaco Euclidiano. E sob
esta perspectiva que em 1989 ([69]), Noakes, Heinzinger e Paden iniciam o estudo
de um problema variacional de segunda ordem, que é explorado em 1995 ([37]), no
contexto da interpolagdo dinamica, por Crouch e Silva Leite. Mais concretamente,
os polindmios ciibicos numa variedade Riemanniana apresentam-se como as solugoes

suaves da equacao diferencial de quarta ordem

=0, (1)

D*x R (sz dx> dj _
dt

at T Cae
onde D/dt denota a derivada covariante e R é o tensor de curvatura. A equagio
(1) é a equagdo de Euler-Lagrange do problema variacional de segunda ordem com
Lagrangiano dado por (1/2) (D*z/dt*, D*z/dt*), onde (-,-) denota a métrica Rieman-
niana. Na situagao em que a variedade Riemanniana é o espaco Fuclidiano R munido
com a métrica Euclidiana, a equacdo (1) reduz-se a d*z/dt* = 0, cujas solucdes sdo os

polinémios cubicos em R™.

Uma série de resultados preponderantes na investigagao deste tema tém vindo a
ser desenvolvidos, nomeadamente uma teoria geométrica que pode ser interpretada
como uma extensao natural para ordem superior da teoria cldssica das geodésicas (ver
[26, 27, 28, 29, 40, 52]). Mais recentemente, em [2, 3, 66, 67, 68, 70, 73] foi analisado
o problema dos polinémios cibicos, sob o ponto de vista variacional, para variedades

localmente simétricas e como resultado obtiveram-se alguns invariantes ao longo destes
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polinémios. A partir desse momento, a explicacdo da natureza geométrica destes invari-
antes tornou-se um desafio de investigagao relevante. Destaca-se a andlise qualitativa
dos cibicos realizada por Abrunheiro e Camarinha em [2, 3] (incluida no capitulo 4
nesta dissertagao), por Noakes em [66, 67] e por Noakes e Popiel em [70], com especial
atengao para o caso do grupo de Lie SO(3), onde estes polinémios correspondem a
quadraticos de Lie na algebra de Lie. Isto é, quando a variedade de configuracao é
um grupo de Lie G conexo e compacto, a equagao de Euler-Lagrange (1) da lugar as
equacoes
dx

E:ﬂ@Y V+ [V, Y] =0, (2)

onde £ é uma curva em G e Y é uma curva na algebra de Lie g do grupo, que se
designa por quadratico de Lie (refira-se ainda que, na equacao anterior, T, L, representa
a aplicagao tangente na identidade e do grupo da translagao a esquerda por z; e [.,.] é

o paréntesis de Lie na dlgebra). Se G = SO(3), a equagao anterior é equivalente a
T =y Y+yxi=0,

onde x é uma curva em SO(3), § € 50(3) e y € R? é o correspondente vector em R3.

Ao longo dos ultimos anos, os problemas variacionais Riemannianos de ordem su-
perior tém sido objecto de intensa investigacao. Neste ambito, para além dos traba-
lhos acima referidos sobre os polinémios ciibicos, destaca-se ainda o estudo das curvas
eldsticas, também conhecidas como polinémios cibicos em tensao (ver [13, 76]). Ambos
os temas tém desempenhado um papel preponderante na teoria da interpolacdo. As
aplicacoes a aerondutica e a robdtica, nomeadamente ao planeamento de trajectérias
para o movimento de corpos rigidos, sublinham a relevancia deste estudo em varieda-
des de curvatura constante e em grupos de Lie. O estudo de problemas variacionais
definidos em fibrados tangentes de ordem superior e os correspondentes formalismos
Hamiltoniano e Lagrangiano tém sido bastante desenvolvidos, referimos, a titulo de
exemplo, os trabalhos [23, 31, 36, 47, 49, 62]. Esta linguagem geométrica permite-nos
interpretar um Lagrangiano L regular de um problema variacional de ordem k£ numa

variedade diferencidvel M, como uma funcio no fibrado tangente T*M de ordem k
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de M. Neste contexto, a respectiva equacao de Euler-Lagrange apresenta a seguinte
versao intrinseca

iXEUJL = dE, (3)

no sentido em que as curvas integrais do campo de vectores Xg no fibrado tangente
de ordem 2k — 1 definido pelo sistema simpléctico (3) s@o as solugoes da equacao de
Euler-Lagrange, onde wy, e E sao, respectivamente, a 2-forma de Poincaré-Cartan gene-
ralizada em T2*~1 M e a funcdo energia definida em 7%~1 M, ambas associadas a L. Na
situacao em que o Lagrangiano é hiper-regular, recorrendo a transformagcao de Legendre
generalizada Leg, passa-se do sistema (T2*~1M, wy, E) para o sistema Hamiltoniano
(T*(T*'M),wp_1, H), onde wy,_1 é a forma canénica simpléctica no fibrado cotangente
T*(T*='M) e H é a funcao energia Hamiltoniana associada a L, H = Fo Leg~'. Além

disso, o campo de vectores Xg = (Leg)«(Xg) é a solucao da equagdo Hamiltoniana
ixywk—1 = dH, (4)

onde (Leg)«(Xg) denota o prolongamento pela aplicacao Leg de Xp.

A primeira descricao Hamiltoniana dos polindmios ctbicos, tanto quanto nos é dado
a conhecer, é apresentada em [28] e enquadra estes problemas no contexto da geometria
sub-Riemanniana. Esta dissertagdo é orientada, em parte, para o desenvolvimento
de uma nova perspectiva Hamiltoniana do problema dos polinémios ciibicos, tendo
por base a moderna teoria geométrica do controlo éptimo. Daremos especial relevo a
situacao dos grupos de Lie, para a qual os métodos geométricos utilizados proporcionam
novas respostas para algumas questoes em aberto, nomeadamente no que diz respeito
ao estudo da integrabilidade do sistema. A existéncia de simetrias de sistemas fisicos
é uma propriedade de reconhecido valor por diversos motivos, tais como, o facto de
providenciar propriedades intrinsecas do sistema, ou ainda, o facto de conseguirmos,
através do processo de redugao, relacionar o sistema original com um sistema que
se desenvolve numa variedade de dimensao menor do que a inicial. Se para além
disso, forem conhecidos integrais do movimento para o sistema reduzido, aumenta a

possibilidade de se conseguir diminuir ainda mais a dimensao do sistema, estudando a
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sua integrabilidade.

Os problemas variacionais estao estritamente relacionados com problemas de con-
trolo éptimo (ver, por exemplo, [20]). Alguns trabalhos (ver, por exemplo, [14, 38,
48, 51]) revelam o mérito das ferramentas da mecanica moderna (Hamiltoniana e
Lagrangiana) de sistemas, na descrigao geométrica de problemas de controlo 6ptimo
(ver, por exemplo, [19, 24, 43, 65]), formulagao esta que dé origem a resultados intrin-
secos. Neste contexto, um problema de controlo éptimo com espago de estados dado
por uma variedade diferencidvel M e fibrado dos controlos B, consiste em determinar,
de entre as curvas suaves em B que satisfazem certas condigOes iniciais e finais fixas
no espaco de estados, as curvas v em B que minimizam uma determinada funcional
integral (com fungao custo definida em B) e que satisfazem a equagao

2 (rom)(t) =T (1),

onde 7 é a projecgao do fibrado Bem M eIl : B — T M é o campo de vectores ao longo

da projeccao T, ou seja, definido de modo a que o seguinte diagrama seja comutativo

B LE—— Y
\ lﬂ’]w 3
M

onde 7y representa a projecgao canénica natural de TM em M. A analise da dinamica
deste tipo de problema, pode ser concretizada através de uma versao geométrica do
principio do maximo de Pontryagin, usando um sistema simpléctico ou présimpléctico
(dependendo da especificidade do problema). Na descrigao presimpléctica, que é inspi-
rada na formulacao de Skinner e Rusk da mecénica classica, trabalha-se com um sistema
dindmico que tem subjacente uma estrutura presimpléctica definida no produto fibrado
do espago de co-estados e do fibrado de controlos, T* M x y; B. Esta situagao conduz-nos
ao algoritmo de restri¢cdo presimpléctico desenvolvido por Gotay, Nester e Hinds (ver
[41] e as referéncias ai mencionadas), que foi proposto para a teoria de controlo por

diversos autores (consultar [38, 48]).
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O desenvolvimento da teoria de controlo nas iltimas décadas conduziu o calculo das
variacOes a novas areas de investigacao e sublinhou de forma clara a importancia do es-
tudo de problemas de ordem superior. A abordagem dos problemas de controlo éptimo
discutidos nesta dissertacao é estabelecida no ambito geométrico referido no paragrafo
anterior, mas com as devidas adaptacoes aos fibrados de ordem superior ou, no caso do
ultimo capitulo, aos algebréides de Lie. O interesse pelos sistemas de controlo de ordem
superior tem vindo a crescer de forma louvavel. Sobre este assunto, mencionamos os es-
tudos de Bullo e Lewis [25] e de Barbero-Linédn e Munoz-Lecanda [15] para sistemas de
conexao afim (no capitulo 5, estudaremos um problema de controlo éptimo de segunda
ordem para um sistema de controlo de conexao afim em grupos de Lie; e abordare-
mos a respectiva versao em algebréides de Lie, no capitulo 6). Do mesmo modo, é de
citar o trabalho de Benedito e Martin de Diego [18], que apresenta uma generalizagao
geométrica do principio de Hamilton para ordem superior. Referimos ainda os artigos
[5, 6, 8], desenvolvidos pela autora deste trabalho, em colaboragdo com Camarinha e
Clemente-Gallardo, onde é desenvolvido o estudo dos polinémios cuibicos Riemanni-
anos, usando esta nova perspectiva geométrica. Em particular, em [6, 8] é estudado o
problema de controlo dindmico do corpo rigido livre e esférico (apresentaremos estes
resultados no capitulo 4). Dos mesmos autores, destacam-se igualmente, os recentes
estudos em grupos de Lie publicados em [7] (que exporemos nos capitulos 2 e 3). No
artigo mencionado, para além da descri¢ao presimpléctica do problema dos polinémios
cibicos, apresenta-se também a reducao da dindmica do sistema original, recorrendo ao
método de reducao simpléctico de Marsden-Weinstein e, com os integrais do movimento
obtidos, faz-se um primeiro estudo relativo a integrabilidade do sistema, usando o teo-
rema de Lie-Cartan. Na situagao particular do grupo de Lie SO(3), o sistema original
definido numa variedade de dimensao 12, pode ser reduzido a um sistema definido numa
variedade de dimensao 2. Além dos trabalhos referidos, salientamos também o trabalho
[33] de Colombo e Martin de Diego, onde se obtém uma generalizagao das equagoes de
Euler-Arnold para uma ordem qualquer; e a publicacao[39] de Gay-Balmaz et al, onde

os autores se dedicam aos splines de ordem superior, sob o ponto de vista variacional
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e exploram, para além de outras questoes interessantes, a abordagem Hamiltoniana
associada as equacoes de Euler-Poincaré de ordem superior e a respectiva redugao de
Hamilton-Ostrogradsky. Em ambos os artigos sao apresentadas aplicagoes a problemas
de controlo éptimo, neste sentido torna-se pertinente relacionar alguns dos resultados

destes artigos com o estudo que propomos para os polinémios ciibicos.

A generalizacao para algebréides de Lie da mecénica cldssica em fibrados tangentes
e cotangentes enriquece substancialmente os formalismos Lagrangiano e Hamiltoniano,
e, em particular, a teoria de controlo éptimo. Sob o ponto de vista dos algebroéides
de Lie, é possivel tratar de sistemas num contexto mais abrangente, uma vez que esta
teoria nos proporciona estruturas que generalizam de forma natural os fibrados tan-
gentes. O primeiro autor a estudar a mecanica Lagrangiana no ambito dos algebréides
de Lie foi Weinstein [78]. Posteriormente, Martinez desenvolveu em [57] a mecénica La-
grangiana em algebréides de Lie, usando um formalismo similar ao formalismo de Klein
da mecanica Lagrangiana cléssica. Para tal, o autor generalizou elementos geométricos
fundamentais da mecanica Lagrangiana, tais como o conceito de endomorfismo ver-
tical, de campo de vectores de Liouville e de formas de Cartan. Mais recentemente,
tém surgido outros trabalhos nesta area, citamos a titulo de exemplo alguns artigos,
onde podem também ser encontradas outras referéncias sobre o assunto: [32] da auto-
ria de Carifiena et al, onde é dada uma descrigdo geométrica da dindmica Lagrangiana
em quase-coordenadas; [34] de Cortés et al, que trata de sistemas Lagrangianos nao
holénomos; e ainda [4] de Abrunheiro et al, onde se apresentam diversos exemplos de
problemas de controlo éptimo. Para esta dissertacao, interessa-nos particularmente o
trabalho [58] sobre problemas de controlo éptimo em algebréides de Lie. Com o intuito
de tornar mais explicito o enquadramento nos algebroéides de Lie dos problemas de con-
trolo abordados nesta tese, escrevemos a seguir algumas linhas introdutérias ao tema
(que sera desenvolvido no capitulo 6). Um algebréide de Lie E sobre uma variedade
diferenciavel M, é um fibrado sobre M, cujo conjunto das seccoes tem uma estrutura
de élgebra de Lie, junto com um homomorfismo p : E — TM (aplicacdo ancora) de

fibrados vectoriais e tal que é satisfeita uma certa condi¢cdo de compatibilidade. Um
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problema de controlo 6ptimo no algebréide de Lie F, com espaco de controlos dado por
um fibrado B sobre M, é caracterizado pela determinacao das curvas v em B, que satis-
fazem certas condigoes iniciais e finais fixas no espaco de estados M e minimizam uma
funcional integral (com funcao custo definida em B), e que, para além disso, satisfazem
as equagoes

d

(o) = (poo)(v(1)),

onde 0 : B — E é uma secgao ao longo da aplicagao projecgao 7 : B — M (isto é, tal

que é satisfeita a igualdade m oo = 7). Em termos de diagrama:

B—2s>pg—LsrM
\i”
T 7T]\/I
M

E neste contexto que serao descritos os problemas de controlo dos polinémios ctibicos
e o mais geral do capitulo 5. Refira-se que nao aprofundaremos muito, a nivel dos
algebréides de Lie, o estudo dos nossos problemas, uma vez que nao é esse o objectivo
principal do trabalho. Pretendemos com esta andlise deixar uma breve nota sobre as
potencialidades dos algebroéides de Lie, no desenvolvimento de problemas na linha dos

que apresentaremos, mas para situagoes mais gerais.

Em seguida, descreveremos o contetido desta dissertacao, a qual esta organizada em
seis capitulos e contém no final trés apéndices de apoio ao trabalho desenvolvido, bem

como as referéncias bibliograficas que foram sendo citadas ao longo do texto.

No capitulo 1 comegaremos por introduzir o problema variacional classico dos
polinémios cubicos Riemannianos ([37, 69]) e alguns invariantes ao longo destas cur-
vas ([3, 26, 66]). Enquadraremos este problema variacional no contexto dos fibrados
tangentes de ordem superior, apresentando a versao intrinseca das suas equagoes de
Euler-Lagrange, a partir de alguns resultados de [49], ou seja, a equagao (3) para o nosso
Lagrangiano de ordem dois. Exporemos depois o problema de controlo éptimo para o
sistema de controlo associado ao problema variacional (problema de controlo éptimo

dos polinémios cibicos Riemannianos). Para o efeito, serao usadas algumas ferramen-
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tas da teoria geométrica de controlo ([19, 24, 43, 65]), adaptadas ao nosso problema
de controlo de segunda ordem. A dindmica deste problema serd concretizada usando
uma versao presimpléctica do principio do maximo de Pontryagin e a aplicacao de um
algoritmo geométrico de restricdo, onde teremos por fonte de inspiracao os trabalhos
[14, 18, 35, 38, 48, 51]. Daremos ainda lugar a uma andlise da relagao existente entre
os formalismos Lagrangiano e de controlo 6ptimo apresentados, baseada na generali-
zacao para ordem superior da transformagao de Legendre, segundo [49] (especificando,
para os polinémios cubicos, o sistema (4)). O capitulo termina com a exemplificagao
dos resultados expostos, para o caso da esfera S? ([5]). Além disso, como suporte a
este primeiro capitulo, surgird no apéndice A uma exposicdo sintetizada da teoria dos

fibrados tangentes de ordem superior, baseada essencialmente em [36, 49].

Os capitulos 2 e 3 sao dedicados ao estudo dos polinémios ctibicos em grupos de Lie
conexos e compactos. Com o intuito de firmar a notagao e as ferramentas utilizadas ao
longo do trabalho, relativamente aos grupos de Lie, apresentaremos na primeira seccao
do capitulo 2 e no apéndice B, uma exposicao sintetizada dos principais resultados que
interessam para este trabalho, da teoria béasica de grupos de Lie e accoes de grupos
de Lie (as referéncias utilizadas sao essencialmente [1, 17, 42, 45, 46, 50, 55, 61, 71,
75]). Abordaremos com mais pormenor o grupo de Lie fibrado tangente de um grupo,
o grupo de Lie produto semidirecto de um grupo pela sua algebra e o isomorfismo
existente entre estes dois grupos (trivializagdo a esquerda do fibrado tangente de um
grupo). Incluiremos ainda a nogao de aplica¢gdo momento, que é um conceito essencial
no estudo das simetrias que efectuaremos no capitulo 3. A trivializacdo & esquerda,
atras referida, permitir-nos-a4 simplificar para grupos de Lie, de uma forma bastante
eficaz, as abordagens dos problemas variacional e de controlo 6ptimo dos polinémios
cubicos, do capitulo 1. Esse é o objectivo do capitulo 2, que finalizara com uma andlise
dos integrais do movimento do sistema Hamiltoniano e os relacionara com os invariantes
obtidos a partir do problema variacional. No capitulo 3 concretizaremos a reducao da
dinamica do sistema trivializado, comecando por usar a metodologia de reducao de

Marsden-Weinstein ([56, 71]). A interpretagao da dinamica reduzida conduzir-nos-4 a



Introdugao xiii

um sistema que vive no produto cartesiano da orbita coadjunta do grupo, da algebra
de Lie do grupo e do seu dual. Utilizaremos ainda o teorema de Lie-Cartan ([12]), no
sentido de tentar caracterizar o nimero de integrais do movimento em involugao. Parte

dos resultados destes dois capitulos foram ja publicados em [7].

No capitulo 4 formularemos o problema variacional dos polinémios ctibicos no grupo
de Lie SO(3). Sob o ponto de vista Lagrangiano, destacaremos algumas propriedades
dos quadraticos de Lie, curvas na algebra de Lie que estao associadas aos polinémios
ctbicos, como ja referimos atrds. Esta anélise foi j& publicada em [2, 3] e segue a linha
dos trabalhos [66, 67], tendo sido alguns dos resultados obtidos paralelamente pelos
diferentes autores. A tultima parte do capitulo é dedicada ao estudo da dindmica do
problema de controlo 6ptimo dos polinémios ctibicos em SO(3) (com o estudo do corpo
rigido livre e esférico). Neste sentido, especificaremos para o caso de SO(3), o sistema
Hamiltoniana presimpléctico que descreve o problema, a trivializacao a esquerda do
sistema, a reducao da dinamica e a posterior andlise dos integrais do movimento (isto
é, os tépicos de ambito Hamiltoniano dos dois capitulos anteriores). Estes resultados

foram recentemente publicados em [6, 8].

O objectivo dos tltimos dois capitulos é generalizar a teoria dos polinémios ctibicos
em grupos de Lie, em dois sentidos distintos. No capitulo 5, exploraremos o formalismo
presimpléctico anteriormente mencionado, para um problema de controlo com sistema
de controlo de conexao afim similar ao do problema dos polinémios ctbicos, mas com
um numero de varidveis de controlo inferior ao nimero de varidveis da variedade de
configuragao. O capitulo contém ainda uma extensao do problema variacional dos
polinémios ctibicos a um problema com restri¢oes, por forma a analisar, para a situacao
dos grupos de Lie, a relacao existente entre esta abordagem Lagrangiana e a abordagem
Hamiltoniana geométrica apresentada. No capitulo 6 pretendemos enquadrar na teoria
dos algebroéides de Lie os problemas de controlo éptimo dos polinémios ctbicos e o
mais geral anteriormente referido. Com este intuito, recordaremos nas duas primeiras
secgoes do capitulo, as nocoes e propriedades basicas dos algebréides de Lie. Referimos

[30, 53, 54] para um estudo mais aprofundado desta teoria. Além disso, resumiremos na
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terceira secc¢ao, a formulacao geométrica de um problema de controlo num algebréide de
Lie e a respectiva abordagem Hamiltoniana geométrica, baseando-nos essencialmente
em [58]. Por fim, nas duas ultimas secgbes aplicaremos esta teoria mais abrangente
dos algebréides de Lie, aos problemas de controlo estudados nos capitulos precedentes.
Em particular, apresentaremos alguns exemplos ([4]) relacionados com o movimento
rotacional do corpo rigido livre (problemas de controlo 6ptimo cinematicos e dindmicos,

com e sem restrigoes).



Capitulo 1

Polinomios cubicos Riemannianos

Neste capitulo comegaremos por apresentar o problema variacional classico dos po-
linémios ciibicos Riemannianos. Enquadraremos este problema no contexto dos fi-
brados tangentes de ordem superior e esta andlise conduzir-nos-a a versao intrinseca
das equacoes de Euler-Lagrange. De seguida, estudaremos um problema de controlo
optimo de segunda ordem equivalente ao problema variacional dos polinémios ctbicos.
A descricao Hamiltoniana que faremos deste problema de controlo serd baseada na

abordagem presimpléctica do principio do maximo de Pontryagin.

Concretizaremos a abordagem Hamiltoniana do problema variacional partindo da
sua versao intrinseca, o que nos permitira associar as equagoes de Euler-Lagrange um
sistema Hamiltoniano. Para isso definiremos a transformacao de Legendre generalizada.
Finalmente, verificaremos que este sistema Hamiltoniano coincide com o sistema que
descreve a dinamica do problema de controlo 6ptimo. Neste sentido, os formalismos

Lagrangiano e de controlo éptimo tornam-se equivalentes.

Ao longo deste capitulo, M é uma variedade Riemanniana de dimensao finita n,
com métrica Riemanniana (.,.). A conexao simétrica em M, correspondente & métrica

Riemanniana, é denotada por V. O campo de vectores velocidade e a derivada co-
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variante ao longo de uma curva z em M sao denotados, respectivamente, por dz/dt e
DY/dt, onde Y é um campo de vectores ao longo de z. Além disso, representamos o

tensor de curvatura por R e a diferenciagao covariante de R por VR.

Um sistema de coordenadas locais (ou carta) na variedade M definido(a) num
aberto U de M, ¢ : U C M — ¢(U) C R™, com correspondentes fungoes coorde-
nadas z',...,2" : U C M — R, é representado por (U,¢) ou (U,z',...,2"). As
coordenadas locais naturais dos fibrados tangentes TM, T?M e T3M serdo deno-
tadas, respectivamente, por (z',..., 2" y', ..., y"), (=%, ..., 2™yt ...,y ul, . )

1 n ,1 n .1 n 1 n
e (..., 2™y, ..,y u, co ™).

Refira-se ainda que no apéndice A sdo recordados os fundamentos béasicos, de utili-

dade para o presente capitulo, da teoria dos espacos tangentes de ordem superior.

1.1 Problema variacional dos polinémios ctubicos

O problema variacional a seguir apresentado, que designaremos por problema varia-
ctonal dos polindmios cubicos, foi introduzido em 1989 por Noakes, Heinzinger e Paden
em [69] e abordado no contexto da interpolacao dindmica em 1995 por Crouch e Silva

Leite em [37].

1.1.1 Apresentacao do problema variacional

Seja C o conjunto constituido pelas curvas 7 : [0, T] — M de classe C! e seccionalmente

suaves que verificam as condicoes de fronteira

d d
10) =20, AT) =2z, —L(O0)=yo, —(T)=yr,

onde xg,x7 € M, yo € Ty M, yr € T, M ¢ T € R*. Consideremos o problema

variacional de segunda ordem em M que consiste em encontrar as curvas v € C, que

1 T D2,.y DZ,Y
- 220N 1.1.1
2/0 < a2 di2 > (1.1.1)

minimizam a funcional
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A equacgao de Euler-Lagrange deste problema variacional é dada pela equacao diferencial

de quarta ordem

D47 szy dvy\ dv
— ] — =0. 1.1.2
dtt +R<dt2’dt> dt 0 ( )

Note-se que, por vezes, omitimos a dependéncia do tempo para simplificar a notagao.

Definigao 1.1.1. Uma curva suave
v~: ICR — M
t o (1)
diz-se um polinémio cubico Riemanniano em M se verifica a equagdo (1.1.2).
Exemplo 1.1.2. Seja M = R" a variedade Riemanniana munida com a métrica Eu-
clidiana. Neste caso, a derivada covariante ao longo de uma curva € a derivada usual
ao longo de uma curva em R™ e o tensor de curvatura € zero. Assim, a funcional

(1.1.1) € simplesmente (1/2) fOT |v()|[2dt (onde |.|| é a norma em R™) e a equacdo

(1.1.2) reduz-se a d*vy/dt* =0, cujas solugbes sio os polindmios cibicos em R™.

Utilizaremos a notacdo V' para representar o campo de vectores velocidade dvy/dt

de um polinémio ciibico Riemanniano 7.

Proposicao 1.1.3. [26] Se v é um polinémio cibico Riemanniano em M, entdo a

sequinte expressao € invariante ao longo de y:
1 /DV DV D2V
—(—, — )= — . 1.1.
2<dt’dt> <dt2’v> (1.1.3)

Demonstragao. O resultado é obtido quando integramos o produto interno de (1.1.2)

com V. O

Lema 1.1.4. [3] Se vy € um polinémio cibico Riemanniano, entdo

d D?*V D2*v D3V DV DV DV
i [<dt2 I > - <dt3 dtﬂ = <<W k) (dtv> v, dt>
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Demonstragao. Usando a propriedade do tensor de curvatura
(R(X,Y)Z,W) = (R(W, )Y, X)

e a definicao de diferenciagao covariante do tensor de curvatura, ou seja,

(VxR)(Y,Z2)W =
= Vx[R(Y, Z)W] - R(VxY, Z)W — R(Y,VxZ)W — R(Y, Z)VxW,

facilmente se obtém
d DV DV DV DV
i <R (dtv) v dt> - <<WR> (dtv> v dt> =
DV D2V
=2 —_— — ).
<R< it ’V)V’ ar? >

Além disso, note-se que

d /D*V D\ _ /D DV
dt \ dt2’ dt2 | de3 ' dt2 /-
Para concluirmos a demonstragao, basta considerar o produto interno de (1.1.2) com

D?V/dt? e aplicar as igualdades acima indicadas na equacdo obtida. O

Proposicao 1.1.5. Seja v um polinémio cubico Riemanniano numa variedade local-
mente simétrica. A expressao

D?V D2V D3V DV
= )= =, = 1.1.4
<dt2’dt2> <dt3’dt> ( )

€ invariante ao longo de 7.

O invariante (1.1.4) foi deduzido por Abrunheiro e Camarinha, usando o lema 1.1.4
(ver [3]). No entanto, a existéncia de um segundo invariante ao longo do polinémio
ctibico Riemanniano, foi originalmente publicada por Noakes em [66] (de facto, quando
substituimos em (1.1.4) a terceira derivada covariante usando as equagoes (1.1.2), obte-

mos exactamente o invariante introduzido em [66]).
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1.1.2 Problema variacional no contexto dos fibrados tangentes de or-

dem superior

Interessa-nos verificar que a func¢ao Lagrangiana (ou Lagrangiano) associada a funcional

1 /D%y D2y
2< dt?’ dt? > (115)

é uma funcao bem definida no fibrado tangente de segunda ordem T2 M, que passaremos

(1.1.1), ou seja,

a denotar por L. Dizemos que L é um Lagrangiano de ordem dois.

Para uma clara compreensao da abordagem do problema variacional dos polinémios
ctibicos no contexto dos fibrados tangentes de ordem superior, torna-se importante des-
crever o problema variacional em termos de coordenadas locais. Seja (U, z',...,2") um
sistema de coordenadas locais em M com zg € U. Seja vy uma curva em M pertencente
a classe C e denotemos as coordenadas do ponto (t) € U por x!(t),...,z"(t), t € [0, T].
Entao, a derivada covariante DV/dt do campo de vectores velocidade de v, designada

por campo de vectores aceleragao de v, pode exprimir-se da seguinte forma ([22]):

n

DV IR N B
T e | o
dt P 5 ox

(1.1.6)

)

onde I' f] sao as funcoes reais definidas em U que representam os simbolos de Christoffel
da conexado Riemanniana. Assim, se denotarmos as componentes da métrica Rieman-

niana por g;;, o Lagrangiano (1.1.5) escreve-se localmente como

5 D o |+ Y Tydtad | (it Y Tt | (1.1.7)
Lk=1 ij=1 ij=1

Refira-se ainda que a forma generalizada da equacao de Fuler-Lagrange para um

Lagrangiano arbitrario L de ordem dois, se traduz localmente por

oL d (0L d*> (0L .

Para o Lagrangiano definido por (1.1.7), esta equagao resulta na equacao (1.1.2).
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Precisamos agora de algumas das ferramentas geométricas discutidas no apéndice
A. Da definicdo A.3.2, sabemos que cada ponto de T2M é representado por uma classe
de equivaléncia [y]2 de curvas em M tangentes de ordem 2 no ponto v(0) = zg € M,
onde 7 é uma curva em M (ver defini¢io A.3.1). Seja e : [0,7] — T?M o levantamento
para T2M de uma curva v em M (ver definicio A.3.3). Denotemos as coordenadas do

ponto y2(t) € T?>M por
ot =2l (t), vt = i'(t), ut = &(t), i=1,...,n, tecl0,T)

O Lagrangiano (1.1.5) do nosso problema pode ser interpretado como sendo a funcao

L :T?M — R definida, para cada [y]3 € T?M (com ~(0) = ), por

(K oir) (72(), (K oiry) (12(2))) (1.1.9)

N | =

L () =

onde, i11 é a a injecgao natural de T?M para TTM dada por (A.3.6) (para |l = 1) e
K é a aplicagdo conexao exposta na definiggo A.2.9. Ao longo do levantamento 2, o

Lagrangiano (1.1.9) exprime-se da seguinte forma:
1 O = - & .
5> [ u+ Y Tyt | | uF+ Y Thy'y | (1.1.10)
Lk=1 ij=1 ij=1

Importa observar que este Lagrangiano ¢é regular visto que a matriz [(9%L)/(du‘0u?)],

1 <i,j <n, é invertivel. De facto, de (1.1.10) vem

oL = :
5 = D g [ vt 4+ D Thyly (1.1.11)
k=1 gl=1
e portanto
0°L = [gi]1<i
8ui8uj I<ij<n - gz] 1<4,5<n»

que é obviamente uma matriz invertivel (por defini¢do de métrica Riemanniana).

1.1.3 Formulagao geométrica da equacao de Euler-Lagrange

Apresentamos agora uma formulacao geométrica da equagao de Euler-Lagrange (1.1.2)

independente da teoria Hamiltoniana, no sentido em que descrevemos intrinsecamente
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a dindmica sem recorrer a transformacao de Legendre. Na seccao 1.3 concretizaremos
a abordagem geométrica da dinamica Lagrangiana do problema dos polinémios cibicos

recorrendo a transformacgao de Legendre.

Em geral, a dinamica de um Lagrangiano L definido em T?M desenvolve-se no
espaco tangente de terceira ordem T3M, uma vez que a equacdo de Euler-Lagrange
do problema variacional associado a L se traduz localmente pelo sistema de equacoes
diferenciais de quarta ordem (1.1.8). Mais concretamente, estas equagoes diferenciais
podem ser interpretadas como sendo um campo de vectores em T3M, no sentido em
que as respectivas curvas integrais deste campo de vectores sao levantamentos de curvas

em M solugoes da equacao de Euler-Lagrange.

As estruturas geométricas cruciais para a abordagem que nos propomos apresentar
sdo o campo de vectores de Liouville C e a estrutura canénica quase-tangente J; em
T?M . Consideramos ainda Cy, o campo de vectores canénico de ordem 2 em T2M; e Ja,
o endomorfismo vertical de ordem 2 de T(T?M). Consulte-se (A.4.3) para as expressoes
locais dos campos de vectores C1 e Co e (A.5.1) para as representagdes matriciais
dos endomorfismos J; e Js. Como veremos a seguir, estas ferramentas geométricas

permitem-nos associar a um Lagrangiano L : T>?M — R arbitrério:

e Uma 2-forma wy, em T2M, a 2-forma de Poincaré-Cartan generalizada.

e Uma funcio F : T°M — R, a funcio energia (Lagrangiana) generalizada.

Seja wr, a 2-forma fechada em T°M associada a um Lagrangiano L de ordem 2,
dada por
1
Wy, = —de1L+ 5dedJ2L7 (1.1.12)

onde dr, d e dj, representam, respectivamente, o operador de derivacao total, a di-
ferenciacao exterior e a diferenciagao vertical de ordem i (i=1,2), na algebra exterior
das formas diferencidveis em T2M (ver observagao A.3.5 e definigdo A.6.5). Isto 6,

wr, = —day, para ag, a 1-forma em T2M definida por

1
ap = dj, L~ gdrdy, L. (1.1.13)



8 Capitulo 1. Polinémios cibicos Riemannianos

Seja v : [0,7] — M uma curva suave em M com ~y(t) representado localmente pelas
coordenadas z'(t),...,x"(t), para cada t € [0,T], onde T € RT. Se v3: [0,7] — T3M
é o levantamento de ~ para T3M (ver definigio A.3.3), representamos v3(t) € T3M

localmente por
ot =a'(t), y' = '(t), u' = &'(t), o' = T(t), i=1,...,n, t€][0,T).

Proposicao 1.1.6. Seja L o Lagrangiano definido por (1.1.10). A 1-forma oy, definida

por (1.1.13) exprime-se localmente como

n

ar =) (aldz’ + ajdy’),
i=1

para aé = ai- (a:l,...,x",yl,...,y",ul,...,u”,vl,...,v”), I = 0,1, as funcoes reais

dadas por

N ars,
Oé? = Z Z |:(F2k‘8 st%)r — Gis o k:| Yy ykyl + Z tjk — 3Pkﬂ) U’ B g]'l)]

k=1

n n ) )
(Z Tjeiy’y* + gijuj> :

Jj=1 \k=1
n
onde Fijk = g s=1 Ffjgsk-

Demonstracao. Comecemos por observar que de acordo com a observagao A.6.7 temos

dJlL_Z@yL SL > e dyL 22%1

Assim, substituindo estas expressoes em (1.1.13) obtemos

" [oL d P
“L:;[ayi it () ' + Z

Portanto, af = OL/0y" — (d/dt) (OL/0u’) e o} = OL/Ou'. Agora, de (1.1.11) sai de

imediato a expressio de o} dada no enunciado. Por outro lado, de (1.1.10), deduzimos

a derivada

Ly Z grklmy® [ u +Zrﬂyy . (1.1.14)
k,m,s=1 g,l=1
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Por conseguinte,

n

n n
: d :
k kgl k kgl
af = E 29milisy” | u” + E Thyly' | - |9k | T E :Fjlyjy
k,m,s=1 j,l=1 7,0=1

Para finalizar a demonstragao basta simplificar esta expressao e fazer uso das pro-

priedades
99ij
Lije =Ljir e o0 = Dhij + Dy
que resultam da simetria e compatibilidade da conexao Riemanniana ([22]). O

Note-se que do lema A.7.2 resulta que o, é uma 1-forma em T3M semi-basica de

tipo 2. Designamos «ay, por forma de Jacobi-Ostrogradsky associada a L.

O resultado a seguir apresentado é demonstrado em [49] (pdgina 111) para a situacao
mais geral de um Lagrangiano de ordem k e correspondente 2-forma de Poincaré-Cartan

generalizada.

Teorema 1.1.7. Um Lagrangiano L de ordem 2 € reqular se e so se a 2-forma wy,

definida por (1.1.12) € simpléctica.

Como vimos na subsecgao anterior, o Lagrangiano definido por (1.1.10) é regu-
lar. Portanto, o teorema anterior e a proposicao 1.1.6 garantem-nos que ao problema
variacional dos polinémios ciibicos Riemannianos podemos associar a forma simpléctica

localmente definida por

wr, = —day, :Z(dfci/\da?—l—dyi/\da}) , (1.1.15)

i=1
onde a? e al-l sao as funcgoes definidas na proposicao 1.1.6. Neste trabalho nao nos
interessa explorar a abordagem em coordenadas do problema variacional e por isso

limitamo-nos a apresentar a expressao (1.1.15) sem mais desenvolvimentos.

Defina-se agora a funcéo energia F : T3M — R associada a um Lagrangiano L de

ordem 2, do seguinte modo:

1
E=C1L - Sdr(CaL) - L. (1.1.16)
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Se L é o Lagrangiano definido por (1.1.10), entao a fungao energia (1.1.16) exprime-se,

ao longo do levantamento 3 de uma curva v em M, como
n
E = Z Ay’ + a} u - L, (1.1.17)
=1

onde oz? e a} sao as funcgoes definidas na proposicao 1.1.6. Efectivamente, tendo em

atengao as expressoes (A.4.3) de Cy e Cy, vem
"~ (0L ;, _OL ,
L — 7 2 (2
o z(a 22k, > e
Consequentemente, (1.1.16) toma a forma
oL doL\ ., OL
E = —— |y u'| — L.
Z[( oy’ dtaul)y +8u2u]
1

Mas, como vimos ao longo da demonstracao da proposicio 1.1.6, temos dL/Ou’ = a; e

OL/0y" — (d/dt) (OL/Ou’) = o, o que nos conduz a (1.1.17).

oL
5y (1.1.18)

Proposigao 1.1.8. Seja L o Lagrangiano definido por (1.1.10) e E a correspondente

fungao energia (1.1.17). A fungdo energia coincide com (1.1.8), ou seja,

1 /DV DV D2V
E=- —
2<dt’dt> <dt2’v>’

onde V = dv/dt representa o campo de vectores velocidade de .

Demonstragao. Para obter o resultado, basta recordar que L se escreve como (1.1.5)

e verificar que ao substituir as derivadas (1.1.11) e (1.1.14) nas igualdades (1.1.18), se

obtém
=2 gu (w+ > Tt | (v + 3 iy
i,k=1 7,l=1 7l=1
e
CQL—QZQMJ u +erlyy
7,l=1
Isto é,
DV DV DV
CiL =2 CoL=2(V,—
! <dt’dt> ¢ 2 <’dt>’

onde estamos a ter em consideragao (1.1.6). O
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Observe-se que a proposicao anterior revela a importancia do invariante (1.1.3),
na teoria dos polinémios cibicos. De facto, coincidindo (1.1.3) com a fungao energia,
podemos afirmar que este invariante ao longo do polinémio cibico desempenha um
papel similar, ao desempenhado pelo comprimento do campo de vectores velocidade,

na teoria das geodésicas.

A versao intrinseca da equacao de Euler-Lagrange é dada pela equacgao simpléctica
iXEwL :dE, (1.1.19)

que define de modo tnico o campo de vectores Xg em T3M. Esta afirmacdo é con-
sequéncia da aplicacao do teorema a seguir formulado, cuja demonstracao pode ser
encontrada, por exemplo, em [49] (apresentado no referido trabalho, para a situagao

geral de um Lagrangiano de uma ordem qualquer, nao necessariamente de ordem 2).

Teorema 1.1.9. Seja L um Lagrangiano reqular de ordem 2 em M (ou seja, definido
em T?M ). Entdo, as curvas integrais do campo de vectores Xg definido por (1.1.19)

sao as solugoes da equagao de Euler-Lagrange (1.1.8).

1.2 Problema de controlo 6ptimo dos polinémios cibicos

Nesta sec¢ao analisamos um problema de controlo éptimo de segunda ordem correspon-
dente ao problema variacional dos polinémios cubicos Riemannianos. Formulamos o
problema utilizando ferramentas geométricas da teoria de controlo (ver, por exemplo,
[19, 24, 43, 65]). A descrigdo usada permite-nos representar a dinamica do sistema de
controlo através de um sistema Hamiltoniano presimpléctico. Este modelo geométrico
¢ baseado na formulac@o de Skinner-Rusk da mecanica cléssica ([77]), que envolve a uti-
lizacao do algoritmo presimpléctico de Gotay-Nester ([41]). Nos tltimos anos, surgiram
diversos artigos que generalizam (em variados contextos) esta abordagem intrinseca,
originalmente construida por Skinner-Rusk para sistemas Lagrangianos singulares, de
entre os quais referimos [14, 18, 35, 38, 48, 51], que serviram de fonte de inspiragao

para o trabalho desenvolvido nesta seccao.
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O problema de controlo éptimo dos polinémios cibicos Riemannianos apresentado
nesta sec¢ao foi introduzido por Abrunheiro, Camarinha e Clemente-Gallardo em [5].
No referido trabalho é também discutida a existéncia da estrutura presimpléctica que

permite descrever a dinamica do problema de controlo.

1.2.1 Notas sobre a metodologia de Skinner-Rusk

Em [77], Skinner e Rusk introduziram uma formulacao geométrica da dindmica Hamil-
toniana generalizada de Dirac-Bergmann para sistemas Lagrangianos degenerados, que
com as devidas adaptacoes, acreditamos ser o formalismo mais apropriado para o estudo
da dinamica do nosso problema. Descrevemos de seguida e de uma forma resumida a

metodologia original de Skinner-Rusk:

e Partimos de um sistema Lagrangiano com espago de configuragao dado por uma

variedade diferenciavel ) e Lagrangiano L : TQ) — R.

e Consideramos a soma de Whitney T*Q @®T'Q), do espaco de fases T*(Q e do espago
das velocidades T'Q) sobre o espaco de configuracao (), com projeccoes candnicas

pri:T*QaTQ —-T*Qepro: T*QOTQ — TQ.

e Construimos um Hamiltoniano H : =< pri,pro > —Lopry : T*Q & TQ — R,
onde < .,. > denota o produto dualidade canénica de vectores e covectores em

Q' Portanto, se (‘T)yvp) € T*Q D TQv temos H(l‘,y,p) = p(y) - L(Sﬂ,y)

e A descricao Hamiltoniana é concretizada através de (T*Q © TQ,€2, H), um sis-
tema presimpléctico com a 2-forma presimpléctica €2 dada pela imagem reciproca
(“pull-back”) da forma canénica simpléctica em T*(Q pela projeccao pri. Local-

mente, temos Q = >, da® A dp;.

e A dinadmica é dada pelos campos de vectores X que sdo solucdo da equacao
Hamiltoniana i x €2 = dH. Esta equacgao ¢ interpretada como um versao intrinseca

das equacoes de Hamilton do principio do méaximo de Pontryagin.
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Na situacao em que L é regular, é garantida a existéncia de uma tunica solucao X da
equacao Hamiltoniana. Por outro lado, se L é singular, torna-se necessario a aplicacao
de um algoritmo de restrigao ([41]) que permita determinar uma subvariedade, caso

esta exista, onde haja um campo de vectores dinamico solugao.

Recorde-se que, na situacdo em que temos um sistema Hamiltoniano simpléctico!
(N,w, h), o facto de w ser nao degenerada permite-nos construir o isomorfismo S, que
a cada campo de vectores X na variedade simpléctica N faz corresponder a 1-forma
ixw em N; e nesse caso o sistema ixw = dh tem uma tunica solugdo, globalmente
definida em N por X = S_!(dh). Por outro lado, se o sistema Hamiltoniano (N,w, h)
é presimpléctico (w é degenerada), nao se pode garantir (a partida) a existéncia de
uma solucao X que satisfaca o sistema i yw = dh em todos os pontos da variedade IV,
ou seja, o sistema pode ser satisfeito apenas para alguns pontos da variedade. Mais
concretamente, podemos considerar, de forma similar ao que se faz no caso simpléctico,
uma aplicagao linear S, : X(N) — /\I(N ), e um homomorfismo de espagos vectoriais,
também denotado por S,,, de TN em T*N. No entanto, agora S, nao é necessariamente
um isomorfismo. Portanto, dh € Im S, é uma condi¢do necessdria para que ixw = dh
tenha solugao. Impondo esta condigdao, dado um ponto z € N, garantimos a existéncia
de um vector tangente v, € T, N tal que w(z)(v;, ) = dh(z)(-). Mas, em geral, existem
apenas alguns pontos z € N onde isto acontece. Se assumirmos que o conjunto de

pontos que satisfazem esta condicdo formam uma subvariedade? W; embebida em N:

Wi ={zeN:[dhz)](y.) =0, Yy, € Kerw(z)},

'Um sistema Hamiltoniano simpléctico é definido como sendo um terno (N,w,h), onde (N,w) é
uma variedade simpléctica e h é o Hamiltoniano (ou fun¢ao Hamiltoniana) cujo campo de vectores
Hamiltoniano X} é a solugado das equagdes de Hamilton (ou equagdes Hamiltonianas) ix,w = dh.
Neste contexto, é usual designar a variedade simpléctica N por espaco de fases (dos momentos) do
sistema Hamiltoniano (designagio equivalente & do espago de fases das velocidades para um sistema

Lagrangiano). (Consultar, por exemplo, pagina 187 de [1] ou pagina 102 de [50].)
*Note-se que a subvariedade {z € N : v, € T.N : w(2)(vs,-) = dh(2)(-)} coincide com Wi, como

consequéncia do resultado: se a. € Ty N, entdo a. € S,(T:N) se e s6 se Kerw(z) C Kera. ([15]).
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onde Kerw(z) = {v, € T,N : w(z) (vs,-) = 0}, entdo, encontra-se pelo menos uma
solugdo X que satisfaz o sistema dinamico (sendo w degenerada, Ker S,, nao é trivial,
portanto pode existir mais do que uma solucdo em Wi, o campo de vectores X e
os campos de vectores pertencentes a KerS,). Para que o sistema seja satisfeito
num sentido restrito, ou seja, admita uma solucao X quando restrito a W7, a solucao
encontrada tem de ser tangente a Wy (X : W7 — TW7), condigao esta que, em geral,
nao acontece. Se for esse o caso, teremos de considerar uma nova subvariedade Ws,
contida em W7 e que satisfaca esse requisito. Podemos continuar este processo, obtendo

uma sequéncia de subconjuntos (que assumimos serem subvariedades de N)
o W — .. Wy — Wy — N,

até encontrarmos, eventualmente, uma subvariedade final onde existe pelo menos um

campo de vectores tangente a essa subvariedade que satisfaz o sistema dinamico.

Em conclusao, quando estamos na presenca de um sistema Hamiltoniano presim-
pléctico, seguindo o raciocinio acima exposto, pode-se analisar o sistema de forma a
tentar perceber se é ou nao possivel resolver o sistema dinamico num sentido restrito.
Tal procedimento é designado por algoritmo geométrico de sistemas presimplécticos, co-
nhecido por algoritmo restri¢ao de Gotay-Nester (ver [41]). Este algoritmo permite, em
algumas situagoes, determinar uma subvariedade maximal da variedade presimpléctica,
e um campo de vectores tangente a essa subvariedade tal que o sistema dinamico é

satisfeito, quando restrito a subvariedade.

Consideremos novamente a situagdo exposta no inicio desta subsec¢éo para descre-

ver a metodologia de Skinner-Rusk: na presenca do sistema presimpléctico
(IT"ReTQ,Q, H),

facilmente se deduz que a correspondente subvariedade restricaio Wi é caracterizada
localmente pela condi¢ao 0H /0y = 0, ou seja, p—IL/Jy = 0. Assim, se L é regular, esta
condigao de restrigao permite-nos determinar de forma tinica as velocidades y = ¢(x, p)

como fungdes de = e p. O Hamiltoniano Hi(x,p) = (poy)(z,p) — L(z, ¢(z,p)) definido
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em T*(@) da lugar a um sistema de equacoes diferenciais equivalentes as equagoes de

Euler-Lagrange para o Lagrangiano L.

1.2.2 Formulagao geométrica do problema de controlo 6ptimo

O sistema de controlo éptimo associado ao problema variacional dos polinémios ciibicos
é um sistema de controlo de segunda ordem em M. Nesta sec¢ao adaptamos para a
situacao dos polindmios ciibicos a conhecida formulacao geométrica de um sistema de

controlo de primeira ordem resumida na seccao C.1.

O sistema de controlo associado ao problema variacional dos polinémios ctibicos é

dado pelo sistema de controlo de segunda ordem em M

DV N
= > w() I

=1

)

(1)

onde v : [0,7] — M é a curva em M, V é o respectivo campo de vectores veloci-
dade e u’ sdo funcdes reais suaves designadas por controlos. Se considerarmos 7(t)
localmente representado por ' = z(t) parai = 1,...,n e t € [0,7], o sistema de
controlo escreve-se como o conjunto das seguintes equacoes diferenciais dependentes
dos parametros u':
n
) =ul(t) = > Th(t)dl(ikt), i=1,...,n, (1.2.1)
Jk=1

visto que DV/dt é dado por (1.1.6). Note-se que o sistema é afim nos controlos.

Sob um ponto de vista geométrico, na caracterizacao global do problema de controlo
6ptimo, importa considerar a estrutura de fibrado afim 7 : T2M — TM (ver (A.3.1)).
Um sistema de controlo de segunda ordem pode ser descrito por um campo de vectores
II: T2M — TTM ao longo da projecgdo natural 73, isto é, definido de forma a que o

seguinte diagrama seja comutativo:

TTM

3 \LWT]VI >
T2

TM

T2M
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onde 7y representa a projeccao candnica natural de TT'M em TM. Portanto, o
espaco de estados e o fibrado de controlos sio dados por TM e T?M, respectivamente.
Para cada [7]3 € T?M, sabemos que 73 ([7]3) = 1]} € TM (ver (A.3.1)). Entdo,
II (['y]g) € Tm(l]TM e, sendo IT* : T2M — R funcdes reais suaves, i = 1,...,n, 0 campo

de vectores II pode exprimir-se na forma

0

() = 210 (0) 57 !

+ ) I () 5.7
o ; %y

o

Ao longo de uma curva « : [0, 7] — T2M, temos

n n
; 0 ; 0
I (o(t) = > T (a(t) 5 + I (alt) 5 (1.2.2)
i 02 |(rfoa)t) i 0" | (roa) (1
Além disso, quando « é curva integral de Il temos
T2 M TTM
d T2
2 (rhoa) (1) = Ti(at)
TM N
7'20(1
Entdo, se «a(t) é localmente definido por z' = z'(t), y* = i'(t), u* = i'(t), para
i=1,...,n et € [0,7], de forma a descrevermos as equagoes diferenciais (1.2.1),
interessa-nos considerar (1.2.2) com
I (at) =y e TP (aft)=u' - Y Tk (1.2.3)

Jk=1
As varidveis (z', y") designam-se por varidveis de estado e u' s@o as varidveis de controlo.

O problema de controlo éptimo dos polindmios cibicos Riemannianos em M consiste
em determinar as curvas « : [0,T] — T?M de classe C?, seccionalmente suaves e com

condicOes iniciais e finais fixas no espago de estados

(721 oa)(0) = (o, y0) e (19 0 a)(T) = (x1,yr), (1.2.4)
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que satisfazem o sistema de controlo (d/dt) (13 o @) (t) = II(a(t)), e minimizam a
funcional fOT G(a(t))dt, com T € RT fixo, para G : T°M — R a funcio custo definida

por
¢ () = & (KT (hR) KL (B]2)) (125)

para cada [’y]g € T?M, onde K é a aplicacio conexao apresentada na definicio A.2.9.

Observe-se que em coordenadas locais, a funcao custo é dada por

1 <& o
G=3 ‘Zl gij u'u?. (1.2.6)
1,)=

Observagao 1.2.1. E curioso observar que qualquer que seja o elemento ['y]% e T?M,

se tem

() = (o) () + 1 (300 %] ) 127

onde Z € o spray geodésico da conexdo Riemanniana de M e J € estrutura candnica

quase-tangente em T M definidos, respectivamente por (A.2.3) e (A.2.2).

1.2.3 Sistema Hamiltoniano presimpléctico

A descrigdo Hamiltoniana do problema de controlo 6ptimo dos polinémios ciibicos Rie-
mannianos tem como espaco de co-estados o fibrado cotangente T*T'M. Generalizando
o formalismo intrinseco de Skinner-Rusk resumido na subsecgao 1.2.1, consideramos o

sistema presimpléctico (7,€2, H) com as seguintes caracteristicas:

e O espaco total é o fibrado sobre T'M dado por
T =T*TM xpp T*M,

onde a fibra de 7 sobre um ponto (z,y) € TM é dada por T& y)TM X (TQM) ()’
com (TZM)(x W = (Tl)_l(x,y). Sejam pry @ T*TM xpp T?°M — T*TM e
pro @ T*TM xpy T?M — T?M as projeccdes candnicas do espaco total no

espaco de co-estados e no fibrado de controlos, respectivamente.
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e A 2-forma presimpléctica 2 em 7 é dada pela imagem reciproca (“pull-back”)
Q= (pr1)*wr, (1.2.8)
onde wi denota a 2-forma simpléctica candénica em T*T M.
e A funcdo Hamiltoniana H : 7 — R ¢ definida por
H =< pri,IIopry > —G o pro, (1.2.9)

onde II e G sao definidos, respectivamente, por (1.2.7) e (1.2.5), e < .,. > repre-

senta o produto dualidade candnica de vectores e covectores no fibrado tangente

TM, < f,9> (2) = (f(2) 0 9)(2)-
e O campo de vectores dindmico Xpg : 7 — T(7) é a solugao do sistema dinamico

ix, Q= dH. (1.2.10)

O sistema presimpléctico fornece condigdes necessarias para a existéncia de trajectorias
extremantes do problema de controlo 6ptimo, vistas como uma versao geométrica das
condigoes dadas pelo principio do maximo de Pontryagin. A equacao (1.2.10) pode ser

interpretada como uma versao intrinseca das equacoes de Hamilton.

Uma curva o em T?M é uma trajectéria critica do problema de controlo
Optimo, se existir um levantamento de « para o espaco total 7 que é uma

curva integral do campo de vectores definido por (1.2.10).
Estamos portanto interessados em determinar o campo de vectores dinamico Xpg,
solugao da equagao (1.2.10).

Aplicamos agora ao sistema presimpléctico (7, Q, H), o algoritmo geométrico referido

na subseccao 1.2.1. Comegamos por considerar a subvariedade
Wy ={2€T:dH(2)(v;) =0, Vv, € KerQ(z)}.

Antes de prosseguirmos, torna-se importante a analise local da estrutura presimpléc-

tica Q definida por (1.2.8). Se (U,z!,...,2") é um sistema de coordenadas locais em
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1 1 1 1 1
M7 € (ZE 7"‘7$nay 7"'7yn7p17"'7pn7q17"‘7qn) € ({L‘ 7"‘)'Tn7y 7"'7yn)u 7"'7un)

representam, respectivamente, as coordenadas locais naturais de T*TM e T?>M, entdo
(', .. 2™yt Lyt ut Pt Py, - - -, Q) constitui um sistema de coorde-
nadas no espaco total 7 = T*TM xpy T?>M. Neste contexto, facilmente se verifica
que a forma presimpléctica €2 se exprime como

n

Q= Z (da:Z Adp; + dy* A dqi) .

i=1
e portanto Ker ) = span {6/8u1, e ,8/8u”}. De onde se segue que a subvariedade
W1 é localmente caracterizada pelas restricoes

OH
out 0

i=1,...,n. (1.2.11)

Note-se ainda que, sendo o nosso sistema de controlo afim nos controlos, atendendo

a definicdo do Hamiltoniano (1.2.9) e a expressao local (1.2.6) da fungdo custo G,

temos (92H)/(0u'0w’) = —(9*G) /(0u'0w?) = —g;j, 1 < i,j < n (recorde-se que g;; é a
notagao usada para as componentes da métrica Riemanniana). Entao, a matriz
v

outou? 1<ij<n

é invertivel, o que significa que o sistema é regular em qualquer ponto.

(1.2.12)

Seja Qyy, a restrigdo a Wi da forma presimpléctica © dada por (1.2.8).

Proposicao 1.2.2. A 2-forma Qw, € simpléctica.

Demonstra¢io. A 2-forma Qyy, é simpléctica se e s6 se T,W1 N (T,W7)*+ = {0}, para

qualquer z € Wy, onde (T, W)+ é o ortogonal de T,W; relativamente a €2, ou seja,

(T W)t = {v, € T.T : Q(2)(vs,u) =0, Yu, € T,W1}.

Seja z € Wi. Sabendo que (9°H)/(0u'dw!) = d(0H/0u") (0/0w?), que Wy é
definida pelas restrigoes (1.2.11) e atendendo ainda a invertibilidade da matriz (1.2.12),
temos 0/0u? € T,W1, j =1,...,n. Assim,

3}

’-.-’7,'1
. ou

T.W1 & span { %

Z}:nf (1.2.13)
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Além disso, pelo facto de o sistema ser regular temos T,W; N Ker Q(z) = {0}. Com
efeito, seja v, € T,W1 N Ker Q(z):
noi

~ Uma vez que v, € KerQ(z), temos v, = Y 1 v1(0/0u')|,, para certas fungdes

i;_
suaves v, 1 =1,...,n.

— Por outro lado, porque v, € T,W; e sendo W; caracterizada pelas restricoes

(1.2.11), sabemos que d[(0H/0u?)(2)](v,) = 0, para j = 1,...,n, o que de acordo

com o ponto anterior se escreve como » ', vi[(0?H)/(0u'ouw’)] = 0. Logo,
dado que a matriz (1.2.12) é invertivel, conclufmos que v2 = 0, parai=1,...,n

e portanto v, = 0.

Para concluir a demonstracio, basta mostrar que KerQ(z) = (T.W;)*. Ora, por
definicio KerQ(z) C (T,W;)* e portanto é suficiente verificar a inclusio contréria.
Seja v, € (T,W1)*, entdao por definicio, Q(z)(v,,u.) = 0, Yu, € T,W;. Além disso,
dado que 9/0u’ € Ker, vem Q(z) (UZ,O/aui) =0,Vi =1,...,n. Deste modo, aten-
dendo a (1.2.13), concluimos que v, € KerQ(z) e portanto KerQ(z) = (T,W;)*.
Consequentemente, T, Wy N (T, W7)*+ = {0}. O

De acordo com a proposicao anterior, a regularidade do sistema de controlo ga-
rante-nos que (W71, Qy,) é uma variedade simpléctica. Por conseguinte, o algoritmo é
interrompido no primeiro passo, pois fica garantida a existéncia de um unico campo de
vectores Xy, em Wi solucao dos sistema dinamico (1.2.10) quando restrito a Wi, ou
seja, tal que

ixy, Qwy = dHy,, (1.2.14)
onde Hyy, ¢é a restricao de H a Wj.

Uma vez que o sistema é regular, as restrigoes (1.2.11) definem implicitamente
n funcoes reais cpi tais que u! = goi(:vl, L LN VL0 YOUNN N, S ,qn), para
i =1,...,n. De forma a determinarmos estas funcdes ¢’, fazemos a andlise local do

Hamiltoniano. Usando (1.2.3) e (1.2.6), verificamos que o Hamiltoniano H : 7 — R,
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definido por (1.2.9), se exprime localmente como
n n n 1 n
H:ZPi?f—FZQi u' — Z Ly’ y —5‘2 gij u'u’.
i=1 =1 7,k=1 4,j=1

Verifica-se agora com facilidade que a subvariedade W7 é caracterizada por
n
G => gy, i=1,..n,
Jj=1
pelo que deduzimos a expressao dos controlos éptimos
n
i ij o
u' = E g’q;, i=1,...,n,
=1

onde [¢"]1<i j<n é a matriz inversa da matriz [g;;]1<; j<n. Consideramos assim o difeo-
morfismo

o: (T"TM,w1) — (W1, Qw,),

definido localmente por

So(xla”'7xn7y17"'7yn7p17'"7pn7QI7"'7qn) =

n n
= (xlw-'axnaylw'wynaZQMQja'-'azgnJijpla"~7pnaQI7~-'7Qn>-
Jj=1 Jj=1

Note-se que a fungao inversa de ¢ é a restricao a Wi da projeccao pri. Facilmente se
verifica que p*Qy, = wi, ou seja, a imagem reciproca de {2y, por ¢ coincide com wy, e
portanto ¢ define um simplectomorfismo entre as variedades simplécticas (T*T M, w1)
e (W1,Qu,).2 A existéncia deste simplectomorfismo permite-nos reduzir o estudo do

sistema dinamico (1.2.14) em Wi, ao estudo do sistema em 7T*T M

iXlel = dHl,

3 Sejam (Mi,w1) e (Ma,ws) variedades simplécticas e f : My — M um difeomorfismo. Entéo,
— f diz-se um simplectomorfismo se f w2 = w1 ([1], pagina 177).

— f é um simplectomorfismo se e somente se, qualquer que seja a fungdo suave h em Ma, se verifica
f*Xn = Xnoy, onde f*Xp = (f1)Xn =Tf ' oXpof (prolongamento de X, por 1), e Xj e
Xhoy representam os campos de vectores Hamiltonianos associados a h e a ho f, respectivamente

([1], pagina 194).
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onde H; : T*T'M — R é definido por H; = Hy, o ¢, portanto é localmente dado por
n n n n
Hy = sz‘yi + ZQi %Zgﬂqz - Z Fé-k yyt, (1.2.15)
i=1 i=1 =1 k=1
e o campo de vectores X, em T*TM é o prolongamento (“push-forward”) de Xy,
por o1 X, = (o1 Xw, = Tt o Xy, 0.

Posto isto, o problema de controlo 6ptimo dos polinémios ciibicos Riemannianos
pode ser descrito pelo sistema Hamiltoniano (T*TM,wq, H1). As curvas integrais
deste campo de vectores determinam, quando projectadas para a variedade original,
as solugoes do problema de controlo éptimo (ver [14, 38]). Repare-se que, sendo o
sistema Hamiltoniano (T*T'M,w;, Hy) canénico, o campo de vectores solugao Xp, em

T*T M, determina-se de acordo com

" /O0H, & OH, & OH, & OH, O
XH1:Z< 1 1 1 1 )

0 7 —_ _ - 1.2.1
Op; Ox* + dq; Oy*  Ox* Op; oy* 0q; ( 6)

i=1
1.3 Transformacao de Legendre

Analisamos nesta seccdo a capacidade que os problemas variacional e de controlo
optimo, apresentados na duas secgoes anteriores, tém para descrever as mesmas solugoes,

ou seja, os polindémios cibicos Riemannianos. A ideia consiste no seguinte:

e Definir a transformacdo de Legendre Leg : T3M — T*TM associada ao La-

grangiano regular L : T2M — R da seccdo 1.1.

e Usando a referida transformacao de Legendre, associar ao problema variacional
da sec¢ao 1.1, uma funcao Hy : T*TM — R, designada por funcao energia

Hamiltoniana associada a L.

e Concretizar a abordagem Hamiltoniana do problema variacional dos polinémios

cubicos, com o Hamiltoniano dado pela fungao energia Hamiltoniana Hy,.

e E, finalmente, verificar que este novo sistema Hamiltoniano, e aquele que associ-

dmos ao problema de controlo 6ptimo da seccao 1.2, coincidem.
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Consideremos o problema variacional dos polinémios ctibicos da seccao 1.1. Seja
ag, a forma de Jacobi-Ostrogradsky associada ao Lagrangiano L dado por (1.1.10), ou

seja, a 1-forma em T3M definida por (1.1.13). Recorde-se da proposicdo 1.1.6 que,

1

n .1 n .1 n .1
se (z,...,2"y,...,y"u, ... u

, U, ...,v") representa um sistema de coordenadas

naturais em T3M, entdo a expressao local desta 1-forma é dada por

n

ap = Z(a?dxi + ajdy?), (1.3.1)
i=1
onde aﬁ, sao as funcoes reais definidas na proposicao 1.1.6, paral=0,1ei=1,...,n.

Como menciondmos anteriormente, a7, é uma 1-forma em T3M semi-bésica de tipo 2.

Estamos assim em condic¢ées de aplicar o teorema A.7.3.

Denotemos por 7y € 73y as projecgoes canodnicas, respectivamente, de T*T'M em

TM e de TT?>M em T2M. Consideremos ainda a projeccao natural T?} :T3M — TM.

Proposicao 1.3.1. A forma de Jacobi-Ostrogradsky oy, definida por (1.3.1) determina
uma aplicagdo

Leg : T3M — T*(TM),

tal que o sequinte diagrama € comutativo

L
T3M “ T*TM
TM

A relacdo entre oy, e Leg € dada por
ar =<K Leg o 7rT3M,T7'§ >

onde K .,. > representa o produto dualidade canonica de vectores e covectores em T M.

Em termos locais temos

1 1 1 1 —
Leg(x*,...;x™y", ...,y u ... u™ ot . 0" =
(1.3.2)
— (] 1 0 0 1 1
=(a', ..., 2™y, Ly ad, a0, ),

onde aﬁ, sao as fungoes reais definidas na proposicao 1.1.6, paral=0,1ei=1,...,n.
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Proposicao 1.3.2. Se wy € a forma canonica simpléctica em T*TM e wy é a forma

simpléctica em T3M definida por (1.1.15), entdo
Leg*w; = wr,

onde Leg € a aplicacdo determinada pela forma de Jacobi-Ostrogradsky oy, .

Demonstracao. Por definicdo, temos w;, = —day e wi = —dAq, onde A1 é a forma de
Liouville em T*TM. De acordo com o corolario A.7.4, temos Leg*\1 = ar e daqui se

deduz de imediato o pretendido. ]

A demonstragao do resultado a seguir apresentado pode ser encontrada em [49]
(pagina 111), para a situagao geral de um Lagrangiano de ordem k e correspondente

forma de Jacobi-Ostrogradsky ar,.

Teorema 1.3.3. Um Lagrangiano L de ordem 2 é regular se e so se a aplica¢do
Leg : T3M — T*TM determinada pela correspondente forma de Jacobi-Ostrogradsky
ayp € um difeomorfismo local. Nessa situacdo, a aplicacao Leg designa-se por trans-

formacao de Legendre associada a L.

A transformagao de Legendre associada a um certo Lagrangiano pode nao ser um
difeomorfismo global. No caso de o ser, dizemos que L é hiper-regular. Na situacao
dos polinémios cibicos, L, definido por (1.1.10), é um Lagrangiano hiper-regular. De
facto, sabemos da sec¢ao 1.1 que L é regular, mas para além disso, Leg é um difeo-
morfismo, uma vez que a sua restricio a cada fibra de 74 : T3M — TM é bijectiva.
Se (z',.... 2™ y' ...,y p1,. .., Puy L, - - -, Gn) € um sistema de coordenadas locais em

T*TM, entao a aplicacao inversa de Leg é definida localmente por

Leg_l(xlv e 7wn7y17 .. '7yn7p17' -y Pnyq1y - - - 7qn) =
(1.3.3)

_ n .1
=(z' ..., 2™y, oy u, . u

onde

n n
ul = Zgilql - Z F;kyjyk, i=1,...,n, (1.3.4)
=1 k=1
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e
n
v’:Zg”(pj—fj), i=1,...,n,
j=1
para
- OMul i ki - »:
fi= > [(ijs — Tk ) T3 — 9js &C;] v'y'y + D (T — 3Thi)y'u”,
i,k,l,s=1 k=1
com Ty = >0, I'7;9sk-  Neste contexto, Leg define um simplectomorfismo (ver

nota de rodapé 3 do actual capitulo) entre as variedades simplécticas (T3M , wL) e

(T*TM, w).

Recordemos agora o formalismo intrinseco do problema variacional dos polinémios
clibicos apresentado na seccio 1.1: temos a variedade simpléctica (T2M, wr) e a fungio
energia E : T°M — R associada ao Lagrangiano L, definida por (1.1.17). Como refe-
rimos, as curvas integrais do campo de vectores Xp definido pelo sistema (1.1.19),
ix,wr = dF, satisfazem as equacoes de Euler-Lagrange do problema variacional e,
nesse sentido, este sistema é considerado como a versao intrinseca das equacoes de
Fuler-Lagrange. Face ao exposto na presente seccao, estamos em condigoes de apresen-
tar o sistema Hamiltoniano associado ao problema variacional dos polinémios cubicos.

Assim, consideramos o sistema (T*T'M, w1, Hy,), onde
Hp =FEoLeg ! (1.3.5)

é denominada a funcao energia Hamiltoniana associada a L. A dinamica deste sistema

Hamiltoniano ¢ descrita pelo campo de vectores Xp, definido pelo sistema
iXHL w1 = dHL

Ora, como concluimos no paragrafo anterior, Leg é um simplectomorfismo e, como
consequéncia (consultar nota de rodapé 3 do presente capitulo), o campo de vectores
Xu

, € dado pelo prolongamento (“push-forward”) de Xg pela aplicacao Leg, ou seja,

Xy, = (Leg)«Xp = TLego X o Leg!. Assim, temos o seguinte resultado ([49)):

Proposicao 1.3.4. Se 0 € uma curva integral de X, entao 6 = Lego o é uma curva

integral de Xp, e temos Ty 00 = 7'31 oo.
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Para finalizar esta seccao, apresentamos um resultado que nos permite concluir que
o sistema (T*TM, w1, Hy) associado ao problema de Lagrange coincide com o sistema
(T*TM,w, Hy) abordado na sec¢ao anterior para descrever a dinamica do problema

de controlo 6ptimo.

Proposicao 1.3.5. A funcdo energia Hamiltoniana Hy : T*TM — R definida por
(1.3.5) coincide com o Hamiltoniano Hy : T*TM — R definido por (1.2.15). Escreve-
mos H := Hy, = H;.

Demonstragao. Sendo Hy, definido por (1.3.5), atendendo as expressoes (1.1.17) de E
e (1.3.3) de Leg™ !, e sabendo ainda que Leg é definida por (1.3.2), temos

n

Hp =Y (piy' + av'(2,9,p,9) —

i=1
- . . (1.3.6)
=5 2o (vmyp )+ Y Ty’ | (v @ ypo)+ ) Tiy'y |,
Lk=1 ij=1 ij=1
onde estamos a considerar (z,y,p,q) = (x',.... 2%y ..., ¥ D1, ' Pn, Qs - - Gn)
e (zv,y,u,v) = (24, ..., 2™yl .y ul, o u ot oo o), de forma a simplificar a
notacao. Ora, para cada i = 1,...,n, u*(z,y, p, q) exprime-se por (1.3.4), o que substi-
tuindo em (1.3.6) resulta no pretendido. O

Perante o que aqui se exp0s, concluimos que os formalismos Lagrangiano e de con-
trolo 6ptimo sao equivalentes, pois como vimos a transformacao de Legendre permi-

te-nos passar globalmente de um formalismo ao outro.

1.4 Polinémios ciibicos na esfera S?

Terminamos este capitulo com a apresentacdao do problema de controlo 6ptimo dos
polinémios ciibicos na esfera S?, exemplo este abordado por Abrunheiro, Camarinha e

Clemente-Gallardo em [5].
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1 2

Seja S? a esfera de raio a com as coordenadas esféricas usuais z' = 6 e 22 = .

2 2

Neste caso, as componentes da métrica Riemanniana sao g11 = a sin? P, goo = a” e
g12 = g21 = 0. Os sfmbolos de Christoffel sdo I'}, = I's; = cotp, I'?; = —sinpcosy e
todos os outros sao zero. Consideremos o problema de controlo 6ptimo dos polinémios
cibicos Riemannianos em S2. O espaco de estados é o fibrado T'S?, o fibrado de
controlos é dado por 17282 e o espaco de co-estados por T*TS%. Representemos

as correspondentes coordenadas destes espacos por (6, ¢,ye,y,), (0, go,yg,yg,,ul,UQ)

e (0,9,Y0, Yo, Do, Doy 40, 4y), Tespectivamente. A funcado custo do problema é

G = - [a®*(u')?sin® ¢ + a®(u?)?]

N

e o sistema de controlo é representado por

( .
0= yp

Y=Yy
Yo = u — 2y y, cot

U = u® + (yp)? sin p cos .

\
O Hamiltoniano é definido na variedade presimpléctica T*TS? x g2 T2?S? por

H = poyy + Py + (u! — 2ys yp cot ) gp + (u® + (yo)” sinp cos ) gp—

1
_5 [CLQ(ul)Q sin2g0—|— a2(u2)2] )

Efectuando os cdlculos, verifica-se que as equacgoes de restricio OH/Ou! = 0, i = 1,2,

que definem a variedade simpléctica W7 sao

QQ—GQ’LLISiDQQO:O e qw—a2u2:0

e consequentemente os controlos sao dados por

Ul = i COSGC2 € U2 = i
- a2 l]e (10 - a2 qlp'

Portanto, o Hamiltoniano em T*T'S? escreve-se como

1

1 .
H = poyp + ppyy + 272(%)2 cosec’p + 272(%)2 + (y9)*qp sin p cos ¢ — 2yg y,» go cot p.
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Assim, de acordo com (1.2.16), o campo de vectores solucao X em T*T'S? é dado por

0 0

X 299%4‘3@%

+

1 2 o) 24 (2 + (yp)? s 9
— g cosecp — co — — sin ¢ cos —

1 . 0
[ —5(a0)" cot o — 2y, %) cosec® — (9) gy + 2(yp)* g, sin® 90] s
o)
)

+ (2y, g9 cot @ — 2yg g, sinp cos @ — pg) =— 945

+ (29 g9 cot @ — py) 90
©



Capitulo 2

Polinémios cubicos em grupos de

Lie

Este capitulo é dedicado ao estudo do problema dos polinémios ciibicos em grupos de
Lie conexos e compactos. Destacaremos a versao Hamiltoniana do problema, tendo em

vista uma reducao da dinamica que serd analisada num capitulo posterior.

Na seccgao 1 apresentaremos alguns conceitos e resultados béasicos da teoria de grupos
de Lie com o intuito de consolidar a notagao e as ferramentas de base deste capitulo.
Realcaremos os conceitos de trivializacao a esquerda dos fibrados tangente e cotangente
de um grupo de Lie, usando a translagao a esquerda do grupo. Este tipo de trivializacao

permitir-nos-4 aprofundar a formulagdo Hamiltoniana do nosso problema.

Abordaremos na sec¢ao 2 o problema variacional dos polinémios cubicos. Adaptare-
mos para o caso do grupo de Lie, as equagoes de Euler-Lagrange e os invariantes ao
longo do polinémio cibico que conhecemos da situacao geral. O objectivo é estabele-
cer, no final do capitulo, o paralelismo entre estes resultados e os que serao deduzidos

geometricamente nas seccoes seguintes.

As secgoes 3 e 4 sdo dedicadas a descricio Hamiltoniana do problema de controlo

dos polinémios ciibicos, no contexto dos grupos de Lie (os resultados mais relevantes

29
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destas duas secgoes foram publicados por Abrunheiro, Camarinha e Clemente-Gallardo
em [7]). Introduziremos o problema de controlo com o espaco de estados e o fibrado
de controlos trivializados. De seguida, descreveremos a dinamica do problema usando
o formalismo presimpléctico associado a forma candnica simpléctica do fibrado cotan-
gente do produto semidirecto do grupo de Lie e da sua algebra. Prosseguimos, na
seccao b, com a trivializacao deste fibrado cotangente. O resultado final serd um sis-
tema Hamiltoniano na variedade simpléctica dada pelo produto cartesiano do produto
semidirecto acima mencionado pelo seu dual, para o qual deduziremos, na seccao 6,
alguns integrais do movimento. Na tultima seccao, analisaremos a relacao existente
entre as abordagens Hamiltoniana e Lagrangiana apresentadas, usando as ferramentas

geométricas introduzidas.

Neste capitulo, G é um grupo de Lie de dimensao finita, conexo e compacto com
identidade e. A correspondente dlgebra de Lie, equipada com o paréntesis de Lie [., ],

é denotada por g e o seu espaco dual por g*.

2.1 Nocoes preliminares em grupos de Lie

Nesta secgao estabelecemos alguma notacao e recordamos alguns conceitos e resultados
da teoria dos grupos de Lie que serdo usados ao longo deste trabalho. As referéncias
utilizadas sao essencialmente [45, 46, 61, 75]. Importa ainda ter em consideragao o
apéndice B, dedicado aos grupos de Lie e acgoes de grupos de Lie e que serve de apoio

ao presente capitulo.

2.1.1 O grupo de Lie G

Representamos os elementos do grupo de Lie por x ou g. As aplicagoes dadas por

1

GxG—G,(r,9g)—2xg9geG— G, z— x~ " sdo as operagdes multiplicacao e inversao
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para o grupo. Sejam

L,:G—G e R.:G— G,

respectivamente, as translacoes a esquerda e a direita por z € G que sabemos serem
difeomorfismos (ver definicao B.1.4 e proposigao B.1.5). A aplicagao tangente de L, em
g € G é denotada por T, L, e representamos a sua transposta por Ty L. De igual modo,
denotamos por Ty R, e T R, a aplicacao tangente de R, em g € G e a sua transposta,
respectivamente. Recordamos a seguir as defini¢oes de representagao adjunta (em g) e

coadjunta (em g*) do grupo e da sua algebra (ver exemplos B.2.12 e B.2.13).

e A representacdo adjunta de G é denotada por Ad e é caracterizada por fazer

corresponder a cada x € G o automorfismo em g dado por Ady := Te(R, -1 0 Ly).

A aplicacdo tangente de Ad na identidade e designa-se por representacdo adjunta

de g e é denotada por ad : g — End(g). Temos ady Z = [Y, Z], paracada Y, Z € g.

A aplicagao Ad* : G — Aut(g*) definida, para cada © € G e £ € g*, por
[Ad*(2)](§) := Ad}_,§ = £ 0 Ad,—1, diz-se a representacdo coadjunta de G.

e A representacao coadjunta de g é a aplicacao ad* : g — End(g*) dada por

lad*(Y)](§) := —ady € = —§oady, paracada Y € ge & € g*.

Em virtude de assumirmos o grupo de Lie G conexo e compacto, é garantida a
existéncia de uma métrica Riemanniana bi-invariante! em G, que denotamos por (.,.).

Este resultado e o a seguir apresentado podem ser encontrados, por exemplo, em [45, 61].

Teorema 2.1.1. Se G € um grupo de Lie munido com uma métrica Riemanniana
bi-invariante, entdo a conexdo V e o tensor de curvatura R associados a esta métrica

sao dados, respectivamente, por

VyZ:%[Y,Z] c R(Y,Z)W:—i[[Y,Z],W],

A métrica é bi-invariante se for invariante & esquerda e & direita, o que significa que satisfaz

Y, Z) = (TyL.Y, TyL Z) = (TyR.Y, Ty R, Z), para quaisquer Y, Z campos de vectores em G e x,g € G.
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onde Y, Z e W sdo campos de vectores invariantes a esquerda. Além disso, verifica-se

a sequinte propriedade

(v, z],w) = {Y,[Z2,W]). (2.1.1)
Fixemos uma base ortonormada {Aj,..., A,} na algebra de Lie g, ou seja, uma
base que verifica (A;, A;) = d;;, para quaisquer i,j = 1,...,n, onde ¢;; representa o

simbolo de Kronecker. Como é sabido, todo o grupo de Lie é paralelizavel e portanto
TG possui um referencial global. Podemos assim definir a base descrita na seguinte

proposigao, que ¢é gerada pela base {A41,..., A,}.

Proposicao 2.1.2. Consideremos os n campos de vectores X; : G — TG em G,

1=1,...,n, definidos de acordo com
Xl(l') == TeLxAi, (212)

para cada x € G. Entdo,

{X1,..., X}

€ uma base ortonormada de campos de vectores em G invariantes a esquerda.

Demonstragao. Comecemos por observar que os campos de vectores X; em G sdo, por
construcao, campos de vectores invariantes a esquerda, ou seja, é valida a igualdade
TL,oX; = X;o0L,, para qualquer z € G (ver definicao B.1.14). De acordo com o men-
cionado na observacao B.1.15, sendo campos de vectores invariantes a esquerda, estes
ficam completamente definidos pelos seu valor na identidade X;(e) = A; e, portanto,
estao bem definidos quando consideramos X;(z) = T. L, A;. Agora, se v, € T, G, para
x € G, sendo a aplicagao tangente T, L, um isomorfismo (ver proposicao B.1.5), pode-
mos garantir a existéncia de um elemento A = >""" ;| a;A; € g, onde a; sdo fungoes reais
suaves, tal que v, = Te Ly A. Logo, vy = > a; X;(x) e portanto { X (x),..., X, (z)} é
uma base de T,G. Além disso, é claro que a base de campos de vectores é ortonormada,

dado que {41,...,A,} é uma base ortonormada e que a métrica é bi-invariante. ]
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Importa ainda referir que a base dual de {A;, ..., A,,} é uma base do espago dual g*.
Esta base gera uma base de campos de covectores (ou seja, 1-formas) em G invariantes
a esquerda. Com o intuito de simplificar a linguagem, ao longo desta dissertacao

adoptamos as notacoes descritas de seguida.

e Da proposicao 2.1.2, sabemos que qualquer campo de vectores suave Z, ao longo

de uma curva z em G pode escrever-se na forma

Zo(t) =) 2 (6) Xi(x(1)), (2.1.3)

=1

onde z* sao funcoes suaves do tempo. Representamos por Z, o campo de vectores

ao longo de = dado por
Za(t) = Z () Xi(z(t)). (2.1.4)

e Seja Y uma curva em g e £ uma curva em g*. Representamos por
Y (respectivamente, €) (2.1.5)

o elemento de g (respectivamente, g*) cujas componentes em relacdo a base de g
(respectivamente, g*) acima mencionada, sao as derivadas das componentes de Y’

(respectivamente, &).

e Se £ € g*, o vector tangente identificado com este vector cotangente através da

métrica Riemanniana é denotado por X¢ € g. Isto é,

£Y) = (Xe,Y), VY eg. (2.1.6)

Com as notacoes acima consideradas, é simples de mostrar o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.3. SeY € g e £ € g*, entdo sdo vdlidas as igualdades

X£ = Xéz, Xad’{,g = —adyX£ € XAd;;g = Admfl‘X&. (2.1.7)
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Demonstragao. De acordo com (2.1.6), torna-se claro que as componentes de § e X¢
relativamente as bases, respectivamente, de g* e g acima referidas, coincidem. Como
consequéncia, X = X¢ Se Z € 9, (Xaape, Z) = (ady§)(Z) = £([Y, Z]) = (X, [Y, Z]),
o que pela propriedade (2.1.1) nos dé (Xuay¢, Z) = ([X¢, Y], Z) = —(ady X¢, Z). Logo,
Xady e = —ady X¢. Por sua vez, (Xaaze, Z) = (Ad3€)(Z) = {(Ad,Z) = (X¢, AdyZ), o
que, pela bi-invariancia da métrica, ¢ equivalente a escrever (X pq:¢, Z) = (Ad,-1X¢, Z).

Portanto, concluimos que X aqx¢ = Ad,—1 Xe. O

Observagao 2.1.4. Seja A a forma de Maurer-Cartan exposta na definicao B.1.20.
Observe-se que a relagao entre as bases {Ay,..., Ap} e {X1,...,Xn} acima considera-

das, pode ser traduzida pela identidade

para cada t = 1,...,n. Entdo, através de A, a cada campo de vectores Z, ao longo de
uma curva x em G, podemos associar um elemento Z da dlgebra de Lie g. Com efeito,
se Z, € dado por (2.1.3), definimos

n

Z =X (Za(t) = ) 2 (1) A (2.1.8)

=1
Além disso, resulta de imediato que
& e (Ze0)] = e (2:0) (2.19)
dt ’

onde Z, € definido por (2.1.4).

2.1.2 O grupo de Lie fibrado tangente

O fibrado tangente T'G do grupo de Lie G é um grupo de Lie com operagoes de grupo
definidas como prolongamentos tangentes das operagoes em G. Denotamos os elementos
de T'G por v, ou vy, onde 7, (v,) = = e m,(vy) = g para 7, : TG — G a projeccao
candnica. A demonstracido do resultado a seguir apresentado pode ser encontrada, por

exemplo, em [46].
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Lema 2.1.5. Se m : G x G — G representa a opera¢do multiplicagdo do grupo de Lie
G, entao, a aplicagcdo tangente a m num elemento arbitrdrio (xz,g) € G x G € definida
por

(T(w,g)m) (vl" Ug) = TSCRQUZ’ + Tngvg € Tng)
para cada vy € TG e vy € T,G.

Proposicao 2.1.6. [/6, 71] O fibrado tangente TG do grupo de Lie G é um grupo de

Lie com operagoes de grupo dadas por
TG xTG — TG TG — TG
(Vg,vg) = VU Vy F— U

onde

Vg = TpRgvy + Ty Lyvg € TryG e T mp—— (ToLy—1 0Ty Ry—1) (vg) € Tp—1G,

xT

para cada vy € T,G e vy € TyG, com x,9 € G.

2.1.3 Produto semidirecto do grupo de Lie e da sua algebra

No contexto da seccao B.4, interessa-nos o seguinte caso particular: consideramos o
grupo de Lie G a actuar no espago vectorial dado pela sua &dlgebra de Lie g, através
da acgado a direita que consiste no diferencial na identidade da acgdo a direita de G
em si proprio definida por (z,9) € G X G +— (RyoL,-1)(g9) € G. Uma vez que
T.(RyoL,1)Y = Ad,1Y, a representagao a direita de G em g que estamos a con-

siderar e a correspondente representacao de g em g, sao tais que
Y z= Adm71Y [S] Z-Y = —adyZ = ad2Y,

para quaisquer x € G e Y, Z € g. De acordo com a proposi¢ao B.4.1, construimos o

grupo de Lie produto semidirecto descrito no resultado a seguir apresentado.

Proposicao 2.1.7. A wvariedade diferencidvel produto cartesiano G X g munida com a

operacdo multiplicacdo

(2,Y)(g,Z) = (xg, Ady—Y + Z),
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com (x,Y),(9,Z) € G x g, é um grupo de Lie, designado por grupo de Lie produto
semidirecto de G e g e denotado por G®gg. O elemento identidade deste grupo é (e,0)
e o elemento inverso de (z,Y) € G x g € definido por (z,Y)™! = (z71, —Ad,Y).

Ao longo deste trabalho, usaremos a notacao G X g, em vez de G ®g g, para repre-
sentar o produto semidirecto. E de forma andloga se usam as notagoes g X g e g* x g*

para representar a correspondente algebra de Lie e o seu dual, respectivamente.

Da seccao B.4, sabemos ainda que o paréntesis de Lie em g x g é determinado de

acordo com a férmula
(Y. 2), (Y, Z)] = (Y. Y'].[Y. 2| + [2,Y"])

e portanto ady,z)(Y', Z') = ([Y,Y'],[Y, Z'] + [Z,Y"]), para quaisquer Y,Y', Z, Z' € g.

Daqui, facilmente se deduz que
ad)(kY,Z) (,LL, 5) = (Ma 5) © ad(Y,Z) = (adg‘/,u + ad*Zé.v Gd;f) . (2110)

Fibrado tangente de G x g

T(Gxg) = |J Tem@xe= |J TGx{¥}xg).
(z,Y)eGxg (z,Y)eGxg

Se (z,Y) € G x g, cada elemento
('Uma U) € T(x,Y)(G X g)

é tal que v, € T,G e U € Tyg = g. Neste sentido, identificamos de forma natural este

elemento (v, U) com o terno
(v, YU) € T,G x {Y} x g,

que serd a notacao adoptada para os elementos de T'(G x g). A projeccao natural do

fibrado T'(G x g) é a aplicacdo mgxg : T(G x g) — G X g, definida por

7TG><g<'Uz>Y7 U) = (WG(Ur>7Y) = (x,Y),
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para cada (v, Y,U) € T(G x g).
Fibrado tangente de ordem dois de GG

O fibrado tangente de ordem dois T?G de G, quando trivializado usando o difeo-

morfismo (2.1.15) de TG abordado na secgao a seguir, é um fibrado sobre G x g, que

denotaremos por T2G, e que pode ser visto como um subfibrado de T(G x g).

T2G = {(v5,Y,U) € Tooy)(G x 8) : TuLyp10, =Y} = | J (TG x g).  (2.1.11)
zeG

Assim, representamos cada elemento de T2G por um par

(vz,U) € TG X g.

A projecgio natural do fibrado T2G é a aplicacio 75 : T2G — G x g, definida por
T (02, U) = (1 (vs), TuLyp-1vz) = (2, Ty Ly—1v,), (2.1.12)
para cada (vg, U) € T2G.

Fibrado cotangente de G x g

T Gxg) = |J TLy(Gxe= |J TGx{y}xg).
(z,Y)EGXxg (z,Y)EGXg

Se (z,Y) € G x g, cada elemento

(a2, ) € T(, v (G < g)

é tal que ay € T;G e £ € Ty g = g*. Portanto, os elementos de T*(G x g) podem ser

caracterizados através de elementos do tipo

(0,Y,8) e TG x {Y} x g".

Neste trabalho, sempre que se justificar, simplificamos a notacao agora introduzida,
suprimindo o segundo elemento do terno que representa cada elemento de T'(G x g)

ou T*(G x g), ou seja, assumimos a identificacdo entre os elementos de T, y)(G X g)



38 Capitulo 2. Polinémios ciibicos em grupos de Lie

(respectivamente, Tt v) (Gxg)) e os elementos de T,,G x g (respectivamente, TG x g*),

nos casos em que esta nao gere ambiguidade.

Terminamos esta subseccao com dois resultados que visam a translagao a esquerda
no grupo de Lie produto semidirecto G x g, mais concretamente deduzimos as férmulas

para a tangente desta translacdo e para a correspondente transposta.

Proposicao 2.1.8. Sejam (x,Y), (9,7Z) € G x g. A aplicagdo tangente da translagdo
a esquerda por (z,Y) em (g,7), é definida por

Tyz)Layy: Tgz(Gx0) — Tugaa _v+z)(G xg)

(vg,Z,U) — Tg2) L@y (vg, Z,U)

com Ty 7 Lz y)(vg, Z,U) = (TyLyvy , Adg1Y +Z , U+ [Adg1Y, TyLy1vy]).

Demonstragao. Refira-se que, quaisquer que sejam os elementos (z,Y), (¢,2) € G x g,
temos L, yy(9,Z) = (w9, AdyY + Z). Por defini¢ao, o valor da aplicacdo tangente

desta translacio num ponto (vg, Z,U) de T(y 7)(G X g) é calculado de acordo com:

d

Tig.2)L(zy)(vg, Z,U) = pn (Liz,yy o @) (t)

)

t=0

para ¢ uma curva em G X g, escrita como um par de curvas ¢(t) = (p1(t), p2(t)) (a
primeira em G e a segunda em g), que satisfaz ¢1(0) = g, ¢2(0) = Z, $1(0) = vy e

©2(0) = U. Desenvolvendo a expressao dada temos

d
T(g,Z)L(x,Y) ('Ug7 Z, U) = 7 <1’(,01(t) N Adgpfl(t)Y + (PQ(t))

d t=0
d d )
=(T,L Ad, .Y +72,U d Ad Y
g g x'l)g 5 gfl + 3 + % W;l(t) —o .
Usando agora (B.3.2) obtemos o pretendido. O

Proposigao 2.1.9. A aplicagao transposta da aplicagao tangente Ty 7\ L(,y) € dada
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por

T*

(g,Z) L(m,Y) . T*

(xg,Adg,lY—i-Z)(G xg) — T(*gz)(G X g)

(Ozxg, Adg—1Y +27,8) +— T(ij)L(x’y)(aIg, Adg—ly + Z,¢)

com T, 1 Lz (g, Ady1Y + Z,6) = (T;an:pg +adyy, yEoTyly 1, 2, 5) :

Demonstragao. Por defini¢ao, temos
T(Z’Z)L(x’y)(a$g7 Adgfly + Z, §) = (Oéa;g, Adgfly +Z,&)o T(g,Z)L(;r,Y)-
Assim, dado (v, Z,U) € T4 7)(G X g) temos

i

2 L) (g, Ady Y + 2,6)] (v, 2,U) =

= gy (TyLyvg) +E(U) + £ ([Adqu, Tngfwg]) =
= (T Lattay + adiy_y€0 TyLys ) (v5) +£(D).

De onde se segue o resultado. O

Nas duas proposigoes anteriores, se escolhermos (g, Z) = (e, 0), obtemos o seguinte

resultado:

Corolério 2.1.10. Quaisquer que sejam (W,U) € T(.0)(Gxg) =gxg, (z,Y) € Gxg
e (0, §) € T(, (G x g) = T7G x g*, temos

T(e,O)L(x,Y)(W’ U)= (T LW, U+adyW)eT,Gxg= T(:Jc,Y) (G xg) (2.1.13)

Te0) L) (0, €) = (TF Loty + ady€ | €) € 9" x g" =T (G x g).  (2.1.14)

2.1.4 'Trivializagoes dos fibrados

A translacao a esquerda no grupo de Lie G induz as duas seguintes trivializagoes:
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o A trivializacdo a esquerda do fibrado tangente TG que consiste em identificar este

espago com o espaco G X g através do isomorfismo

A TG — Gxg
vy € T,G — (v,TpL,-1v;),

(2.1.15)

cuja inversa é definida por A\=!(z,Y) = T.L,Y, para cada (z,Y) € G x g.
e A trivializacao a esquerda do fibrado cotangente T*G, isto é, identificar T*G com

G x g* através do isomorfismo

p: TG — G xg*
a, €ETIG — (2, TFLyay) = (x,a, 0T L),

(2.1.16)

com inversa definida por (p) ! (z,€) = T¥ L, 16 = (0T, L, 1, parax € Ge £ € g*.

Refira-se que a trivializagao a esquerda (2.1.15) de T'G e a forma de Maurer- Cartan
em G (isto é, a 1-forma em G com valores em g apresentada na definicao B.1.20)
traduzem na sua esséncia a mesma ideia. Por este motivo, usamos a mesma notacao A

para os dois conceitos.

A trivializagdo & esquerda de T'G, permite-nos concluir que as estruturas de grupo
de Lie de T'G e do produto semidirecto G x g descritas nas duas subsecgdes anteriores

sao isomorfas (consultar, por exemplo, [46]):

Lema 2.1.11. Os grupos de Lie TG e G X g sao isomorfos através do isomorfismo A

definido por (2.1.15).

Demonstragao. Sejam v, € T,G e vy € T,G, com x,g € G. Para a operacao multi-

plicagao temos

A(U:v“g) = (ffgv (T:ngg—lw—l © Tng) Uz + (Twng—lz—l © Tng) Ug) =
= (29, Tw (Ly-1 0 Ly—1 0 Rg) vy 4+ Ty (Ly-1 0 Ly—1 0 Ly) vg) =

= (29, Ty (Ly-1 0 Rgo Ly-1) vy + TyL,-1vg) =

= (29, Ady-1 Ty Ly-1vy 4+ TyLy-1vg) =
= (2, Ty Ly-1vg) (9, TyLy-1vg) = A(vg)A(vg).
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Por outro lado, para a operacao inversao vem

)\(Ufl) = ($71; —[Ty1Ly 0Ty (Ly—1 0 Ry1))] Ux) -

xT

= (7, Ty (Lyo Ly-1 0 Ry1)vg) = (27, —TyRy-1v,) =
= (7Y, = (TuRy-1 0 TeLy 0o TypLyp-1) vg) = (271, —Ady Ty Ly-1v5) =
= (2, ToLpm1v) ™ = [M(va)] 7.

De acordo com a definicao B.1.6, a demonstracao estd concluida. O

Para o trabalho a desenvolver a seguir, interessa-nos considerar a trivializagao a
esquerda do fibrado cotangente T*(G x g), fazendo uso da translagdo & esquerda no
grupo de Lie G x g (de um modo similar ao que fazemos em (2.1.16)). De acordo
com a férmula (2.1.14), identificamos o fibrado cotangente T*(G X g) com o espago

G x g x g* x g* através do isomorfismo

p: T*(G x g) — Gxgxgxg*
(a2, Y,8) € T(, (G xg) — (2,Y,T¥ Leay +ady €, &)

(2.1.17)

Usando a proposicao 2.1.9, verifica-se facilmente que a inversa deste isomorfismo ¢ dada,

para cada (z,Y, 1, &) € G x g x g* x g*, por

p_l(xa Y:/L?g) = (T;Lz_l (:u - ad;’g) aK&) € T(*x,Y)(G x g) (2118)

2.2 Problema variacional

Consideremos o problema variacional dos polinémios ciibicos Riemannianos, a que se
dedica a secgao 1.1, agora para M = G (a variedade diferencidvel é o grupo de Lie
conexo e compacto). No caso dos grupos de Lie, a equacao de Euler-Lagrange (1.1.2)
adquire uma forma particular que foi deduzida por Crouch e Silva Leite em [37], como
uma extensao do resultado no grupo de Lie SO(3) obtido por Noakes, Heinzinger e
Paden em [69]. Descrevemos de seguida as etapas essenciais para a dedugao dessa

equacao.
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Seja z uma curva em G e consideremos a base ortonormada de campos de vec-
tores invariantes & esquerda em G definidos por (2.1.2). Entao, o campo de vectores

velocidade Y, de x pode escrever-se como

dx i
Va(t) = SH(0) = 30y (0 Xi(x(0), (2.2.1)
i=1
onde y*, i = 1,...,n sdo funcdes suaves do tempo.

Proposicao 2.2.1. [37] Se 'Y, é o campo de vectores velocidade de uma curva x num
grupo de Lie conezo e compacto, escrito na forma (2.2.1), entdo a sua derivada covari-

ante escreve-se como
DY,
dt

=Y,, (2.2.2)

onde estamos a considerar a notacdo (2.1.4).

Demonstragao. Da definigao de derivada covariante ([45]), vem

DY,
dt

() =D §'O)Xi(() + Y Tiult)y’ (Oy* () Xi(z(1)),
i=1

i7j7k:1
onde I‘;k sao os simbolos de Christoffel da conexao Riemanniana em G. No entanto,

prova-se que a segunda parcela da igualdade anterior é nula. Para tal, usa-se o teorema

2.1.1. Temos
2. Ty Oy OXi(@®) = D v/ (O () Vx, wop Xn(@(0)) =
i,5,k=1 )
= 2 3 PO (), Xew(0)] = SIVa(0), Yalh)] = 0.

jk=1

Logo, a derivada covariante reduz-se a (DYy/dt) (t) = S0, 9° () Xi(x(t)) = Y. O

Um procedimento semelhante ao usado na demonstragao da proposicao anterior,
permite-nos deduzir as seguintes expressoes para as derivadas covariantes de ordem
superior ([37]):

D%,

-1 . D3Y,
ﬁz_n+anxA e 2

dt3

N AR AN %[[Yx,yx],yz]. (2.2.3)
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Note-se que, por vezes, omitimos a dependéncia do tempo para simplificar a notagao.

De acordo com o acima exposto e atendendo ao teorema 2.1.1, a definicao 1.1.1 é

adaptada para grupos de Lie da forma a seguir apresentada.

Definigao 2.2.2. Uma curva suave

z: ICR — G
t —  x(t)

diz-se um polindmio cubico Riemanniano no grupo de Lie G se verifica a equag¢do

Ve+[Ye,Ya] =0, com Y,=i. (2.2.4)

Podemos assim deduzir trés invariantes que apresentamos na proposicao a seguir.

Proposicao 2.2.3. Seja x um polindmio cibico no grupo de Lie G e Y, = & o respectivo

campo de vectores velocidade. As sequintes expressdes sao invariantes ao longo de x:

I = % <Yx,Yx> - <Yx,Yx> (2.2.5)
I = <YxYx> (2.2.6)
B = (W il 4 5. al). (2.2.7)

Demonstragao. O resultado obtém-se fazendo a integracao do produto interno da e-
quagao (2.2.4) com Yy, Y, e Yz, Y;C], respectivamente, e recorrendo ainda a propriedade

(2.1.1). O

Importa observar que, atendendo a (2.2.2) e (2.2.3), os dois invariantes (1.1.3) e

(1.1.4) correspondem, respectivamente, a I; e Iy + I3.

Proposigao 2.2.4. Seja A a forma de Maurer-Cartan descrita na definicio B.1.20. A
equagao de Euler-Lagrange (2.2.4) € equivalente a

Y+, V=0, com Y =X(Y)=\(), (2.2.8)

onde estamos a utilizar a nota¢ao (2.1.5).
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Demonstragao. Note-se que

Ora, se considerarmos Y = A, (Y;), atendendo a (2.1.8), torna-se claro que A\, (Y;) = Y

e \:(Y:) =Y. E portanto as equagoes (2.2.4) e (2.2.8) sdao equivalentes. O

Refira-se ainda que tendo em atencao a bi-invariancia da métrica Riemanniana, os

invariantes (2.2.5), (2.2.6) e (2.2.7) tomam a forma

I = % <Y,Y> _ <Y,Y> (2.2.9)
I = <YY> (2.2.10)
Iy = <[Y,Y],Y+;[Y,Y]>, (2.2.11)

com Y = A\ (Yz) = A (2).

Observagao 2.2.5. E interessante observar que, por definicdo de campo de vectores
velocidade, temos Y = X&) = (A o Tyx) (d/dt), onde d/dt denota o campo de vectores
usual em R e Tyx : TR — TG € a aplicagao tangente a x em t. Mas, AoTyx coincide
com a imagem reciproca de A por x, x*\. Esta imagem reciproca define uma 1-forma
em R com valores em g que se designa por derivada de Darboux de x. Portanto, Y ¢ a

mmagem do campo de vectores usual de R pela derivada de Darboux.

Observagao 2.2.6. Note-se que atendendo as equagées de Maurer-Cartan (B.1.3),
a equacdo de Fuler-Lagrange que caracteriza uma curva x em G como um polinémio
cubico € equivalente a

MY2) — dA(Yy, Yy) = 0,

sendo Yy o campo de vectores velocidade de x e onde assumimos a notagao (2.1.4).

2.3 Problema de controlo 6ptimo

O problema de controlo éptimo correspondente ao problema variacional dos polinémios

cuibicos Riemannianos em G é definido de acordo com o exposto na secgao 1.2, con-
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siderando M = G. O espago de estados é dado pelo fibrado tangente T'G e o fibrado de
controlos é o fibrado tangente de segunda ordem T2G. O problema de controlo éptimo
dos polinémios cubicos Riemannianos no grupo de Lie G consiste em encontrar, de en-
tre as curvas « : [0,7] — T2G seccionalmente C?-suaves com condicdes iniciais e finais
(1.2.4) e que satisfazem o sistema de controlo (d (3 o @) /dt) (¢t) = II(a(t)), a curva
que minimiza a funcional fOT G(a(t))dt, com T € R fixo, para G : T?G — R a funcdo
custo definida por (1.2.5) e onde II é o campo de vectores ao longo de 73 : T?°G — TG

definido por (1.2.7).

Interessa-nos considerar o problema de controlo com espaco de estados e fibrado de
controlos trivializados, no sentido a seguir descrito. Usando a trivializagao a esquerda
de TG dada por (2.1.15), o espago de estados do nosso problema passa a ser o produto
semidirecto G x g. Além disso, o fibrado de controlos T2G pode também ser trivializado
e assim ser interpretado como um fibrado sobre G x g, resultando no fibrado de controlos
T2G dado por (2.1.11) e a respectiva projecgdo candnica 7o : T2G — G x g definida

por (2.1.12).

No contexto do paragrafo anterior, uma curva v em T2G é definida & custa de trés
elementos: & uma curva em G; Y, um campo de vectores ao longo de z, que pode ser
visto como uma curva em TG que satisfaz g o Y, = z; e U uma curva em g. Nesta

nova versao do problema de controlo éptimo, pretendemos determinar as curvas
- [OvT] - %7 L= (Yz(t)a U(t)) € Tz(t)G X g

seccionalmente C?-suaves e onde T' € R é fixo, com condicdes iniciais e finais fixas no

espago de estados G x g, tal que se verifique o seguinte:

e 7 minimiza a funcional fOT L(v(t))dt, onde L : T2G - Réa funcao custo definida,

para cada (v;,U) € 7:2\6‘, por

L(va, U) = %(U, U). (2.3.1)

e  satisfaz o sistema de controlo
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3G ———~T(G x g)
d ~ 3
— (74 ) = T(~(¢ gl ,
dt (T2 0’7) ( ) ('7( )) %(_7_2107)
Gxg - [0, 7]
2

onde II é o campo de vectores ao longo da projeccio 75, ou seja, verifica-se a

comutatividade do diagrama

T2 T(G x g)

GXx
~1 9

Gxg

e que é definido, para cada (v,,U) € TA22}', por
vy, U) = (vg, TeLy-104,U) ~ (vg,U) € TG x g, (2.3.2)
onde T(-TyTzLx—l'Uz)(G xg) ~T,GX{TyL,—1v,} x g~ T,G x g, identificagoes estas

explicadas com pormenor na subsecc¢ao 2.1.3.

Observe-se que, de acordo com (2.1.12), temos (74 o ¥)(t) = (@(t), Tty La—1()Ya(t)) €

portanto o sistema de controlo é caracterizado pelo sistema de equacoes

(t) = Ya(t)
4
dt
Mas, Ty Ly—1(0) Yz (t) = Apry (Yz(t)), onde A é a forma de Maurer-Cartan da definigao

(Toy L1 Ya(t)] = U(?).

B.1.20. Assim, atendendo a (2.1.9), a segunda equacao do sistema anterior é equivalente

a Az() (Ygg (t)) = U(t), pelo que o sistema de controlo adquire a forma

L(t) = Ya(t)

Yo(t) = TeLyyU(t)

(2.3.3)
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que é uma versao alternativa do sistema de controlo apresentado em [21, 28].

Importa referir que a escolha do campo de vectores II foi feita de acordo com o a
seguir descrito. Da seccao 1.2, sabemos que o sistema de controlo é definido de forma a
caracterizar a restrigao (DY, /dt)(t) = U,(t), onde Y, é o campo de vectores velocidade
da curva z dado por (2.2.1) e U, é um novo campo de vectores ao longo de x escrito na
forma (2.1.3), com componentes dadas pelos controlos. Atendendo a (2.2.2), a referida
restricao reduz-se a Y, = U, o que justifica a apresentacdo do sistema de controlo

(2.3.3) se pensarmos em U como sendo a imagem pela forma de Maurer-Cartan de U,.

Observagao 2.3.1. Por curiosidade, analisemos com mais pormenor a trivializacdo
efectuada no problema de controlo, relacionando-a com a versdo original resumida no
inicio desta sec¢do. Se A € o isomorfismo definido por (2.1.15), o campo de vectores 11

€ a projeccao ?21 sao caracterizados por

M=TAoTlo (TA )|z, € T =Xomo(TA)|m,
(™Y,
726G 24 g — 16— T(G x g)
ﬂ—Gxg

Gxg

Por outro lado, a curva solucio v em T2G € uma trivializagdo da curva o em TG,

considerando v = (TA)| 2 © a.
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— I

T2G T(G x g)
(TX)pr2¢ -~

75 i
T2G TTG
)
o
4 (r3oa)
Gxg TG [0, 7]
A 7210a

2.4 Dinamica do problema de controlo 6ptimo

Apresentamos agora a formulacdo Hamiltoniana do problema de controlo éptimo da
secgao anterior (com espago de estados e fibrado de controlos trivializados). Adaptamos
as ideias geométricas da seccao 1.2 que se baseiam na abordagem presimpléctica do
principio do maximo de Pontryagin. O espago de co-estados do nosso sistema é o
fibrado cotangente T*(G x g). Consideramos o sistema presimpléctico (7, £~2, H ) cujo

espago total é o fibrado sobre G x g dado pelo produto fibrado

T =T"(G x g) X, BTAQEJ,

X

onde TV

(@ Y)(G x g) x (73)"Y(x,Y) é a fibra de 7 sobre (z,Y) € G x g. Tendo em

atencao a notacao nos fibrados de G x g adoptada na subseccao 2.1.3, os elementos de
7 sao denotados por (g, Y,&,U) € TG x {Y} x g* x g, onde (z,Y) € G x g. As
projecgoes canénicas pry : 7T — T*(G x g) e pro: T — T2G do espago total no espago
de co-estados e no fibrado de controlos sao definidas, para cada («,,Y,&,U) € 7T,
respectivamente, por pri(a,,Y,&,U) = (o, Y,€) e pro(a,, Y, §,U) = (T.L,Y,U). A
2-forma presimpléctica em 7 é dada pela imagem reciproca (“pull-back”)

Q = (pr1)*wo, (2.4.1)

onde wyp é a forma simpléctica candénica em 7%(G x g). O Hamiltoniano é definido por

H =< pry,opry > —Lopry, com Il e L dados, respectivamente, por (2.3.2) e (2.3.1),
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e onde < .,. > denota o produto dualidade candnica de vectores e covectores em G X g.
Assim,

(0. ¥.6,U) = (T Lowy) (Y) + €(U) — 3 (U, ). (2.4.2)

O campo de vectores dinamico do sistema presimpléctico (7, (NZ, H ) é o campo de vec-

tores X : 7 — T(T) solugao do sistema dinamico ix 2 = dH.

O problema de controlo 6ptimo dos polinémios ctibicos é regular e portanto, apli-
cando o algoritmo geométrico de sistemas presimplécticos a (7 ,I:I: ,ﬁ), obtemos um
sistema na variedade simpléctica Wi = {z € T : dH(2)(v.) = 0, Vv, € Ker Q(z)}.
Utilizando um raciocinio similar ao da seccao 1.2, facilmente se deduz que esta variedade

pode ser interpretada do seguinte modo:
Wi = {(as,Y,&,U) € T : U = X¢},

onde X¢ € o elemento de g identificado com & € g* através da métrica Riemanniana de
G, conforme (2.1.6). Assim, temos o sistema Hamiltoniano (W7, ﬁwl,ﬁwl), onde ﬁwl
¢é a forma simpléctica em W; dada pela restricao a Wi da forma presimpléctica (~2; eo
Hamiltoniano ﬁwl ¢ a restrigao de H a W;. O campo de vectores Hamiltoniano Xw,
associado a f[wl ¢é definido pelo sistema dinamico 4 X, QWI = dﬁwl. De modo similar

ao sucedido na secc¢ao 1.2, podemos concluir o seguinte:

Proposicao 2.4.1. O estudo do sistema dindmico ix,, le = alﬁw1 reduz-se ao estudo

de um sistema dindmico na variedade simpléctica (T*(G x g),wo).

Demonstracao. Basta considerar o difeomorfismo
o (T7(Gxg)wo) — (W1, Gw,)
(0, Y, €) — (0, Y, & Xe),
que é obviamente um simplectomorfismo, ou seja, verifica-se
(") wo = Qwy.-
De facto, considerando le = i*Wlfvl, onde iy, : Wi — 7 ¢ a inclusao e Q 6 a forma

presimpléctica definida por (2.4.1), temos

Lp*ﬁwl = (p* o Z*Wl)ﬁ = (" oy, opri)wo = (pr1 o iw, © ) wo.
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Mas, se (o, Y, &) € T*(G x g) temos

(pr1oiw, o )(w, Y, §) = (prioiw, ) (e, Y, &, Xe) = pri(ow, Y, & Xe) = (s, Y, 6),

e portanto pri odyy, o ¢ é a aplicacao identidade. Como consequéncia, <p*§~2W1 = wp, ou
seja, (1) *wo = Q.
A IA-L/V1 fazemos corresponder o Hamiltoniano H := [A-L/V1 op: T*(G xg) — R.

Temos

A0, Y,6) = (T Low) (V) + 56 (Xe) (2.4.3)

para cada (o, Y,€) € T¢, Y)(G x g). Ficamos com o sistema dinamico ix,wo = dH,
onde X : T*(G x g) — T(T*(G x g)) é o prolongamento (“push-forward”) de Xy,

1

pelo simplectomorfismo ¢!, Xz = (¢ 1) Xw, =Ty o Xy, 0 ¢. O

2.5 Trivializacao a esquerda do sistema Hamiltoniano

Nesta secgao, procedemos a trivializacao a esquerda de (T*(G X g),wo, H ), o sistema
Hamiltoniano construido na demonstracao da tultima proposi¢ao da seccao anterior.
Para tal, consideramos a trivializagao a esquerda do fibrado cotangente T*(G x g), que
consiste em identificar este fibrado com o espaco G X g X g* x g* através do isomorfismo

p definido por (2.1.17).

O Hamiltoniano A dado por (2.4.3) é trivializado & esquerda fazendo a composicio
H:=Hop ' Obtém-se H(z,Y,p1,&) = p(Y) — (ad}&)(Y) + 16(X¢), uma vez que p~*
é dado por (2.1.18). Contudo, (ady&)(Y) =0 e assim H : G x gx g* xg* — R ¢é
definido por

H(w,Yn,6) = n(¥) + 3(X¢) (2.5.1)

Sendo p um difeomorfismo podemos munir G x g X g* x g* de uma estrutura
simpléctica (ver nota de rodapé 3 do capitulo 1), dada pela imagem reciproca da forma

simpléctica wy em T*(G x g) por p—*

Q= (pH*wo. (2.5.2)
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Portanto, p é um simplectomorfismo, o que nos permite trivializar para G x g x g* x g*
o campo de vectores Hamiltoniano X g, considerando Xy = p.Xpg := Tpo Xz op L.
Este campo de vectores é caracterizado como sendo a solucao do sistema dinamico

ix, 2 =dH. A proposicao a seguir apresentada conduz-nos a expressao de Xp.

Proposigao 2.5.1. O seguinte sistema de equacoes diferenciais descreve o movimento

para o sistema Hamiltoniano trivializado (G x g x g* x g*,Q, H):

i=T.LY
Y = X;

(2.5.3)
p=20
| {=—p+adjé

Demonstracao. Seja z = (x,Y, u,§) uma curva integral de Xpg. Seguindo [17] (seccao
A.3, exemplo 3), as equacgoes Hamiltonianas em G x g x g* x g* (a trivializagdo a
esquerda do fibrado cotangente do grupo de Lie G x g) designam-se por equagoes de
Euler-Arnold e sao dadas por
- OH OH
1Y) = Teo Ly (5 () 5
: OH OH
1,€) = T L L), L d .
(%f) (,0)L(z,y) ((% (2): 5y (z)> +a (221,22 ) (1, €)
Nesta notacao, (0H/0x) (z) é interpretado como um elemento de TG, (0H/JY) (=)
como um elemento de g*, (0H/0u) (z) e (0H/0€) (z) como elementos de g. Em virtude

das identidades (2.1.10), (2.1.13) e (2.1.14), o sistema anterior reescreve-se como

.
T = TeLx%—IZ(z)

Y = %—Ig(z) + ady%—zl(z)

ﬂ:4@@%%@—a®%%@+aﬁgdw+m%ﬁﬁ

op
é = —?;I;(Z) + ad%iH(z)&
o

Da expressao do Hamiltoniano (2.5.1), vem (0H/0x)(z) = 0, (0H/JY) (z) = p,

(0H/0p) (2) =Y e (0H/0E) (2) = X¢. Substituindo estas expressoes no sistema acima
e simplificando, obtemos o resultado pretendido (note-se que usando a propriedade

(2.1.1), se prova que ady & = 0). O
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Tendo em atengao a proposi¢do anterior, para cada (z,Y,u,§) € G x g x g* x g*,

temos

Xu(x,Y,1,8) = (TeLyY , Xe, 0, —p+ ady§). (2.5.4)

Observagao 2.5.2. E interessante observar que se considerarmos a mudanca de varidvel
fo= p—ady€, as equagoes (2.5.3) se transformam nas equagoes obtidas em [28]. Refi-
ra-se ainda que adaptando a metodologia de [33], onde os autores obtém uma generaliza-
cao das equacoes de Euler-Arnold para uma ordem qualquer, as equacdes Hamiltonianas
para o caso particular dos polindmios cibicos coincidem com as encontradas em [28].
As equagdes que derivam das abordagens apresentadas em [28, 33] sao Hamiltonianas
para o Hamiltoniano (2.5.1), quando considerada uma forma simpléctica distinta da
considerada nesta dissertacdo. Isto deve-se ao facto de estarmos a considerar uma
trivializagdo que preserva a estrutura de grupo do produto semidirecto G X g. A nossa

forma simpléctica trivializada (2.5.2) é dada por 2

Q(.%',Y,M,{)(VLVQ) =
= —a1(Z2) — br(Wa = [Y, Z3]) + aa(Z1) + Bo(W1 — [Y, Z1])+
+u([Z1, Za]) + E([20, Wa] + [Wh, Zo] = [Y, [Z1, Z5])),

para (xayvluvé.) € GXng*Xg* € V; = (TeLxZ%Wiaahﬁi) € TxGXng*Xg*7 i = 1a2;

onde assumimos a identificacdo de Tiy v, ¢)(G X g X g* x g*) com TG x g x g* x g*.

2.6 Integrais do movimento

Como é do nosso conhecimento, a fungdo Hamiltoniana de um sistema Hamiltoniano é

naturalmente um integral do movimento desse sistema. Assim, a funcdo H definida por

2Para demonstrar este facto, basta adaptar o seguinte resultado: seja G um grupo de Lie e (T" G, wo)
o seu fibrado cotangente com a 2-forma candnica simpléctica wp. Seja ainda p : TG — G X g* a
trivializacdo & esquerda. Entdo, a imagem reciproca de wo por p~*, Q = (pfl)*wo é definida de acordo
com o seguinte Q(g, a)((TeLg&, B), (TeLgn,v)) = —B(n) + (&) + a([€,n]), onde (g,a) € G x g" e
(TeLg&, B), (TeLgn,v) € TG x g* = T(g,0)(G x g*). (Consultar, por exemplo, pagina 315 de [1] ou
pégina 278 de [17].)



2.6 Integrais do movimento 53

(2.5.1) é um integral do movimento do sistema Hamiltoniano (G x g x g* x g*,Q, H)
1
my:=H = uY)+ if(Xg). (2.6.1)

Para além deste integral do movimento interessa-nos ainda apresentar os dois integrais

da proposicao a seguir.

Proposicao 2.6.1. As fungoes reais ma e mg definidas, para cada elemento (x,Y, u, &)
de G x g x g* x g*, por

mo = 1t (Xy,) (2.6.2)

ms =2 (ad}€) (X,)) + (adjady €) (Xe), (2.6.3)

sao integrais do movimento do sistema Hamiltoniano.

Demonstragdo. A terceira equagao do sistema Hamiltoniano (2.5.3) permite-nos con-
cluir de imediato que a func¢ao ms é um integral do movimento. Consideremos o campo
de vectores solu¢ao X definido por (2.5.4). Para demonstrar que ms é um integral do
movimento, é necessario provar que Xyms = 0, isto é, qualquer que seja o elemento
z=(z,Y,p,&) de Gxgxg*xg* vamos verificar que [(dms)(z)](Xg(z)) = 0. No que se
segue, assumimos uma notacao similar a adoptada na proposicao 2.5.1, relativamente a
interpretacao dos elementos (0ms/0z)(z), (Oms3/0Y)(2), (Oms/0u)(2z) e (Oms/0€)(2).
Note-se que, atendendo as expressoes de Xpy e de ms (dadas, respectivamente, por

(2.5.4) e (2.6.3)), é ébvio que

(dma) (X)) = ((G2)) (0 + (et = ) (T2 ))
Para concluirmos a demonstracao, basta calcular as derivadas de mg e substituir o resul-
tado na expressao anterior. Ora, de (2.6.3) deduz-se que (Om3/0¢)(2) = 2ady X}, qay¢
e (Om3/0Y)(z) = 2ad§(§ (1 — ady€), e recorrendo & propriedade (2.1.1), resulta de
imediato que [(dms)(2)](Xu(z)) = 0. O
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2.7 Relacgao entre as duas abordagens

Estamos agora interessados em tirar conclusoes a respeito da relacao existente entre a

dinédmica descrita por (2.5.4) e a abordagem Lagrangiana apresentada na secc¢ao 2.2.

Proposicao 2.7.1. As equagoes Hamiltonianas (2.5.3) sao equivalentes as equagoes

de Euler-Lagrange (2.2.8).

Demonstragao. Comecemos por observar que a primeira equacao de (2.5.3) é equivalen-
teaY =T,L,-1&, ouseja, Y = A(&), onde \ é a forma de Maurer-Cartan. Observe-se
ainda que a tultima equacao de (2.5.3) pode ser escrita como uma equagao na &dlgebra
de Lie. De facto, tendo em conta a identificacdo de vectores e covectores descrita por

(2.1.6) e as propriedades (2.1.7), temos

Xe = — X, — ady X¢. (2.7.1)
Diferenciando agora esta igualdade e fazendo uso da terceira equagao de (2.5.3), obte-
mos Xg +ady Xe + adng = 0. Por fim, atendendo a segunda equagao de (2.5.3), esta
tltima igualdade toma a forma Y + [Y, Y] = 0. Portanto, cada solugao das equacgoes
Hamiltonianas (2.5.3) d4 lugar a uma solugao das equagoes de Euler-Lagrange (2.2.8).
Por outro lado, assumindo que temos uma solucao de (2.2.8) que satisfaz Yy = Xc e
Xg + X, +ady X¢ = 0, é simples de verificar que existe uma correspondente solugao de
(2.5.3). Com efeito, basta mostrar que o = 0 (a terceira equagao de (2.5.3)), pois as

outras trés equacoes do sistema Hamiltoniano saem naturalmente. ]

Para finalizar esta secgao, relacionamos ainda os trés invariantes da abordagem
variacional descritos na secgao 2.2, com os integrais do movimento do sistema Hamil-

toniano (G x g x g* x g*,Q, H) deduzidos na secgao precedente.

Proposicao 2.7.2. O integral do movimento (2.6.1) coincide com o invariante I dado

por (2.2.9).
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Demonstragao. Recorde-se que, no decorrer da demonstracao da proposicao 2.7.1, vi-
mos que a primeira equagao de (2.5.3) é equivalente a Y = A(&). Note-se que, de
acordo com (2.1.6), podemos escrever m; = (X,,Y) + (1/2) (X¢, X¢). Usando a se-
gunda equagao do sistema Hamiltoniano (2.5.3) e também a quarta equacao mas escrita
na forma (2.7.1), obtemos m; = (1/2) <Y, Y> — <§“/,Y> + <[Y, Y],Y>. Mas, pela pro-

priedade (2.1.1), a ultima parcela da igualdade anterior é nula. Assim, m; = I. O

Proposicao 2.7.3. Os invariantes I e I3 definidos, respectivamente, por (2.2.10) e
(2.2.11) relacionam-se com os integrais do movimento da proposi¢io 2.6.1 através das
sequintes igualdades

IQ =1m9o2 — M3 (& 13 = —ms.

Demonstragao. Para demonstrar o pretendido basta ter em atencao que Yy = Xe e
Y = Xé = — X, — [V, X¢], igualdades estas que se deduzem do sistema Hamiltoniano

(2.5.3) e das propriedades (2.1.7). O

Observagao 2.7.4. Notemos que da terceira equagao do sistema Hamiltoniano (2.5.3),
deduz-se que p = ¢, com ¢ € g*. Substituindo agora p por ¢ na ultima equagdo de

(2.5.3), obtemos

& —adyé = —c.

Em alternativa, podemos substituir X, por C := X_. € g na equacdo (2.7.1) (a versio
na dlgebra de Lie da 4ltima equagdo de (2.5.3)) e ficamos com Xg +adyXe = C.

Atendendo a sequnda equacdo de (2.5.3), a equagao anterior toma a forma

Y+[Y,Y]=C (2.7.2)
que € exactamente a conhecida forma reduzida das equagoes de Euler-Lagrange (2.2.8)

da formulacao Lagrangiana.

Dada uma dalgebra de Lie g, uma curva Y em g que satisfaca a equagao (2.7.2)
denomina-se por quadrdtico de Lie (”Lie quadratic”), que se diz nulo quando C = 0.

Nas situagoes em que o quadrdtico de Lie nulo Y € tal que Y = TpL,1& (ou seja,
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tal que Y = X\(Z), na linguagem da forma de Maurer-Cartan), para uma determinada

curva x em G, dizemos que x € um polinémio cibico Riemanniano nulo ([66]).



Capitulo 3

Reducao do sistema

Hamiltoniano em grupos de Lie

O objectivo deste capitulo é concretizar a redugao da dinamica do sistema Hamilto-
niano trivializado (G x g x g* x g*,Q, H) dos polinémios cubicos, descrito na secgao
2.5. Neste sentido, iniciaremos a andlise das simetrias do sistema, fazendo uso de uma
accao de G no espaco de fases G x g x g* x g*. Para o efeito, aplicaremos o método de
reducao simpléctica de Marsden-Weinstein, um processo que permite remover as sime-
trias de um sistema Hamiltoniano, associando a este um outro sistema Hamiltoniano
com espaco de fases de dimensao inferior a do original. Referimos [56] e [71] para uma
leitura detalhada sobre esta técnica de reducao, que apresentaremos resumidamente
na primeira seccao deste capitulo. Interpretaremos a reducao da dinamica do sistema
procedendo a eliminacao de alguns dos graus de liberdade do sistema original. Mais
concretamente, a dinamica no sistema reduzido desenvolver-se-a4 no produto cartesiano
da orbita coadjunta do grupo, da algebra de Lie do grupo e do seu dual, O, x g x g*.
Daremos especial relevo a caracterizacao dos integrais do movimento do sistema encon-
trado, com o intuito de contribuir para o estudo da integrabilidade do sistema. Neste
contexto, usando o teorema de Lie-Cartan, terminaremos o capitulo com um resultado

interessante relacionado com o niimero de integrais do movimento em involucao.
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3.1 Fundamentos de reducao simpléctica

Consideremos um G-espago Hamiltoniano (P, w, ¢, J) no sentido da definigao B.5.2, ou
seja, ¢ é uma accao simpléctica de um grupo de Lie G numa variedade simpléctica
e conexa! (P,w), com correspondente aplicacio momento .J : P — g*. Suponhamos
que a aplicacao momento J é equivariante, o que, pelo estabelecido na definicao B.5.5,

significa que temos a comutatividade do diagrama

®
P - P
e
g T*_l>9
g

para todo o g € G. Seja n € g* um valor regular de J (ver defini¢ao B.5.8). Como é
explicado no tltimo pardgrafo do apéndice B, sendo i um valor regular, J~!(n) é uma
subvariedade inicial de P de dimensao igual a dim P — dim GG. Consideremos ainda o
subgrupo de isotropia coadjunto G, de G, isto é, o subgrupo de isotropia de 7 sob a

acgao coadjunta dado por (B.2.2):
Gy ={9€G:Ad,1n=n} (3.1.1)

Em virtude da equivariancia de J, facilmente se verifica que J~1(n) é G,-invariante.
Assim, pelo lema B.2.4, temos que G, actua em J~1(n) e que o espaco das G-6rbitas
de J~(n)

P, = J_l(n)/Gm

estd bem definido. Vamos supor ainda que esta acgao de G, em J ~1(n) é prépria e livre.
Entao, de acordo com o lema B.2.18, P, é uma variedade suave de dimensao igual a
dim P — dim G — dim G, sendo a projecgao canénica m, : J~1(n) — P, uma submersao
sobrejectiva. Neste ambito, o espago P, diz-se o espaco de fases reduzido (simpléctico
ou de Marsden-Weinstein). As condigbes descritas neste primeiro pardgrafo vao ser as

hipéteses dos teoremas da reducao que apresentamos nesta secgao.

LConsideramos a variedade P como sendo conexa para garantirmos que a aplicacdo momento é

determinada a menos de uma constante em g*.
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A reducado descrita nos teoremas que se seguem (o primeiro relativo a redugao do
espago de fases, o segundo relativo & respectiva redugdo da dinadmica) é designada
por reducdo simpléctica ou reducao de Marsden-Weinstein e é utilizada para reduzir
sistemas Hamiltonianos com simetrias. Uma simetria num sistema Hamiltoniano é
definida por uma acc¢ao de um grupo de Lie G na variedade simpléctica espago de fases
do sistema, que tem associada uma aplicacdo momento e que preserva o Hamiltoniano
do sistema. Refira-se ainda que a reducao simpléctica aqui apresentada é por vezes
denominada em inglés por “point reduction”, pelo facto de estarmos a fixar o valor da
aplicagdo momento ao ponto n € g*. As demonstragoes dos resultados apresentados

podem ser encontradas, por exemplo, em [1, 17, 56, 71].

Teorema 3.1.1. Suponhamos que:

(i) (P,w,¢,J) é um G-espago Hamiltoniano com aplica¢ao momento J equivariante.
(i) n € g* é um valor regular de J.

iii) A accdo do subgrupo de isotropia coadjunto G, na subvariedade J 1 é propria
¢ grup P ] n n prop

e livre.

Entao, o espago de fases reduzido P, = J_l(r])/G77 tem uma unica estrutura simpléctica
wy caracterizada pela identidade

* ok
Wn =1

i n

w?

onde i, : J~1(n) — P denota a inclusdo candnica e m, é a projec¢io de J~1(n) em P,.
Teorema 3.1.2. Consideremos as hipdteses do teorema anterior e consideremos ainda
um Hamiltoniano G-invariante do G-espago Hamiltoniano (P,w, ¢, J), ou seja, tal que

Ho¢y=H, para todo o g € G. Entdo, o fluzo f; do campo de vectores Hamiltoniano

Xy induz um fluvo Hamiltoniano f;' em P,, definido por myo fyoi, = f}' omy:

ftoiy

J7(n)

W"l lwn

By
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O Hamiltoniano H,, correspondente a f;' é definido por Hy, oy = H oiy:

T () — P

O terno (P, wy, Hy) designa-se por sistema Hamiltoniano reduzido.

No contexto do teorema anterior, os campos de vectores Xy e Xp, estao, por

construcao, m,-relacionados. Isto é,

T'myo Xy oiy = Xg, o7y, (3.1.2)
ou, em termos de diagrama:
_ XHO’L _
T —T(J"(n))
y -
P, Xor, TP,

Observacgao 3.1.3. A reducdo simpléctica pode ser abordada de uma forma alterna-
tiva através do conhecido teorema da drbita ("orbit reduction”). Nessa situacdo, o
espago reduzido serd Po := J~1(O)/G onde O € a érbita coadjunta de um determinado

elemento de g* (ver [71]).

3.2 Reducgao do sistema Hamiltoniano dos polinémios cii-

bicos

Consideremos o sistema Hamiltoniano trivializado (G x g x g* x g*, 2, H) dos polinémios
cubicos abordado na seccao 2.5, onde estamos a considerar G um grupo de Lie conexo
e compacto. Interessa-nos relembrar que €2 é a imagem reciproca da forma simpléctica
canonica em T*(G x g), pelo isomorfismo entre G x g x g* x g* e T*(G x g) dado por

(2.1.18).
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3.2.1 Espacgo de fases reduzido

Seja ¢ a acgao a esquerda do grupo de Lie G em G x g x g* x g* definida por
p: Gx(Gxgxgxg) — Gxgxgxg
(9, (2, Y, 1, €)) — (92, Y, 1,€).

Proposicao 3.2.1. A ac¢ao ¢ dada por (3.2.1) é uma ac¢ao simpléctica relativamente

(3.2.1)

a forma simpléctica 2 e tem uma aplicagao momento Ad*-equivariante definida por

*

J: Gxgxgxgt — g

(3.2.2)
(l‘vxﬂ’f) — Ad;,l(,u B ad*Yé)

Vamos necessitar do seguinte resultado para demonstrarmos a proposicao anterior:

Lema 3.2.2. Sejam G e Gy grupos de Lie e T*G1 o fibrado cotangente de G1 munido
com a estrutura simpléctica canonica wg. Consideremos uma acgdo simpléctica A de
G em T*G1 com aplicacao momento Ad*-equivariante denotada por Jn. Consideremos
ainda a accdo A de G em G1 x g% dada pela trivializacdo a esquerda da acg¢io A, que

é definida por Ay :=po Ayo p~L, para cada g € G,

A
TG4 ? TG4

ot A

G1x 9] G1 x g7

g9

onde p é o isomorfismo de T*G1 em G X g definido de acordo com (2.1.16).

A accdo A € simpléctica relativamente a ) == (,5*1)* wo e tem uma aplicacdo mo-
mento dada por J := Jy o p~' que é Ad*-equivariante, ou seja, verifica-se a comuta-

tividade do diagrama

G1 x g7 o G1 x g}
ﬁ_ll lﬁ_l
T G4 TG4
JAl lJA

* *

g o g
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Demonstracao. Por definicdo, a accio A é simpléctica se /_\;‘Q = (), para cada g € G.
Para obter esta igualdade basta ter em atencdo as definicdes de A e Q, o facto de A
ser simpléctica relativamente a wg (ou seja, Ajwo = wp), e fazer uso da propriedade da
imagem reciproca de formas diferencidveis dada por F* o G* = (G o F)*, onde F e G
so fungdes entre duas variedades. Com efeito, A3Q = [(po Ay o p ) 0 (p7Y)] (wo) =
(Agop™) (wo) = = (p1)*(Ajwo) = (p~1)"wo = Q.

Resta mostrar a segunda parte do lema. Comegamos por considerar o gerador in-
finitesimal Y, xg; : G1 x g7 — T (G1 x g7) da acgio A correspondente a um elemento
Y € g. Pela definicdo B.2.5, sabemos que Y, xg:(91,81) = (Te/_\(glvgl)) (Y), para cada
(91.&) € Gi x gi. Logo, (Tp! oYGng»{) (91.&) = [Te (p7t oﬁ(glvél))] (Y). Mas,
para g € G, temos (p~ 1o AW (g) = (p7LoAy) (91,&1) = AP 918 (g). Assim,
(Tp~'o YGngT) (g1,&1) = (TEA571(917§1)> (Y) = (Y, 0 p 1) (91,&1), onde o campo
de vectores Yr-¢, : T*G1 — T (T*G1) representa o gerador infinitesimal da acgao A cor-
respondente a Y. Portanto, os geradores infinitesimais das duas acgbes, correspondentes
aum dado Y € g, estdo relacionados através da identidade Tp~! oYy xgr = Yrcy op L.

Isto significa que Y, « g; € o prolongamento (“push-forward”) de Yp«¢, por p:
Ya, xXgr = Px (YT*G1) .

Por outro lado, recorde-se que sendo Jp uma aplicagdo momento de A, pela definicao
B.5.2, o gerador infinitesimal Y7+, coincide com o campo de vectores Hamiltoniano da
fungao JY : T*Gy1 — R, ay, € T;,G1 = [Ja(ag,)](Y), onde g1 € G1. Entdo, uma vez
que p é um simplectomorfismo, usamos um resultado de [1] (descrito na nota de rodapé
3 do capitulo 1), para concluir que p. (Yr+g,) é o campo de vectores Hamiltoniano

associado a funcao op~ . Face ao exposto, o gerador infinitesimal Y, x4+ € 0 campo
doaf JYop L. F to, dor infinit 1Y, g

1 1

de vectores Hamiltoniano de JY o p~! e, consequentemente, J := Jj o p~! é uma
aplicacio momento da accdo A. Para finalizar a demonstracdo, utilizamos o facto de
Ja ser Ad*-equivariante (ou seja, Jy o Ay = Ad;_1 o Jp, para todo g € G, de acordo
com a definigdo B.5.5), para deduzirmos que J é também Ad*-equivariante. De facto,

Jo/_xg:JAoAgop_l:Ad;_loJ,paratodogeG. O
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Demonstragao da proposicao 3.2.1. Comecamos por considerar as seguintes accoes:

— A acc@o de G em G x g dada, para cada g € Ge (z,Y) € G x g, por
(9 (2,Y)) = Lgo(z,Y) = (92,Y). (3.2.3)

Da definicao B.2.5, facilmente se deduz que o gerador infinitesimal Zgy4 desta
accao, correspondente a um elemento Z € g, é definido, para cada (z,Y") € G x g,
por

ZGXg(.%‘, Y) = (TeRxZ, Y, Y) € T(%y)(G X g). (3.2.4)

— A acgao levantamento cotangente da acgao (3.2.3), que denotaremos por A, definida
de acordo com o exemplo B.2.15. Isto é, A é a acgao de G em T*(G x g) dada

por

A(g, (0, Y, €)) = (T(*QW)L(TLO)) (a0, Y,6) = (Toy L1005, V6, (3.2.5)

para cada g € G, (agz,Y,§) € ¢, Y)(G x g), com (z,Y) € G x g, e onde estamos a
usar a férmula da proposigao 2.1.9 (relativa a aplicacao transposta da aplicagao

tangente da translagdo, no contexto dos produtos semidirectos).

O corolério B.5.7 garante-nos que a acgdo A é simpléctica relativamente a forma
simpléctica candnica wy em T*(G x g). Além disso, A admite uma aplicacao
momento Ad*-equivariante, Jy : T*(G x g) — ¢*, definida de acordo com a
identidade [JA(0w,Y,€)] (Z2) = [(0w,Y,§) 0 Zaxg| (,Y), para (z,Y) € G x g,
(az, Y €) € T(Z,Y)(G X g) e Z € g. Assim, usando a expressao (3.2.4), concluimos

que a aplicagdo momento é determinada (a menos de uma constante) por

In(ag, Y, €) = T) Ryay. (3.2.6)

Estamos agora em condi¢bes de aplicar o lema 3.2.2 para G; = G x g. Com efeito,
sendo a accao A simpléctica e com aplicacdo momento Ad*-equivariante, entao a sua
trivializagio & esquerda (definida por p o A, o p~!, para cada g € G) é uma acgao

simpléctica relativamente a ) = (pfl)*wo, onde p é o isomorfismo entre T*(G % g) e
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G x g x g* x g* dado por (2.1.17). Ora, esta accao trivializada é precisamente a accao

¢ definida por (3.2.1). De facto, de (2.1.17), (2.1.18) e (3.2.5), vem

(p o Ag © p_l)(xa }/a /”'75) = (p ° Ag) (T;Lx—l(ﬂ - ad*Yé)a Ké) =
=p (T!;}L(gw)il(u - ad;(/é%Y? 5) = ¢9(x7Y7M7§)7

para g € G e (z,Y,p,§) € G x g x g* x g*. Tendo em conta o estipulado no lema
3.2.2, a aplicacdo J : G x g x g* x g* — g*, J := Jy o p~! é uma aplicacio momento

Ad*-equivariante da acgao ¢. Por conseguinte, atendendo a (2.1.18) e (3.2.6), temos
J(5, Y, €)= (T Ry 0 TE L) (1 — adip€) = Ad' (- adi€),

para cada (z,Y, u,§) € G x g X g* X g*, o que finaliza a demonstracao. O

Notemos que, do lema B.2.17, sabemos que a acgao ¢ definida por (3.2.1) é prépria,
uma vez que G é um grupo de Lie compacto. Podemos ainda concluir que ¢ é livre,
pois se considerarmos G,y ¢) =19 € G : ¢g(,Y, 1, §) = (x,Y, 11, §)} o subgrupo de
isotropia de um qualquer elemento (x,Y,, 1, &) € G X g X g* X g*, entao imediatamente
se deduz que este subgrupo de isotropia é constituido apenas pela identidade do grupo
de Lie G, Gy ¢ =19 € G : gr = x} = {e}. Como consequéncia, de acordo com o

teorema B.5.9, o facto de ¢ ser livre permite-nos escrever o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.3. Todo o elemento n € g* é um valor regular da aplicagao momento

J definida por (3.2.2).

Seja n € g*. Interessa-nos agora considerar o subgrupo de isotropia coadjunto
de 7, ou seja, (3.1.1), que sabemos ser um subgrupo de Lie fechado de G, e ainda o
subconjunto J~1(n) que é uma subvariedade inicial de G' x g x g* x g*, dado que 7 é

um valor regular. Repare-se que, da expressao (3.2.2) de J, vem
J ) ={(2,Y,1,€) € G x g x g* x g* : u= Adin+ ady€}. (3.2.7)

Como foi justificado no inicio da seccao anterior, sendo J uma aplicagdo momento

Ad*-equivariante, a acgio restrigao (no sentido do lema B.2.4) de G, em J~1(n), que
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continuaremos a denotar por ¢, estd bem definida, assim como o correspondente espaco

das G,-6rbitas de J~1(n).

Proposigao 3.2.4. A ac¢io de G, em J~1(n) (ac¢do restricio da accdo (3.2.1)) é
propria e livre, para qualquer valor regular n € g* da aplicagdo momento J definida por

(3.2.2) (neste caso, para qualquer n € g*).

Demonstragao. Como vimos, a accao (3.2.1) é livre e prépria. Entao, a accao de G,
em J~1(n) é obviamente livre, e para além disso também é prépria, por ser uma accio
restrigao de uma acg¢ao prépria ao subgrupo de Lie fechado G,, (ver observacao B.2.19).

O]

Os resultados das proposigoes 3.2.1 e 3.2.4 permitem-nos aplicar o teorema 3.1.1
da reducao simpléctica. Neste sentido, passamos a trabalhar numa nova variedade

simpléctica, a variedade reduzida constituida pelo espaco das G-6rbitas de J —L(n):
(Gxgxg xg),:=J"n)/G, (3.2.8)

munida com a estrutura simpléctica {1, que se caracteriza pela identidade 7€, = i3,
sendo i, e m,, respectivamente, a inclusao canénica de J ' m)em Gxgxg*xgea

projeccao de J~1(n) em (G x g x g* x g),-

Pretendemos agora explorar com mais detalhe a reducdao obtida. Mais concre-
tamente, vamos interpretar a variedade simpléctica reduzida (3.2.8), da forma que
consideramos ser a mais eficaz para promover o estudo aprofundado do sistema Hamil-
toniano. Comecamos por observar que a subvariedade .JJ~!(7), definida por (3.2.7), é
difeomorfa ao produto semidirecto G x g x g* (do grupo de Lie G x g e do espago

vectorial g*) através do difeomorfismo

T,: Gxgxg® — J i)
(z,Y,€) —  (z,Y, Ad;n + ady &, §).

(3.2.9)

Apresentamos de seguida um lema que nos vai conduzir & interpretacao da variedade

reduzida (3.2.8).
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Lema 3.2.5. Consideremos a acgao de Gy em G x g X g* dada por

g- (xvyv 5) = (gx’}/aé-)’ (3210)

para cada g € Gy e (x,Y,§) € G x g x g*, e ainda o correspondente espaco das orbitas

(G x gxg*)/Gy. O difeomorfismo (3.2.9) induz um novo difeomorfismo

Ty (Gxgxgh)/Gy— (GXxgxg xg)y

que faz corresponder a cada Gy-orbita de um elemento (x,Y,§) € Gxgxg*, a Gy-orbita

do elemento (z,Y, Adin + ady €, €) € J(n).

xT

Demonstracao. E apenas necessdrio verificar que T, é equivariante para as acgoes ¢ e
(3.2.10) de G, em J~1(n) e G x g x g*, respectivamente. Com efeito, dados os elementos
g€ Gye (x,Y,§) € Gxgxg’, temos Ty(g- (v,Y,§)) = (92,7, Adj,n + ady€,§). Mas,
Adg,n = Ad;(Adgn) = Adyn, pois g € Gy. Logo, Ty(g-(z,Y,8)) = ¢g(Ty(z,Y,§)). O

Face ao exposto, estabelecemos o seguinte resultado:

Proposicao 3.2.6. A wariedade reduzida (G X g x g* X 9*)n’ definida por (3.2.8), é
difeomorfa ao espaco O, x g x g*, onde O, denota a érbita coadjunta do elemento n

definida de acordo com (B.2.3).

Demonstragao. Note-se que a aplicagdo e, : (G x g x g*) /G, — O, X g x g*, que
a cada G,-Orbita de um elemento (z,Y,§) € G x g x g*, faz corresponder o ponto
(Adyn,Y,§) € Oy x g x g*, é claramente um difeomorfismo. Deste modo, construimos

a aplicacao @, := ¢, 0 T;l, isto é,

on: (G xgxgtxg — O, xgxg*
Pn: (Gxgxgxgr), X gXg (3.2.11)
[(z,Y, Adin + ady €, O]y — (Adgn, Y, §),
que nos da o difeomorfismo pretendido e assim fica concluida a demonstracao. O

O resultado da proposi¢ao anterior permite-nos concluir que a aplicacao ¢, dada

por (3.2.11) é um simplectomorfismo, sendo

2

n= (2, (3.2.12)
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a estrutura simpléctica em O, x g x g* (onde usamos novamente o resultado de [1]

mencionado na nota de rodapé 3 do capitulo 1).

Finalizamos esta subseccao, com uma observacao 1til na simplificagao de alguns dos
resultados a obter posteriormente: a aplicacao ¢, := @, o, : J () — O, xgxgré
tal que

on(@,Y, Adyn + ady €, §) = (Adyn, Y, §). (3.2.13)

Além disso, ¢, é sobrejectiva, uma vez que @, é bijectiva e a projeccao m, ¢é sobrejectiva.

3.2.2 Dinamica reduzida

Analisamos nesta subseccdo a reducdo da dinamica do nosso sistema Hamiltoniano,
induzida pela reducao do espago de fases efectuada na subsecgao anterior. Recordemos
que o Hamiltoniano H : G x g x g* x g* — R é definido por (2.5.1), isto é, para cada
(z,Y, 1, €) € G x g x g* x g* temos

H(w, Y€)= u(Y) + 56(X) (3.2.14)

De imediato se verifica que H (gx,Y,n,§) = H(x,Y,p,§) e portanto o Hamiltoniano
H é invariante sob a acgao ¢ considerada na secgao anterior que é definida por (3.2.1).
O campo de vectores Hamiltoniano Xy associado a H foi determinado no capitulo

anterior e é dado por (2.5.4), ou seja,
XH(‘£7KM7€) = (TELZ’Y ) X§ ’ O y TH + ad;}é) (3215)

De acordo com o teorema 3.1.2, o fluxo de X induz um fluxo Hamiltoniano na varie-
dade reduzida (3.2.8), cujo respectivo Hamiltoniano H,, é determinado de forma tnica

pela identidade

H,om, =H oi,. (3.2.16)

Além disso, os campos de vectores Hamiltonianos Xy e X H, estao m-relacionados

através da igualdade (3.1.2), o que se traduz na comutatividade do diagrama
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Xpyoi
J=(n) kL T (J'(n))
Tn lTﬂ'n
(G xgxg"xg"), —F T((Gxgxg*xg*)n>

n

Tendo em consideragao a descri¢ao dada no final da subseccao anterior, o ideal sera
conseguirmos caracterizar o sistema reduzido como um sistema em (On X gxgh Qn)7
onde Qn é a forma simpléctica (3.2.12). Para o efeito, vamos determinar a expressao de
Xp, quando interpretado como um campo de vectores em O, x g X g*. Adoptamos a

seguinte notagao (desde que inserida num contexto em que o seu significado seja 6bvio):

0 := Adyn € O,.

Introduza-se a nova funcao Hamiltoniana h : O, x g x g* — R caracterizada no

lema a seguir.

Lema 3.2.7. Seja ¢, a aplicagio (3.2.11) e H,) o Hamiltoniano (3.2.16). A funcao

h = H, o@;l 1 O0p x g x g* — R, € definida, para cada (0,Y,§) € O, x g x g*, por

h0,Y, ) = 0(Y) + %g (Xe). (3.2.17)

Demonstragao. Uma vez que a aplicagao ¢, := @, om, dada por (3.2.13) é sobrejectiva,
cada (0,Y,€) € O, x g x g* é a imagem por ¢ de (z,Y,0 + ad}€, &) € J~1(n). Entao,
h(0,Y,§) = (Hy o my)(x,Y,0 + ady€,€). Tendo agora em atencao (3.2.16), obtemos
h(0,Y,§) = H(x,Y,0 + ady €, £). Assim, usando (3.2.14) deduzimos o pretendido. [

Porque (3.2.11) é um simplectomorfismo, o campo de vectores Hamiltoniano X,
associado a h verifica a relagao Xpop, = T'pyo0 Xy, . Logo, Xpopyom, = Tp,0 Xy, omy,

ou seja, Xp, 0 ¢, = T¢, o Xp, om,. Usando agora (3.1.2), obtemos
X, 00y = Tipy o Xpg 0. (3.2.18)

Vamos desenvolver a expressao de X} para cada ponto em O, x g x g*, fazendo uso da

relagao (3.2.18) e do seguinte lema:
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Lema 3.2.8. Se (a,b,c,d) € T(x,yﬂJrad»{,&g)J_l(n), entao

Ty ,0+adye.6)Pn(a, b, c,d) = (ad*TxLz,lﬁ, b, d) , (3.2.19)

onde J1(n) € a variedade (3.2.7) e ¢y, a aplicagdo (3.2.13).

Demonstracao. Antes de iniciarmos a demonstragdo, refira-se que a escolha do ele-

mento (a, b, ¢, d) relaciona-se com o facto de T($7Y79+ad;575)J_1(n) ser um subconjunto
de T(py,otadies)(Gxgxg" xg") =T,G xgxgrxg

Seja B = (01, B2, Adjs n+adj, s, f33) uma curva em .J~!(n) que satisfaz as condicoes
iniciais 4(0) = (z,Y, 0 + ady€,§) e [3(0) = (a,b,¢,d). Entao, como é do conhecimento
geral, T(; v o1adye.6)Pn(a, b, ¢, d) = (d(py o 3)/dt) (0). Mas, usando (B.3.3), a expressao

AdEI (0)777 BQ (O)a 63 (0)) = (a’d?mLx_l aev b7 d)
O

anterior toma a forma (ad* .
( T51<0)L51(0)_1,31(0)

Proposicao 3.2.9. Para cada ponto (0,Y,§) € O, x g x g*, o campo de vectores

dindmico Xy, do sistema Hamiltoniano (O, X g x g*,$Qy,, h) € definido por

X4(0,Y.€) = (ady 6, X, —0). (3.2.20)

Demonstragao. Comegamos por observar que das relagdes (3.2.13) e (3.2.18), temos
Xn(0,Y,8) = (T, o Xg)(x,Y,0 + ady§,§). De acordo com (3.2.15), sabemos que
Xy(z,Y, 0 + ady€,&) = (Tel,Y, X¢,0,—0). Para finalizar a demonstracdo, basta
aplicar a férmula (3.2.19) a (a,b,¢,d) = (TeL,Y, X¢,0,—6), de forma a deduzirmos
que T(x’y79+ad»§,§7£)cpn(TeLzY, Xe¢,0,—0) = (ady0, X¢, —0). O

Consequentemente, as equagoes de Hamilton na variedade reduzida O, x g X g* sao
dadas por
0 = adi 0
Y = X; (3.2.21)
£=—0.
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Observacgao 3.2.10. Na proposi¢do 2.7.1, verificdmos a equivaléncia entre as solugoes
das equagoes de Hamilton (2.5.3) e as equagoes de Euler-Lagrange (2.2.8). Evidente-
mente que a dindmica reduzida descrita por (3.2.20) se relaciona também com a abor-
dagem variacional dos polinomios cubicos. De facto, uma curva integral do campo de
vectores Hamiltoniano reduzido (3.2.20) dd lugar a uma curva que satisfaz a equagao

de Euler-Lagrange

V+[v,Y]=0. (3.2.22)

Com efeito, escrevendo a primeira equagdo de (3.2.21) como uma equacgdo na dlgebra
de Lie (no sentido da identificacio (2.1.6) e usando as propriedades (2.1.7)), obtemos
Xy +[Y, Xy] = 0. Mas, pelas outras duas equagies de (3.2.21), sabemos que Xg = —Y .

Assim, a partir de uma solugdo de (3.2.21) obtemos uma solugdo de (3.2.22).

Observacgao 3.2.11. A reducdo apresentada nesta sec¢do, assim como os resultados da
secgao a sequir, foram publicados por Abrunheiro, Camarinha e Clemente-Gallardo em
[7]. Os polindmios cibicos Riemannianos sao um exemplo da generalizagdo para ordem
superior das geodésicas Riemannianas (splines de ordem superior) [27]. O estudo dos
splines de ordem superior tem despertado o interesse de diversos autores nos ultimos
anos, de onde salientamos o trabalho [39] de Gay-Balmaz et al. No referido trabalho,
0s autores investigam os splines de ordem superior, sob um ponto de vista variacional
e na drea da correspondéncia por padrao (”template matching”) em grupos de Lie, com
aplicagdo a andlise de itmagens. Para tal, desenvolvem o formalismo de Euler-Poincaré
para problemas variacionais de ordem superior que sao invariantes sob transformagoes
de grupos de Lie. De entre os diversos assuntos analisados nesse artigo, interessa-nos
destacar a abordagem Hamiltoniana associada as equacoes de Fuler-Poincaré de ordem
superior, que faz uso da reduc¢do de Hamilton-Ostrogradsky e que leva ¢ dedugao das
equagoes de Ostrogradsky-Lie-Poisson. Para o caso particular dos 2-splines (ou seja,
dos polinémios cubicos), as equagoes de Ostrogradsky-Lie-Poisson coincidem com as

equacoes Hamiltonianas (8.2.21) deduzidas nesta disserta¢ao.
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3.3 Integrais do movimento

Os integrais do movimento de um sistema dinamico sao quantidades que sao conservadas
ao longo do fluxo desse sistema e por vezes podem ser associados a simetrias do sistema.
O cléssico teorema da integrabilidade de Liouville, exposto por Arnold em [11] (que
contribuiu também para uma versdo mais completa deste resultado), garante que um
sistema dindmico com um espaco de fases de dimensao 2N é completamente integravel
se admite N integrais funcionalmente independentes que estejam em involucdo, isto
é, com parénteses de Poisson nulos dois a dois. No entanto, este tipo de situagao é
extremamente rara. Na pratica, lidamos diversas vezes com sistemas Hamiltonianos
que admitem um grupo de simetrias nao abeliano, ou entdao um grupo de simetrias
abeliano mas em numero inferior ao requerido para a integrabilidade completa. Se
forem satisfeitas certas condicoes particulares, um conjunto nao abeliano de integrais
independentes pode conduzir-nos a integrabilidade do sistema, como é explicado por
Fomenko e Mishchenko em [63], autores do teorema da integrabilidade ndo-comutativa.
Contudo, na maioria dos casos, o mais natural é encontrar um nimero de invariantes
independentes e comutativos relativamente ao paréntesis de Poisson em niimero inferior
a N, o que nos poderd conduzir apenas a integrabilidade parcial do sistema original

(teorema de Poincaré-Lyapunov-Nekhoroshev, [64]).

Nesta seccao estamos interessados numa andlise preliminar das simetrias do sis-
tema Hamiltoniano (O, x g x g*,Qn, h), tendo como objectivo um futuro estudo da
integrabilidade do sistema no contexto descrito no paragrafo anterior. O problema da
reducao da ordem de um sistema Hamiltoniano é um tema de estudo bastante antigo,
de onde se salientam diversos estudos de Poincaré e Cartan, nomeadamente o teorema

de Lie-Cartan que utilizaremos nesta seccao (ver detalhes sobre o assunto em [12]).

Com o intuito de simplificar a linguagem, assumimos a seguinte notagao (recorde-se

que a dimensao da 6rbita coadjunta é sempre par):

dimg=mn e dim O, = 2m,
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onde obviamente 2m < n. Assim, a dimensdo do espaco de fases do sistema Hamilto-

niano é

dim (Oy x g x g*) =2(n+m). (3.3.1)

Seja X, o campo de vectores solugao (3.2.20) do nosso sistema Hamiltoniano. Uma
funcao f : O, x g x g* — R é um integral do movimento do sistema, se [Xp,(w)](f) = 0,
isto é, [(df)(w)](Xn(w)) = 0, para todo w € O, x g x g*. E importante observar que
df : Oy xgxg* — T*(O, x gxg") étal que df (w) € T;;O, x g* x g C g x g* x g. Neste
sentido, adoptamos a notacgao

X)) = (o) (5w ) + [ )] o -0 (Fw). @
Além disso, generalizamos a notacao para um campo de vectores arbitrario: dado
X0, xgxgt —=TO, xgxg)we— (Xi(w),Xo(w), X3(w)) € T,Op x g x g,

escrevemmos

X ) = )] (G50 + | 5| (et + sl () - 33

A fungdo Hamiltoniana (3.2.17), ou seja,
1
Lh=h=0(Y)+ 55 (Xe) (3.3.4)

¢ naturalmente um integral do movimento do sistema Hamiltoniano. Mas, para além

disto, estamos em condicoes de concluir o seguinte:
Proposicao 3.3.1. As funcoes l;11 : O, x g X g* — R definidas por

liv1 = (9 + ad’{/f)(AZ), 1=1,...,n, (335)
com A; um elemento fizo da base ortonormada de g, sdo integrais do movimento do
sistema Hamiltoniano (Oy x g X g*,Qy, h).
Demonstracdao. Seja w = (0,Y,€) € Oy x g x g* C g* x g x g*, com § = Ad;n, v € G.
De acordo com (3.3.2) e usando a a propriedade (2.1.1), facilmente se verifica que

(X0 (1)) (w) = O(ady Ay) — E(ada, Xe) — 0ady Ay) = ([Xe, Xel, Ai) = 0,

para cada ¢ = 1,...,n, ficando assim demonstrado que as fungoes sao invariantes. [
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Observagao 3.3.2. Recordemos que no contexto da formulagao variacional sdo co-
nhecidos trés invariantes, I, I e I3 dados por (2.2.9), (2.2.10) e (2.2.11), respectiva-
mente. Como vimos nas proposicoes 2.7.2 e 2.7.3, estes invariantes estdo relacionados
com os trés invariantes my, ma e m3z (dados por (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3), respecti-
vamente) do sistema Hamiltoniano dos polindmios cibicos, antes de sofrer a reducao
a que se dedica o presente capitulo. FEsses trés invariantes sao preservados face a
reducdo, facto que se torna claro para o invariante correspondente ao Hamiltoniano,
ou seja, para my (temos my = l1). Efectuando os cdlculos verifica-se que mg coincide
com Y, Z?H que, pela proposicao 3.3.1, € obviamente um integral do movimento. Por
outro lado, mg coincide com Y 1 | 12, — 0(Xp) (note-se que 6(Xy) € naturalmente um
integral do movimento do sistema reduzido). E evidente que existe também uma relacdo
entre os trés invariantes da teoria variacional e os integrais do movimento agora obtidos

para o sistema Hamiltoniano reduzido. Com efeito, € simples de mostrar que I1 = 1y,

I =0(Xp) e I3 = (1/2) 201, 17, — 0(Xe)].

Ao longo do resto da seccdo, assumimos que o conjunto formado pelos n+1 integrais

do movimento do sistema (O, x g x g*,Q,, h) dados por (3.3.4) e (3.3.5), ou seja,

Loy lnsts (3.3.6)

é um conjunto de funcoes funcionalmente independentes num aberto denso do espago

total O, x g x g*.

Observacao 3.3.3. Seja {A1, ..., Ay} a base ortonormada da dlgebra de Lie g e repre-
sentemos por ij as constantes de estrutura desta dlgebra de Lie para esta base. Consi-
deremos as expressoes dos invariantes (3.3.4) e (3.3.5) em coordenadas, relativamente

a base natural associada o base ortonormada de g:

Jj=1

h=> y0;(n,... vom)+ B > (&)
j=1

n
li+1 - ei(Vl, st VQ?TL) + Z Cflngkh
Jh=1
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onde v1, ...,V saGo as varidveis na orbita Op. Assim, os diferenciais dos invariantes

podem escrever-se como

2m n
dll—z:lz;y Jdua+20 dyj+2§]d§]
a=1j J

dlz-‘rn Z 8 dl/a—|— Z ]7,§kdy + Z zy]dfk

7,k=1 7,k=1
Deste modo, para que se verifique a independéncia funcional das fungoes (3.3.6), basta

que a sequinte matriz tenha caracteristica mdzima:

i 90; 80;
Z yJ prdiERE Z yJ o 0, . 0,, & . &
00,1 061 k 1,9 n o,
871/1 o oe. 8V2m 0 PR Zk cnlgk Zj C]ly-] e Zj C]ly-]
a0 06 k 1,7 n o,
I TIIZL e 8112:1 Zk clngk e O Z] Cj’nyj e Z_y Cjny] i
para 0; = 0;(v1,...,vom), i =1,...,n, e onde os indices que aparecem nos somatorios

variam de 1 a n.

Proposicao 3.3.4. Considerando a estrutura de Poisson em O, x g X g*, o conjunto
de invariantes {lj11}i=1,.. n, definidos por (3.3.5), tem uma estrutura de dlgebra de Lie

que o torna isomorfo a dlgebra de Lie g.

Demonstragao. Seja {Ai,..., Ay} a base ortonormada da algebra de Lie g e repre-
sentemos por C]’-“i as constantes de estrutura desta algebra de Lie para esta base. Se
w=(0,Y,£) € Oy x g x g*, sabemos que {li11,lj41}(w) = [dliy1(w)] (Xi,,, (w)), onde

Xi;,, denota o campo de vectores Hamiltoniano associado a ;.

Para prosseguirmos com a demonstracgao, necessitamos de determinar a expressao
do campo de vectores X, ,. Para tal, basta usar um processo similar ao usado na
proposicao 3.2.9 para determinar Xp. Deste modo, consideramos primeiro a fungao
Lit1:Gxgxg'xg" — R caracterizada pela identidade L;i1 o7, = lj41 0 ¢, onde
©n é a funcao sobrejectiva definida por (3.2.13). Mais precisamente, verifica-se que

Liti(z) = ZJ'H(G’Y’@I%W pe = 1(A;) onde o elemento z é tal que w = ¢,(2), ou
—u—ad,
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seja, z = (z,Y,0+ady€,€) € J~L(n). Entao, o campo de vectores Hamiltoniano X1

associado a fungao Lj1 estéd relacionado com X;, , do seguinte modo:

Xiy 0 (w) = Topy(Xp44(2) = <adi}me1Xi ,+10’X%j+1’X%j+1> ’
J

onde usamos o lema 3.2.8 com (a,b,c,d) = X, ,(2) = (XijJrl,X%jH,X%jH,X%Hl).
Agora, para que X, (w) fique completamente determinado, temos de encontrar as
expressoes das componentes Xijﬂ, X%Hl e X%jﬂ. Um célculo andlogo ao efectuado
para determinar as componentes do campo de vectores Xy na proposi¢ao 2.5.1, déd-nos

1 _ Cv2 , 4 o .
XLJ_+1 =T.L,A;, XLJ_+1 =adyAj e XLJ_+1 = adAjg, e assim

X, (w) = (ad;je,adij, ad;jg) .
Por fim, da expressao (3.3.5) de l;11 e usando (3.3.3) e a identidade de Jacobi, obtemos

{liv1; i} (w) = 0 ([Aj, Ai]) + € ([Ai, [A5, Y]] + [45, [V, Ail]) =

n

= 0([A;, Ai]) — &IV, [Ai, Aj])) = (0 + ady §)([A;, Ail) = > Clilkya.
k=1
As constantes de estrutura da algebra de Lie gerada pelas fungoes l;41, i =1,...,n e
as constantes de estrutura de g coincidem, logo, as algebras sao isomorfas. O

Fazemos agora o ponto da situacgao:

e Temos os n + 1 integrais do movimento (3.3.6) do sistema Hamiltoniano, que

assumimos serem funcionalmente independentes num aberto denso de O, x g x g*.

e Evidentemente que I; comuta com cada uma das fungoes l;+1, i = 1,...,n, uma

vez que l; coincide com a funcao Hamiltoniana.

e O facto referido no ponto anterior e a proposicao 3.3.4 permitem-nos concluir que
o conjunto linear gerado pelos n 4 1 integrais do movimento, que denotaremos

por £, é fechado relativamente ao paréntesis de Poisson.

e Consequentemente, £ tem uma estrutura de &dlgebra de Lie real de dimensao

finita, com dim £ = n + 1. Esta dlgebra é designada pela algebra dos integrais.
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Apresentamos de seguida o teorema de Lie-Cartan formulado de acordo com [12].
Refira-se que este teorema é uma generalizacao, para o caso das algebras de integrais
nao-comutativos, do método de Poincaré relativo a reducao da ordem de um sistema,

método este que é uma versao Hamiltoniana do processo de redugao de Routh.

Teorema 3.3.5 (S. Lie - E. Cartan). Seja (M,w, H) um sistema Hamiltoniano com
k invariantes F,...,Fy tais que {F;, F;} = a;j(Fi,...,F;). Seja F : M — RF a

aplicacao natural gerada por este conjunto de integrais.

Suponhamos que temos um ponto ¢ € R¥ que nio é uwm valor critico da aplicacdo
F' e que nas vizinhangas deste ponto a caracteristica da matriz [a;;] € constante igual
a 2q. Entdo, numa pequena vizinhan¢a U C RF de ¢ podemos encontrar k funcées
independentes ¢; : U — R tais que as funcgoes ¢p; = pjoF : N — R, onde N = F~YU),

satisfazem as relagoes

{1, 02} = ... = {d2g—1, P2} = 1, (3.3.7)

enquanto que os restantes parénteses {¢;, ¢;} sao nulos.

Estamos interessados na seguinte consequéncia do teorema anterior:

Observacgao 3.3.6. Suponhamos que temos as hipdteses do teorema de Lie-Cartan e
consideremos a notagdo acima usada na formulacdo deste teorema. Entdo, existem k—q
integrais independentes e em involucao: @2, P4, ..., H2q—2, P2, P2g+1,- - -, Pk, OU Seja,
metade dos integrais que estdo envolvidos nas relagoes (3.3.7) (portanto, q integrais)
e os restantes k — 2q integrais nao contemplados em (3.3.7). Como consequéncia, o
sistema Hamiltoniano original pode ser reduzido, usando o método de Poincaré, a um
sistema com menos k—q graus de liberdade que o original. Para mais pormenores sobre

este tema, recomenda-se a consulta de [12] e as referéncias ai mencionadas.

Seja D um subconjunto aberto e denso de O,, x g x g* onde os n+1 integrais (3.3.6)
sao funcionalmente independentes e onde a matriz anti-simétrica dos parénteses de

Poisson [{l;,1;}], 1 <1,j < n+1 tem caracteristica maxima. Observe-se que, atendendo
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a proposicao 3.3.4 e ao facto de [; estar em involugao com qualquer outro dos integrais,
a caracteristica méxima desta matriz coincide com a caracteristica maxima da matriz

_ _ n k _ k
Mg(a) = [M;j(a)], com M;;(a) = > k_, Ciiax, para a = (a1,...,a,) € R" e onde Cj
s@o as constantes de estrutura da dlgebra de Lie g. Fixamos a seguinte notacao (note-se

que esta caracteristica é sempre par):

1
Ty = §ma33a€Rnrcmk: Mq(a).

Tendo em consideracao a observacao 3.3.6, o sistema Hamiltoniano (O, x g x g*, {2, h),

que assumindo (3.3.1) tem dimensao igual a 2(m + n), admite
n+1-—rg

fungoes definidas num subconjunto aberto de D, que formam um conjunto de integrais
do movimento independentes e em involucao. Neste sentido, 0 nosso sistema serd
reduzido a um sistema com menos n + 1 — ry graus de liberdade do que o original, ou
seja, um sistema de dimensao igual a 2(m + 4 — 1). E interessante observar que nas
situagoes em que m+rg = 1, o sistema é completamente integravel. Mas, esta condigao
é satisfeita apenas em casos triviais, quando a algebra g é abeliana ou a 6rbita coadjunta

O, se reduz a um ponto.

Como foi mencionado no inicio desta secgao, estes resultados envolvendo os integrais
do movimento podem ter importantes implicagoes do ponto de vista da integrabilidade
do correspondente sistema dinamico, e portanto, tornam-se relevantes para a deter-

minacao dos polinémios cubicos.
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Capitulo 4

Polinémios ciibicos em SO(3)

Neste capitulo estudaremos algumas propriedades dos polinémios ctbicos no grupo de
Lie SO(3) das rotacdes do espaco euclidiano R3. A importancia do desenvolvimento
da teoria da interpolagao na computacao grafica e no planeamento de trajectérias para
corpos rigidos, onde o grupo de Lie SO(3) assume um papel especial, motiva a apre-

sentacao deste capitulo.

Consideraremos a abordagem variacional dos polindmios ctibicos em SO(3) e esta-
beleceremos algumas propriedades interessantes deste tipo de curvas. Daremos especial
relevo a analise dos quadraticos de Lie, curvas na algebra de Lie que estao associadas
aos polinémios cibicos. Os polindémios ciibicos em SO(3) relacionam-se com o problema
de controlo éptimo dindmico do corpo rigido livre e esférico. Dedicaremos ainda uma
seccao deste capitulo a descricao Hamiltoniana deste problema, especificando para o
grupo de Lie SO(3) o estudo do sistema Hamiltoniano apresentado no capitulo 2 e

ainda a respectiva reducao simpléctica do capitulo 3.

79
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4.1 Grupo de Lie SO(3)

Consideremos o grupo de Lie SO(3) das rotacdes do espaco euclidiano R?, constituido

por todas as matrizes reais ortogonais de ordem trés com determinante unitario
SOB3)={r € GLB3,R) : 'z =1 A detx=1}.

A correspondente &lgebra de Lie so0(3) é dada pelas matrizes reais de ordem trés
anti-simétricas

s0(3) ={Acgl(3,R) : A=—A"},

equipada com o paréntesis de Lie [.,.] dado pelo comutador de matrizes. Seja {A1, Aa, A3}

a base ortonormada da algebra de Lie s0(3) com

00 O 0 01 0 -1 0
Ai=10 0 -1 Ar=1 0 0 0 As=11 0 0. (4.1.1)
01 0 -1 0 0 0 0 O

Atendendo as igualdades [A1, As] = As, [A2, As] = A; e [As, A1] = Ao, as constantes

de estrutura para s0(3) em relagdo a esta base sao tais que
Cly=C33=C3 =1=—C3 = —C3y = —Ch3, (4.1.2)

sendo as restantes nulas.

A 4lgebra de Lie (s0(3),][.,.]) é isomorfa & &lgebra de Lie (R3, x), onde x denota o

produto externo (ver exemplo B.1.11), através do isomorfismo

2 (R3, x) — (s0(3),[-,])
0 -y ¢ (4.1.3)
y=whv" ) — g=YyAi=| 3 0
_y2 yl 0

Este isomorfismo pode ser caracterizado, de forma alternativa, pela identidade

gz =1y X %, (4.1.4)
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para quaisquer y, z € R3. Por definicdo de isomorfismo entre dlgebras de Lie, temos a
propriedade

—

Yy X z=1[y,z] (4.1.5)
e portanto [§, 2]w = (y x z) X w, para quaisquer y, z, w € R3.

O isomorfismo (4.1.3) induz um isomorfismo natural entre R3 e o espago dual so(3)*

da élgebra de Lie s0(3)
T R — s0(3)*

(4.1.6)
I — 11,

definido por f[(@) =1I-y, para cada y € R? e onde - denota o produto interno em R3.

Com as identificagoes (4.1.3) e (4.1.6), temos os seguintes resultados:

e A accdo adjunta de SO(3) em so0(3) é definida, para cada z € SO(3) e y € R3,
por

Ad,y = Ty.

1

De facto, sabemos que Ad,§ := zjz~! = xgz'. Contudo, usando (4.1.4), temos

(Ad9) (2) =z (y x 2'2) = 2y x z = (7Y) (), para qualquer z € R3.

e A accdo coadjunta de SO(3) em so(3)* é dada, para cada z € SO(3) e II € R3,
por
Adzflﬁ — ﬁ_[
Com efeito, se y € R3, vem <Ad;,1ﬁ) () == I (Ady—j) = 1O (:@) Usando
agora o isomorfismo (4.1.6), temos (Ad;_lf[) (9) =M -zly=2ll-y = (;Eﬁ) (7).

e Asacgoes adjunta e coadjunta da dlgebra de Lie s0(3) sdo dadas, respectivamente,

por

onde y,z,II € R3. A primeira férmula é uma consequéncia imediata da pro-

priedade (4.1.5), uma vez que adg? = [y, 2]. Assim, (adzﬁ) (2) =10 (y/;z)
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Usando (4.1.6) resulta que (ad2ﬁ> )=l -(yxz)=IIxy) z= (H X y) (2),

para qualquer z € R3.

Seja x € SO(3). O isomorfismo (4.1.3) permite-nos ainda representar os elementos
de T,SO(3) por x7, para um determinado y € R3. Efectivamente, se v, € T,SO(3),

entdo T,L,1v, = x 'v, € s50(3) e portanto, existe um y € R3 tal que z~!

Uy = 7.
Logo,

vy = 2y € T SO(3).

De forma andloga, usando agora o isomorfismo (4.1.6), cada elemento o, € TSO(3) é
representado por

op = TP L1101 € TXSO(3),
para um determinado IT € R3.

De acordo com o acima exposto, o subgrupo de isotropia coadjunto (,5'0(3))77 de
SO(3), ou seja, o subgrupo de isotropia de 7 € s0(3)* sob a acgao coadjunta, escreve-se
como

SO(3); ={x € SO(3) : Ad;i =0} ={x € SO(3) : zn = n}. (4.1.7)

Observe-se que, no caso em que 7 # 0, SO(3); é isomorfo ao grupo de Lie SO(2) (grupo
das rotacdes no plano, que é identificado com o circulo unitario S' em R?); se n = 0,

SO(3)7 = SO(3). Por sua vez, a érbita coadjunta por 7 € so(3)*
O ={Ad; 1 €50(3)": 2 € SO3)} ={an €50(3)" : 2 € SO(3)} (4.1.8)

¢ isomorfa a 2-esfera de raio ||n]|, se n # 0, e reduz-se a um ponto quando n = 0.

4.2 Polinémios ciibicos em SO(3)

A caracterizagao dos polinémios ctibicos em SO(3) é um elemento crucial no estudo de
importantes aplicagoes da teoria da interpolacao, tais como os problemas de planea-
mento de trajectérias para corpos rigidos. Nesta seccao apresentamos os polinémios

cibicos em SO(3) e algumas das suas interessantes propriedades matematicas.
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Teorema 4.2.1. [69] Uma curva x : I C R — SO(3) € um polindmio cibico se e s6 se

satisfaz as equacgoes de Euler-Lagrange

T =xy
e (4.2.1)
Y+yxy=0,

onde y € R3 e §j € 50(3) € 0 seu correspondente através do isomorfismo (4.1.3).

Demonstragao. As equagoes (4.2.1) resultam das equagoes (2.2.8), quando aplicadas ao

caso do grupo de Lie G = SO(3) e tendo em consideragdo a propriedade (4.1.5). [

A segunda equacao de (4.2.1), isto é,
Y+yxi=0, (4.2.2)
¢é equivalente & equacao de segunda ordem
j+yxy=0C, CeR. (4.2.3)

Uma curva y : I C R — R? solucdo desta equacio designa-se por quadrdtico de Lie. Na,
situacao em que C' = 0, y diz-se um quadrdtico de Lie nulo e o respectivo polinémio
ctibico z : I C R — SO(3) designa-se por polinémio cibico nulo (estas nogdes podem
ser generalizadas para um grupo de Lie qualquer, como foi referido no ultimo paragrafo
da observagao 2.7.4). Num certo sentido, o estudo dos polinémios cibicos em SO(3)
reduz-se ao estudo dos quadraticos de Lie, uma vez que a primeira equagao de (4.2.1)
pode ser resolvida por uma quadratura para x em termos de y (ver detalhes em [68, 70]).
As estruturas analitica, geométrica e assimptotica dos quadraticos de Lie sdo bastante
ricas, sendo a andlise dos quadraticos nao nulos (C' # 0) muito mais complexa do
que a dos nulos (C = 0). Destacamos os dois trabalhos [66, 67] de Noakes, onde o
autor apresenta um estudo exaustivo destas curvas em R? (os quadrético de Lie nulos
e os nao nulos) e das propriedades dos correspondentes polindmios ciibicos em SO(3).
Importa referir que a funcao dada pelo quadrado da norma do quadratico de Lie, que

denotaremos por F': I C R — [0, +00]

F(t) = [ly@®)|* = y(t) - y(t), (4.24)
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desempenha um papel fundamental neste estudo. Alguns resultados similares aos en-
contrados por Noakes, foram paralelamente obtidos por Abrunheiro e Camarinha em

[2, 3], os quais resumimos de seguida.

No caso do grupo de Lie SO(3) e sob o ponto de vista variacional, sdo conhecidos

trés invariantes ao longo do polinémio ctbico ([3, 66]):

Lema 4.2.2. Sey : I C R — R3? é um quadrdtico de Lie, entdo existem constantes

reais I, Io e I3 tais que

h=gii—i (4.2.5)
=i (4.2.6)
L= (yx9)+=uxg) (xi). (4.2.7)

2

Demonstracao. Para obter o resultado basta efectuar a integracao do produto interno

de (4.2.2) com y, j e y X y, respectivamente. O

Torna-se ébvio que (4.2.5), (4.2.6) e (4.2.7) correspondem aos invariantes (2.2.9),
(2.2.10) e (2.2.11), respectivamente. Estes invariantes permitem-nos caracterizar os

quadraticos de Lie no sentido descrito nos resultados a seguir apresentados ([3, 66]).

Proposicao 4.2.3. Sey : I C R — R? € wm quadrdtico de Lie, entdo as sequintes

igualdades sdo satisfeitas

y-y=2C-y+2L (4.2.8)

d2
@(yy) =6C-y+4 (4.2.9)
I +2I3=C-C. (4.2.10)

onde C' € R® ¢ a constante do quadrdtico de Lie y (ou seja, da equagdo (4.2.3)) e I,

1=1,2,3 sdo os invariantes do lema 4.2.2.

Demonstracao. A equagao (4.2.3) que define o quadrético de Lie permite-nos substituir

§ por C' —y X g no invariante I definido por (4.2.5). Daqui resulta de imediato (4.2.8).
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Integrando agora duas vezes esta igualdade (4.2.8) e utilizando novamente a equagao
(4.2.3), obtemos (4.2.9). A equacdo (4.2.10) resulta do uso de (4.2.3) num dos dois
invariantes (4.2.6) ou (4.2.7). O

Corolario 4.2.4. Sey: I C R — R3 é um quadrdtico de Lie nulo (C=0), entio as

sequintes igualdades sao satisfeitas

y-y =20
y-y=2Lt>+ ait + ag

I = —2I,

onde C € R® € a constante do quadrdtico de Lie y (ou seja, da equagio (4.2.3)), I,

1 =1,2,3 sao os invariantes do lema 4.2.2 e a1,ag sao constantes reais.

Observe-se que o corolario anterior estabelece um resultado interessante no que
diz respeito a fungdo F' definida por (4.2.4) (ou seja, a funcao dada pelo quadrado
da norma do quadratico de Lie). Referimo-nos ao facto de, neste caso particular dos
quadréaticos de Lie nulos, a fungao (4.2.4) se reduzir a um polinémio do segundo grau.
Neste contexto, esta propriedade permite-nos escrever a equacgao dos quadraticos de

Lie (4.2.2) como uma equagao linear do terceiro grau em y, da seguinte forma:

Teorema 4.2.5. Se y : [ C R — R3 é um quadrdtico de Lie nulo (C = 0), entdo a
equagao (4.2.2) pode escrever-se como

1.
J o+ Fy— S Fy =0, (4.2.11)

onde F(t) = 2I11% + a1t + ag, com a1,ap € R e Iy é dado por (4.2.5).

Demonstragao. Se y é um quadratico de Lie nulo, entao de (4.2.3) vem § = y x y. Logo,
a equacao (4.2.2) é equivalente a ¥ +yx (yxy) = 0. Usando agora a propriedade (B.1.1)
obtemos ¥ + (y-y)y — (y-§)y = 0, ou seja, ¥ + (y-y)y — (1/2)[d(y - y)/dtly = 0. Para

terminar a demonstragao basta utilizar a segunda igualdade do corolério anterior. [J
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Note-se que, nas condigoes do teorema anterior, a equacao (4.2.11) é satisfeita para
cada componente 3' € R, i = 1,2,3, de y € R3. Este tipo de equacio em R, ou seja,

i = (1/2)Fu — Ft com u € R, reduz-se a um sistema linear da forma

0 1 0
1F —F 0

onde U = (u,u, ii)t.

Observagao 4.2.6. O teorema 4.2.5 foi obtido em [66] para o caso particular dos
quadrdticos de Lie nulos y que satisfazem as condigoes particulares §(0) - y(0) = 1
e 9(0) - y(0) = 0, designados por quadrdticos de Lie nulos candnicos (que se prova
serem parametrizados por comprimento de arco). Na realidade, o autor reduz o estudo
dos quadrdticos de Lie nulos nao constantes ao estudo dos quadrdticos de Lie nulos
canonicos e a propriedade correspondente ao resultado do teorema 4.2.5 € usada para

analisar simetrias internas dos quadrdticos nulos.

Como mencionamos anteriormente, o estudo dos quadraticos de Lie nao nulos é
naturalmente mais complicado e os resultados globais existentes nao sao tao satis-
fatorios como desejarfamos. O seguinte resultado foi obtido e demonstrado de forma
independente em [3, 67], sendo que na segunda referéncia este resultado foi utilizado
para aprofundar a andlise dos quadréaticos de Lie ndo nulos, nomeadamente as suas

propriedades assimptoéticas.

Proposicao 4.2.7. Sejay: I C R — R? um quadrdtico de Lie. A funcdo F dada por
(4.2.4) satisfaz a sequinte equagdao diferencial

dAF . 3 .,

onde I;, 1 = 1,2,3 sdo os invariantes do lema 4.2.2.

Demonstracio. De (4.2.8) e (4.2.9) vem (d?/dt?)(y - y) = 35 - y — 211, ou seja,

F=3y-g—26. (4.2.13)
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Além disso, de (4.2.9) deduzimos ainda a igualdade d*F/dt* = 6C - jj e, consequente-
mente (4.2.10) é equivalente a I 4+ 213 = (1/6)(d*F/dt*) + (ij +vy x ) - (y x 9), onde
estamos a usar a equagao (4.2.3). Atendendo agora a (4.2.7), a igualdade anterior toma

a forma
ar
dtt
Mas, (y X y) - (y x y) = —[y x (y X §)] - ¥ que, fazendo uso da propriedade (B.1.1), se

+3(y x9) - (yxg) —6(I2+ I3) = 0. (4.2.14)

escreve como (y X ) - (y x 9) = —(y-9)? + (y - y)(y - ¥). Por fim, a equacio diferencial
(4.2.12) obtém-se quando se substituiu esta ultima igualdade em (4.2.14), considerando

(y-1)? = (1/4)(F)? e ainda ao facto de, por (4.2.13), termos -y = (1/3)F—(2/3)I;. O

Teorema 4.2.8. [3] Sey : I C R — R3 ¢ um quadrdtico de Lie, entdo a equacdo
(4.2.2) pode escrever-se como

d®y .. 3. 1. 2 1...
~Z 4 F SFij— (= F+ZL)y— -Fy=0.
dt5+ y+2 ij (6 +31)y 3Fy

onde F € a funcdao (4.2.4) e Iy € dado por (4.2.5).

Demonstragao. Para demonstrar o pretendido € suficiente derivar duas vezes a equagao

(4.2.2) e usar a propriedade (B.1.1). O

Um resultado bem conhecido da teoria das geodésicas garante que apenas as repa-
rametrizagoes lineares preservam a curva como uma geodésica ([26]). Esse resultado é
consequéncia do facto do comprimento do campo de vectores velocidade ser invariante
ao longo da geodésica. O invariante (4.2.6) desempenha um papel similar na anélise
das parametrizacoes que preservam a nocao de um polinémio cibico. Contudo, para o
polinémio cubico, o estudo do caso degenerado parece ser bastante pertinente, apesar de
nao o analisarmos nesta dissertacao. No contexto geral dos polinémios ctibicos Rieman-
nianos, foi demonstrado em [26] por Camarinha, e usando propriedades da geometria
Riemanniana, que se a transformacao de parametro € linear, a curva é preservada como
polinémio cibico. Para a situagdo dos polinémios ciibicos em SO(3) é possivel estabe-
lecer um resultado mais completo que apresentamos de seguida e que foi demonstrado

por Abrunheiro e Camarinha em [3].
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Proposicao 4.2.9. [3] Sejax : I C R — SO(3) um polinémio cibico ey : I C R — R3
o correspondente quadrdtico de Lie. Se o invariante (4.2.7) ao longo de y é diferente
de zero, uma reparametrizacdo de x ¢ um polindmio cibico se e s se a transformacao

de parametro € linear.

Demonstracdo. Se  : I C R — SO(3) é uma curva suave obtida por uma reparame-
trizacdo de z, ou seja, T =z os com s: [ — I, entdo Z(t) = z(t)$(t)5(s(t)), dado que
#(s(t)) = 2(s(t))y(s(t)). Seja v: I C R — R? a curva definida por v(t) = 5(t)y(s(t)).
Note-se que as primeiras derivadas de v sao dadas por 9(t) = §(t)y(s(t))+[3(£)]* 9(s(t))
e 5(t) = 5 (®)y(s(t)) +35)5()y(s(t)) + [5(t)]* ii(s(t)). Entdo, se s(t) = at +b, a,b € R,
provamos sem dificuldade que T é o polinémio ctbico cujo correspondente quadratico de
Lie é dado pela curva v. Prova-se ainda que se C' é a constante associada ao quadratico
de Lie y, entdao a3C é a constante associada a v. Para demonstrar a implicacio contraria,

é suficiente observar que

6 | -

B (X )+ 50 x0) 0x 0) = ()° |5+ (5 x9) + 50y x<5) -y x3)|

onde estamos a considerar s, v e as suas derivadas como funcoes de t e y como funcao

de s(t). O

Existe uma estreita relacao entre a teoria dos quadraticos de Lie e a mecanica
classica. Exemplo disso € o caso da dinamica do corpo rigido livre com simetria esférica.
De facto, a velocidade angular do corpo é um quadrético de Lie em R? e a trajectéria
do corpo pode ser descrita em termos do correspondente polindémio cibico em SO(3).

Dedicaremos a préxima sec¢ao a este problema, sob o ponto de vista Hamiltoniano.

4.3 Problema de controlo 6ptimo dinamico do corpo rigido

O problema de controlo éptimo dindmico para sistemas mecanicos gerais com restrigoes
integraveis nas velocidades foi estudado em [20], onde é denominado por problema de

controlo 6ptimo da for¢a minima. FEste tipo de sistema mecanico é definido numa
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variedade Riemanniana geral e envolve a derivada covariante de segunda ordem da
variavel de configuracao. Quando assumidas certas condigoes particulares, este proble-
ma corresponde a um problema variacional com Lagrangiano a depender da aceleracao
e com condicoes de fronteira nas posicoes e nas velocidades. No caso em que o tensor
de inércia generalizado é um multiplo da identidade, o problema variacional de segunda
ordem obtido corresponde exactamente ao problema variacional dos polinémios ctibicos
Riemannianos. Refira-se que, nesta situagdo particular, o problema de controlo da
forga minima é uma versao natural para ordem superior do problema de controlo da
energia minima, ou seja, do problema variacional de primeira ordem das geodésicas
Riemannianas. Adoptamos a designagdo problema de controlo dindmico, em vez de

problema de controlo da for¢a minima.

Estamos interessados na descricao Hamiltoniana do problema de controlo dinamico
do corpo rigido livre (relativamente ao movimento de rotagao a volta do seu centro de
massa) e com os trés principais momentos de inércia iguais (simetria esférica). Sem
perda de generalidade, podemos considerar o tensor de inércia do corpo rigido como
sendo a identidade. Refira-se que teremos em consideracao os resultados apresentados
e desenvolvidos nos capitulos 2 e 3, uma vez que o caso em estudo é o exemplo do
problema dos polinémios ciibicos para o grupo de Lie SO(3). Os principais resultados
desta secgao foram publicados por Abrunheiro, Camarinha e Clemente-Gallardo em

[6, 8].

4.3.1 Movimento rotacional do corpo rigido livre e esférico

O espago de configuragao do nosso sistema dinamico é o grupo de Lie SO(3). Portanto,
o espago de estados para o problema de controlo 6ptimo é o fibrado tangente T'SO(3) e
o fibrado de controlos é o fibrado tangente de segunda ordem 72S0(3). A trivializacdo

a esquerda de T'SO(3) determinada pela aplicacao (2.1.15), ou seja,

A TSO(3) — S0O(3) x s0(3)
zj € T,50(3) +— (z,9),
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permite-nos considerar como espago de estados o produto semidirecto SO(3) x so(3),
onde os pontos deste espaco representam a posicao e a velocidade angular do corpo. O
fibrado de controlos pode também ser trivializado a esquerda e desse modo ser visto
como um fibrado sobre SO(3) x s0(3), que continuaremos a representar por T2S0(3).
Consideramos a notacao introduzida na subseccao 2.1.3 para os fibrados do produto
semidirecto SO(3) x s0(3), agora adaptada as notagoes referidas na seccao 4.1. Em
particular, cada elemento de T2G é representado por um par (zj, %) € T,SO(3) x 50(3),
com z € SO(3) e y,u € R3.

Adaptando a situagao presente as expressoes (2.3.1) e (2.3.2), consideramos a fungao

custo L : T?SO(3) — R definida por
L(zy,u) = zu-u (4.3.1)

e o campo de vectores II : T250(3) — T'(SO(3) x s0(3)) ao longo da projeccio natural
74 : T?250(3) — SO(3) x s0(3), dado por

(zg,a) = (9,9, a) ~ (v7,7), (4.3.2)

para (z9,4) € T,SO(3) x s50(3), com z € SO(3) e y,u € R3. Seguindo o exposto na
seccao 2.3, o problema de controlo éptimo dinamico do corpo rigido livre e esférico,
consiste em determinar as curvas v : [0,7] — T2SO(3) de classe C? e seccional-
mente suaves, com condigoes de fronteira no espaco de estados, que minimizam a
funcional fOT L(y(t))dt, com T € R* fixo, e que satisfazem o sistema de controlo
(d/dt) (3 (y(t)) = II(v(t)). Note-se que, de acordo com (2.1.12), 73 (zg,4) = (z,§).

Assim, o sistema de controlo pode ser escrito como

que é a versao a esquerda do sistema de controlo correspondente ao exemplo dado em

21, 28].
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4.3.2 Dinamica do problema de controlo 6ptimo

Pretendemos agora adequar a abordagem Hamiltoniana das seccoes 2.4 e 2.5 ao caso
do grupo de Lie SO(3), de forma a descrevermos a dinamica do problema de controlo

apresentado na seccao anterior.

e Numa primeira fase, descrevemos a dinamica do problema através de um sistema

presimpléctico definido no fibrado sobre SO(3) x s0(3) dado por

T = T*(SO(3) x 50(3)) x T?SO(3);

SO(3)xs0(3)

com forma presimpléctica definida pela imagem reciproca da forma simpléctica
canénica wy em T*(SO(3) x s0(3)) pela projecgao canénica prq do espago total
7 em T*(SO(3) x s0(3)):

Q = (pr1)*wo;
e funcao Hamiltoniana H=< pri,Ilopry > —Lopry, com Il e L dados, respec-
tivamente, por (4.3.2) e (4.3.1), onde pry : T — T?SO(3) é a projeccio canénica
e < .,. > denota o produto dualidade candnica de vectores e covectores em

SO(3) x s0(3). O campo de vectores dinamico Xz do sistema presimpléctico

(T , §~2, H ) é o campo de vectores solucao do sistema Xﬁﬁ =dH.

Representamos por (T L,—111,7, T, 1) € TSO(3) x {§} x 50(3)* x s50(3) os pontos
de 7, com z € SO(3) e y,u, II,T € R3. Assim,

~ _ 1
H(T;L, 1L,y T,0) =T -y+T u— Ju U

e Aplicamos depois, o algoritmo geométrico de sistemas presimplécticos. Uma vez
que o sistema ¢é regular, ficamos com um sistema simpléctico (W1, Qw,, Hw,)

obtido por restricao a Wy do sistema presimpléctico (T, SN), H ), para

Wi = {(TL, 1L, T,4) €T :u=T}.

xT

e Fazemos uso do simplectomorfismo ¢ entre as variedades (T (SO(3) x 50(3)), wo)

e (Wl,flwl), definido por @(T;Lx—lﬁ,y,f‘) = (T;Lxﬂﬂ,gj,f,f), e assim, pas-

samos para o sistema simpléctico (T*(SO(3) xs0(3)),wo, H ), onde o Hamiltoniano
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6 agora dado por H := Hyy, o ¢ : T*(SO(3) x 50(3)) — R, ou seja,
_ - ~ 1
H(T; L1, 0) = -y + J0-T, (4.3.3)

para (T} L, 111,9,T) € T3, g)(SO(S) x 50(3)), com z € SO(3) e y,u,II,T € R3.
Portanto, o estudo do nosso sistema dinamico é reduzido ao estudo do sistema
iX W0 = dH, onde o campo de vectores Hamiltoniano X é o prolongamento do

campo de vectores Hamiltoniano associado a Hyy, por ¢ L.

Prosseguimos com a trivializagao a esquerda do sistema (7 (SO(3) xs0(3)), wo, H),
determinada pelo isomorfismo (2.1.17), adaptado a situacdo do grupo de Lie
G = SO(3). Assim, tendo em conta as notagoes e identificagoes da secgao 4.1,
consideramos p : T*(SO(3) x s0(3)) — SO(3) x s0(3) x s50(3)* x s0(3)*, definido,
para cada (T} L,111,9,T) € T("‘x’g)(SO(?)) x 50(3)), por

P Lo 11,5, T) = (2,5, T+ T x 3, T),

cuja inversa é definida para cada (z,7,II,T) € SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)*,
por p (3,1, T) = (T3 L, (T~ T x y), 5, 1) € Ty, ;) (SO(3) x 50(3)). Por con-
seguinte, (SO(3) x s0(3) x s0(3)* x 50(3)*,Q, H) é o sistema Hamiltoniano tri-
vializado, onde a forma simpléctica ) é a imagem reciproca por p~! da forma

simpléctica candénica wy em T*(SO(3) x s0(3))
Q= (pH*wo (4.3.4)

e o Hamiltoniano H é a trivializacdo & esquerda do Hamiltoniano H dado por

(4.3.3), ou seja, H = H o p~1. Temos
e 1

para cada (x,,IL,T) € SO(3) x s0(3) x 50(3)* x s0(3)*, com y,u,II,T € R3. O
campo de vectores Hamiltoniano X g associado a H é dado pelo prolongamento

por p do campo de vectores Hamiltoniano associado a H.
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Proposicao 4.3.1. Uma curva (z, 9,11, T) em SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)* € uma

curva integral do campo de vectores Hamiltoniano Xy se satisfaz as equagoes Hamil-

tonianas )
T =y
?J =
II =
| IT'=-TI+Txy.

Demonstragao. O resultado vem directamente da proposicao 2.5.1, quando adaptada
para o caso do grupo de Lie G = SO(3) e tendo em consideragao as notagoes e identi-

ficagoes da secgao 4.1. O

Como consequéncia, para cada (z, 9, II,T') € SO(3) xs0(3) x50(3)* x50(3)*, obtemos

—~—

) = (x3,T,0, -1+ T x 7).

=

Xz, 9,10,

4.3.3 Reducao da dinamica

Aplicamos agora a redugao simpléctica do capitulo 3 ao sistema Hamiltoniano trivi-
alizado (SO(3) x s0(3) x 50(3)* x s0(3)*, Q, H) descrito na subsecc@o anterior. Uma
vez que o raciocinio é de todo similar ao do referido capitulo, resumimos de seguida os

principais pontos de concretizacao da reducao.

e A simetria do sistema Hamiltoniano trivializado é definida pela acgdo a esquerda
¢ de SO(3) em SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)* dada, para cada g € SO(3) e
(z,9,11,T) € SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)* por

¢(g, (z,9,1L,T)) = (gz, §,11,T).

e A aplicagdo momento J : SO(3) x s0(3) X s0(3)* x 50(3)* — s0(3) da accdo ¢,

que sabemos ser Ad*-equivariante, é definida por

J(x7:g7ﬁ7 f) = Adzfl(ﬁ - ad;f‘) = J/"i:[ — l‘(r X y),
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para cada (z,9,I,T) € SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)*. Sabemos ainda que

qualquer 77 € s0(3)* é um valor regular de J.

Seja 77 € s0(3)*. A accao ¢ (que é propria e livre) induz por restrigao (das cor-
respondentes subvariedades) uma acc¢ao prépria e livre do subgrupo de isotropia
coadjunto SO(3); definido por (4.1.7) na subvariedade SO(3)z-invariante dada

por
JY) = {(x,§,1,T) € SO(3) x s0(3) x 50(3)* x s0(3)" : M=a"n+T xy}.

Esta variedade é difeomorfa ao produto semidirecto do grupo SO(3) x s0(3) e do

espaco vectorial s0(3)*, através de

SO(3) x s50(3) x s0(3)* — JL(#)

—~—

(xJ Q? P) — (:1:7 g? x_ln—i_r X y7 F)'

Da aplicagao dos teoremas 3.1.1 e 3.1.2 resulta o sistema Hamiltoniano reduzido

(T @)/(SO3))7. Q. Hy)

caracterizado por m5{; = iz e Hyom; = H oi;, onde 7j; é a projecgao de JL(R)
em J1(77)/(SO3))s, i5 = JH7]) — SO(3) x s0(3) X 50(3)* x 50(3)* ¢ a inclusio

canénica, e Q e H sao definidos por (4.3.4) e (4.3.5), respectivamente.

Seja Oy a 6rbita coadjunta definida por (4.1.8) e denotemos cada elemento desta

6rbita por © = z—1n € Oj. A aplicagao

@i - T/ (SO(3))5 —  0j x50(3) x 50(3)"

—_~—

—_~—

mi(x, g, 27+ T xy,T) +— (x=1n,9,T)

é um difeomorfismo. Consequentemente, o estudo do sistema reduzido referido

no ponto anterior, reduz-se a analise do sistema

(O x s0(3) x 50(3)", Q5 , h) ,
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onde Q2 := (&7 1)*Qﬁ e o Hamiltoniano h é definido por
.- 1
h©,9,T)=0- y+ 5F T, (4.3.6)
para cada (0,9,T) € O x s0(3) x s0(3)*.

Proposicao 4.3.2. O campo de vectores dinamico (solug¢ao) Xy, do sistema Hamilto-
niano (05 x 50(3) x 50(3)*, Q7 , h) € definido, para cada (©,9,T) € O x50(3) x 50(3)*,
por

Xh(éa ga f) = (6;/% fa _é)

Por conseguinte, as equagdes de Hamilton na variedade reduzida Oy x s0(3) x s0(3)*

escrevem-se como

©O=0xy
y=T (4.3.7)
I'=-6.

Tendo em conta os resultados obtidos, temos um sistema de equagoes numa variedade de
dimensao 8, cujas solugoes nos conduzem exactamente aos quadraticos de Lie em SO(3).
De facto, derivando a tltima equacao de (4.3.7) e usando as outras duas equagoes (ou
seja, substituindo na equagao obtida I por ¥ e S} por © x y, obtemos (4.2.2). Podemos
afirmar que esta reducéo é similar a reducao das equacoes de Euler-Arnold as classicas

equacoes de Euler do corpo rigido (ver, por exemplo, [10]).

Interessa-nos reforgar a importancia da deducao das equagoes (4.3.7). O sistema
Hamiltoniano inicial estd definido em SO(3) x s0(3) x s0(3)* x s0(3)* ~ T*(T'SO(3)),
uma variedade de dimensao 12. Este sistema foi reduzido a um sistema com menos 2
graus de liberdade (ou seja, definido na variedade Oj x s0(3) x s0(3)* de dimensao 8).
Este facto, junto com os integrais do movimento que se podem obter, permitem-nos
efectuar uma nova reducao. Como justificaremos de seguida, podemos eliminar pelo
menos mais 3 graus de liberdade, ou seja, obter um sistema num espaco de fases de
dimensao 2. Para tal, basta aplicar o teorema de Lie-Cartan, no sentido descrito na

ultima seccao do capitulo 3. Consideremos os quatro integrais do movimento dados
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pela fungao Hamiltoniana (4.3.6) e pelos invariantes correspondentes a (3.3.5), ou seja,
1 .
l1:8y+§1—‘r7 li+1:(®+rxy)'eiaZ:172a3a

onde e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0) e e3 = (0,0,1). Nesta situagao, é possivel provar que
estes quatro integrais do movimento sao funcionalmente independentes num determi-
nado aberto denso do espagco total (basta seguir o raciocinio explicado na observagao
3.3.3). Sabemos que lj, por ser o Hamiltoniano do sistema, estd em involugdo com
qualquer outro dos invariantes. Além disso, de acordo com a proposi¢do 3.3.4 e con-

siderando as constantes de estrutura (4.1.2) da dlgebra so0(3), temos

{l2’l3} = _{l37l2} = _147 {12,l4} = —{14,l2} = 13 e {l37l4} = —{l47l3} = —Is.

Assim, a matriz dos parénteses de Poisson dos integrais é dada por

0 O 0 0

0 0 —lg I3
[{livlj}hgi,jgz; = s

0 I 0 -l

0 &5 b 0

que é uma matriz com caracteristica igual a 2. Do teorema de Lie-Cartan (ver por-
menores e referéncias na observagao 3.3.6) resulta que, a partir dos quatro integrais do
movimento acima considerados, é possivel construir pelo menos trés integrais do movi-
mento funcionalmente independentes e em involugao. Consequentemente, o sistema
original pode ser reduzido a um sistema definido numa variedade de dimensao 2, como

tinhamos referido.



Capitulo 5

Um problema de controlo 6ptimo

com restricoes

Neste capitulo apresentaremos uma generalizacdo a um sistema de conexao afim mais
genérico, do problema de controlo éptimo dos polinémios ciibicos em grupos de Lie
exposto na seccao 2.3. Teremos um tipo de sistema de controlo analogo ao usado
para os polinémios cibicos, mas o niimero de varidveis de controlos serd agora inferior
ao ntumero de varidveis da variedade de configuragdo. O novo problema de controlo
é a abordagem natural de um problema variacional com restricdes que é visto como
uma extensao do problema variacional dos polinémios cubicos da seccao 2.2. Inicia-
remos o capitulo com a apresentacao deste problema variacional no contexto geral de
uma variedade Riemanniana arbitraria e iremos particularizar para o caso do grupo de
Lie conexo e compacto. De seguida, e no contexto dos grupo de Lie, formularemos o
problema de controlo éptimo de um dado sistema de conexao afim e analisaremos a
sua dinamica usando uma abordagem Hamiltoniana presimpléctica, com um raciocinio
semelhante ao da sec¢ao 2.4, ou seja, temos por base a metodologia de Skinner-Rusk,
no sentido explicado na seccdo 1.2. Apds a aplicagado do algoritmo presimpléctico pro-
cederemos a trivializacao do sistema Hamiltoniano simpléctico obtido, seguindo passos

analogos aos da seccao 2.5. Por fim, relacionaremos esta abordagem Hamiltoniana com

97
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a variacional. Trataremos ainda de enriquecer os conteidos abordados apresentando

alguns exemplos de sistemas de controlo que se desenvolvem em SO(3).

5.1 Problema variacional com restricoes

Uma importante extensao do problema variacional dos polinémios ciibicos Riemanni-
anos abordado na secgao 1.1, consiste em analisar o mesmo problema quando acrescido
de certas restri¢oes. Esta questao foi introduzida por Crouch e Silva Leite em [37] no

contexto da interpolagao dinamica.

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n, como no capitulo 1, e con-
sideremos n campos de vectores Xi,..., Xm,..., X, linearmente independentes num
certo aberto U de M. Seja agora C o conjunto de curvas em M considerado na secgao
1.1, contidas no aberto U. O seguinte problema variacional pode ser visto como uma

extensao do problema variacional da seccao 1.1:

Determinar as curvas ¢ € C que minimizam a funcional

1 [T /D*x D3z
- —, ——= ) dt
2 Jo dt2 7 dt?

e que satisfazem as restricoes

d
<dj§:’Xk<x)> =cp, ¢ €R (fixos), k=m+1,...,n. (5.1.1)

Refira-se que, por vezes, omitimos a dependéncia do tempo para simplificar a notacao.

Sejam wy as 1-formas associadas aos campos de vectores X, k = m + 1,...,n,
através da métrica Riemanniana. Utilizando uma notagao similar & usada em (2.1.6),
temos X, = X}, o que significa que wi(Y") = (Xj,Y’), para cada campo de vectores
Y em M. Identificamos ainda a 1-forma iy dwy com o campo de vectores X;, g, , onde
d denota a derivada exterior e 7 é o operador produto interior de uma forma por um
campo de vectores. Recorde-se que iy dwy, satisfaz (iydwy)(Z) = dwi (Y, Z), e, portanto,

dwi(Y, Z) = (Xiy dw,,, Z), onde Y e Z sao campos de vectores em M.
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Teorema 5.1.1. [37] Uma condi¢ao necessdria para que x € C seja um extremante
normal para o problema variacional acima considerado é que x seja de classe C? e que
existam fungoes suaves \i, : [0,T] — R (multiplicadores de Lagrange), k = m+1,...,n,

tal que se verificam, para todo ot € [0,T], as condicoes (5.1.1) e

4 2 n n
% +R <13t2x, CZ) Z—f -y )\kXi%dwk - ) Xy =0. (5.1.2)
k=m+1 k=m+1

E importante referir que o resultado acima apresentado, em geral, nao tem uma in-
terpretacao global, ou seja, depende da escolha local dos campos de vectores X7, ..., X,.
No entanto, quando a variedade M é paralelizavel, T M possui um referencial global,
situacao esta que acontece, por exemplo, quando a variedade é um grupo de Lie conexo
e compacto. Por conseguinte, é de particular interesse analisar o caso em que esten-
demos o problema variacional em grupos de Lie da seccao 2.2 a um problema com

restricoes do tipo acima descrito.

Consideremos o problema variacional acima formulado, para o caso particular em
que M é um grupo de Lie conexo e compacto G. Sejam {4, ..., A, } uma base ortonor-
mada da dlgebra de Lie g do grupo e {X;,..., X, } a base ortonormada de campos de
vectores invariantes a esquerda em G, definida de acordo com (2.1.2), ou seja, com
Xi(z) = T.L,A;, para cada x € G (base gerada pela base da dlgebra). Se x é uma
curva suave em G, entdao o campo de vectores velocidade de x pode ser escrito como

(2.2.1), isto é, (dx/dt)(t) = S* , y*(t) Xi(x(t)), onde ¥, sdo fungdes suaves do tempo,

parai=1,...,n. Escrevendo as restrigoes (5.1.1) usando a notagao Y, := dz/dt, temos
(Yz, Xi) = ¢k, onde ¢; sdo constantes, k=m+1,...,n. (5.1.3)
E ébvio que estas restricoes correspondem as condicoes y* t)=cr, k=m+1,...,n.

A versao do teorema 5.1.1 para M = G é a seguinte:

Teorema 5.1.2. [37] Uma condi¢ao necessdria para que uma curva x em G, perten-
cente ao conjunto C e com campo de vectores velocidade Yy (t) = Y1 | y'(t) X;(z(t)),
seja um extremante normal para o problema variacional com restrigoes acima for-

mulado, é que x seja de classe C? e que existam funcées suaves N\ : [0,T] — R,
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k=m+1,...,n, tal que se verificam, para todo ot € [0,T], as condi¢ies
+ [V, V2] Z Z Y N[ X, Xi] — Z M X =0
1=1 k=m+1 k=m+1

e yf(t)=cp, k=m+1,...,n

Demonstragao. Para demonstrar o pretendido é suficiente reescrever (5.1.2), utilizando
o teorema 2.1.1 e tendo ainda em atencao que se Y e Z sao campos de vectores in-
variantes a esquerda em G e w é uma 1-forma invariante a esquerda em G, entao
verifica-se a identidade dw(Y,Z) = —w([Y, Z]). Note-se que, no caso do grupo de
Lie G, temos uma base {wi,...,w,} de 1-formas invariantes a esquerda em G, base
dual da base de campos de vectores invariantes a esquerda. Os ultimos n — m ele-
mentos desta base sao as 1-formas consideradas para definir os campos de vectores
Xiy dwys K =m+1,...,n, que aparecem no teorema 5.1.1. Portanto, (X, du,, Xi) =

dwi(Yy, X;) = —wi([Ya, X3)). 0

A primeira condigao do teorema anterior pode escrever-se como
.. n
Vot Ve Yo—Zo] = Zo =0, onde Zy= > NXy(x)
k=m-+1
Além disso, se A é a forma de Maurer-Cartan da defini¢gao B.1.20, a equacao anterior é
equivalente a Ay (V) + [Me(Ya), Ao (Yz) = Aa(Z2)] = Ae(Z2) = 0, que atendendo a (2.1.8)
se escreve como

vV + [Yv).}' - 7] - 7 = 0, (5.1.4)
onde Y = A\ (Yy) = >0 1y2A e Z=M(Zs) =)} 1 M A

Refira-se que as versoes originais dos teoremas apresentados nesta seccao sao apre-

sentados em [37] com condigoes de interpolagao extra.

Observacgao 5.1.3. No contexto dos grupos de Lie, consideremos o problema varia-
cional acima descrito para a situagdo particular em que ¢, =0, k =m+1,...,n (as

constantes que definem a restri¢ao sio nulas). Ficamos com as restrigoes

(Yo, Xp) =0, k=m+1,...,n
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L em G de dimensdo constante m. Assuma-se que,

Seja D uma distribuicdo suave
para cada v € G, o subespago D(z) € gerado pelo conjunto {Xi(z),...,Xm(x)}, ou
seja, 0s primeiros m campos de vectores da base ortonormada de campos de vectores

invariantes a esquerda acima considerada, constituem uma base da distribuicao. Neste

caso, as restricoes anteriores escrevem-se como

Y, € D(x). (5.1.5)

5.2 Problema de controlo 6ptimo com restricoes

Comecamos por fixar a notacao a usar tanto nesta seccao como nas seguintes: G é um
grupo de Lie conexo e compacto de dimensao finita n com identidade e; a correspondente
algebra de Lie, equipada com o paréntesis de Lie [.,.], é denotada por g e o seu espago
dual por g*. Além disso, {X1,..., X, } representa a base ortonormada de campos de
vectores invariantes a esquerda em G referida na secgao precedente; e os primeiros m
elementos desta base formam uma base de uma distribuigao suave D em G de dimensao

constante m. Representamos por h o subespaco linear D(e), h = D(e).

Como veremos a seguir, o problema variacional apresentado na seccao anterior para
a situacao do grupo de Lie é a abordagem variacional natural de um problema de
controlo 6ptimo onde o nimero de controlos é igual a m. Formularemos este problema
de controlo usando ferramentas geométricas da teoria de controlo. Consideremos uma
curva x em (G e o seu campo de vectores velocidade escrito, como anteriormente, na
forma Y, (t) = S I, y'(t)Xi(x(t)). Sabemos da proposicdo 2.2.1 que, numa situagio
geral (sem restrigdes), o campo de vectores aceleracao de x se reduz a (DY, /dt)(t) =

St ut(t)Xi(z(t)), onde u'(t) = yi(t), t € [0,T],i=1,...,n. Mas, se impusermos as

"Uma distribuicio D numa variedade diferencidvel M é uma aplicacio que associa a cada = € M
um subespaco linear D(z) do espago tangente T, M. A distribuicdo D é suave se para cada z € M, o
subespago D(x) for gerado por um conjunto de campos de vectores suaves; e tem dimenséo constante

se a dimensdo de D(x) nao depende do ponto x € M. (Consultar, por exemplo, [65].)
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restrigoes (5.1.3) temos

DY, <&,
= = u'Xo(x). (5.2.1)
a=1

Estas equagoes representam um sistema de controlo de conexao afim num grupo de Lie.
Os sistemas de conexao afim s@o um caso particular de um sistema mecéanico simples
com forgas externas e sem restricoes nao-holénomas, designados por alguns autores por

sistemas mecanicos holénomos ou sistemas holénomos controlados ([19, 24]).

As equagoes (5.2.1) traduzem-se por

DY,
< Xk(a:)>—0, k=m+1,...,n,

dt ’
ou seja,
DY,
€ D(x).
g (z)
Note-se que T,L,1Y, = > " y'A; e portanto, uma vez que estamos a impor que

y* =0, parak = m+1,...,n, temos (d/dt) (TyL,1Yy) = > | *A,. Assim, podemos

considerar o sistema de controlo

=Y,
d m
7 (oL Y) = > ut A,
a=1
onde u®, a =1,...,m sao as varidveis de controlo. Isto é,
=Y,
d , com U eh. (5.2.2)

@ (Txfolyx) - U

Apresentamos agora um problema de controlo 6ptimo para o sistema (5.2.2), enqua-
drando-o no contexto dos fibrados tangentes de ordem superior, de um modo similar
ao efectuado na secgdo 2.3 para os polindémios ctibicos. Seja T2G C T(G x g) o fibrado
tangente de ordem dois de G trivializado, definido de acordo com (2.1.11). Recorde-se
que cada elemento de T2G ¢ denotado por (vy,U) € T,G x g e ainda que a projeccao
natural de T2G é a aplicacao 7721 L T2G — G x g dada, para cada (vy,U) € C/%,

por (2.1.12), ou seja, 74 (vz,U) = (z,TyLy-1v;). Tal como assumimos na seccio 2.3,
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uma curva y em T2G é definida & custa de trés elementos: x uma curva em G; Y,
um campo de vectores ao longo de x; e U uma curva em g. De forma a definir o
problema de controlo éptimo a que nos propomos, vamos considerar os elementos a

seguir discriminados.

e Construimos a subvariedade M do fibrado tangente 1:2\2}’, considerando

M = {(v3,U) € T2G : U € h}. (5.2.3)

Consideramos ainda a aplicagao inclusao iy : M — T2G. Assumimos que
Tyoipm @ M — G x g é uma submersdo sobrejectiva e portanto M é uma

variedade fibrada sobre G' x g.

e A funcdo custo L4 a considerar serd a restricao a subvariedade M da funcao

custo L definida por (2.3.1), ou seja,
Ly=Llyy=Loiy: M—=R, (v,U) — (1/2)(U,U).
Note-se que, por definicao de M, U € h e portanto

Ly(ve,U) = 5 > (u)?. (5.2.4)

a=1
e Consideramos ainda o campo de vectores II : T2G — T(G x g) ao longo da

projecgao 73 dado por (2.3.2), ou seja, ﬁ(vm, U)~ (vg,U) € T,G % g.

O problema de controlo éptimo consiste em encontrar as curvas
v [O7T] =M, t— (Yx(t), U(t)) € T:Jc(t)G x b,

seccionalmente C?-suaves e onde T' € R é fixo, com condicdes iniciais e finais fixas no

espaco de estados G X g, que minimizam a funcional

T
/0 Ly ()t

e satisfazem o sistema de controlo

d

= (Foinon) () = (Loirn) (v(1)). (5.2.5)



104 Capitulo 5. Um problema de controlo 6ptimo com restrigoes

Importa observar que

(7 oin) (00) = @0 LLYe(®) e (Toin) (40) = (Ya(0).U()).
onde U(t) € h. Neste sentido, os sistemas de controlo (5.2.2) e (5.2.5) sado equivalentes.

Observagao 5.2.1. Na situacdo em que m = n, o problema de controlo apresentado é

simplesmente o problema dos polindmios cibicos da sec¢ao 2.3.

Observacgao 5.2.2. Refira-se que os problemas de controlo éptimo para sistemas de
controlo de conexdo afim tém sido objecto de estudo por parte de vdrios autores mos
ultimos anos. Interessa-nos destacar o trabalho de Barbero-Linan e Munoz-Lecanda
[15], onde os autores constroem um algoritmo presimpléctico de forma a caracterizar os
diferentes tipos de trajectdrias criticas (normais e abnormais) de um problema de con-
trolo dptimo para sistemas de conexdo afim que evoluem numa variedade diferencidvel.
Mencionamos também o artigo [16] dos mesmo autores, onde podem ser encontradas
referéncias bibliogrdficas relacionadas com as diversas vertentes de estudo de problemas

de controlo optimo que tiveram origem no principio do Mdximo de Pontryangin.

5.3 Sistema Hamiltoniano presimpléctico

Esta seccao é dedicada a abordagem presimpléctica do problema de controlo éptimo
acima considerado. Antes de iniciarmos o processo, dedicamos alguma atencao a identi-
ficacao de vectores e covectores, ferramenta esta que possui a capacidade de simplificar

eficazmente alguns dos resultados a obter posteriormente.

Seja & € g*. Como ja referimos anteriormente, fazendo uso da métrica Riemanniana,
podemos identificar £ com um elemento X¢ da algebra g através de (2.1.6). Interes-
sa-nos também associar a £ um elemento X 2 do subespago linear hh C g. Para tal, basta

definir esta correspondéncia através da relagao

£&(2) = <X2,Z>, para qualquer Z € b. (5.3.1)
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Notemos que se &1, ...,&, sao as coordenadas de & relativamente a base de g* dual da
base {A1,...,A,} de g, entdo X¢ = Y1 §A; e XEh = >, Ay, Assim, os dois

elementos relacionam-se através da igualdade

n
Xe=X0+ Y &GAr. (5.3.2)
k=m+1

Seja (7, Q, H ) o sistema Hamiltoniano presimpléctico dos polinémios cibicos des-
crito na secgao 2.4. Recorde-se que 7 = T"(G X g) X4, T2G. Construa-se agora um

novo sistema Hamiltoniano presimpléctico (7,2, H) de acordo com o seguinte:

e O espaco total é o fibrado sobre G x g dado por
T =T"(G X g) Xgy, M,

onde T(z,y)(G x g) x (T4 0ipm) " Hx,y) é afibrade T sobre (z,Y) € G x g, para M a
subvariedade de T2G definida por (5.2.3) e ip i M — T2G a aplicagao inclusao.
Representamos cada elemento de 7 por (g, Y,&,U) € TG x {Y'} x g* x b, com
(x,Y) e G xg.

Consideremos a aplicagao inclusao iz : T—T.

e A forma presimpléctica em 7 é definida pela imagem reciproca (“pull-back”)

Q) = (pr1 o i) wo, (5.3.3)

onde pri1 : T — T*(G x g) é a projeccao canénica e wy é a forma simpléctica
canénica em T*(G x g). Em alternativa podemos escrever () = (i7)*§, pois por

definigao Q = (pr1)*wo (ver (2.4.1)).

e O Hamiltoniano H : 7 — R ¢ dado por

H=Hoir,

com H definido por (2.4.2). Portanto,

H(0 ¥.6,U) = (T Lowy) (Y) + € (U) — 3 (U, ), (5.3.4)
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para cada (o, Y,§,U) € TyG x {Y} x g* x b, com (z,Y) € G x g. Localmente

H escreve-se como

n m m
_ . 1 )
H= Zpiyz +) Lut - 5 > (u)?, (5.3.5)
=1 a=1 a=1
onde estamos a assumir que sendo (z',....2" 3! . ...y p1,. P €L En)
e (zb,..., 2"yt ...,y ul, ... u"), respectivamente, as coordenadas locais de

T(G x g) e 1:2\@, entdao (zl,... a™ gyl o ymut, o U™ pr s €L, En)

constitul um sistema de coordenadas em 7 .

Como sabemos, a dinamica do sistema ¢ determinada com o estudo das solugoes Xz
(campos de vectores em 7 ) da equacio i XﬁQ = dH. Com esse intuito, vamos aplicar
o algoritmo presimpléctico ao sistema (7,2, H). Tal como na seccio 2.4, comegamos
por considerar os pontos de 7 onde o sistema dinamico tem solucdo, que neste caso
definem a subvariedade dada por Wi = {z € T : dH(2)(v,) = 0, Vv, € KerQ(z)}.
Prosseguimos com a analise do sistema (W1, Qw,, Hw, ), onde Qu, e Hyy, sao as restri-
¢oes a Wi da forma presimpléctica Q definida por (5.3.3) e do Hamiltoniano H definido

por (5.3.4), respectivamente. Podemos escrever

Qw, = i3, 9 (5.3.6)

e Hy, := H oiy,, onde iy, : Wi — 7T é a aplicacdo inclusdo. Se a forma Qu,
for simpléctica, entdao existe um tunico campo de vectores Xy, em Wj solucao de
X, Qw, = dHy, (restrigdo a Wi do sistema dinamico original) e o algoritmo para

neste primeiro passo.

Em termos de coordenadas, facilmente se verifica que a forma presimpléctica ()

definida por (5.3.3) se exprime como
— n . .
Q=" (da' Adpi + dy' A dg;)
i=1
e portanto Ker Q) = span {8/ out,...,0/ aum}. De onde se segue que a subvariedade

W1 € localmente caracterizada pelas m restri¢oes dH (2)[(9/0u?)],] =0, a=1,...,m,
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z €T, ou seja,

0H
8ua:0’ a=1,....,m.

Atendendo a expressao local (5.3.5) do Hamiltoniano, estas restrigdes escrevem-se como
a
(e=u" a=1,...,m.

Portanto, a subvariedade W; tem dimensao 4n e podemos escolher para esta sub-
variedade as coordenadas (z',...,z" y',....y" p1,. ., P, &1,. .., &), com &, = u?,

a=1,...,m.

Proposigao 5.3.1. A variedade (Wy,Qy,) € simpléctica.

Demonstragao. Note-se que Wi pode escrever-se como
Wi = {(0,Y,6,U) € TyG x {Y} x g" x b : X] = U},
onde X 2 ¢ definido por (5.3.1). E 6bvio que a aplicacao

p: T"(Gxg) — Wy

(5.3.7)
(a0, Y,6) (a2, Y., XP)

é um difeomorfismo e portanto (Wi, (p~1)*wp) é uma variedade simpléctica, onde wy
é a forma canénica simpléctica em T*(G x g). Para demonstrar o pretendido basta
verificar que (p~1)*wp coincide com a forma Q. Da definicio (5.3.6) de Qu,, vem
©* Qw, = (¢* o ijy, o (pr1 o iz)*)wo = (pr1 o 47 o iw, © p)*wp. Mas, facilmente se
deduz que pry o iz o iy, o ¢ = idp«(Gxgq) € Portanto ©*Qw, = wp. Consequentemente,

Qw, = (¢~ 1)*wo e concluimos que (Wq, Q) é uma variedade simpléctica. O

A Hy, podemos fazer corresponder o Hamiltoniano Hy, o ¢ : T*(G x g) — R.

Temos
(Fw, 0 @), Y,€) = (7 Loas) (V) + € (X9). (5.3.8)

para cada (g, Y,§) € T3, Y)(G x g). O estudo do sistema (Wy, Quy,, Hy, ) reduz-se ao

estudo do sistema na variedade simpléctica (T*(G x g),wo) com Hamiltoniano Hyy, o .
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5.4 Trivializacao do sistema Hamiltoniano. Exemplos.

Trivializamos agora & esquerda o sistema Hamiltoniano (T*(G x g), wo, Hw, o), usando
o difeomorfismo p : T*(G x g) — G x g x g* x g* definido por (2.1.17). O estudo do nosso
problema resume-se ao estudo do sistema Hamiltoniano (G x g x g* x g*, (p™1)*wo, H),

onde H := Hyy, o p o p~t. Note-se que, de (2.1.18) e (5.3.8), vem
1
H (@, Yo €) = u(Y) + 2€(X0), (5.4.1)

para cada (z,Y,p,&§) € G x g x g* x g*. Considera-se Xy = p. X7 o campo de

Wy 0¢
vectores caracterizado como sendo a solugio do sistema dinamico ix,, [(p~!)*wo] = dH.

Proposicao 5.4.1. O sequinte sistema de equagoes diferenciais descreve o movimento

para o sistema Hamiltoniano trivializado (G x g x g* x g*, (p™")*wo, H):

i =T, LY
Y =X

‘ ) (5.4.2)
w= adX2§

£ = —p+ adi.

Demonstragcao. Para demonstrar o pretendido basta seguir um raciocinio semelhante
ao usado na demonstragao da proposigao 2.5.1. Isto é, se z = (x,Y, u, &) é uma curva

integral de X7, podemos concluir que o seguinte sistema de equacoes é satisfeito

( .
= TeL$%—g(z)
Y = %—?(z) + ady%—’z(z)
fr=—T; Lo Gt () — ady G5 (2) + adly o+ adbyy €

Em oE
£ OH *
§=—%v (2) —l—ad% 2)57

onde estamos a tomar a mesma notacao da proposicao 2.5.1. Tendo agora em atengao
(5.4.1), (DH/0x) () = 0, (DH/Y) () = p, (DH/Op) (=) = Y e (DH/DE) (=) = X,

Substituindo estas expressoes no sistema anterior obtemos (5.4.2). O
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Terminamos esta seccao com a caracterizacao de trés sistemas de controlo que se
desenvolvem no grupo de Lie das rotagoes SO(3), usando o formalismo que acabdmos

de desenvolver (consultar sec¢ao 4.1, para mais detalhes sobre este grupo).

Exemplo 5.4.2. Seja G = SO(3). Escolhemos a base ortonormada {A1, Aa, A3} da
dlgebra de Lie s0(3) dada por (4.1.1). Relativamente a escolha da base do subespago li-
near b C 50(3), contamos com trés situagoes distintas: base igual a de s0(3), a {A1, A2}
ou a {A1}; situagoes estas que se enquadram nos sequintes trés problemas de controlo

(assumimos que sao satisfeitas certas condigoes de fronteira em SO(3) x s0(3)):

Caso I Minimizar a funcional

sujeita ao sistema de controlo

=y X1 (2) + 2 Xo(2) + 3 X3(2)
yl — Ul
y? — u2

| P =,

para z € SO(3), y*, u' €R, i =1,2,3.

Caso Il Minimizar a funcional

T
L= % /0 ()2 + (u2)?] dt,

sujeita ao sistema de controlo

&=y X1 (z) + 2 Xo () + > X3(2)
gt =l
7 = u?
g2 =0,

para v € SO(3), y', v/ €R,i=1,2,3, j=1,2.
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Caso III Minimizar a funcional

sujeita ao sistema de controlo

(& =y X1 (2) + y2 Xo(2) + ¥* Xs(2)
gl =l
7 =0
7 =0,

para x € SO(3), y', u' € R, i=1,2,3.

* sao isomorfos ao espaco

Como sabemos, a dlgebra de Lie 50(3) e seu espago dual s0(3)
euclidiano R? através dos isomorfismos (4.1.3) e (4.1.6), respectivamente. Por con-
sequinte, podemos usar um raciocinio semelhante ao desenvolvido na sec¢do 4.3 e es-

crever para 0 caso com restrigdes o equivalente & proposicdo 4.3.1. Assim, quando

G = SO(3), o sistema Hamiltoniano (5.4.2) € equivalente a

;

T =uxy

g=¢
=g x e
§=—p+&xy,

para © € SO(3), e onde y, i1, &, €9 € R? sdo os elementos que se identificam, respectiva-
mente, com § € 50(3), fi € 50(3)*, £ € 50(3)* e Xg € b C s0(3). Indicamos a sequir o

sistema Hamiltoniano para cada um dos trés casos acima considerados.

Caso I Este caso € a situagao dos polindmios cibicos considerada na secgao 4.3 (pro-
blema de controlo éptimo dinamico do corpo rigido livre e esférico, sem restrigies),

portanto as curvas criticas satisfazem o sistema da proposi¢do 4.3.1.
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Caso 11

r€80(3), v, i, & €R, i =1,2,3.

Caso III

r€80(3), v, pi,& €R, i =1,2,3.

¢

/

i =y X1(z) + y? Xo(z) + > X3(2)

=&
=&
=0

fn = —§283
fr2 = &1&3
p3 =0

€1 = —p1 + &P — y2&s
€= —p2 — E19° + y'&3
€3 = —ps + E192 — &y,

i =yl X1(z) + y? Xo(z) + v* X3(2)

=&

§> =0

7> =0
=

p2 = &§183
3 = —&1&2

&= — + &P — Y2
€9 = —p2 — E19° + y'&3
€3 = —pz + &1y — y'&o,
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5.5 Relagao com a abordagem variacional

As equagoes Hamiltonianas (5.4.2) sdo equivalentes as equagoes (5.1.4) (onde estamos
a considerar também a equagao & = Y, ), no sentido a seguir descrito. Comecamos por
observar que, atendendo as identificagoes (2.1.6) e (5.3.1), e as propriedades (2.1.7), a

terceira equagao de (5.4.2) é equivalente a seguinte equacao na élgebra de Lie g:
X, = —ad s Xe. 5.5.1
p xo Xe (5.5.1)

Note-se agora que a ultima equacao de (5.4.2) e a de (2.5.3) coincidem. Ora, ao longo
da demonstracao da proposigao 2.7.1, ja verificAmos que esta equacao tem uma cor-
respondente equagao na algebra g dada por (2.7.1). Diferenciando a referida equagao
obtemos Xg + Xu +ady X¢ + adyX5 = 0. Fazendo agora uso de (5.5.1) e da segunda

equagao de (5.4.2), a equagao anterior escreve-se como
Xe +[Y, Xe] = 0. (5.5.2)

Sabendo que X¢ se relaciona com X 2 através de (5.3.2) e atendendo a segunda equagao

de (5.4.2), X¢ escreve-se como

n
k=m+1

Por conseguinte, substituindo esta tltima expressao na equagao (5.5.2) obtemos (5.1.4)
com Z = =Y, 41 £pAg. Assim, conseguimos construir uma solucio das equagdes
(5.1.4) a partir de uma solugdo das equagdes Hamiltonianas (5.4.2). Por outro lado,
assumindo que temos uma solugao de (5.1.4) que satisfaz Y = ng, Xg +X,+ady Xe =0
eainda & = -\, k =m+1,....n, verifica-se que existe uma correspondente solucio
de (5.4.2). Com efeito, basta mostrar que a terceira equagao de (5.4.2) é satisfeita, pois

as outras trés equagoes do sistema Hamiltoniano saem naturalmente.

Exemplo 5.5.1. Para os trés casos apresentados no exemplo 5.4.2, verifica-se, apos
alguns cdlculos, que a correspondente versao Lagrangiana de cada uma das equagoes

Hamiltonianas apresentadas, ou seja, as equagoes & =Y, e (5.1.4), é a sequinte:
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Caso I Equagoes de Euler-Lagrange (4.2.1), pois como referimos anteriormente, este

€ o problema dos polinémios ciubicos da seccdo 4.3.

Caso II Equagoes (5.1.4) com Z = A\3A3 (onde A3 = —53). Isto é,

/

=y X1 (2) + y* Xo(2) + 3 X3(2)
yl . )\3?/2 - y3flj2 =0
U2+ Nyt + %5t =0
As =yl + 4%t =0,

r€80(3), v, \ €R,i=1,23.

Caso III Equagoes (5.1.4) com Z = AaAs + A3As (onde Ay = —& e Xy = —53). Isto
é

& =y' X1(z) + y* Xa(z) + y* X3(x)

G gy + Ay = 0

Ao =3t = Agy' =0

As + 2t + Aoyt =0,

r € SOB3), vy, i €R,i=1,23.
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Capitulo 6

Problemas de controlo 6ptimo

em algebrodides de Lie

A finalidade deste capitulo é enquadrar os problemas de controlo 6ptimo estudados

nesta dissertacao, no formalismo mais geral dos algebréides de Lie.

Nas primeiras duas secgoes recordaremos os conceitos e propriedades fundamentais
da teoria dos algebréides de Lie. Destacaremos a definicao de prolongamento de um
fibrado relativamente a um algebréide de Lie. Na terceira seccao apresentaremos, sob
este ponto de vista mais abrangente, a nocao de problema de controlo 6ptimo e a
respectiva descricao geométrica da dinamica, generalizando os resultados das secgoes
C.1 e C.2. Como principal referéncia para estas primeiras seccoes destacamos o artigo
de Martinez [58]. Para mais pormenores sobre a teoria basica dos algebréides de Lie

consulte-se, por exemplo, [30, 53, 54].

A quarta secgao é dedicada a exposicao de alguns exemplos de problemas de controlo
optimo em algebrodides de Lie para o corpo rigido livre, que fazem parte de uma série
de exemplos do trabalho de Abrunheiro et al [4]. Por fim, abordaremos, no contexto
dos algebréides de Lie, o problema de controlo éptimo do capitulo 5 (problema este que

tem como exemplo trivial, recorde-se, o caso dos polinémios ciibicos do capitulo 2).
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6.1 Algebrdéides de Lie: definicoes e propriedades basicas

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Denotemos por C*°(M) o conjunto
das fungoes reais suaves definidas em M e por X (M) o C*°-médulo dos campos de
vectores suaves em M. Consideremos ainda um fibrado vectorial E sobre M com

aplicagao projecgao 7 : E — M e o C°°(M)-médulo Sec (E) das secgoes de E.

Definicao 6.1.1. Uma estrutura de algebroide de Lie no fibrado vectorial E € dada por
uma estrutura de dlgebra de Lie em Sec (E), (Sec(E),|[.,.]g), junto com um homomor-
fismo p: E— TM de fibrados vectoriais, tal que a sequinte condi¢do de compatibilidade

(conhecida como identidade de Leibniz) € satisfeita

lo1, foole = flor,02]E + (p(o1) f) o2,

onde f € C®(M), 01,02 € Sec(E) e p(o) denota o campo de vectores em M definido

por p(o)(x) = p(o(x)), para cada x € M e com o € Sec(FE).

O terno (E, p,[.,.|g) designa-se por algebréide de Lie sobre M e pode ser represen-
tado simplesmente por E. O paréntesis [.,.]g é apenas denotado por [.,.], quando nao

ha ambiguidade de sentido. A aplicacao p diz-se a ancora do algebréide de Lie.

Se (E, p,[.,.]g) é um algebréide de Lie sobre M, da condi¢ao de compatibilidade e da
identidade de Jacobi, facilmente se deduz que a aplicagdo o € Sec (F) — p(o) € X(M)
define um homomorfismo entre as élgebras de Lie (Sec (E),[.,.]g) e (X(M),[.,.]), que
denotamos também por p, onde [.,.] é o paréntesis de Lie usual de campos de vectores

(ver exemplo B.1.13). Isto é, p([o1,02]E) = [p(01), p(02)], para o1,02 € Sec (E).

No contexto da mecénica, torna-se 1til pensar num algebréide de Lie E sobre M
como uma generalizacao do fibrado tangente de M. Um elemento a € E é tido como
uma velocidade generalizada e a sua imagem pela aplicacao ancora é a velocidade usual

pla) =v € Tr)M.

— e Tm
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Definicao 6.1.2. Uma curva a : [to, t1] — E num algebrdide de Lie E diz-se admissivel
se §(t) = p(a(t)), para todo o t € [tg,t1], com to,t1 € R e onde s = moa € a curva base.

Denotamos por Adm (E) o espaco das curvas admissiveis.

Apresentamos a seguir trés exemplos béasicos de algebréides de Lie.

Exemplo 6.1.3. O fibrado tangente T M de uma variedade diferencidvel M € um
algebroide de Lie sobre M. Neste caso, o paréntesis de Lie € dado pelo paréntesis de
Lie usual de campos de vectores (ver exemplo B.1.13) e a sua dncora € a aplica¢ao

identidade.

Exemplo 6.1.4. Uma dlgebra de Lie de dimensao finita € um algebroide de Lie sobre
um ponto, cuja ancora € nula e o paréntesis de Lie das sec¢oes coincide com o da

algebra de Lie considerada.

Exemplo 6.1.5. Seja D um subfibrado integravel de wma variedade M, isto €, D ¢é
um subfibrado vectorial do fibrado tangente T M estdvel sequndo o paréntesis usual de
campos de vectores em M. O subfibrado D é um algebrdide de Lie sobre M (a projec¢io
de D € a restricao a D da projec¢ao de TM ). A estrutura de dlgebra de Lie € a restri¢ao
a D da estrutura de dlgebra de Lie de campos de vectores em M (por isso o subfibrado
D tem de ser integrdvel, de forma a definir uma subdlgebra) e a aplica¢ao ancora é
a injeccao natural D — TM. Este é um exemplo de clara importancia para sistemas

mecanicos com restrigoes holonomas.

A estrutura de um algebroéide de Lie E sobre M pode ser descrita em termos de co-
ordenadas locais. Um sistema de coordenadas locais (z!,...,2") em M e uma base
local {e1,...,e,.} de secgbes em F, determinam um sistema de coordenadas locais
(x',..., 2"yt ..., 9") no algebréide de Lie E, onde y®(a) é a a-coordenada de a € E
na base de secgoes dada, o« = 1,...,r. A ancora de E e o paréntesis de Lie em Sec (E)

sdo localmente determinadas pelas funcoes suaves pi, e Cgv em M, designadas por

funcdes de estrutura do algebrdide de Lie associadas a base local de secgoes escolhida,
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dadas por

n
; 0
ea)zzpé‘axi e lea, €8] = an,aew o,B=1,...,r
i=1

As funcoes de estrutura do algebréide de Lie satisfazem determinadas relagoes que
derivam da prépria definicao de algebréide. Assim, o facto de p ser um homomorfismo
de algebras de Lie traduz-se pelas equagoes
n dp' ;0 .
B _ Pl

> (5~ ) - i 611

Ji
para quaisquer 1 < o, <7 e 1 <i <n. Por outro lado, das identidades de Leibniz e

de Jacobi obtém-se as seguintes equacoes

n 00 . 0CY, 30”
By ﬁ v v _
<p@ opi Pl &Ei Tp > + Z ( 2 Con + ChaCy + Cgﬁcw) =0

(6.1.2)
para quaisquer 1 < «,(3,v,v < r. As equacoes (6.1.1) e (6.1.2) designam-se por

equacoes de estrutura do algebroide de Lie.

Como ja referimos, um algebroéide de Lie é um objecto geométrico similar ao fibrado
tangente. Pensamos num algebréide de Lie E sobre M, como sendo um novo fibrado
tangente para M. As seccoes de E desempenham um papel andlogo ao dos campos de
vectores em M. E assim natural que se generalizem para os algebréides de Lie outras

ferramentas geométricas, tais como as que se descrevem de seguida.

Seja E um algebrdide de Lie sobre a variedade diferencidvel M, com aplicagao

ancora p : ' — TM e onde denotamos a projeccao do fibrado F por w: E — M.

e Uma 1-forma w em E é uma secgao do fibrado dual E* de F, ou seja, uma
aplicacao w : M — E* tal que v ow = idys, onde v : E* — M representa a

projeccao do fibrado E*.

e Uma p-forma w em E é uma secgao do fibrado exterior A’(E*), ou seja, uma

aplicacdo w : M — E* x --- x E* tal que v o w = idy, onde agora v representa
—_—
p vezes



6.2 Prolongamento de um fibrado 119

a projecgao canénica do fibrado AP(E*). Como é ébvio, em alternativa podemos

considerar w : Sec(E) X -+ x Sec(E) — C*®(M), p > 1.

p vezes

Uma O-forma em E define-se como uma fungao em M, f: M — R.

e A diferenciacao exterior d num algebréide E é o operador que associa p-formas a

(p + 1)-formas
d: Sec (/\p(E*)> — Sec </\p+1(E*)>

definido de acordo com o seguinte

p+1

dw(oy, ..., 0pt1) = Z(—l)iﬂp(ff@')(w(o’l, ey Oy o))t
i=1

+ Z (_1)i+jw([aivaj]7alv"'7617"'76j1"'70p+1)7
1<i<y<p+1

para w € Sec (AP(E*)), o1,...,0p+1 € Sec(E) e onde o simbolo 4; significa a

omissao da respectiva seccao. Em particular, se considerarmos uma funcgao suave

f: M — R, temos df(0) = p(o)f, para o € Sec(E). Localmente,
, T 1 <
dr' = Zp;eo‘ e de¥ = —5 Z Coge™ N e,
a=1 a,f=1
parai=1,...,n,y=1,...,7 eonde {e',...,e"} é a base dual de {e1,...,e,}.

. s e , ~ 2 ~
e Uma estrutura simpléctica w em E é uma secgdo de A\“(E*) nao degenerada e

fechada relativamente ao operador d, isto é, dw = 0.

6.2 Prolongamento de um fibrado relativamente a um al-

gebroéide de Lie

Definimos agora o conceito de prolongamento de um fibrado relativamente a um al-
gebroide de Lie, conceito este que tem a capacidade de possuir as estruturas geométricas
apropriadas para a descri¢ao da mecénica (Lagrangiana ou Hamiltoniana) no contexto

dos algebréides de Lie. Sejam
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e (E,p,[.,.]) um algebréide de Lie sobre uma variedade diferencidvel M, com a

projeccao do fibrado F denotada por 7 : E — M.

e P um fibrado M com projeccao v : P — M.

Para qualquer ponto p € P consideramos o espago vectorial
’Z;EP = {(b,v) € Ex x TP : p(b) = T,v(v)},
onde Tv : TP — TM ¢ a aplicacdo tangente a v e v(p) = z. O conjunto

Ep _ E
PP =] TFP
peEP
tem uma estrutura natural de fibrado vectorial sobre o fibrado P, com projeccao dada
por

ﬂ-IE?‘ : TEP — P, (b,?]) = 7"-P(U)a

onde mp : TP — P é a projeccao canénica do fibrado tangente T'P sobre P. Isto é,
a cada (b,v) € ’Z;,EP a projeccao 771}2 faz corresponder o elemento p. Neste sentido,
um elemento (b,v) € ’Z;,EP é frequentemente denotado por (p,b,v). Portanto, temos
trés projeccdes naturais: cada elemento (p,b,v) € T¥P é projectado através de ﬂ'g
no primeiro factor, Wg (p,b,v) = p; é projectado no segundo factor por uma aplicacao
p2: TEP — E, (p,b,v) — b; e ainda, no terceiro factor, por uma outra aplicacdo, que
é relevante para o que se segue, denotada por p' : T¥P — TP, (p,b,v) — v. Podemos

assim, considerar o seguinte diagrama comutativo:

P
nE TWP
T78p——TP
p
le lTV
E TM

Definicao 6.2.1. O fibrado vectorial TE P diz-se o prolongamento de P relativamente

a E ou E-fibrado tangente a P.



6.2 Prolongamento de um fibrado 121

Definicao 6.2.2. O prolongamento TPE do fibrado E relativamente ao algebréide de

Lie E diz-se o prolongamento de E e denota-se simplesmente por TE.

O fibrado vectorial 7 P, acima descrito, pode ser munido com uma estrutura de

algebroide de Lie ([57]):

e A ancora p' : TEP — TP deste algebréide é a projeccdo no terceiro factor, ou

seja, p'(p,b,v) = v, para cada (p,b,v) € TEP.

e O paréntesis nas seccoes de 7F P é definido no ambito das denominadas secces
projectéveis: uma seccdo Z € Sec (T P) diz-se projectavel se existir uma secgio
o € Sec(E) tal que Z(p) = (p,o(v(p)),U(p)), para todo p € P, com U € X(P)
tal que Tv o U = p(o) ov. Sejam Z; e Zo duas seccdes projectéveis de TP
definidas por Z;(p) = (p, oi(v(p)), Ui(p)), i = 1,2. O paréntesis de Lie de Z; e Z3

é dado, para cada p € P, por

[Zh ZQ]TEP(p) = (p, [017 02](1/(17))7 [U17 UZ](p)) .

O paréntesis de Lie de duas seccdes arbitrarias de 7% P determina-se a partir do
paréntesis precedente, uma vez que qualquer seccao de 7 P pode ser localmente

escrita como uma combinagao C°°(M)-linear de secgbes projectaveis.

Dado um sistema de coordenadas locais (z!,...,2", y!,...,y") em E (associado ao
sistema de coordenadas locais (z!,...,2") em M e & base das seccdes {e1,...,e,} de
E) e um sistema de coordenadas (z',...,2" u',...,u*) em P, podemos definir uma

base local {X1,..., &, Vi,...,Vs} de seccoes de T P, considerando

) e Va(p) = <p,0, 83’4 ) , (6.2.1)

paraa =1,....te A=1,....5. Se z = (p,b,v) € TFP, com b = 37 _, 2%, ¢

a=1
— n r i o 0 s A 0 ~
v= Zi:l Za:l Par ™ g + ZA:l Vg0 entao

Xa(p) - <p, €a<l/<p)), Zpé g
=1

=Y 2*Xa(p) + Y_ v Valp).
a=1 A=1
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As secgoes verticais sao as constituidas apenas por combinagoes lineares dos elementos

Va, A=1,...,s. Temos ainda os seguintes factos:

e A aplicacdao ancora p' aplicada a uma seccio Z de TPP com expressao local

Z=3"_ 1 7% + 3% _, VAV4 6 0 campo de vectores em P dado por

Z Z paz‘*a -+ Z VA 8 (6.2.2)

i=1 a=1

e O paréntesis de Lie dos elementos da base é tal que

(X, X5) = Z (X0, VAl =0 e [Va,VB] =0, (6.2.3)

para o, B, y=1,....,re A, B=1,...,s
e O operador de diferenciagao exterior é determinado pelas identidades

T
dz' = Zpg)(“, dut = V4,

1 T
_ _ - Y &) A _
X7 = —2 dooclxenxt, avt=o,
a,B=1
parai=1,...,n,y=1,...,r, A=1,...,seonde {X!,... X"V ... Vsl éa
base dual de {Xy,..., X, V1,..., Vs}.

Seja E* o fibrado dual de E com projeccao natural v : E* — M. No ambito da
presente secgao interessa-nos particularmente a situacao em que P = E*, ou seja, o
prolongamento 7PE* do fibrado E* relativamente ao algebréide de Lie E.
Portanto, consideramos o algebréide T7¥E* que é um fibrado sobre E* com projeccao
TI'E* TEE* — E*, (u,b,w) — p, onde u € E*, w € T,E*,be E, e x € M. Este caso
torna-se interessante pelo facto de existir em 7 E* uma estrutura simpléctica canénica,
ou seja, uma secgao de /\2 ((TE E*)*) nao degenerada e fechada relativamente ao ope-
rador de diferenciacao exterior d (ver final da sec¢ao anterior). Esta estrutura é definida

de um modo similar ao usado na definicdo da forma simpléctica candnica no fibrado
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cotangente de uma variedade. Define-se primeiro uma 1-forma © € Sec ( (TE E*)*),
considerando

O (u, b, w) = pu(b),
para cada (u,b,w) € T¥E* (onde p € E*, w € T,E*, b € E, e x € M). A forma
canénica simpléctica de TFE*, Q € Sec (/\2 ((TEE*)*)), é dada por

Q) =—do. (6.2.4)
Considerando um sistema de coordenadas (z',...,2", u1,..., ;) em E* e denotando
por {Xy,..., &, PL,...,P"} a base local de seccdes de 7¥E* associada ao sistema de

coordenadas, os diferenciais das coordenadas e dos elementos da base sao dados por

r
dz' = Zpg){'a, dpta = Pa
a=1
(6.2.5)

1 T
X7 =~ > ClLXANXP, dP, =0,
a,f=1

para i = 1,...,n, a,y = 1,...,7 e onde {X',..., X", P1,..., P} é a base dual da
base das secgoes de TEE* considerada. Além disso, temos © = >0 _ | uaX®. Como

consequéncia, atendendo a (6.2.4) e (6.2.5), podemos escrever

T T
1
Q=> X*NAPo+ 3 > Clax* A XP, (6.2.6)
a=1 a,8,7=1
Dizemos que (TEE*,Q) é um algebréide de Lie simpléctico. Quando temos um
algebréide de Lie simpléctico, podemos definir um sistema dinamico para qualquer
funcao na base desse algebrdide. No caso particular que estamos a considerar, se

F € C%®(E*) (0-forma em 7 ¥ E*), entdo existe uma tinica sec¢io o de 7FE* tal que
ivp Q= dF, (6.2.7)

onde (i,,)(0) = Q(oF,0), para qualquer seccio o de T¥E*. A seccio op de TFE*
solugao dos sistema dindmico (6.2.7) diz-se a sec¢cao Hamiltoniana definida por F e
o campo de vectores Hamiltoniano X = p'(op) é designado por campo de vectores

Hamiltoniano definido por F.
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Importa ainda considerar o caso particular do prolongamento 7F(E* xy; B) do
fibrado produto P =E* xjp; B relativamente ao algebréide de Lie E, onde
E* x3; B é o fibrado produto sobre M de E* e de um outro fibrado B sobre M.
Se (z',..., 2" p1,. .., ur,ul,. .., u™) representa um sistema de coordenadas locais em
E* x 1 B, denotamos por {X1,..., X, PL....P" V1,...,Vn} a base local de secgoes

de TP(E* xjr B). Nesta situacdo, o operador de diferenciacio exterior é tal que

\
de' =3 pp X% dpa=Fa,  dut=VA
a=1

1 T
dX7 = -2 3 CLX*ANXP, dPa =0,  dV* =0,

2
O{,ﬁzl
parat = 1,...,n, A=1,...,m, a,v = 1,...,r, e onde estamos a representar por
{X1,..., %, P1,..., P, VL ..., V™) a base dual da base das secgoes acima considerada.

Por conseguinte, o diferencial de uma fungéo h : E* Xy B — R escreve-se como

"~ ;0 L, = Oh " Oh
dhzzz,oaaxizl’ +;%PQ+EIWVA. (6.2.8)

a=1i=1

Definicao 6.2.3. Sejam (E,p,|.,.]) um algebréide de Lie (onde m : E — M € a
projecgdo do fibrado E) sobre uma variedade diferencidvel M, P e P’ dois fibrados
gerais sobre M (com projeccoes v : P — M e v : P' — M, respectivamente) e

U : P — P um morfismo fibrado sobre a identidade em M
P
M

Define-se o prolongamento de ¥ como sendo o morfismo de fibrados vectoriais

v

> /

P

—_—
idM

TU:TFp - TEP,
dado por TV (p,b,v) = (¥(p),b, T¥(v)), para cada (p,b,v) € TEP.

Por exemplo, consideremos o fibrado produto E* xj; B (como anteriormente) e

pri: E* X B — E* a projecgao que sabemos ser fibrada sobre a identidade em M. O
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prolongamento de pri é o morfismo de fibrados vectoriais 7pry : T¥(E*x 3/ B) — TFE*

definido de acordo com o acima exposto.

Seja agora ¢ uma seccao de 7P E* ao longo de pri, ou seja, tal que o seguinte

diagrama é comutativo

E* xy B g TE p*
pri lﬂg*
E*

O operador i, sera utilizado na préxima seccao com o seguinte sentido: se w é uma

secio de AP ((TPE*)"), entdo i,w ¢é a secgio de AP ((TE(E* xu B))") dada por

(iUw)(a:,u,u) (ala cee 7ap*1) = Wpri(z,p,u) (U($a Hy U’)a Tpry (al)v s anTl(apfl)% (6'2'9)

para qualquer (z,p,u) € E* Xy B e ay,...,ap—1 € (WE*XMB) (z,p,u). Note-se
que, considerando a estrutura simpléctica candnica €2 definida por (6.2.4) e uma fungao

h: E*x ) B — R, tem-se que i,§2 — dh é uma seccio do fibrado dual de 7#(E* x y; B).

6.3 Problema de controlo 6ptimo num algebrdéide de Lie

Nesta seccao, generalizamos para o contexto dos algebrdides de Lie, o conceito de
sistema de controlo 6ptimo da seccao C.1 e a respectiva abordagem Hamiltoniana

geométrica da seccao C.2. Baseamo-nos essencialmente em [58].

Seja F um algebréide de Lie sobre uma variedade M (onde 7 : E — M é a projecgao
do fibrado E), com ancora p : E — T'M. Seja ainda B uma variedade fibrada sobre M

com aplicagao projeccao 7 : B — M.

Um sistema de controlo no algebréide de Lie E, com espago de controlos B é descrito
como sendo uma secgao o : B — E ao longo de 7 (isto é, tal que é satisfeita a igualdade

moo = 7). Uma trajectoria do sistema de controlo é uma curva integral do campo de
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vectores poo : B — T'M ao longo de 7 (o campo de vectores é tal que mpyopoo = 7).

B—2>p—-7M (6.3.1)
\ l”
T TM
M

Isto é, v :[0,7] — B, com T' € RT, é uma trajectéria do sistema de controlo se satisfaz

L7 on(t) = (0o 0)(1(1).

Por vezes, referimo-nos as equacoes anteriores como sendo o sistema de controlo.

Dada uma funcao custo L : B — R, o problema de controlo dptimo consiste em mini-
mizar o integral de L sobre um certo conjunto de trajectérias do sistema que satisfazem
determinadas condigoes iniciais e finais fixas no espaco de estados M. Adaptamos agora

a descricao Hamiltoniana da seccao C.2. Consideramos os seguintes objectos:

e A fungao Hamiltoniana h : E* Xy B — R, definida, para cada (x, u,u) € E* Xy B

(com pu € EX e (z,u) € B tal que 7(x,u) = x), por

h(z, p,u) = plo(z,u)] — Lz, u). (6.3.2)

e A projecgdo candnica pri : E* Xy B — E*.

e A forma simpléctica canénica Q do algebréide de Lie 7 E* sobre E* (prolonga-
mento do fibrado E* relativamente ao algebréide E), ou seja, Q2 é a seccao de

N> ((TEE*)") definida por (6.2.4).
A seccio Hamiltoniana oy, definida por h é uma seccio de TFE* ao longo de prq
(definida num subconjunto de E* x5y B) que satisfaz o sistema dinamico

ig, Q= dh, (6.3.3)

onde o operador iy, ¢ definido de acordo com (6.2.9). Denotamos por W a variedade
onde o sistema (6.3.3) admite solugdo (quando esta existe). As trajectorias criticas sao

as curvas integrais de p'(oy), onde p' é a ancora do algebréide de Lie 77 E*.
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W CFE*xyB TER* TE*
E
pri iﬂ'E* TE*
E*
Seja (z',...,2" u1,...,pr) um sistema de coordenadas em E* e consideremos a

base local induzida {A1,..., X, PL,...,P"} de seccdes de TFE*. Suponhamos que
op = Yoo A%X, + >0 BoP?, entdo, atendendo & expressao local (6.2.6) de €,
temos
T T T
i, 2= APo =Y | Bat > pyClsA% | X%, (6.3.4)
a=1 a=1 By=1
onde {X',..., X", Py,..., P} é a base dual da base das seccdes de 7FE* considera-

da. Por outro lado, note-se que o Hamiltoniano h : E* X3y B — R pode ser visto
como uma 0O-forma no algebréide de Lie 7¥(E* x B) sobre E* x B (prolongamento
do fibrado E* x B relativamente ao algebréide F, caso considerado no final da seccao
anterior). Assim, atendendo a expressao local de dh dada por (6.2.8) e & expressao
(6.3.4), concluimos que a solucao do sistema dinamico (6.3.3) é

=X e S | S g 7

a= 1

definida no subconjunto W C E* x s B, que é dado localmente por
oh
ouA
1

onde (z',..., 2" u1,...,prut, ..., u™) é o sistema de coordenadas locais de E* x B.

=0, A=1,...,m, (6.3.5)

O campo de vectores p'(oy,) é

~ ;0h 0 |~ 0h Y oh | o
ZZ P ST | D papt ZMVCZ%TB O

i=1 a=1 a=1 | i=1 By=1

e as equagoes para as trajectorias criticas sao
it = E pa
a=1

- g 3wl 639

77_

/

oh
ouA

=0,
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parat=1,....,n,a=1,...,reA=1,...,m.

Facilmente se verifica que nos casos em que conseguirmos escrever o = y i Piph,
a = 1,...,r, as equagoes acima reduzem-se as equacgoes criticas para o sistema de

controlo Y = p(¢) em T'M e fungao custo L.

6.4 Exemplos: movimento rotacional do corpo rigido livre

Nesta seccao sao apresentados, a titulo ilustrativo, alguns exemplos de problemas de
controlo 6ptimo em algebréides de Lie relacionados com o movimento rotacional do
corpo rigido livre. Consideramos duas situagoes diferentes, o movimento do corpo rigido
sem restrigoes e o mesmo sistema com determinadas restrigoes. Além disso, dentro de
cada um destes casos, analisamos o problema cinematico e o dinamico. Estes exemplos
foram publicados por Abrunheiro et al [4] (os exemplos de problemas sem restri¢oes

fazem parte apenas da pré-publicagao indicada apds esta referéncia bibliogréfica).

A variedade de configuragao é o grupo de Lie das rotagdes SO(3) e escolhemos
como sistema de coordenadas locais os angulos de Euler de tipo-I que denotamos por
(z!, 22, 23). Consideramos a estrutura de algebréide de Lie canénica de T'SO(3), cuja
a ancora é p = idpgo(3)- Escolhemos a base {e1, e, e3} de secgoes do fibrado T'SO(3)

dada por

e1 = sec(x?) sin(ac?’)i + (:os(ac?’)i + tan(2?) sin(2?)

! Ox? A3’
0
_ 2 3y 0 o3y 9 2 3y 9
eg = sec(x”) cos(x )8x1 sin(x )8x2 + tan(z?) cos(z )8x3’
0
57 03

Assim, a estrutura de dlgebra de Lie em Sec(7'SO(3)) é determinada pelas relagoes

[e1, ea] = e3, [e2,e3] = €1 e [e3, e1] = ea. Atendendo as coordenadas e a base escolhidas,
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a ancora e o paréntesis de Lie sao determinados localmente pelas fungoes

pl = sec(z?)sin(z3), p? =cos(z?),  p} = tan(z?)sin(z?),
ph = sec(z?) cos(z3), p2 = —sin(z?®), p3 = tan(z?)cos(z?), (6.4.1)
p5 =0, 3 =0, pi=1
e
Cly=—C3 =Cp3=—C3p =03 =-Ch = 1. (6.4.2)

Note-se que as componentes da velocidade de uma curva x em SO(3) em relacao a base
de seccoes escolhidas sao tais que

! = y'sec(x?) sin(x?) + y? sec(x?) cos(x3)
2

i? = y' cos(z3) — y? sin(x?)

i3 = y! tan(2?) sin(23) + y? tan(z?) cos(x3) + 3,
o0 que é equivalente a escrever

= 3! cos(2?) sin(z3) + 22 cos(z3)
T

Lcos(z?) cos(2?) — 42 sin(2?)

Yt
y?
y? = —itsin(x?) 4+ @3,

ou seja, y', y? e y3 sdo as componentes da velocidade angular do corpo (que constituem
um conjunto de quase-velocidades, consultar [59, 60]).

Exemplo 6.4.1 (Problema cinemadtico sem restrigdes). Para este problema vamos as-

sumir que os controlos sdo todas as componentes da velocidade angular: y' = u',

2 ey =wu3. O sistema de controlo é

v =u
! = ul sec(2?) sin(z3) + u? sec(x?) cos(x3)
i? = u! cos(x?®) — u? sin(x3) (6.4.3)
i3 = ul tan(2?) sin(23) + u? tan(z?) cos(x?) + u?.

Sob o ponto vista geométrico da sec¢ao anterior, o sistema € descrito por um diagrama

do tipo (6.3.1), que neste caso € trivial:

TSO(3) — % TSO(3) — %~ TS0(3)

\ iﬂ'soi/ s
TSO(3) TSO(3)

SO(3)
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onde estamos a representar a aplicagdo identidade em TSO(3) por id e a projec¢ao

candnica natural do fibrado tangente por Tgo(s)-

Consideramos para fung¢do custo L : TSO(3) — R a energia cinética rotacional, ou
seja,

L(z,u) = % [1'1(u1)2 + IL(u?)? + Ig(u3)2] ,

para (x,u) € TSO(3), onde Iy Iy e I3 representam os trés principais momentos de

inércia do corpo. O Hamiltoniano para este problema é a funcao real h definida em

T*S0(3) X503y TSO(3) por

3
h(l'a/%u) = Z/’LZUZ - L(ZL’,’LL),
i=1

para (z,p,u) € T*SO(3) X g0(3) T'SO(3). Nas expressoes apresentadas estamos a con-
siderar os sistemas de coordenadas (x',x? 2%, u',u? u?) e (z', 2% 23, 1, po, p3) de,
respectivamente, T'SO(3) e T*SO(3); associados, respectivamente, a base de secgoes
{e1,e2,e3} e a sua base dual {e', e, €3}, ou seja, u = ule; + uey + ue3 € T, SO(3)
e p = pret + pge? + pze® € T*SO(3). Além disso, (x', 22, 23, uy, o, ps, ut, u?, u?)
representa o sistema de coordenadas no produto fibrado T*SO(3) X so(3) T'SO(3). As

condigoes de optimizacao (6.5.5) que definem a subvariedade W correspondem agora a
p1 = Lu', p2 = Iu?, s = Izu®.

Usando as fungoes de estrutura (6.4.1) e (6.4.2) do algebréide TSO(3), € simples de
verificar que para o nosso problema, em W (considerando u' = u'(z,u), i = 1,2,3),

as equagoes criticas (6.3.6) sao dadas pelo sistema de controlo (6.4.3), junto com as

equacoes
. I3—1I
=0
p1+ Tols M2 t3
. L —1I
o + ! 3;“/,63 =0 (6.4.4)
L3
. -1
= 0.
H3 + Il M2

Note-se que as equagoes (6.4.4) sao as cldssicas equagoes de Euler do corpo rigido.
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Exemplo 6.4.2 (Problema dindmico sem restri¢oes). Este problema € caracterizado
como tendo por controlos todas as componentes da aceleracdo angular. O sistema de

controlo é

il =yl sec(2?) sin(z3) + y? sec(2?) cos(x?)

i? = y! cos(x3) — y?sin(z?)

& = y! tan(2?) sin(2%) + y? tan(a?) cos(¢?) + * (6.4.5)
gt=u!

g = u?

3 = ud.

Neste caso importa considerar o algebroide de Lie dado pelo prolongamento do al-
gebrdide de Lie TSO(3), TTSO(3) (ver defini¢io 6.2.2). Como é do nosso conhe-
cimento, este algebrdide coincide com TTSO(3). Portanto, sob o ponto de vista da

seccao anterior, temos:

o O algebroide E = TTSO(3) fibrado sobre M = TSO(3) (denotamos a projec¢ao
natural por mpso(s)), cuja aplicagdo dncora € a identidade em TTSO(3) que
denotamos por id. Consideramos a base de secgoes { X1, Xa, X3, V1, Vo, Vs} deste
algebrdide construida a partir de (6.2.1), com as coordenadas e base de secgoes

anteriormente seleccionadas para o algebrdide TSO(3). Deste modo, temos

8 )
(=,y)

Xz(xay) = (xvy7 67;(33),62‘(1')) € Vl(xay) = (xvyvov Tyz
para cada (z,y) € TSO(3) e com i = 1,2,3. As funcoes de estrutura deste

algebroide de Lie, que representamos por ﬁ; e C’fj,

1 <i4,5,k <6, em relagao

a base de secgoes considerada, sao determinadas por relagéoes do tipo (6.2.2) e
(6.2.3). Efectuando os cdlculos conclui-se que

P

Pi=<% 1 se i=j A 3<ij<6 (6.4.6)

se 1<14,7<3

0 nas outras situacoes,

_ Ck se 1<i,j,k<3
ok —J Y =nJ (6.4.7)

0 nas outras situacoes,
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onde pé- e ij, i,7,k =1,2,3, sdo as fungoes (6.4.1) e (6.4.2), respectivamente.

e O fibrado dos controlos é o fibrado tangente de ordem dois B = T?SO(3), que
sabemos ser uma variedade fibrada sobre TSO(3) com projeccdo T4 definida de

acordo com (A.3.1). Cada elemento de T?SO(3) € representado por um terno

(z,y,u), com (y,u) € Tz, TSO(3) e (x,y) € TSO(3).

e O sistema de controlo é determinado pela seccdo de TTSO(3) ao longo de 74 dada

pela aplicagdo inclusio o = inc : T2SO(3) — TTSO(3), (x,y,u) — (,y,y,u).

O diagrama (6.53.1) para este sistema corresponde a

id

T250(3) —“ > TTSO(3) TTSO(3)

TTSO(3)
721 TSO(3)

TSO(3)

A fungdo custo L : T*SO(3) — R escolhida é a tor¢do, ou seja, para cada elemento
(z,y,u) € T2SO(3) temos
1
2
onde My, My e Ms sio My = Lu' + (Is — L)y?y3, My = Lu® + (I, — I3)y'y? e
M3 = I3ud + (I — I)yty?. Assim,
1

L(z,y,u) = 5 [(1)?(u')? + (I2)*(w?)? + (I3)* (u®)*+

+2[1(13 — Ig)u1y2y3 + 2]2([1 — Ig)u2y1y3 + 2[3(]2 — Il)u3y1y2+

+(I3 = L)Y (y°)° + (I = 13)%(y")*(v°)* + (I — 1) (') (v7)?] -

Note-se que (zt, 2%, 23, y', y%, y3, ul, u?, u?) denota o sistema de coordenadas de T?SO(3)

L(z,y,u) = [(Ml)Q + (M2)2 + (Mg)Q] , (6.4.8)

associado a base de secgoes do algebrdide TTSO(3). Considerando agora o sistema
de coordenadas (z', 22,23, y', %, v3, u1, po, p3, 71, m2, w3, ut, u?, u) no produto fibrado
T*TSO(3) x7s0(3) T%2S80(3), o Hamiltoniano ¢ dado, para cada elemento (x,vy, p, 7, u)

deste produto, por

3 3
h(@,y, gy mu) =Y y'ps+ » | mu' — Lz, y,u).
=1 =1
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As condigées (6.3.5), ou seja, Oh/Out = Oh/Ou? = Oh/Ou = 0, determinam a subva-

riedade W, condicoes estas que se traduzem por

™ = (11)2u1 + 11(13 — Iz)yzyg,
Ty = (L)*u® + I(I — I3)y'y?, (6.4.9)

T3 = (Ig)Q’LLS + 13(12 — Il)ylyz.

Assim, em W, podemos especificar u' = u'(z,y,n), i = 1,2,3. Atendendo a (6.4.6) e
(6.4.7), verifica-se que em W, o sistema correspondente a (6.3.6), para a situagdo que

estamos a abordar € o sequinte:

3
X :ijf

= O
. Oh
. 67@-

3 3
. Oh oh

.i: - i Clki
fi ];p] o ;; mClig,
. __oh
T = 8y’“

o que atendendo a expressdo do Hamiltoniano se torna equivalente a

3
=2 v
j=1

ylzul

3

fi=— Y Chy
k=1

. oL

mp = —p; + 37yi’

parai = 1,2,3. Fazendo uso de (6.4.1) e (6.4.2), conclui-se que este sistema € formado
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pelas equagoes (6.4.5) e ainda por

fu + psy? — pay® =0
fiz — p3y’ + pay® =0
13 + poy' — piy* =0
Mo (Ms — Lu?) + Ms(Ms — Iyu®)

m = I — M1 (6.4.10)
_ My(My — Lu') + Ms(Ms — I3u?)
T = 2 — M2
)
) My (M — [ut) + May(My — Iou?)
w3 = y3 — M3-

(

Note-se que as trés primeiras equagoes do sistema (6.4.10) sao equivalentes a es-
crever 1 = p X y. Por outro lado, das iltimas trés de (6.4.10), obtemos @ = \ — p,
com A uma funcdo de y ey, e onde estamos também a ter em consideracdo, as ultimas
trés equagoes do sistema de controlo (6.4.5) (ou seja, §y = u). Assim, conclui-se apds

alguns cdlculos, que o sistema se pode exprimir como
F=A4+axy—Axy. (6.4.11)

A equagao acima € a equagdo (30) do trabalho de Maruskin e Bloch [60], onde os autores
tratam da generalizacdo das equagoes de Boltzmann-Hamel, para problemas de controlo

de sistemas mecanicos nao holénomos.

E importante analisar o caso especial do corpo rigido livre e completamente simétrico
com Iy = Iy = I3 = 1. Nesta situagao, as equagoes de optimizacao (6.4.9) reduzem-se
am=u. Além disso, * = —p e portanto A = 0. Consequentemente, a equagio (6.4.11)
toma a forma

Y =ixy,
que € a equacao de Euler-Lagrange (4.2.2) dos polindmios cibicos em SO(3).

Refira-se que nas consideracoes dos ultimos dois pardgrafos, estamos a assumir as
trivializagdes dos fibrados que envolvem este exemplo. Além disso, y,m, p,u € A sdo
elementos de R3, obtidos com base nos isomorfismos naturais que existem entre R e

0s espagos s0(3) e 50(3)*, ou seja, os isomorfismos (4.1.3) e (4.1.6).
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Consideramos a seguir os problemas cinematico e dindmico do corpo rigido com as

restricoes:

1

it cos(x?) sin(2?) + % cos(z®) = 0.

Podemos afirmar que estas restri¢oes sao determinadas pela distribuigdo D de SO(3)
de dimensao 2 gerado pelos elementos es e e3. A distribuigdo D é um subfibrado de
T'SO(3), com projecgao dada pela restrigao a D da projecgao canénica mgo(s) do fibrado

tangente T'SO(3) em SO(3), que sera denotada por w|, : D — SO(3).

Exemplo 6.4.3 (Problema cinemético com restrigoes). Vamos considerar um sistema
com wvelocidade pertencente a distribuicao D acima referida. Cada elemento de D €
representado por um par (r,u), onde u = ues + udes € T,SO(3) e x € SO(3). O
sistema de coordenadas em D associado & base {es,e3} € (x', 22 23 v, u3). O sistema

de controlo traduz-se por

! = u? sec(?) cos(z?)
i? = —u?sin(z?) (6.4.12)

i3 = u? tan(2?) cos(x?) + u3.

No contexto dos algebrdides da seccdo anterior, escolhemos para fibrado dos controlos
a distribuicio B = D. O sistema de controlo € determinado pela aplicacdo inclusao

o=inc: D — TSO(3) (sec¢ao ao longo de T = 7|y ). Em termos de diagrama, temos

D me_. TSO3) — = TSO(3)

TSO(3) = )
7| p SO(3)

SO(3)

A funcao custo L : D — R corresponde a energia proporcionada pelos controlos, ou
seja,

M%Mz%MWW+waL

para (z,u) € D. Seja (x',22 23 1, uo, u3) o sistema de coordenadas em T*SO(3)

1

associado & base dual da base {e1,ea,e3} e (2l 22 23 u1, po, s, u?, u®) o sistema de
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coordenadas em T*SO(3) xgo(3) D. O Hamiltoniano h : T*SO(3) X 03y D — R neste

caso € dado, localmente, por
1
h(z, p,w) = pou® + pzu’® — 3 [Lo(u?)? + Is(u?)?]

para (z,p,u) € T*SO(3) xs0(3) D. As condigoes de optimizagdo (6.3.5) que definem
a subvariedade restricio W sdao Oh/Ou? = 0h/Ou? = 0, isto €,

po = Iou?, s = Isu®.

2

Usando a representacdo u? = u?(z,p) e u® = u3(zx, u) para W, facilmente se verifica

que as equagoes (6.3.6) se reduzem a

3 3 3
it = Zpé-uj, [l = — Zungﬁuﬁ - Z Ivu'yC;’Buﬁ, i=1,2,3.
Jj=2 B=2 Byy=2

Usando agora as expressoes (6.4.1) e (6.4.2) das fungoes de estrutura do algebrdide de
Lie, as equacoes anteriores sao equivalentes ao conjunto de equacoes dadas pelo sistema

de controlo (6.4.12), junto com

fi2 + paud =0
ft3 — priu® =0
f1 + (I3 — I)uu® = 0.

Observe-se que quando consideramos o caso do corpo rigido livre e completamente

simétrico com Iy = Is = I3 = 1, obtemos as equagoes
. 3 . 2 .
po+ i’ =0 pz—mu =0 =0,
que sao equivalentes as equagoes obtidas por Sastry e Montgomery em [74).

Exemplo 6.4.4 (Problema dindmico com restrigoes). Para este caso, assumimos que a
aceleracao angular pertence a distribuicdo D acima considerada. Representamos o sis-
tema de coordenadas em D por (z*, 2%, 23,42, 4). Sob o ponto de vista dos algebréides,

0s elementos relevantes a considerar para este caso sao 0s sequintes:
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e O algebréide prolongamento E = TT59G)D do fibrado D relativamente ao al-
gebrdide de Lie TSO(3). Representamos cada elemento de E = TTS0G) D por
(z,y,2,w1,w2), onde (v,y) € D, z € TS0Q3) e (w1, w2) € T(y,)D. Por
defini¢ao de fibrado prolongamento temos p(z) = (T(x’y) 7T|D) (wi,wy). Este é
um algebrdide de Lie sobre D, cuja aplicagao projec¢do de fibrado € dada por
ﬂgSO(ZS) : TTSOG)D — D, (z,y, z,wy,w3) — (x,y) e a aplicagio dncora por

pl: TTSOBID — TD, (w,y, 2z, w1, w2) — (w1, w2).

Sequindo um raciocinio andlogo ao do exemplo 6.4.2, verifica-se que as funcgoes

de estrutura ﬁ;- e CF

i 1,7,k =1,...,5, deste algebroide de Lie, sao tais que

P
Pi=<% 1 se i=j A 3<ij<5 (6.4.13)

se 1<14,7<3

0 nas outras situagoes,

e
_ Ck se 1<i,j,k<3
Ck = K =hhi= (6.4.14)
0 nas outras situacgoes,
onde pz e ij, i,7,k =1,2,3, sdo as fungoes (6.4.1) e (6.4.2), respectivamente.

Consideramos para fibrado de controlos, o fibrado sobre D dado por
B = {(z,y,u) € T2SO(3) :
(r,y) €D A (y,u) € Twy)D A p(y) = (Tay) 7lp) (v u)},

com projec¢iao v : B — D, (z,y,u) — (x,y). Note-se que podemos considerar a

inclusao inc: B — TTSO(3)D, (,y,u) = (2,9,y,y,u).

Temos o sistema de controlo

(

il = y?sec(x?) cos(x?)
i? = —y?sin(23)
i3 = y? tan(x?) cos(x?) + 3 (6.4.15)
g'/Z — u2
3 _ .3
\ y =u,

descrito pelo diagrama
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1

B ne . 7150@3)p —2 TD
\ l’ V
T ™D ™D
D

Consideramos para funcdo custo L : B — R, a restricao a B da fungdo (6.4.8), ou

seja,

[(12)*(w?)? + (I3)* (u®)* + (Is = L2)*(y*)*(°)°] |

N =

L(z,y,u) =

para (x,y,u) € B. A fun¢ao Hamiltoniana h : (’TTSO(?’)D)* xXp B — R € definida por
h(w,y, pomu) =Y y'pi+ Yy mut — Lix,y,u),
i=2 =2

para cada (x,y,p, T, u) € (TTSO(?’)D)* xp B. As condi¢des de optimizagio (6.3.5),

Oh/Ou? = Oh/Ou?® = 0, conduzem-nos & subvariedade W definida pelas condicies
T = (12)2’&2, T3 — (13)2’[1,3.
Por consequinte, W ¢é definida especificando u?> = u?*(z,y,7) e u® = u3(x,y, 7). De

(6.4.13) e (6.4.14), temos que, em W, o sistema correspondente a (6.3.6), para a

presente situacao € o sequinte:

3
#= P
=
o Oh
vy = O0mg
3 3
- Oh oh
1= — —Z ck =
2 le_]axj ; 27 zgauj
J= 7,k=1
. Oh
Wa—_aiyaa
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que de acordo com o nosso Hamiltoniano, se exprime como

\

3
B = phy"
a=2

y'Ot — uOé
3 3
==Y meh’
k=18=2

. OL
Mo = —fa + Tya’

para i = 1,2,3, a = 2,3. Atendendo agora a (6.4.1) e (6.4.2), concluimos que o

movimento em W € descrito pelo sistema de controlo (6.4.15) e pelas equagoes

(

onde My = (I3 — I3)y*y® é uma

_ (My)?
T = 2 — M2
Yy
(My)?
T3 = 3 u3
Y
: 3 _
fi2 + p1y® =0
fi3 — py* =0

1+ psy? — poy® =0,

tor¢ao em D.

(6.4.16)

Importa observar que no caso do corpo rigido livre e com o0s trés principats momen-

tos de inércia iguais (simetria esférica), as equagoes (6.4.16) ficam

\

Ty = — 2

3 = —H3

. 3 _
fr2 + py”® =0
f13 — p1y® =0

fi1 + p3y® — pay® = 0.

FEste sistema dd lugar as segquintes equagoes obtidas por Crouch e Silva Leite em [37]
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(exemplo 6.4, Caso 1)

U2 — iy’ =0
U3+ iy =0

i — §3y* + 2y = 0.
6.5 Problema de controlo é6ptimo com restricoes

Seja G um grupo de Lie conexo e compacto de dimensao finita n com identidade e,
onde a correspondente algebra de Lie é denotada por g e o seu espago dual por g*.
Seja ainda D a distribuicao em G de dimensao constante m gerada pelos m primeiros
campos de vectores de uma base ortonormada de campos de vectores invariantes a
esquerda em G definida de acordo com (2.1.2). Representemos por h o subespago linear

D(e), h = D(e).

Consideremos o problema de controlo éptimo da seccao 5.2 para o sistema de
conexao afim ail considerado. Este problema pode ser interpretado, no ambito da seccao
6.3, como um problema de controlo no algebréide de Lie fibrado tangente T(G x g),

com espagco de controlos M C T2G definido por (5.2.3), ou seja,
M = {(v3,U) € T2G : U € b},

onde T2G C T(G x g) é o fibrado tangente de ordem dois de G trivializado, definido
de acordo com (2.1.11), cuja projeccao natural é a aplicacio 74 dada por (2.1.12). De

facto, basta ter em consideragao o seguinte:

e A variedade B = M ¢ fibrada sobre M = G X g, uma vez que assumimos
que T = 74 oip 1 M — G x g é uma submersdo sobrejectiva (recorde-se que

iM:M— T2G é a aplicagao inclusdo).

e O fibrado tangente E = T'(G x g) (com projeccao ™ = mgxg: T'(Gxg) — Gxg)é
um algebréide de Lie com ancora igual a identidade p = id : T(G x g) — T(G x g).
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e 0 =1Iloiy é uma secgio ao longo de T = 74 oipq (o é o sistema de controlo),

onde II é o campo de vectores definido por (2.3.2).

M2 (G x ) — - T(G x g)
Faoim e TGxg
Gxg

Uma curva 7y : [0,7] — M, com T € R*, é uma trajectdria do sistema de controlo se

satisfaz

d

o (7 einmon) (1) = [Toir)(2(t),
)

ou seja, o sistema (5.2.5) caracterizado no capitulo anterior. Consideramos a fungao
custo L : M — R, (vy,,U) € T,G x h — (1/2)(U,U), ou seja, a func¢ao custo (5.2.4),

anteriormente usada.

Adaptando os passos da seccdo 6.3 para este caso, construimos o Hamiltoniano
h:T*(G x g) xgxg M — R definido de acordo com (6.3.2), que coincide exactamente

com o Hamiltoniano (5.3.4). De facto,
M, Y, 6,U) = (03,€) [(T o im)(TeLaY, U)] = L(TL,Y,U) =
= (7 Loa) (V) + €£(U) = (U, 0),

para (o, Y,§,U) € TiG x {Y} x g* x b, com (z,Y) € G x g.

O sistema dinamico que nos permite descrever as trajectérias criticas é o sistema

(6.3.3), iy, 2 = dh, com os seguintes objectos geométricos:

o A 2-forma Q é a forma simpléctica canénica do algebréide de Lie T7(EXOT* (G x g)
sobre T (G x g) (prolongamento do fibrado 7% (G X g) relativamente ao algebréide
T(G x g)), ou seja,  é a sec¢do candénica de A2 ((TT(GXQ)T*(G X g))*), definida

de acordo com (6.2.4). Ora, da teoria geral do algebréides, sabe-se que

TTEX)T (G x g) = TT*(G x g),
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logo, €2 ndo é mais do que a forma canénica simpléctica em T*(G X g).

e A secgao Hamiltoniana o, é uma secc¢ao do fibrado tangente T7*(G % g) ao longo
da projecgao pri : T*(G X g) XgxgM — T*(G x g), definida num subconjunto W
de T*(G x g) XGxg M. As trajectérias criticas sdo as curvas integrais de p!(oy,),

onde p' é a ancora do algebréide de Lie TT*(G x g). Mas, p! é a identidade.

W C T*(G X g) Xaug M —22 i

TT*(G x g)

TT*(G x g)

TT*(Gxg) R (Gxg)
xg

T*(G % g)

e A solugao do sistema é definida na subvariedade de W determinada pelas condigoes
(Oh/Ou®) = 0,a = 1,...,m. Mas, o nosso Hamiltoniano h pode escrever-se lo-
calmente como (5.3.5) e portanto estas condigoes de restrigao traduzem-se por
& =u® a=1,...,m. Deste modo, a subvariedade W é a subvariedade W

considerada na aplicacao do algoritmo presimpléctico da secgao 5.3.

Repare-se que na realidade estamos a seguir um processo equivalente ao da seccao
5.3, mas usando a linguagem dos algebréides. Assim, ndo restam dividas de que
0 nosso sistema, quando restrito a subvariedade W = Wy, é o sistema simpléctico
(W1, Qw,, Hw,) da secgao 5.3. E, tal como é af explicado, reduzimos o nosso estudo
ao estudo do sistema simpléctico (7*(G X g),2) com Hamiltoniano k|, o, onde ¢ é

o difeomorfismo definido por (5.3.7).

Como foi referido no capitulo 5, o problema de controlo 6ptimo considerado na
presente sec¢ao, abrange a situa¢do dos polindémios cibicos do capitulo 2 (M = T2G).
Portanto, o formalismo presimpléctico apresentado nesta dissertacao para os polinémios

cubicos, tem uma interpretacao alternativa no contexto dos algebroéides de Lie.



Consideracoes finais

Esta dissertagdo centrou-se no estudo da interacgao entre a mecanica Hamiltoniana
e Lagrangiana de sistemas e a teoria geométrica de controlo, com destaque para a
utilizagao do formalismo Hamiltoniano no estudo de sistemas de controlo de ordem dois
e na sua aplicacao ao estudo da dinamica do fluxo dos polinémios ciibicos em variedades
Riemannianas. Fazendo uso de ferramentas geométricas de controlo, explordmos a
equivaléncia entre a abordagem variacional e uma abordagem Hamiltoniana descrita
através de um formalismo presimpléctico. Uma parte consideravel deste trabalho foi
dedicada aos polinémios cibicos em grupos de Lie conexos e compactos e conseguimos
alcancar, para este caso, resultados a nivel do estudo das simetrias do sistema (reducao
e andlise da integrabilidade do sistema reduzido). A abordagem Hamiltoniana presim-
pléctica foi conduzida também para a interpretacdo de um problema com um sistema
de controlo de conex@o afim mais geral, no ambito dos grupos de Lie. Além disso,
estuddmos os problemas (o dos polinémios ciibicos e o problema com um sistema de

controlo afim mais genérico) sob o ponto de vista dos algebréides de Lie.

Referimos a seguir e de forma sucinta alguns dos pontos desenvolvidos nesta tese,
que contribuem para o estudo dos polinémios ciibicos Riemannianos e para algumas

das suas possiveis generalizagoes.

e No capitulo 1 descrevemos o problema de controlo dos polinémios cibicos, cujo
sistema de controlo 6ptimo é um sistema de segunda ordem numa variedade Rie-

manniana M. Fizemos uso de uma versao presimpléctica do principio do méximo

143



144

Consideragoes finais

de Pontryagin (os primeiros resultados que obtivemos sobre este assunto foram
objecto de publicagao em [5]). Além disso, concretizdmos a versao intrinseca das
equacoes de Euler-Lagrange do problema variacional dos polinémios ctibicos Rie-
mannianos, passamos, via transformacao de Legendre generalizada, para um sis-
tema Hamiltoniano e vimos que este sistema é equivalente ao encontrado através

da andlise geométrica do problema de controlo referido.

O capitulo 2 foi dedicado ao estudo da dinamica Hamiltoniana do fluxo dos
polinémios ctibicos Riemannianos num grupo de Lie conexo e compacto, especi-
ficando para este caso, o formalismo referido no ponto acima. Procedemos a
trivializacao do sistema Hamiltoniano resultante da abordagem presimpléctica,
encontrando as equacgoes de Euler-Arnold generalizadas para este problema de

segunda ordem.

Foi desenvolvido, no capitulo 3, o estudo das simetrias do problema de controlo
optimo dos polinémios cibicos, para o caso do grupo de Lie conexo e compacto.
Usando ferramentas geométricas, efectuamos a remocao de simetrias pela técnica
de redugao de Marsden-Weinstein. Além disso, obtivémos um resultado bastante
interessante relativamente ao nimero de integrais do movimento em involugao,
onde fizemos uso do clédssico teorema de Lie-Cartan. O trabalho mencionado neste
e no ponto anterior, que representa uma parte essencial desta tese, resultou na

elaboragao do artigo [7].

Os temas de estudo referidos nos dois pontos anteriores, descricao Hamiltoniana
e respectiva redugao simpléctica, foram desenvolvidos para o caso do grupo de
Lie SO(3), com o estudo do problema dinamico do corpo rigido livre e esférico,
efectuado no capitulo 4. Nesta situagdo particular, a aplicacdo do método de
reducao simpléctica de Marsden-Weinstein e do teorema de Lie Cartan, permitiu
concluir que é possivel reduzir o sistema Hamiltoniano de dimensao 12 a um
sistema de dimensao 2. Neste contexto, foram entretanto publicados os artigos

[6, 8].
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No capitulo 4 desenvolvemos ainda, sob o ponto de vista variacional e no contexto
do grupo de Lie SO(3), uma anélise qualitativa dos polinémios ctibicos, usando
alguns invariantes ao longo destas curvas (estudo j& publicado em [2, 3]). Nesta
situacao, os polinémios cibicos correspondem a quadréaticos de Lie na algebra
de Lie e obtém-se alguns resultados curiosos. Refira-se que, para o caso mais
geral também deduzimos alguns invariantes (capitulo 1) e, em particular, quando
consideramos um grupo de Lie conexo e compacto (capitulo 2), relaciondmos estes
invariantes com integrais do movimento do sistema Hamiltoniano que descreve o

problema de controlo.

e No capitulo 5 estendemos o problema de controlo 6ptimo dos polinémios ctibicos
em grupos de Lie a um problema com um sistema de controlo de conexao afim
mais geral. Descrevemos a dinamica do problema usando um formalismo pre-
simpléctico andlogo ao usado no capitulo 2. Além disso, estabelecemos a relagao
existente entre o problema abordado e um problema variacional com restrigoes,

que é uma extensao do problema variacional dos polinémios cubicos.

e Paralelamente aos temas dos pontos acima referidos abordamos, no capitulo 6, o
estudo da relacao dos problemas de controlo de ordem dois atras indicados, com
a teoria dos algebréides de Lie. Neste contexto, apresentamos alguns exemplos
relacionados com o movimento do corpo rigido livre, alguns deles ja publicados

em [4].

Mencionamos agora alguns assuntos que nao tivemos oportunidade de explorar e
que consideramos serem apropriados a um trabalho de investigagao futuro, na linha do

estudo desenvolvido nesta dissertacao.

e Pensamos ser interessante aprofundar o estudo da integrabilidade iniciado no
capitulo 3 para o sistema Hamiltoniano reduzido, obtido no ambito dos polinémios

cibicos em grupos de Lie conexos e compactos.

e Estamos certos que a nova interpretagao dos sistemas de controlo aqui apresen-
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tada, permitird estender o estudo efectuado no capitulo 5 a sistemas mecanicos
mais gerais. Consideramos ser particularmente interessante, a generalizacao da
andlise do sistema (5.2.1), ao sistema mecanico mais genérico apresentado no

artigo [20], que é dado por

DY, & _
=D ut X (@),
a=1

onde J é o tensor de inércia generalizado numa variedade Riemanniana.

Acreditamos que o formalismo dos algebréides de Lie nos abre o caminho para ex-
plorar, num trabalho futuro, outros interessantes problemas de controlo éptimo.
Mencionamos, a titulo de exemplo, as generalizacoes para contextos mais gerais
(em grupos de Lie ou outras variedades Riemannianas) que se podem obter a
partir dos exemplos apresentados na seccao 6.4. Em particular, serd interes-
sante analisar situagOes associadas a problemas variacionais com restrigoes do

tipo (5.1.5), dx/dt € D(z), no contexto dos grupos de Lie ou num mais geral.

O desenvolvimento abordado nesta tese permitiu encontrar um conjunto interes-
sante de ferramentas geométricas. Como consequéncia, acreditamos ser possivel
estabelecer resultados importantes relacionados com os polinémios de ordem

fmpar superior a trés, como continuidade dos trabalhos iniciados em [27] e [73].



Apeéendice A

Fibrados tangentes de ordem

superior

O fibrado tangente de ordem dois numa variedade diferenciavel assume um papel pri-
mordial na anélise dos polinémios ciibicos Riemannianos, tanto na abordagem varia-
cional como na abordagem Hamiltoniana discutidas nesta dissertagao. Torna-se assim
importante apresentar este apéndice, onde se descrevem as estruturas geométricas de
base que envolvem os fibrados tangentes de ordem superior. Porque nos interessa o
caso de ordem dois, este é apresentado como exemplo sempre que o assunto em questao
for considerado relevante, para o contexto dos polinémios ciibicos Riemannianos. Para
um estudo mais detalhado da teoria dos fibrados tangentes de ordem superior referimos

[36, 49] e os trabalhos ai mencionados.

A.1 Notas sobre variedades fibradas e fibrados gerais

Consideramos importante iniciar este apéndice com uma breve referéncia as variedades

fibradas e aos fibrados gerais. Baseamo-nos essencialmente em [46, 50].

Definicao A.1.1. Sejam E e M duas variedades diferencidveis de dimensdo finita,

147
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com dim EE > dim M. Dizemos que E é uma variedade fibrada sobre M com projec¢ao
7, ou simplesmente que o terno (E,m, M) é uma variedade fibrada, se m : E — M €
uma submersio® sobrejectiva. A variedade E diz-se o espaco total ou espaco fibrado e

M ¢ o espaco base. Para qualquer x € M, 7=1(x) designa-se por fibra de E sobre .

Definicao A.1.2. Uma sec¢iao de uma variedade fibrada (E, M, m) é uma aplicagdo
s: M — FE tal que mos = idy;. Se s € definida num aberto U de M, dizemos que

s: U — E € uma seccao local sobre U.

Uma variedade fibrada admite sempre secgoes locais, mas pode nao ter seccoes

globais.

Definicao A.1.3. Sejam (Ey, My, m) e (E2, Mo, 7)) duas variedades fibradas. Um
morfismo fibrado (H,h) : (E1, My, m1) — (Eo, Ma,m) é um par de aplicagdes suaves
H:FE— FEy eh: M — M tal que 1o H = h o my.

Note-se que um morfismo fibrado é uma aplicacao que preserva as fibras.

Definicao A.1.4. Um morfismo fibrado (H,h) : (E1, My, 71) — (E2, My, ) diz-se
um isomorfismo se existir um morfismo fibrado (H',h') : (Eq, Mo, mo) — (Ey, My, 1)
tal que H' o H = idg, e h' o h = idy;,. Neste caso diz-se que as variedades fibradas

(E1, My,71) e (Ea, My, m2) sdo isomorfas.

Definicao A.1.5. Sejam E, M e F variedades diferencidveis. Uma estrutura de fibrado
com tipo de fibra F na variedade M ¢é uma variedade fibrada (E, M, ) tal que, para
cada © € M, eriste wma vizinhanca aberta U tal que 7= (U) ¢é difeomorfo a U x F
através do difeomorfismo ¢ que satisfaz prio ¢ = mw, onde pr1 : U x F — U representa

a projeccdo no primeiro factor. Isto €, temos a comutatividade do sequinte diagrama

(U) —2 UxF

x pri

U

! Recorde-se que uma aplicacio suave f : N — M entre duas variedades diferencidveis diz-se uma
submersdo se a aplicacdo linear T, f : TN — Ty(,)M (aplicagao tangente de f em n) é sobrejectiva

para qualquer n € N.
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Dizemos que (E, M, ) é um fibrado de tipo de fibra F', ou que E é um fibrado sobre
M com projeccao 7 e tipo de fibra F'. Por vezes, referimo-nos ao fibrado simplesmente
por variedade fibrada. Para cada x € M, a subvariedade E, = 7~ !(z), designada por

fibra de E sobre x, é homeomorfa a F'.

Se a fibra F' tiver uma estrutura adicional de espago vectorial, dizemos que (E, M, )

é um fibrado vectorial.

Exemplo A.1.6. Se M e E sao duas variedades diferencidveis ep : M x E — M
é a projec¢ao candnica no primeiro factor, entio (M x E,p, M) é um fibrado que se

designa por fibrado trivial.

Exemplo A.1.7. Seja N um subconjunto aberto de uma variedade diferencidvel M.
Um fibrado (E, M, ) induz de forma natural um fibrado (E, N,T), designado por fi-
brado restrigdo, definido por E =7~ 1(N) e p = 7|g. Para cada x € N, as fibras E, e

FE, coincidem.

Exemplo A.1.8. O produto cartesiano de dois fibrados (E1, M1, 1) e (E2, Ma,ms) (de
tipo de fibra Fy e F, respectivamente) é o fibrado (Ey x Eg,m X ma, My X Ms) de
tipo de fibra Iy x Fy. Cada fibra (E1 X E3) (3, 4,) € identificada de forma natural com
(E1)ay X (E2)g,, para x1 € My e x9 € M.

Exemplo A.1.9. Dados dois fibrados (E1, M,m) e (Eo, M, m2) sobre a mesma varie-
dade M (de tipo de fibra F| e Fy, respectivamente), define-se o fibrado produto destes
dois fibrados como sendo o fibrado (E, M, ) sobre M com tipo de fibra Fy x Fs, onde

o espaco total € dado por
FE = El X M E2 = {(61,62) c El X E2 : 7T1(61) = 7['2(62)}

e a projec¢cdo € a aplicacdo

= 7rE1 Xy Eg?

definida por T8y % pg Eg (e1,e2) = mi(e1) = ma(e2). Refira-se que se Ey e Eo sao fibrados
vectoriais sobre M, o fibrado produto E1 X FEo designa-se por soma de Whitney e

denota-se por E1 @ FEs.
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A.2 A geometria do fibrado tangente

Esta secgao é apresentada como um preliminar a teoria desenvolvida nas secgoes seguintes.
Até ao final deste apéndice, M é uma variedade diferencidvel de dimensao finita n. Con-
sideramos a notacio (U, ¢) ou (U, z", ..., 2") para representar uma carta (ou sistema de
coordenadas locais) em M definida(o) num aberto U de M, ¢ : U C M — ¢(U) C R,

com correspondentes funcoes coordenadas z',...,z" : U C M — R.

Defina-se a seguinte relagao de equivaléncia no conjunto das curvas suaves em M.

Definicao A.2.1. Dado um elemento x € M, se y1 e 2 sdo duas curvas suaves em

M tais que v1(0) = v2(0) = z, dizemos que y1 € 2 sdo tangentes em x se existe um

sistema de coordenadas locais (U,x',... 2") em M, tal que x € U e se verifica
Laomt) = S@om®)| . i=1...n
o @ . e, M

E claro que a defini¢do apresentada é independente da escolha do sistema de co-
ordenadas locais. A classe de equivaléncia [y] de uma curva -y, chama-se o vector

tangente a v em x.

Definigao A.2.2. O conjunto dos vectores tangentes a M no ponto x designa-se por

espaco tangente de M em = e denota-se por T, M.

Verifica-se com facilidade que T, M possui uma estrutura natural de espaco vectorial

de dimensao n.

Definigao A.2.3. Sev:[0,T] — M, com T € R*, é uma curva suave em M, o vector

tangente a v em t € definido por dvy/dt = 4(t) = [, para vi(s) = v(s +t).
Definigao A.2.4. A familia de todos os espacos tangentes de M

TM = U T, M
xeM

diz-se o fibrado tangente de M.
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Cada ponto em y € T, M C T'M é identificado de uma forma natural com o par
(z,y), para cada z € M. O fibrado tangente TM é uma variedade diferencidvel de
dimensao 2n. Além disso, verifica-se que (T'M, M, 7ps) é um fibrado vectorial para a
projeccdo canénica my : TM — M, (z,y) — x. Se (U,z',...,2") é um sistema de
coordenadas em M, entao qualquer vector y tangente a M em x € U C M exprime-se de
modo tnico como combinagao linear dos elementos da base {(3/ oz |y, ..., (0/ 8x")|z}

de T, M na forma

0 0
P— l — .. n [
y=y (z,y) e R (z,y) dar |
Neste sentido, (7~ 1(U),z',..., 2", y',...,y") constitui um sistema de coordenadas na-

turais em T'M que induz uma base natural no espago tangente a TM em (z,y) dada

0
— . (A.2.1)
{ Ot (wﬂy)}

A aplicacao tangente Ty : TTM — TM da projecgao candnica mys é definida por

por
0
7.."67y’n,

0

--.7%

0

e gyl

(z4) (2) (z.0)

)
x

= 0
T () (X) = ZXi Ozt
i=1

para cada vector tangente X € T(, ,)T'M com coordenadas (X1, o X, Xg1y -+, Xog)
relativamente a base (A.2.1), (x,y) € TM. Para cada (z,y) € TM consideremos o

subespago vectorial de dimensao n de T(, ,)T'M dado por

Viay) = Ker (TWM|(~’C,y)) '

Definicao A.2.5. O fibrado vertical de TM € o subfibrado vectorial de TT'M denotado
por VI'M e definido por

VTM = U View)-
(z,y)eTM

Deste modo, VI'M é o subfibrado vectorial de TT M constituido por todos os

vectores tangentes a T'M que sao projectados em zero pela aplicagao tangente Tmyy.

Um campo de vectores X em TM, X : TM — TTM, diz-se um campo de vectores

vertical se, para cada (v, y) € TM, temos X (7,y) € V(;,). Um dos objectos geométricos
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importantes para a abordagem geométrica da mecéanica Lagrangiana é o campo de

vectores vertical em T'M a seguir definido.

Definicao A.2.6. O campo de vectores vertical em T M dado por

diz-se o campo de vectores de Liouville em T M.

Uma outra estrutura geométrica essencial na mecanica Lagrangiana é a estrutura
candnica quase-tangente no fibrado tangente, que passaremos a expor. Recordemos

primeiro a definicdo genérica de estrutura quase-tangente.

Definicao A.2.7. Uma estrutura quase-tangente S numa variedade N de dimensdo
2n € um campo de tensores S do tipo (1,1) em N (ou seja, um endomorfismo de TN )

com caracteristica constante n e que satisfaz 5?2 = 0.

Definicao A.2.8. A estrutura candnica quase-tangente em TM € a estrutura qua-

se-tangente J em T M definida por

J = ® da'| (=4 (A.2.2)

W'l
Note-se que J transforma qualquer campo de vectores W = Y7, w;(z)(0/dx") em
M num campo de vectores vertical WY = J(W) = >0, w;(9/9y") em TM, que se diz

o levantamento vertical de W.

Consideramos pertinente terminar esta subsecgdo com dois conceitos do ambito
da geometria Riemanniana que sao utilizados no capitulo 1, apesar de com isto nos
afastarmos um pouco do objectivo deste apéndice. Assumimos que M é uma variedade
Riemanniana, denotamos a correspondente conexao Riemanniana por V e os simbolos

de Christoffel desta conexao por Ffj

Definicao A.2.9. A cada ponto (v,u) € T(y  \ TM com (z,y) € TM, associemos a

curva o em T M com valor inicial (z,y) e velocidade inicial (v,u). A aplicagao conexao
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€ a aplicacdo suave K : TTM — TM definida por

K(fﬂ,?/,v,u) = K\(x,y) (v,u) = Vd(erdoa)(t)O[(t)
t

t=0
Dado um vector tangente X € T, ,\TM, onde (z,y) € TM, com coordenadas
(X1,..., X0, Xot1, ..., Xop) relativamente a base (A.2.1), podemos escrever

n

n
S 0
Kl (X) = Z Xnti + Z Uy’ X GI%
i=1 k=1

x

Definicao A.2.10. O spray geodésico da conexdao Riemanniana V € o campo de vec-
tores Z : TM — TTM em TM tal que as suas curvas integrais, quando projectadas
em M por wyr, sao geodésicas relativamente a esta conexdo. Isto €, se a é uma curva

integral de Z, entdo

d

v%(ﬂMoa)(t)@(ﬂM e a)(t) =0.

Localmente, temos

. . .
i=1 oz* (xy) k=1 oy’

(A.2.3)
(z,y)

A.3 Fibrados tangentes de ordem £k

A.3.1 Definigao de fibrado tangente de ordem £k

Apresentamos de seguida, uma generalizagdo da nocao de vector tangente a variedade
num ponto. Mais concretamente, vamos ter uma definicao de tangéncia de ordem
superior, recorrendo a uma relacao de equivaléncia entre curvas suaves na variedade

que passam por um ponto fixo.

Definicao A.3.1. Seja p € M e consideremos 1 e 2 duas curvas suaves em M tais
que 11(0) = 12(0) = p. As curvas v1 e 7y dizem-se tangentes de ordem k em p se,

qualquer que seja a funcao suave [ definida numa vizinhanca de p, temos

ﬁ S

pTE (fom)(®) (foyw)®)| , para s=1,... k.

t=0 dt t=0
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Em alternativa a designacao “tangentes de ordem k”, podemos dizer que as curvas
tém um contacto de ordem k. A relacao acabada de definir é uma relagao de equivaléncia
no conjunto das curvas suaves em M que passam por p. As classes de equivaléncia
determinadas por esta relagao designam-se por k-velocidades, ou jactos de ordem k, ou

ainda k-jactos. Representamos por ['y]’g a classe de equivaléncia de uma curva v em M.

Definicao A.3.2. O fibrado tangente de ordem k denota-se por T*M e é definido como
sendo o conjunto formado pelas classes de equivaléncia de curvas em M que tém um

contacto de ordem k.

Se considerarmos, na definicao anterior, k = 0 ou k = 1, facilmente se deduzem as
identificacoes TOM = M e T'M = T M. O fibrado tangente T*M pode ser munido de

uma estrutura de variedade diferencidvel de dimensao (k+1)n. Além disso, a aplicacao

7 TFM — M

Mg — (0,

é uma submersao sobrejectiva e portanto 7% M é uma variedade fibrada sobre M e cada
uma das suas fibra é difeomorfa a R¥+tD7 Em geral, (T*M, M, ;) ndo tem a estrutura
de fibrado vectorial, sendo as excepgoes os casos em que k = 0 ou k = 1. Interessa-nos
ainda considerar as seguintes projecc¢oes naturais:

i TIM— 1M para 0<I[<k. (A.3.1)

R

Neste sentido, T*M pode ser visto como um fibrado sobre T*M para cada 0 < [ < k.

E claro que T,? = .

A.3.2 Sistema de coordenadas locais em T*M

Podemos definir um sistema de coordenadas locais em T*M a partir de um dado sistema
de coordenadas locais em M, da forma a seguir descrita. Seja (U, x!,..., 2™) um sistema

de coordenadas locais em M. Para cada ¢ = 1,...,n, construam-se os levantamentos
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das funcdes coordenadas z* : U C M — R, definidos por

(@ ' U)c TP M — R
L dl ) R 0< l < k.
o — (@t o))

t=0

Consideramos as funcées coordenadas definidas em 77,;1(U ) € TFM, induzidas pelas

funcées coordenadas z!,...,2" em U C M, dadas por
b b} ) p
1 n .1 n 1 n A3.2
oo e sy Ty Tlyev ey XL yeney Thye ey Tho,s (A.3.2)
onde :c} = (mz)i, para cada [ = 0,...,k e i = 1,...,n. Por vezes, escrevemos sim-
plesmente xf, = z*, i = 1,...,n. Refira-se que em alguns casos, por motivos técnicos,

torna-se mais 1til considerar as fungdes coordenadas z; = (1/I!)z} em vez de z}. Ao
longo deste trabalho adoptamos o sistema de coordenadas em T%M definido de acordo

com (A.3.2), ou seja, (W;I(U),xé, = PO L 1 S x}g)

Se [y]k € T*M é localmente representado por (A.3.2), um vector X € TMJS(T'“M),

vector tangente a T*M em [7]§, é dado por

X = (X? -+ XP 8.). (A.3.3)
P Ox;, Ox},

As projecgoes naturais T]i que definem T*M como um fibrado sobre T'M, 0 < I < k,
ou seja, as aplicagoes (A.3.1), escrevem-se localmente como

l n 1 n\ __ 1 1 n A 3.4

T (@0, B T @) = (Tgs e T T, T (A.3.4)

Além disso, cada uma das aplicagoes tangentes TT/,lC : T(TFM) — T(T'M) é definida,

para cada vector tangente X da forma (A.3.3), por

(Tr,g) (X) = Zn: <X? aii +o+ X ai‘) . (A.3.5)

1
i=1 0 l

A.3.3 Levantamentos

Definicao A.3.3. Seja v : [0,T] — M uma curva suave em M, com T € R*. O
levantamento de ~ para TFM ¢ dado pela curva vy, : [0,T] — TFM, definida por

Ye(t) = [k, onde y(s) = y(t +s).
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Note-se que o levantamento de uma curva suave v em M para T'M (ou seja, con-
siderando k = 1 na definigao anterior) é a curva vy; em T'M que a cada t € [0,7T] faz

corresponder o vector tangente a v em t dado na definicdo A.2.3.

Seja 7 : [0,7] — M uma curva suave em M com y(t) representado localmente pelas
coordenadas x!(t),...,x"(t), para cadat € [0,T], onde T € R*. Entdo, o levantamento
Y 2 [0,T] — TFM de ~ para T*¥M ¢é tal que cada elemento 7 (t), com t € [0,7], é

representado localmente pelas coordenadas:

dz! da™ dk ! dran
1 R A —(t),..., — —_— oo, —— ().
x (t), y L (t)v dt ( )a T dt (t)a dtk (t)> Ttk (t)

Repare-se que o vector tangente a esta curva em ¢t = 0, (dv/dt)(0), é dado por

" [ da 0 d%z’ 0 dk iy 0
Z ( ar ozl | dr? ©) o, T A (0)&@;) '

=1

Portanto, dadas duas curvas v e 0 em M, os seus correspondentes levantamentos ;. e
o, para T*M sdo tangentes em t = 0 se e s6 se v e o sdo tangentes de ordem (k + 1)

em v(0) = o(0).

A.3.4 Operador de derivagao total

Consideremos agora as injeccoes

ik s TFHM — TH(T'M)
para 1<I[<k,

k+1
0

] —  [ulb

onde v; é o levantamento para T'M da curva 7. Em particular, destacamos a injeccio

i1y : THIM — T(T'M) (4.36)

I+1
0

(] — [l

que assume um papel importante na teoria dos fibrados tangentes de ordem superior.
Note-se que, para um qualquer Q € T'HM, a imagem i1, (Q) representa o vector
tangente em ¢t = 0 ao levantamento natural v;, de uma qualquer curva ~ na classe de

equivaléncia representada por @, para T'M. Portanto, este vector tangente depende
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do representante () em geral e nao da escolha particular de + na classe de equivaléncia

associada a Q.

Importa observar que 7; ; pode ser interpretada como um campo de vectores ao longo
da projeccao TZZ_H, o que significa que satisfaz 77011 ; = Tll+1, onde 7, : T(T'M) — T'M
¢é a projeccao natural do fibrado tangente, ou seja, verifica-se a comutatividade do

seguinte diagrama:

i1,

THIM T(T'M)

l

Ti41

T'M

De forma similar ao que acontece com os campos de vectores usuais em variedades,
os campos de vectores ao longo de curvas definem operadores diferenciais de primeira
ordem que actuam em funcoes. Neste sentido, a aplicacao 7;; permite-nos construir
um operador diferencial que associa a cada funcdo em T'M uma funcdo em TH1M.

Denotaremos este operador por d: ou simplesmente por dr, caso nao haja ambiguidade

sobre o indice [ que estamos a considerar.

Definicao A.3.4. O operador dr, que associa a cada funcio f em T'M, a fungdo drf
em T'IM definida por

dr f ([V]f)ﬂ) =1 ([7]6“) ;

para cada [7]6“ € T M, designa-se por operador diferencial de Tulczyjew ou operador

de derivagao total (“total time derivative”).

Em alternativa a expressao apresentada na definicdo anterior, podemos escrever

arf (167) = dr (1) (i (D15))

Em coordenadas locais, a injeccao i1; e o operador dr sao representados, respectiva-
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mente, por

: 1 n 1 n —

B(Tgs oy TG e s Ty Ty) =

_ 1 n 1 n .1 n 1 n
= (TG oy TG e Ty T Ty T T T )

n 1 ' P
dT = sz;"‘l%
J

i=1 j=0
Observacao A.3.5. Importa referir que o operador dp se estende, de wma forma
natural, a um operador que actua nas formas diferencidveis. Este operador, que repre-
sentaremos também por dr, associa a cada p-forma em T*M wma p-forma em T*T1M.
Além disso, verifica-se dr od = d o dy, onde d € a diferenciacao exterior na dlgebra

exterior das formas diferencidveis em T*M.

A.4 Campo de vectores de Liouville de ordem superior

Para o que se segue, interessa-nos considerar as projecgoes naturais
Tr_l'TkM—>TT71M [ ]k'_>[ ]r—l 1<r<k
k . » 1Yo v 0 > para STSK.

De acordo com (A.3.4) e (A.3.5), estas projecgdes sao localmente definidas por

r—1 1 n 1 n\ __ 1 n 1 n
The (xo,...,mo,...,ajk,...,:ﬂk) = (aco,...,xo,...,xr_l,...,:nr_l)

e as respectivas aplicagoes tangentes T'r; * : T(T*M) — T(T"~' M) sdo dadas por

- 0 0
Tri N (X) = Z <X?8xi + ---+X;"‘1axil> ;

para cada X = Y1 | [X2(0/0x)) + -+ + XF(0/0x})] € TM;ST’“M, com [y]k € T*M.

Definicdo A.4.1. O fibrado vertical de T*M sobre T"~'M, que denotaremos por
V(TR M),

¢ definido como sendo o conjunto de todos os vectores tangentes a T*M que sio pro-

. r—1
Jjectados em zero por T't, .
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De acordo com esta definigio, se [y]k € TFM e X é um elemento de VTIZ_l(TkM)
em [y]k, entdo X escreve-se localmente como

" 9 L0
X = X7 X! ~ .
;( Za:c}n—i_ + Zax;)

Observacao A.4.2. No caso particular k =1 e r =1, a projec¢do 7,

L ¢ a aplicacdo

projeccdo candnica do fibrado tangente TM, 70 = 7wy : TM — M. O fibrado vertical
de TM sobre M, V™ (TM), € constituido por todos os vectores tangentes a TM que
sao projectados em zero por T'mar, ou seja, V™M (TM) é o fibrado vertical VI'M da
definicdo A.2.5.

Seja T*M X pr—1,; T(T"~'M) o fibrado induzido do fibrado tangente T(T"~' M) via

T ~1. Definam-se agora os isomorfismos de fibrados vectoriais sobre T*M (ver pagina
18 de [49])

he @ TM xpeyy T(TT M) — VT (T*M) (A.4.1)

dados localmente por

n T
0 1) —r+)li1 0
hr(mo,...,xijo,...,xr_l,X,...,X E E ]_1 - X 830}; 5
i=1 j=1 —r+j

onde, para simplificarmos a notagao, fizemos zs = xl,...,2% e X* = X{,..., X3, para

qualquer indice s utilizado.

Com o intuito de melhor compreendermos os isomorfismos acabadas de introduzir,

apresentamos uma observagao onde se analisam as situagoes em que k=1 e k = 2.

Observagao A.4.3. No caso particular k = 1, temos apenas um isomorfismo de fibrado
vectortal sobre T'M

h: TM xy TM — V(TM)

localmente dado por

h (LEO,IE1,$0,X0) = ($0,$1,0,X0) .
Se k =2, definem-se dois isomorfismos fibrados sobre T? M

hi : T°MxyTM — V2(T2M) e hy : T2MxqpyT(TM) — V2 (T?M),
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localmente definidos por

h1 ($07x17x2ax07X0) = (.%'0,.%1,%’2,0,0,2)(0)

ha (z0, 1, 22, To, 21, X°, X1) = (w0, 21, 32,0, X°,2X1) .

Observe-se que estamos a utilizar novamente a simplificacdo de notacdo vs = zk,... =
para s =0,1,2 e X° = X7,..., X}, para s =0, 1.

Consideremos ainda as aplicagoes candnicas

Gr: TFM — T(T""'M)
;o 1<r<k, (A.4.2)

onde 7: R — T"7IM, t — 7(t) = [v]5 ", para vi(s) = y(t + s).

As aplicagoes (A.4.1) e (A.4.2) permitem-nos introduzir as estruturas geométricas

que apresentamos na definicao a seguir.

Definicao A.4.4. O campo de vectores candnico de ordem r em TFM € o campo de
vectores Cy : TFEM — VTIZ_I(T]"’M) C T(T*M) definido pela sequinte composi¢do

hk—r+1

T*M Xpi—rpy T(TF"M) VT (TFM)

[dxjk—r+1

Tk M

ou seja,
Cr = hg—ry10(Id X jp—ri1),

onde Id representa a identidade em T*M.

Definicao A.4.5. O campo de vectores de Liouville de ordem k ou campo de vectores
de Liouville em T*M € o campo de vectores candnico de ordem 1 em T*M definido de

acordo com a defini¢do anterior, ou seja,

Cy = hy o (Id x j) : TM — V% (T*M) ¢ T(T*M).

Efectuando alguns célculos, deduz-se que C, é definido localmente por
n k— r+1 9

CT_ZZ T;Lil ‘ri'

J 7 :
i=1 j=1 8x7"+j*1
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Em particular, o campo de vectores de Liouville em T*M é dado por

Observagao A.4.6. Quando k=1, j1 : TM — TM € a aplicagdo identidade e temos
simplesmente o campo de vectores de Liouwville em TM, A : TM — VI M Cc TTM,

definido localmente por

A= Cl :ile ?
=1

-
oz}

Note-se que esta expressao estd de acordo com a definicao A.2.6.

Para k = 2, temos dois campos de vectores canénicos em T?M, o campo de vectores
de Liowville em T?M, ou seja, Cy : T2M — V™ (T2M) C T(T?M), e o campo de
vectores Cy : T2M — V™2 (T?M) C T(T?M), que sio dados localmente por

~ (0 i 0 ~, i 0
Ch = Z (xlaxi + 25 6:65) e Cy = ; 2x] Bl (A.4.3)

i=1 1

A.5 Estrutura candnica quase-tangente de ordem supe-

rior

Com o intuito de generalizarmos para ordem superior a nocao de estrutura canodnica
quase-tangente, comecamos por introduzir k£ endomorfismos de T(TkM ) (ou seja, cam-
pos de tensores do tipo (1,1) em T*M). Para tal, necessitamos de trés aplicacdes: as

aplicagoes hy_,4+1 definidas de acordo com (A.4.1); as inclusoes canénicas
ib_yi1 s VT (TEM) — T(T*M);
e ainda os homomorfismos de fibrados vectoriais sobre T*M definidos por
Sppq1: T(TFM) — TFM Xpr1py T(TT M)
X — (e (X), T 1 (X))
onde 7‘;;71 sao as projecgoes naturais também consideradas na seccao anterior e mpkj,
é a projeccio canénica de T(T*M) em T*M. Note-se que

Ker (sp_pi1) = VT (TFM).
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Definigdo A.5.1. O endomorfismo J, : T(T*M) — T(T*M) definido por
Jr =ik—pr10hg pp108, 1<7r <k,

designa-se por endomorfismo vertical de ordem r de T(T*M).

A relacdo existente entre os k endomorfismos acabados de definir é dada pela

seguinte proposicao:

Proposicdao A.5.2. O endomorfismo vertical J. de ordem r de T(T*M) tem carac-

teristica constante igual a (k — 1+ 1)n e satisfaz

(J)S— 0 se rs>k+1
)® =
Jrs se rs<k+1.

Observe-se que J, é localmente definido por
n k— 7‘+1

+j-1! 0
ZZ T]il o1t ®da:] 1

i=1 j=1 r+j—1

Uma estrutura quase tangente de ordem k numa variedade E de dimensao (k+1)n
é definida como sendo um endomorfismo J de TE que verifica J¥*1 = 0 e rank J = kn.
Recorde-se que T*M é uma variedade de dimensdo (k + 1)n. Assim, de acordo com a
proposicao anterior, podemos afirmar que o endomorfismo J; determina uma estrutura

quase-tangente de ordem k em T*M, visto que (J1)¥*! = 0 e rank J; = kn.

Definigdo A.5.3. O endomorfismo Jy : T(T*M) — T(T*M), isto ¢, o endomorfismo
vertical de ordem 1 de T(TkM), designa-se por estrutura candnica quase-tangente de

ordem k em T*M, ou simplesmente, estrutura candnica quase-tangente em T*M.

Observacgao A.5.4. Na situacao particular k = 2, temos dois endomorfismos verticais

de T(T?>M), Jy e Ja, cujas representagdes matriciais sao, respectivamente,
0 0 O 0 00

Ji=|1, 0 0 e =10 0 0], (A5.1)
0 21, 0O 2, 0 0
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onde I, e 0 representam a matriz identidade e a matriz nula de ordem n, respecti-
vamente. Neste caso, tem-se (J1)® = 0 e rank J; = 2n, portanto Ji determina uma
estrutura quase-tangente de ordem 2 em T?M . Jy € a estrutura candnica quase-tangente

em T2M. Observe-se ainda que (J1)* = Ja.

Fazendo uso da definigdo A.5.1 de endomorfismo vertical e da definicao A.4.4 de
campo de vectores candnico, facilmente se estabelece uma relagao entre estes dois tipos

de estruturas de T*M, e que apresentamos na proposicao a seguir.

Proposicao A.5.5. Sejam J; os endomorfismos verticais de ordem i de T(T*M) e C;

0s campos de vectores candnicos de ordem i em TFM (i=r,s). Verificam-se as sequintes

relacoes:
0 se r+s>k+1
JrCs =
Crys se r+s<k+1
se r+s>k+1
[C’Fv‘]s] =
—Sdrys—1 se r+s<k+1
[, Js] = 0,

onde 1 <r,s<k.

Observagao A.5.6. Tendo em aten¢do a proposicao anterior, no caso do fibrado tan-

gente T?>M (k =2), vem Cy = J1Cy.

A.6 Derivagoes e diferenciacao verticais

Seja A(T*M) := D,>0 NP(T*M) a 4lgebra exterior de T*M, onde AP(T*M) repre-
senta o espaco vectorial das p-formas diferencidveis em T%M.
Consideremos os endomorfismos verticais J, de ordem r de T(T kv ), 1 <r <k,

apresentados na seccao anterior. Vamos necessitar do seguinte conceito de operador

adjunto de J,:
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Definigdo A.6.1. O operador vertical de ordem r em T¥M, denotado por JF, € o
endomorfismo de \(T*M), definido por

Jw(Xy, .. X)) =w (X1, 0 X)),

onde w € N\P(T*M) e X1, ...,X, sdo campos de vectores em T*M.

Se f é uma funcao em T*M, entdo, J*f = f. Além disso, localmente temos

, 0 se l<r
J)(dxy) = I ,
(i) ydwp_, se I=>7

(l—nr)

Da proposicao A.5.2 resulta o seguinte:

, para 1<i<n, 0<ZI[I<k.

Proposicao A.6.2. O operador vertical J; de ordem r em T*M satisfaz

s 0 se rs>k+1
(J7)” =
Jr, ose rs<k+1.

Da teoria geral das derivacoes em &lgebras exteriores (consultar [49], em particu-
lar, as referéncias a Frolicher e Nijenhuis nesse artigo), sabemos que se F representa
uma variedade diferenciavel arbitraria, entao a cada endomorfismo F' de T FE podemos

associar duas derivacoes® na algebra exterior de E:

e Uma derivagao ip de tipo i, (ou seja, uma derivagao que actua trivialmente nas
O-formas), definida, para qualquer p-forma w e quaisquer campos de vectores

X1,...,Xpem E, por ipw(X1,...,X,) => 0 (X1,... ., FXi,...,Xp).

2Seguindo a abordagem de Frolicher e Nijenhuis para a teoria das derivacdes, uma derivacio de grau r
na dlgebra exterior A (E) é uma aplicagdo linear D : A(E) — A(E) que satisfaz grau(Dw)=grau(w)+r;
e D(wAn) = DwAn+ (—=1)’"w A Dn, para quaisquer w € A*(E), n € A(E) e onde A representa o
produto exterior de formas diferencidveis. Para caracterizar uma derivagdo em A (FE) basta conhecer o
seu comportamento em A’(E) e A'(E), ou seja, em funcdes e 1-formas em E.

Dadas duas derivagdes D e D’ de grau r e r’, respectivamente, define-se o comutador de D e D’

como sendo [D, D'| = DD’ — (=1)""' D'D.
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e Uma derivagao dr de tipo d, (ou seja, uma derivacdo que comuta com a diferen-
ciagao exterior em relagdo ao comutador de derivagoes, [dr,d] = 0), definida por

dp = lip,d) = ipd — dip.

No ambito do paragrafo anterior, associamos a cada endomorfismo vertical J, de or-
dem r de T(T*M), 1 < r < k, duas derivaces na dlgebra exterior \(T*M): a derivacio
17, de tipo . e a derivagao dj, de tipo d.. Estas duas aplicacoes lineares levam-nos aos

conceitos de derivagao e diferenciacao verticais, que apresentamos a seguir.

Definicao A.6.3. Para cada 1 < r < k, a aplicagio iy, : N(T*M) — N(TFM),
definida para cada w € NP(T*M), por

p
(X1, Xp) =Y WXy, X, Xp)
=1

é a derivagdo de grau zero (aplica p-formas em p-formas) e de tipo i, na dlgebra exterior

AN(TFM), denominada por derivacio vertical de ordem r em N\(T*M).

As identidades apresentadas na proposicao a seguir caracterizam por completo a

derivagao ij,.

Proposicao A.6.4. A derivagio vertical de ordem r em \(T*M) satisfaz as sequintes

identidades:
i, f=0 e ig.df = Jx(df),

para toda o funcao f em TFM.

Por conseguinte,
A 0 se I<r
i, (dx)) = I A , para 1<i<n, 0<I[<k.

Definicao A.6.5. A diferenciacdo vertical de ordem r em N\(T*M) ¢ a derivacdo de
grau 1 (a cada p-forma faz corresponder uma (p+1)-forma) e tipo d. na dlgebra exterior

N(TFM), que denotaremos por dj,, dada pelo comutador

dj. =lig.,d =1i5d—dij,
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onde d representa a diferenciacao exterior.
A diferenciacao dj, fica caracterizada por inteiro através das identidades apresen-
tadas no seguinte resultado:

Proposicao A.6.6. A diferenciacio vertical dj de ordem v em N\(T*M) verifica as

seguintes relagoes:
dpf=JHdf) e dydf =—d(Jdf),

para toda a funcdo f em TFM.

Assim, localmente temos

dJr Z Z dxl r

i=1 l=r
dy,(dzi) =0, para 1<i<n, 0<I[<k.

Observagao A.6.7. Note-se que se estivermos em TM (ou seja com k = 1) temos

dJ1f Z

Por outro lado, na situacao em que k = 2, obtemos

dnf= Z ( gf 1) € d,
)

para f uma funcéo em T?M.

onde f € uma funcao em T M.

A.7 Formas semi-basicas

Seja J* o operador vertical de ordem r em T*M apresentado na definicio A.6.1.
Definigao A.7.1. Uma p-forma w em TFM diz-se semi-bdsica de tipo r se w € Im J?.
Os conceitos de derivagao e diferenciacao verticais na dlgebra exterior das formas

diferencigveis em T% M, apresentados na seccao anterior, podem ser analisados no con-

texto das formas diferencidveis semi-bdsicas. Para um estudo aprofundado sobre o
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assunto sugere-se [49], onde se encontram alguns resultados de que necessitamos nesta

dissertacao e que passamos a expor.

Lema A.7.2. Uma forma diferencidvel w de grau 1 (forma Pfaffiana ou 1-forma) em

TEM € semi-bdsica de tipo r se e s6 se pode ser localmente escrita como

n k—r
w= E E whdat,
i=1 1=0
; ~ ; _ 1 1 L
para determinadas fungoes reais w; = w; (xo, N T - S ,I’Z), i1=1,...,n, onde
(x(l), NN 73711w ...,x}) € um sistema de coordenadas locais em TkEM.

Consideremos as projeccoes naturais T,f_r : TFM — T* "M definidas de acordo
com (A.3.1) e consideremos ainda as projeccdes canénicas mpwy, : T(TFM) — TFM e

Tri—ryy 2 T*(TF7"M) — T+~ M. Interessa-nos o seguinte teorema:
Teorema A.7.3. A correspondéncia
W(X) = (Do mpuy) (X)) (Trf7(X)), X e T(T*M),

determina uma bijeccio entre as 1-formas w semi-bdsicas de tipo v em TFM e as
aplicagoes

D :TEM — T*(T* " M)

tais que

Trk—rpg © D = T/:*r.

Note-se que a correspondéncia apresentada no teorema anterior se traduz por
w=< Dompy, T >,

onde < .,. > representa o produto dualidade canoénica de vectores e covectores em

TF"M, isto é, < f, 9> (2) = (f(2) 0 g)(2).

Se a 1-forma semi-basica w do tipo r é dada localmente pela expressao apresentada

no lema A.7.2, entdo facilmente se deduz que o morfismo de fibras D sobre T¥~"M do
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teorema anterior, correspondente a w, se representa localmente por
D(:1:5,...,3:8,...,xk,...,xﬁ) =
= (:U(l),...,:ng,...,:E}%T,...,:szr,w?,...,wg,...,wfﬂ,...,wk_r) .
Corolério A.7.4. Se \y_, ¢ a forma de Liowville em T*(T*~"M), entdo

D*Ak,r = W,

onde w € uma 1-forma semi-bdsica de tipor em T*M e D € a aplicacio que se relaciona

com w no sentido do teorema anterior.



Apeéndice B

Grupos de Lie e accoes de grupos

de Lie

Este apéndice surge como um suporte ao estudo dos polinémios cibicos Riemanni-
anos em grupos de Lie. Neste sentido, comecaremos por expor as definicoes de grupo
de Lie e de algebra de Lie, assim como algumas propriedades béasicas. Em seguida,
apresentaremos conceitos e resultados elementares que envolvem acgoes suaves de gru-
pos de Lie em variedades diferencidveis, usados essencialmente nos capitulos 2 e 3.
Recordaremos a nocao de aplicacao momento que é uma generalizagdo geométrica dos
classicos momentos linear e angular da mecanica. Esta é uma ferramenta que enriquece
substancialmente o processo de reducao de sistemas dinamicos com grupos de sime-
trias. Abordaremos ainda o grupo de Lie produto semidirecto de um grupo de Lie e
um espago vectorial, descrito através de uma accao do grupo no espago vectorial. As
referéncias utilizadas sdo essencialmente [1, 17, 42, 46, 50, 55, 71]. Para um estudo

detalhado sobre variedades diferencidveis consultar, por exemplo, [22].

169
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B.1 Grupos de Lie e algebras de Lie

Definicao B.1.1. Um grupo é um conjunto ndao vazio G com uma opera¢do bindria
G x G — G, (9,h) — gh, usualmente designada por multiplicagdo, que satisfaz as

sequintes propriedades:

(i) A operagdio é associativa, ou seja, se g,h,k € G, entao g(hk) = (gh)k.

(ii) Existe um elemento e € G tal que eg = ge = g, para qualquer g € G. O elemento

e designa-se por identidade do grupo.

1

(ii) Para cada g € G, existe um elemento g~ € G tal que gg~' = g~ 'g = e e que se

diz o inverso de g.

Definicao B.1.2. Um grupo de Lie é uma variedade diferencidvel G munida com uma
estrutura de grupo tal que as operagoes multiplicacio G x G — G, (g,h) — gh e

1

imversao G — G, g — g~ sdo suaves.

Neste trabalho assumimos que os grupos de Lie considerados tém dimensao finita.

Exemplo B.1.3. O conjunto das matrizes reais n X n e invertiveis € um grupo de
Lie de dimensdo n?, designado por grupo geral linear e denotado por GL(n,R). De
facto, GL(n,R) € uma variedade diferencidvel porque pode ser identificado com um

2

subcongunto aberto do espago vectorial real M(n,R) de dimensao n® constituido por

todas as matrizes reais n X n. Mais concretamente, considerando o aberto R\ {0} e
a aplicagdo det : M(n,R) — R, A — det A, temos GL(n,R) = det }(R\ {0}) € um
aberto de M(n,R), uma vez que M(n,R) é uma variedade diferencidvel (de dimensao
n? e isomorfa a R”Q) e a aplicagao det € continua (dado que det A é uma fungdao
polinomial nas entradas da matriz A). Além disso, GL(n,R) é um grupo com operagées
multiplicacao e inversao dadas, respectivamente, pela multiplicacao e pela inversao de
matrizes. O elemento identidade € a matriz identidade. As operacdes de grupo sdo

suaves uma vez que as formulas para o produto e a inversa de matrizes sao suaves

nas componentes da matriz. De facto, para cada A, B € GL(n,R), AB € uma funcao
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polinomial nas entradas de A e B; o elemento inverso de cada A € GL(n,R) ¢é dado
por A=t = A*/det A, onde A* é a matriz que se obtém de A substituindo cada elemento

pelo seu complemento algébrico e transpondo em sequida, e dado que det A # 0, A1 ¢é

uma funcao racional nas entradas de A com denominador diferente de zero.
Definicao B.1.4. Seja G um grupo de Lie e g € G. As aplicacdes

Ly: G — G R,: G — G
h +—— gh h +—— hg

dizem-se, respectivamente, as translagoes a esquerda e a direita por g.

Proposicao B.1.5. Seja G um grupo de Lie. Entao,

1. As translagoes a esquerda e a direita por um elemento de G sdo difeomorfismos.

2. As aplicagoes tangentes das translacées a esquerda e a direita num ponto sdo

isomorfismos.

Demonstragao. Dado g € G, é ébvio que as translacoes L, e R, sao suaves pois
escrevem-se como composicoes de fungoes suaves: Ly € a composicao da operacao mul-
tiplicagao com a funcdo G — G X G, h — (g, h); e R, é a composicao da operacao multi-
plicacdo com a fungdo G — GxG, h +— (h, g). Note-se que L, = R, = Id, LyoLp = Lg,
e Ry o Ry, = Ry, para quaisquer g,h € G. Assim, (Ly)™' = Lyne (Ry)~! = Ry-1.
Logo, as aplicacoes inversas de L, e R, também sao suaves e, portanto, L, e [74 sao
difeomorfismos. Para demonstrar o segundo ponto da proposicao basta observar que,
usando a regra da cadeia, podemos escrever Ty Ly 0 TpLy = Ty(Ly-1 0 Ly) = Id e
ThgRy—1 o TRy = Th(Ry—1 o Ry) = Id, para quaisquer g,h € G. Logo, as aplicagoes
tangentes Ty L4 e Tj, Ry, respectivamente, de Ly e de Ry em h € G, admitem inversas e

portanto sao isomorfismos. O

Refira-se ainda que as translagoes a esquerda e direita comutam uma com a outra,

ou seja, Ly o Ry, = Ry, o Ly, para quaisquer g,h € G.
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Definicao B.1.6. Um homomorfismo de grupos de Lie € uma aplica¢do suave f entre
dois grupos de Lie G e H que preserva as operacgoes de grupo. Se o homomorfismo de

grupos de Lie f ¢é uma bijeccao, entao f diz-se um isomorfismo de G em H.

Definicao B.1.7. Seja G um grupo de Lie. Um subgrupo H de G diz-se um subgrupo

de Lie se H é também um grupo de Lie e a inclusio i : H — G € uma imersao®.

Definicao B.1.8. Um espacgo vectorial real g diz-se uma dlgebra de Lie se estiver
equipado com uma operacgdo [.,.]: g X g — @, designada por paréntesis de Lie de g, que

verifica as sequintes propriedades:

(i) [aY+bZ,W]=a[Y,W]+b[Z, W] (bilinearidade),
(i) [Y,Z]=-[Z,Y] (anti-simetria),

(i) [Y,[Z,W]]+[Z,[W,Y]]+[W,[Y,Z]]=0 (identidade de Jacobi),

para quaisquer Y, Z,W € g e a,b € R.

Definicao B.1.9. Seja (g,[.,.]) uma dlgebra de Lie. Um subespago vectorial s de g

diz-se uma subdlgebra de Lie de g se |Y,Z] € s, para quaisquer Y, Z € s.

Definicao B.1.10. Duas dlgebras de Lie (g,[.,.]g) e (b,[.,.]y) dizem-se isomorfas se
existe um isomorfismo f entre os espaco vectoriais g e § que satisfaz a identidade

(Y, Z]g) = [f(Y), f(Z)]y, para quaisquer Y, Z € g.

Refira-se que o paréntesis de Lie de quaisquer dois elementos de uma algebra de Lie
se determina a partir dos parénteses de Lie dos elementos da base da algebra. Se g é

uma &lgebra de Lie de dimensao n e {X1,..., X, } é uma base de g, temos

X5, X5 =Y CEXy,
k=1

! Recorde-se que uma aplicacio suave f : N — M entre duas variedades diferenciveis diz-se uma
imerséo se a aplicacdo linear T, f : T, N — Ty(,)M (aplicacdo tangente de f em n) é injectiva para
qualquer n € N. Se para além disso, a aplicagao f for injectiva, dizemos que f é uma imersio injectiva.

(Consultar, por exemplo, pagina 5 de [71] ou pdginas 11, 12 e 13 de [46].)
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para quaisquer X;, X; elementos da base de g e onde ij sdo n? constantes reais,
1,7,k = 1,...,n, designadas por constantes de estrutura da dlgebra relativamente a
base {Xj,...,X,}. Duas algebras de Lie sdo isomorfas se e s6 se tém as mesmas

constantes de estrutura (relativamente a uma certa base).

Exemplo B.1.11. O espaco euclidiano R?, munido com o produto externo x como
seu paréntesis de Lie, ¢ uma dlgebra de Lie. De facto, as propriedades de bilinearidade
e anti-simetria sdo consequéncia imediata da definicdo de produto externo em R3. Por
outro lado, a identidade de Jacobi resulta da identidade de Lagrange para o produto

externo:

ux (vxw)=(u-wv—(u v)w, uv,weR, (B.1.1)
onde - denota o produto interno em R3.

Exemplo B.1.12. O conjunto de todas as matrizes reais n X n, equipado com o comu-
tador de matrizes [A, Bl = AB — BA como seu paréntesis de Lie, é uma dlgebra de Lie
que denotamos por gl(n,R). As propriedades de bilinearidade e anti-simetria sio con-
sequéncia da defini¢ao de comutador de matrizes e do facto de gl(n,R) ser um espago
vectorial relativamente a adicdo de matrizes e a multiplicacao escalar. A identidade de

Jacobi vem da propriedade associativa do produto de matrizes.

Exemplo B.1.13. O espaco vectorial X(M) dos campos de vectores suaves de uma
variedade diferencidvel M € uma dlgebra de Lie para o produto de Lie usual de campos
de vectores em M dado por (Y,Z) € X(M) — [Y,Z] € X(M), onde [Y,Z] € o campo
de vectores em M que associa a cada p € M um vector [Y,Z], € T,M definido por
Y, Z],(f) = Y (Zf) — Z,(Y f), para qualquer fung¢ao suave f em M. Localmente, se

(z1,...,2"™) é um sistema de coordenadas locais em M, para cadaY =1 | Y(9/0x")
eZ =31 ,24d/0z"), temos Y, Z] = > =1 Y (027 )02%) — Z* (0Y7 /0x)] (8/0a7).

Para mais pormenores sobre esta dlgebra de Lie consultar [22].

Definicao B.1.14. Um campo de vectores Y num grupo de Lie G diz-se invariante a

esquerda se para todo o g € G o prolongamento (“push-forward”) de 'Y pela translagao
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Ly coincide com Y, (Lg).Y =Y, ou seja, TLyoY =Y o L,. O que significa que
(ThLg)(Y(h)) =Y (gh), paratodo heQG.
Representamos por X7(G) o conjunto formado por todos os campos de vectores
definidos no grupo de Lie G e invariantes a esquerda.

Observacao B.1.15. Note-se que qualquer Y € Xr(G) fica completamente determi-

nado pela sua imagem na identidade do grupo. De facto, da definicao B.1.14 vem
Y(9) = (TeLg)(Y(e)), para qualquer g€ G.
Proposicao B.1.16. X1(G) € uma subdlgebra de Lie da dlgebra de Lie X (G).

Demonstragao. Se Y, Z € X(G) e g € G, (Lg)«[Y,Z] = [(Lg):+Y,(Lg):Z] = [Y, Z].

Logo, [Y, Z] € X, e de acordo com a definigdo B.1.9, a demonstragao estd concluida. [

Exemplo B.1.17. Seja G um grupo de Lie e T.G o espaco tangente a G no seu
elemento identidade e. Note-se que a cada u € T.G podemos associar um campo de

vectores invariante a esquerda X, € X (G) considerando
Xu(g) = TeLgu, (B.1.2)

para cada g € G. O espaco vectorial T.G € uma dlgebra de Lie quando munido com o

paréntesis de Lie definido, para cada u,v € T.G, por [u,v] = [Xu, Xy](e).

Definicao B.1.18. A dlgebra de Lie T.G, definida de acordo com o exemplo anterior,
designa-se por dlgebra de Lie do grupo de Lie G e denota-se por g.

Proposicao B.1.19. As dlgebras de Lie X1(G) e T.G sdo isomorfas.
Demonstragao. Face ao exposto na observacao B.1.15, para demonstrar o pretendido é

apenas necessario ter em atencao a igualdade [X,, X,| = X [up]> U,V € TeG, e observar

que as seguintes aplicagoes lineares estao bem definidas
G :X(G) = TG, Y — Y(e) e (o TG — X(G), u— Xy,

onde X, é definido por (B.1.2), e que satisfazem (10(s = Idr.g e (20(1 = Idx, (). U
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Finalizamos a presente sec¢ao com algumas consideragoes sobre um conceito que nos
permite uma abordagem alternativa (em termos de linguagem e notagao) aos resultados
associados a trivializacao de T'G descrita no capitulo 2. Referimo-nos a forma de
Maurer-Cartan num grupo de Lie. Acerca da caracterizagao e propriedades da forma

de Maurer-Cartan recomenda-se a consulta de [75].

Definicao B.1.20. A forma de Maurer-Cartan (invariante a esquerda) num grupo de
Lie G € a 1-forma A em G com valores em g definida, para cada x € G, pelo isomorfismo
Az 2 T,G — g, dado por

Ap(Vz) = Ty Ly—1vy,

para cada vy € T,G.

Refira-se que, por vezes, escrevemos simplesmente A(vg) em vez de Az (vy).

Recordamos ainda a equagao (estrutural da forma) de Maurer-Cartan, que carac-
teriza a derivada exterior da forma de Maurer-Cartan A num grupo de Lie G, e que é
dada por

dr + %[A, N =0, (B.1.3)

onde [\, A\] é a 2-forma em G com valores em g, definida, para quaisquer campos de
vectores Z e W em G, por [\, \|(Z, W) := 2[A(Z), \(W)]. Importa referir que a equacao
de Maurer-Cartan assume um papel relevante na teoria dos grupos de Lie, no sentido

em que permite caracterizar localmente o grupo de Lie ([75]).

B.2 Accao de um grupo de Lie numa variedade

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao finita e G um grupo de Lie.

Definicao B.2.1. Uma ac¢do a esquerda (respectivamente, o direita) de G em M ¢

uma aplica¢ao suave ¢ : G x M — M (respectivamente, 1 : M x G — M ) que satisfaz

(i) ¢(e,x) = x (respectivamente, (x,e) = x),
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(it) ¢(g,d(h,x)) = d(gh, x) (respectivamente, V(Y (x,g), h) = P (z, gh)),
para todo o x € M e g,h € G.

Os conceitos e propriedades apresentados nesta e na préoxima seccao dizem respeito

as acgoes a esquerda, consideragoes similares podem ser feitas para as acgoes a direita.

Se ¢ é uma accao (& esquerda) de G em M, é comum usar-se qualquer uma das

seguinte notagoes:

g-x=09(g,2) = ¢g(x) = 9"(9), geGzeM.
O terno (M, G, ¢) diz-se um G-espago ou uma G-variedade.

Observagao B.2.2. Para cada g € G, a aplicagdo ¢pg : M — M, x — ¢(g,z) € um
difeomorfismo com inversa ((;Sg)_l = ¢g-1. Note-se que as condigoes da defini¢ao de
acgao escrevem-se de forma equivalente como (i) e = idy e (1) Qgn = ¢g 0 ¢p. Neste
sentido, em alternativa a definicdo apresentada, dizemos que temos uma acgao de G em
M quando a aplicagcio g — ¢4 € um homomorfismo de G' no grupo de difeomorfismos
de M. Neste ambito, quando M ¢é um espaco vectorial e ¢, uma transformacao linear,

a accao de G em M diz-se wma representacdo de G em M.

A um G-espago podemos associar novas acgoes de grupo construidas por restrigao,
da forma apresentada no lema a seguir (que pode ser encontrado em [71], pdgina 51).
Para formular o lema precisamos de recordar a nogao de subvariedade inicial (consultar,

por exemplo, pagina 5 de [71] ou paginas 11, 12 e 13 de [46]):

Definicao B.2.3. Uma subvariedade N de uma variedade diferencidvel M diz-se uma
subvariedade inicial se a inclusdo i : N — M ¢é uma tmersao reqular, isto €, i € uma
imersao injectiva (recorde-se a nota de rodapé 1 deste apéndice) que satisfaz a sequinte
condicdo: para qualquer variedade diferencidvel P, uma aplicacdo arbitrdria g : P — N

€ suave se € s6 seiog: P — M € suave.

Lema B.2.4. Sejam (M,G,®) um G-espago, H um subgrupo de Lie de G, e N uma

subvariedade inicial H-invariante de M (ou seja, N é uma subvariedade inicial de M
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que verifica ¢(h,n) € N,¥(h,n) € H x N). A aplicagio ® : H x N — N dada por
®(h,n) = ¢(h,n) torna (N, H,®) num H-espago.

Interessa-nos agora apresentar a descri¢ao infinitesimal de uma acgao. Seja (M, G, ¢)

uma G-variedade. Se Y € g, entao a aplicagao

RxM — M
(t,z) +— olexp(tY),x)

é uma accao de R em M. Esta accao pode ser interpretada como sendo o fluxo em M

do campo de vectores completo?

Yy: M — ™M

d
T — %qﬁ(e:vp(tY),x)) .

(B.2.1)

que se pode definir como Yy (z) = (T.¢%) (Y), para cada z € M.3

Definicao B.2.5. Se (M,G,¢) é uma G-variedade, o campo de vectores Ya; em M
definido por (B.2.1) designa-se por gerador infinitesimal da ac¢ao ¢ correspondente a

Yeg.

Teorema B.2.6. ([1, 55]) Seja G um grupo de Lie. A aplicacaoY € g— Yy € X (M)

€ um antihomomorfismo de dlgebras de Lie, isto é, satisfaz as condicdes
(aY—|—bZ)M:aYM—|—bZM e [}/,Z]M:—[YM,ZM],

para a,b € ReY,Z € g, e onde X(M) denota a dlgebra de Lie constituida pelos campos
de vectores em M (do exemplo B.1.13).

2Um campo de vectores X numa variedade diferencidvel M diz-se completo se o conjunto definido
por {(¢t,x) € R x M : existe uma curva integralc: I — M de X em = comt € I} é igual a R x M.

Dado um campo de vectores completo X em M, define-se o fluxo de X como sendo a aplicacao
F:Rx M — M tal que F, : t — F(t,z) é uma curva integral de X em z, para todo o = € M, isto é,

F.(0) =z e Fy(t) = X(F.(t)) (existe uma tinica aplicacido F nestas condigdes).
3Seja a(t) = exp(tY) a geodésica em G com a(0) = e e &(0) = Y, entdo, por definicio temos

(Te¢™) (V) = £ (6" 0 0)(t)|,_, = Fo(eap(tY),))|,_, = Yu(2).
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No contexto do teorema anterior, uma ac¢do a esquerda de uma dlgebra de Lie
g numa variedade diferencidvel M é definida como sendo um antihomomorfismo de
algebras de Lie Y € g+— Yy € X (M) tal que (x,Y) € M x g+— Yy (x) € TM é uma

aplicacao suave.

Definigao B.2.7. Dada uma ac¢do de um grupo de Lie, a ac¢ao da dlgebra de Lie in-
duzida pelos seus geradores infinitesimais chama-se a accdo da dlgebra de Lie associada

a acgdo do grupo.

Apresentamos de seguida algumas nocoes 1teis para este trabalho.

Definicao B.2.8. Seja ¢ uma ac¢do suave do grupo de Lie G na variedade M. O
grupo de isotropia (ou estabilizador ou grupo de simetria) de um elemento x € M € o

subgrupo fechado de G definido por
Gy ={9€G: ¢4(x) = x}.

A dlgebra de Lie do grupo de isotropia de x € constituida pelos elementos da dlgebra de

Lie g cujo correspondente gerador infinitesimal de ¢ se anula em x, ou seja,
g ={Y €g:Yy(x) =0}

e designa-se por dlgebra de isotropia (ou estabilizadora ou dlgebra de simetria) de x.

Note-se que o facto de a aplicacao ¢* : G — M, g — ¢(g, ) ser suave e de termos
G, = (¢*)~!(x), garante-nos que o subgrupo de isotropia G é um subgrupo fechado
de G. Entao, GG, é uma subvariedade de G e em particular um subgrupo de Lie de G

(consultar, por exemplo, pdgina 259 de [1] ou pagina 42 de [46]).

Definicao B.2.9. Seja ¢ uma acg¢do suave do grupo de Lie G na variedade M. A

orbita de um ponto x € M sob a ac¢ao do grupo (ou G-drbita por x) é o conjunto

0, =G -z ={¢4(x): g€ G} C M.
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O espaco das drbitas denota-se por M /G e é definido como sendo o espago das
classes de equivaléncia correspondentes a relagao de equivaléncia de pertencer a mesma
érbita, isto €, a relagdo = ~ y se e s6 se existe um elemento g € G tal que ¢4(z) = v,
com x,y € M. Seja

Tq¢: M — M/G

a aplicacdo projeccao que associa a cada x € M a sua classe de equivaléncia em M/G.
Podemos munir o espaco das drbitas com a topologia quociente, ou seja, tal que a
seguinte condigao se verifica: um subconjunto U de M /G é aberto se, por definigao,
w&l(U ) é aberto em M. Neste contexto, a projecgdo mg ¢ uma aplicacdo continua
e aberta (ver, por exemplo, pagina 56 de [71]). Refira-se que, em geral, o espago
das érbitas nao é uma variedade diferencidvel, para que tal acontega a acgdo tem que
satisfazer condigoes adicionais (como acontece, por exemplo, na situacdo apresentada

mais a frente no lema B.2.18).

Observagao B.2.10. Seja H um subgrupo de Lie fechado de G. O co-conjunto gH
de um elemento g € G em relacdo ao subgrupo H ¢ o subconjunto de G definido por
gH ={gh : h € H}. Representamos por G/H o conjunto dos co-conjuntos em relagio a
H. Na realidade, G/H € o espago quociente de G pela relagio de equivaléncia g1 ~ g2
se e s se gl_lgg € H ([50]); ou numa abordagem equivalente, G/H € o espaco das
orbitas associado a uma acg¢ao a direita de H em G obtida por restrigio (no sentido
do lema B.2.4) da acgio de G sobre si préprio por translagoes a direita ([71]). E
possivel mostrar, quer se considere a primeira ou a sequnda abordagem mencionadas,
que G/H € uma variedade diferencidvel tal que a projec¢do candnica m: G — G/H é

uma submersao (isto é, a aplicacdo tangente de ™ em x € sobrejectiva, para qualquer

x € G). Este tipo de variedades quocientes sao designadas por variedades homogéneas.

Seja agora ¢ uma acgdo suave do grupo de Lie G na variedade M. Em virtude de o
subgrupo de isotropia G, de um elemento x € M ser sempre um subgrupo fechado de G,
a construgdo exposta no pardgrafo anterior garante-nos que o espago quociente G/G,, é
sempre uma variedade diferenciavel homogénea. Seja Op = G-x a G-orbita por x. Uma

vez que a aplicagao ¢* : G — M, g+ ¢(g,x) € constante em cada 9G4, g € G (ou seja,
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se h € Gy, entdo ¢*(gh) = ¢*(g)), esta aplicagdo induz uma bijec¢io de G/G, em Oy
dada por gG, € G/Gy — ¢(x,g9) € O,. Neste contexto, podemos considerar a orbita
O, como uma variedade equipada com a unica estrutura diferencidvel que torna esta
bijeccao um difeomorfismo. O espaco tangente a orbita num ponto z € Oy € dado por
T.0, =T,(G-x) ={Yum(z) : Y € g}, onde Yas € o gerador infinitesimal da acgdo ¢
correspondente a Y. (Para uma leitura detalhada sobre este assunto, consultar pdgina

422 de [50] ou pdgina 62 de [71], ou ainda pdgina 45 de [46].)

Seguem-se alguns exemplos de acgoes de grupos de Lie (os exemplos apresentados

sao todos de acgoes a esquerda, excepto um dos casos do primeiro exemplo).

Exemplo B.2.11. A ac¢do de um grupo sobre si proprio por transla¢des & esquerda:

A GxG — G
(9.h) — Lgh=gh.

Repare-se que Ay = Ly, para cada g € G. Por outro lado, A" = Ry, para cada h € G. O
gerador infinitesimal para Y € g € definido por Yg(g) := (T.A?)(Y) =T.R;Y, g € G.

A accdo de um grupo sobre si proprio por conjugacao também € uma accdo a es-
querda:
GxG — G
(g,h) +— (qu o Lg) (h) = g~ 'hg.

Refira-se que se considerarmos

GxG@ — G
(h,g) +— (RgoLy1)(h)=ghg™!,

temos uma accao a direita do grupo sobre si proprio.
Exemplo B.2.12. A accdo adjunta de um grupo na sua dlgebra:

Ad: Gxg — g
(9,Y) +— AdyY =T.(Ry-10L,)Y.
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A acgao adjunta dd-nos uma representacao de G em g (no sentido descrito na ob-
servagdo B.2.2):
Ad: G — Aut(g)
g — Adyg=T.(Ry,10Ly).

Fazendo uso da propriedade (d/dt) (Adexp(ty)Z) Y, Z] = adyZ, Z € g, mos-

‘t:O = |

tra-se que o gerador infinitesimal para Y € g € dado por Yy = ady. Portanto, de

acordo com a definicao B.2.7,

ad: g — End(g)

Y — ady

€ a acgdo da dlgebra de Lie g associada o ac¢do adjunta do grupo G, que se diz a

representacao adjunta de g.

Exemplo B.2.13. A acc¢do coadjunta de um grupo no dual da sua dlgebra:

Ad*: Gxg" — g

(g:1) +— Adi_ip,

com (Ad;,lu) Y) = ,u(Adqu), Y € g. A acgdo coadjunta dd-nos uma repre-

sentacao de G em g* (no sentido descrito na observag¢io B.2.2):
Ad*: G — Aut(g¥)
g +— Ad;_l.
O gerador infinitesimal para Y € g € dado por Yy = —ady,, onde assumimos que
adypt = poady, i € g*. Assim, de acordo com a definicio B.2.7,
ad*: g — End(g")
Y +—  —ady

€ a accao da dlgebra de Lie g associada a ac¢do coadjunta do grupo G, que se diz a
representacdo coadjunta de g. No ambito deste exemplo, ¢ importante ainda observar

o sequinte:
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e Chamamos subgrupo de isotropia coadjunto de G ao subgrupo de isotropia G, de

um elemento p € g* associado & ac¢do coadjunta do grupo. Por consequinte,
Gu={9€G:Ad\p=p}={g€G:Adgp = p}. (B.2.2)
o A dlgebra de Lie de G, diz-se a subdlgebra de isotropia coadjunta e é definida por
gp =1{Y €g:adyp =0}
o A orbita coadjunta por p € g* € por definicdo a orbita do elemento p sob a ac¢do
coadjunta Ad*, isto €,
Op=G-p={Ad,..p:9g€G}Cg (B.2.3)
Neste caso, tem-se
Te0, =T (G- p) = {—ady{ : Y € g},
para cada § € O,,.

Exemplo B.2.14. O levantamento tangente da ac¢do do grupo.

Uma acg¢ao suave ¢ : G x M — M induz uma acgao natural
o' GxTM —TM

de G no fibrado tangente T M, designada por levantamento tangente da ac¢ao do grupo
e que é definida por ¢ (g,vs) = (Tudpy) (vz), onde g € G, x € M e v, € TyM, isto ¢,

¢f =Ty
Exemplo B.2.15. O levantamento cotangente da ac¢do do grupo.

Uma acg¢ao suave ¢ : G x M — M induz uma acgao natural
o7 G X T*M — T*M

de G no fibrado cotangente T*M designada por levantamento cotangente da ac¢do do

grupo e definida por (;55* =T"¢,-1, ou seja, ¢ (g, az) = (T(Z(g m)(j)g—l) (ag), para cada
geG, zeMeay,cT;M.
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Consideremos agora algumas propriedades que caracterizam diversos tipos de accoes.

Definicao B.2.16. Uma ac¢do ¢ do grupo de Lie G na variedade M diz-se:

e Transitiva, se existe apenas uma Orbita.

e Efectiva, se a aplicagio g — ¢4 € injectiva, ou de forma equivalente, se a identi-

dade ¢4 = idps implica que g = e.

e Livre, se o grupo de isotropia de todo o elemento x € M € constituido apenas pela

identidade do grupo, G, = {e}.

e Propria, se a aplicagio ¢ : G x M — M x M, (g, ) — (x,$(g,)) € prépria, isto

¢, se K C M x M é compacto, entdo ¢~ (K) também é compacto.

Importa observar que se o grupo de Lie G que actua na variedade M é um grupo
de Lie compacto, entao a condicao apresentada na definicao anterior para que a acgao

seja prépria é automaticamente satisfeita. Portanto, temos o seguinte resultado:

Lema B.2.17. Toda a accdo de um grupo de Lie compacto € prépria.

O facto de uma accao de um grupo de Lie ser prépria torna-se uma ferramenta ex-
tremamente 1til, no sentido em que garante que algumas das importantes propriedades
de ambito técnico de acgoes de grupos compactos continuam a ser véalidas. Exemplo
disso é o lema a seguir apresentado e que é usado no capitulo 3 (consultar, por exemplo,

pagina 266 de [1] ou péagina 61 de [71]).

Lema B.2.18. Se uma accdo do grupo de Lie G na variedade M € propria e livre,
entdo, M/G € uma variedade diferencidvel e a projec¢cdo quociente g : M — M/G
é uma submersao. (Para a defini¢ao de submersao, consultar nota de rodapé 1 do

apéndice A.)

Observacgao B.2.19. As sequintes acgoes sao exemplos de acgoes préprias: 0s grupos
de Lie a actuar sobre si proprios por translagoes (exemplo B.2.11) e os levantamen-

tos tangente e cotangente destas acg¢oes (acgoes do grupo nos seus proprios fibrados
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tangente e cotangente, casos particulares dos exemplos B.2.14 e B.2.15); as acgoes de
grupos de Lie compactos (lema B.2.17); as ac¢oes restri¢io a subgrupos de Lie fechados
de acgoes priprias (no sentido do lema B.2.4 e desde que as hipdteses do lema sejam

satisfeitas). Para mais detalhes sobre estes exemplos, consulte-se a pdgina 60 de [71].

B.3 Diferenciacao das aplicagoes adjunta e coadjunta

O objectivo desta seccao é apresentar algumas propriedades de utilidade pratica para
o presente trabalho. Sejam G um grupo de Lie, g a correspondente &lgebra de Lie e g*

o dual desta &dlgebra.

Se z é uma curva em G e Y é um elemento de g, entao, como é demonstrado em [1]
(exemplo 4.1.25-(c)), temos

d dx

Agora, se Y é uma curva em g, a formula de Leibniz para derivadas permite-nos deduzir

d dy dx

= (AdayY (1)) = Adyy—(8) + [Txa)Rxl(t)dt

(t), Adw(t)Y(t)] : (B.3.1)
Considerando em particular Y (t) = Ady-1(4)Y, temos Y = Ad, )Y () que derivando em
ordem a t e usando (B.3.1), nos dd 0 = Ad,(dY/dt)(t) + [Tx(t)Rx_1(t) (dz/dt)(t) , Y].
Logo, (dY/dt)(t) = —Ad,—1(4y [TpyRu—1()(dz/dt)(t) , Y] . Por fim, aplicando a pro-
priedade Ady[Z, W] = [AdyZ, Ad,2W], vélida para todo g € G e Z,W € g, deduzimos

d dx

i A Y) = = |\ Ty Laray

o (1), Ady1(yY | - (B.3.2)

Seja € g* e consideremos o vector tangente X, € g identificado com p através
da métrica Riemanniana, isto é, satisfazendo (2.1.6). Se x é uma curva em G, aplicando
(B.3.2) temos d (Adx_1(t)XM) Jdt = — [Tx(t)Lx_l(t)(dx/dt)(t) , Adx—l(t)Xu]. Atendendo
agora as propriedades (2.1.7) facilmente se conclui que

d * * *
% (Adl‘(t)lu’> = adTw(t)Lz(t)*l (dl‘/dt)(t) Adx(t),u (B33)

A férmula agora encontrada é usada no capitulo 3.
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B.4 Produto semidirecto de um grupo de Lie e um espaco

vectorial

O produto semidirecto de um grupo de Lie e um espaco vectorial, pode ser descrito
através de uma acc¢ao (a esquerda ou a direita) do grupo no espago vectorial. Neste con-
texto, se a acgao é descrita por isomorfismos do espaco vectorial, o produto semidirecto
é um grupo de Lie. Destacaremos o caso em que o grupo actua a direita no espago vec-
torial, visto ser a situacao que interessa para esta dissertagao. Refira-se que a utilizacao
do produto semidirecto com representacao a direita aparece essencialmente em traba-
lhos sobre modelos de mecanica continua e plasmas, onde este tipo de representagao é

mais conveniente do que a representacao a esquerda.

Seja V um espago vectorial considerado como grupo abeliano aditivo. Represen-
temos por Aut(V) o grupo de Lie dos isomorfismos lineares de V' nele préprio, cuja
algebra de Lie é o espago das aplicacoes lineares de V' nele préprio que denotamos por
End(V). Suponhamos que o grupo de Lie G actua a esquerda em V por isomorfismos

lineares. A representacdo de G em V é dada por

o G — Aut(V)
g — o(g) +V — Vv
v — o(glv=v-g.
A representacao da algebra de Lie associada a representacao do grupo é, de acordo com
a definicao B.2.7, a accao induzida pelos geradores infinitesimais da accao do grupo.

Portanto, temos a acgao da algebra

o g — EndV)
Y — JY) :V — V
v — dY)w=v-Y,
com v-Y = Yy (v), onde Yy representa o gerador infinitesimal da ac¢ao o correspondente

a'Y € g (consultar definigao B.2.5).

O seguinte resultado estabelece o conceito do grupo de Lie produto semidirecto de
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um grupo de Lie e um espaco vectorial:

Proposicao B.4.1. [/2] A variedade diferencidvel produto cartesiano G X V' munida
com a multiplicacao

(91,v1)(g2,v2) = (9192, v2 + v1 - g2),

para gi,92 € G e vi,v9 € V é um grupo de Lie. O elemento identidade € (e,0) e o

elemento inverso de um elemento (g,v) € G x V é dado por (g,v) ™t = (g7, —v-g71).

Este grupo de Lie designa-se por produto semidirecto de G e V' (ou produto semidi-

recto de G com V') e denota-se por S = G®g V.

A estrutura de espaco vectorial para a algebra de Lie s = g ®g V, algebra de Lie de

S, é g x V, e o seu paréntesis de Lie é definido por ([42])
[(Y1,01), (Ya,v2)] = ([Y1, Y2], 01 - Yo — v - V1),

para Y1,Ys € g e v,vo € V. Identifica-se o espago dual s com g* x V* usando a

aplicacao do par dual em cada factor.

B.5 Aplicacao momento

Apresentamos nesta seccao a definicao de aplicagao momento para variedades simplécticas

e alguns dos resultados que envolvem este conceito.

Definicao B.5.1. Uma acg¢do simpléctica € uma ac¢do suave ¢ : G X M — M de um
grupo de Lie G numa variedade simpléctica (M,w) que satisfaz Pyw = w, para cada

elemento g € G, ou seja, G actua em M por simplectomorfismos.

Definicao B.5.2. Seja (M,w) uma variedade simpléctica e ¢ : G x M — M uma

accao simpléctica de G em M. Uma aplicag¢do
J: M —g*

diz-se uma aplica¢ao momento (standard) para a acgdo ¢, se para cada elemento Y € g

o correspondente gerador infinitesimal Yar : M — T M coincide com o campo de vector



Apéndice B. Grupos de Lie e acgoes de grupos de Lie 187

Hamiltoniano® da funcio JY : M — R, definida por JY (x) :==< J(x),Y >, x € M e
onde < .,. >:g" x g — R € o par natural de dualidade. Isto €, tem-se Yy = X ;v cujo
stgnificado €

iy, w = dJY.

Chama-se G-espago Hamiltoniano ao quadruplo (M,w, ¢, J).

Notemos que nem toda a acgao simpléctica tem uma aplicacdo momento, uma vez
que nem todo o campo de vectores localmente Hamiltoniano é (globalmente) Hamil-
toniano. A acgao simpléctica tem aplicacdo momento quando cada Yjys é globalmente
Hamiltoniano, isto é, quando podemos garantir que para cada Y € g existe uma funcao
globalmente definida J¥ € C°°(M) tal que Yj; = X v. Refira-se ainda que a aplicagio
momento para uma acc¢ao simpléctica pode nao ser unica. Contudo, se a variedade
M é simpléctica e conexa, entdao a aplicacao momento é determinada a menos de uma

constante em g*.

Existem diversas generalizagoes do conceito de aplicacdo momento que se tornam
bastante 1teis em diversas areas de conhecimento tais como a mecanica e a geometria.
Das notéveis propriedades das aplicacbes momento destacamos o facto de estas serem
quantidades que se conservam no sentido descrito no teorema a seguir apresentado (lei

fundamental da conservagao).

Teorema B.5.3. [1, 55, 71] Consideremos um G-espago Hamiltoniano (M,w, ¢, J).
Seja H : M — R um Hamiltoniano G-invariante deste G-espago Hamiltoniano, ou

seja, tal que € satisfeita a condi¢do
Hog¢,=H,

para todo o g € G. Entdo, J : M — g* € constante ao longo do fluro do campo de
vectores Hamiltoniano Xg : M — TM. Podemos também dizer que J é um integral

para Xg ou ainda que J € conservado ao longo das trajectorias de Xpg. Isto significa

40 campo de vectores Hamiltoniano X ¢, de uma fungao real f definida numa variedade simpléctica

(M, w), define-se como sendo o tinico campo de vectores em M que satisfaz ix w = df.
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que, se Fy : M — M ¢ o fluro de Xpg, entdo
JOFt =J

Observacao B.5.4. O teorema acima exposto € uma versao geométrica do conhecido
teorema de E. Noether, cuja origem vem de métodos variacionais. As simetrias do
sistema Hamiltoniano ddao lugar a integrais do movimento cuja existéncia é bastante
importante, uma vez que estes permitem reduzir a dimensdao da variedade onde o movi-
mento tem lugar. A teoria da reducdo € uma ferramenta fundamental na andlise de
sistemas com simetrias. Neste ambito, um dos processos de maior relevancia na nova
era da teoria da reducao € a redugdo simpléctica, que surgiu em 1974 no artigo [56]
de Marsden e Weinstein, e na qual a aplicacGo momento desempenha um papel crucial

(ver secgao 3.1 do capitulo 3).

Definicao B.5.5. Consideremos um G-espago Hamiltoniano (M,w, ¢, J). A aplicagdo

momento J : M — g* diz-se Ad*-equivariante, ou simplesmente equivariante, se

T (94(@) = Ad: 1 J (2),

para todo 0 g € G e x € M, isto é, se o sequinte diagrama é comutativo:

M i M
J J/J_

* *
A
g9

Podemos afirmar que uma aplicagdo momento equivariante transporta uma acgao

do grupo de Lie G em M, para a accao coadjunta de G em g* dada no exemplo B.2.13.

Existem variadas técnicas para a construgao das aplicagbes momento, sendo que
muitos dos resultados relativos a este assunto tém por base o teorema a seguir apresen-
tado, que nos fornece um critério para construir uma aplicacdo momento equivariante
para uma acgao simpléctica associada a uma forma simpléctica exacta. Destacamos
também um corolario deste teorema, onde se considera um dos casos particular mais
importantes, o das acc¢oes levantamento cotangente abordadas no exemplo B.2.15. Refe-

rimos [1] (paginas 282 e 283) para uma consulta da demonstragao destes resultados.
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Teorema B.5.6. Seja ¢ uma acgdo simpléctica, de um grupo de Lie G numa variedade
simpléctica (M,w). Suponhamos que a forma simpléctica w em M € exacta (w = —df)
e que a 1-forma 6 € invariante relativamente a acgao, isto €, ¢y0 = 6 para todo o
g € G. Entao, a aplicagio J : M — g* definida por [J(x)|(Y) = (iy,,0) (z) € uma
aplicagcao momento Ad*-equivariante para a ac¢do ¢, onde x € M, Y € g e Yy € o

gerador infinitesimal da acgao ¢ correspondente a'Y .

Corolario B.5.7. Consideremos a acgao levantamento cotangente de G em T*M de
uma ac¢ao ¢ de G em M (definida de acordo com o exposto no exemplo B.2.15).
Entao, esta accao levantamento € simpléctica em relacdo a forma simpléctica candnica
de T*M e tem uma aplicagao momento Ad*-equivariante dada por J : T*M — g*,
[J(a)](Y) = az(Ym(z)), para todo o x € M, o € TyM eY € g e onde Yy € o

gerador infinitesimal da ac¢ao ¢ correspondente a'Y .

Finalizamos esta seccdo com um resultado, de que necessitamos no capitulo 3,
que estabelece a relacao entre valores regulares e simetrias e que foi apresentado pela
primeira vez em [9]. Recordamos primeiro, da teoria das variedades, a definicdo de

valor regular.

Definicao B.5.8. Seja f : M — N uma aplicagcdo suave entre duas variedades dife-
rencidveis. Um elementon € N diz-se um valor reqular de f se para cadam € f~1(n),

a aplicagao linear T, f (aplicagdo tangente de f em m) é suave e sobrejectiva.

Teorema B.5.9. Seja (M, w, ¢, J) um G-espago Hamiltoniano. Um elemento y € g* €
um valor regular de J se e s6 se a dlgebra de isotropia de qualquer elemento z € J~ ()

é constituida apenas pelo elemento zero, g, = {0}.

Demonstragao. Da definicao anterior sabemos que p € g* é um valor regular de J se
T.J : T,M — g* é sobrejectiva, para qualquer z € J~!(u). Esta condico é equivalente
a afirmar que [(7.J)(v)](Y) = 0, Yo € T, M implica Y = 0, onde Y € g. Ora, da
defini¢do B.5.2 de aplicagdo momento, vem [(T,.J)(v)] (Y) = [dJY (2)](v) = w(Ya(2),v).
Usando agora a nao-degenerancia da forma simpléctica w, concluimos que p é um valor

regular de J se e s6 se Yas(z) = 0 implica Y = 0, ou seja, g, = {0}. O
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Refira-se que o teorema anterior fornece uma técnica para reconhecer os valores

regulares no processo de reducao que abordamos no capitulo 3.

Interessa-nos ainda recordar que se p € g* é um valor regular de J, pelo teorema
da funcdo implicita, J~1(x) é uma subvariedade. Entdo, a inclusdo i : J = 1(u) — M
¢ uma imersao injectiva, ou seja, um homeomorfismo na sua imagem 1 (J _1(u)), onde
esta imagem estd equipada com a topologia relativa induzida por M. Em particular,
J~1(u) é uma subvariedade inicial de M (ver definicio B.2.3). Para mais detalhes sobre

a caracterizagdo de subvariedades, consultar pagina 5 de [71].
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Problemas de controlo 6ptimo

O principio do maximo de Pontryagin tem um papel primordial na teoria de controlo
optimo, uma vez que fornece condigbes necessarias para a existéncia de solugao do
problema. Neste apéndice resumiremos a versao geométrica do principio do méximo,
escrevendo as equagoes Hamiltonianas associadas a um problema de controlo éptimo,

também descrito geometricamente, em termos de uma equagao simpléctica.

C.1 Formulacao geométrica de um problema de controlo
optimo
Sejam ) uma variedade diferencidvel de dimensao finita n e B um fibrado sobre a

variedade ) com projeccao 7 : B — (). Consideremos ainda um campo de vectores

II: B — TQ ao longo da projecgao 7, isto é, tal que o seguinte diagrama é comutativo

onde 7@ representa a projeccao canénica natural de 7'¢) em (). Um problema de controlo

dptimo com espacgo de estados () e fibrado de controlos B consiste em:

191
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Determinar as curvas v : [0,7] — B de classe C?, seccionalmente suaves e
com T € RT, com condicoes iniciais e finais fixas no espaco de estados, que

satisfazem a equacao

7 om)(t) = 1(1(1) (©L1)

e minimizam a funcional integral fOT L(~(t))dt, onde L é uma fungao suave

L : B — R designada por funcao custo.

Utilizamos a designacao sistema de controlo para nos referirmos a equacao (C.1.1), ou,
em alternativa, ao campo de vectores II. Uma curva integral de II, ou seja, uma curva vy
em B que satisfaz o sistema de controlo apresentado, diz-se uma trajectéria do sistema
de controlo.

Note-se que se considerarmos um sistema de coordenadas locais (z!,...,2") em Q

Lo 2™ ul, ..., u™) representar o sistema de coordenadas naturais em B (onde

e (z
n +m = dim B), entdo o sistema de controlo traduz-se pelo sistema de equagoes
diferenciais

it =0Yz,u), i=1,...,n,

para (z,u) € B e onde II' sdo as componentes do campo de vectores II ao longo
de 7 relativamente & base natural do espago tangente 1,.(Q) induzida pelo sistema de

coordenadas em Q.

C.2 Descrigao simpléctica do problema de controlo

Apresentamos nesta seccao, a descricao Hamiltoniana do problema de controlo éptimo
da secgao precedente, baseada numa abordagem geométrica (simpléctica) do principio

do maximo de Pontryagin. Para tal, consideramos os seguintes elementos:

e O produto fibrado T*(Q) x¢g B do espaco de co-estados e do fibrado de controlos.
e A funcao Hamiltoniana H : T*Q) xg B — R definida por

H(xz,p,u) =p[(x,u)] — L(x,u),
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para (z,p,u) € T*Q xg B (isto é,z € Q, p € T;Q e (z,u) € B, com 7(z,u) = x).
e A projeccao canénica pri : T°Q xg B — T™Q.
e A forma simpléctica candnica wg em T*Q).
A H associamos o campo de vectores Hamiltoniano Xg : T*Q xg B — TT*Q que ¢é

um campo de vectores ao longo de pry, isto é, tal que se verifica a comutatividade do

seguinte diagrama (onde 77+ é a projeccao candnica natural de T7T*Q em T%Q):

T"Q xg B—2 . T7*Q
pri le*Q ’
TQ
que satisfaz
iXHwo = dH, (C.Q.l)

onde estamos a usar o simbolo iz para representar o produto interior de um campo de
vectores Z ao longo de uma aplicagdo f: N — M. Isto é, se w é uma p-forma em M,

entdo izw é uma (p — 1)-forma em N dada por

(izw)(n)(v1,...,vp—1) =w(f(n)(Z(n), Tnf(v1),..., Tnf(vp-1)),

para qualquer n € N e vy,...,v,—1 € T, N (para mais detalhes, consultar [72]).

Representemos por (x!,..., 2", p1,...,pn) o sistema de coordenadas natural de T*Q
e consideremos Xy = Y i, AY(0/0x") + > | B;(9/0p;), onde A; e B; sao fungoes
suaves em 7*Q. Como ¢é do conhecimento geral, wo = Y ;" ; dz’ A dp;, logo,

n

iXHWO = Z(Azdpz — Bzdx’)
i=1

Por outro lado, considerando (z!,...,2" u!,...,u™,p1,...,pn) O sistema de coorde-

nadas naturais em 7T%Q x¢g B, temos

H= da’
d 5 +;

=1

OH . ~=0H
8uadu +;8p¢dpl'
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Face ao exposto, podemos concluir que a equagao simpléctica (C.2.1) é equivalente a

_OH o, OH  oH _

Al = ;= ——— =
op;’ or © Qua ’

parat=1,....,nea = 1,...,m. Portanto, a solucao da equacao simpléctica é dada

pelo campo de vectores

" /(O0H 0 OH 9
Xy = - — :
H Z <8pz~ oxt Oz’ Bpi)

i=1
definido no subconjunto

OH
{(@pu) eT'QxqB: 52 =0,a=1,...,m}.

Consequentemente, para estudar os candidatos a extremantes locais do problema temos

de considerar o seguinte sistema de equagdes, denominadas por equagdes criticas,

:bi—aH D = on e 8H—O 1=1 n,a=1 m
- 8pz7 pl - 8:1:2 aua - b - ) ) b - ) b b
cujas solugoes sao designadas por trajectorias criticas. Se os controlos u®, a =1,...,m,

se determinarem explicitamente como funcoes das varidveis x e p, conseguimos reduzir

o problema ao estudo das 2n equacoes diferenciais

-7

oH . OH
X

frd N ‘:—7.7 i:17...,n7
ap;. VT oy

as conhecidas equagdes Hamiltonianas ou equacoes de Hamilton (onde aqui H depende

apenas de (z,p) € T7Q).



Bibliografia

1]

R. Abraham and J. E. Marsden, Foundations of Mechanics (2nd edition,
Addison-Wesley Publishing Company, Inc.), 1978.

L. Abrunheiro and M. Camarinha, Cubic polynomials on SO(3), Proc. Int. Conf.
on Differential Equations (EQUADIFF 2003, 22-26 July 2003, Hasselt, Belgium),
ed F. Dumortier et al (Hackensack, NJ: World Sci. Publ.), pp 1036-1038, 2005.

L. Abrunheiro and M. Camarinha, Riemannian cubic polynomials, Rend. Sem.

Mat. Univ. Politec. Torino (Control Theory and Stabil., I), 63 (4), 297-303, 2005.

(Pré-publicagao 04-03 do Departamento de Matematica da Universidade de Coim-
bra, Janeiro de 2004.)

L. Abrunheiro, M. Camarinha, J. F. Carifiena, J. Clemente-Gallardo, E. Martinez
and P. Santos, Some applications of quasi-velocities in optimal control, Int. J.

Geomet. Meth. Mod. Phy., 8 (4), 835851, 2011.

(Pré-publicagao 10-05 do Departamento de Mateméatica da Universidade de Coim-
bra, Fevereiro de 2010.)

L. Abrunheiro, M. Camarinha and J. Clemente-Gallardo, Geometry of a second
order optimal control problem. Riemannian cubic polynomials, Proc. XV Int. Fall
Workshop on Geometry and Physics (11-16 September 2006, Tenerife, Canary
Islands, Spain), vol 11, ed. D. Iglesias Ponte et al (RSME), pp 199-204, 2007.



196 BIBLIOGRAFIA

[6] L. Abrunheiro, M. Camarinha and J. Clemente-Gallardo, Minimum force optimal
control of the spherical free rigid body, Proc. Control’2010 9th Portuguese Conf. on
Automatic Control (8-10 September 2010, Coimbra, Portugal), pp 333-338, 2010.

[7] L. Abrunheiro, M. Camarinha and J. Clemente-Gallardo, Cubic polynomials on
Lie groups: reduction of the Hamiltonian system, J. Phys. A: Math. Theor., 44
(2011) 355203, 2011.

[8] L. Abrunheiro, M. Camarinha and J. Clemente-Gallardo, Reduction of the dynamic
optimal control problem of the spherical free rigid body, (Mathematical Papers in
Honour of Fdatima Silva Leite, Textos de Matemdtica, vol. 43) (Departamento de

Matematica da Universidade de Coimbra, Portugal), pp 1-14, 2011.

[9] J. M. Arms, J. E. Marsden and V. Moncrief, Symmetry and bifurcations of mo-
mentum mappings, Commun. Math. Phys., T8, 455-478, 1981.

[10] V. I. Arnold, Sur la géométrie différentielle des groupes de Lie de dimension infinie
et ses applications a 'hydrodynamique des fluides parfaits, Ann. Inst. Fourier, 16,

319-361, 1966.

[11] V. I. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics, ed. J. H. Ewing et al
(2nd edition, New York: Springer-Verlag), 1989.

[12] V.I. Arnold, V. V. Kozlov and A. I. Neishtadt, Mathematical Aspects of Classical
and Celestial Mechanics (Dynamical Systems III, Encyclopaedia of Mathematical
Sciences, vol. 3) (3rd edition, Berlin Heidelberg: Springer-Verlag), 2006.

[13] J. Arroyo, O. J. Garay e J. J. Mencia, Unit speed stacionary points of the accel-
eration, J. Math. Phys., 49, 013508, 2008.

[14] M. Barbero-Linan, A. Echeverria-Enriquez, D. Martin de Diego, M. C.
Munoz-Lecanda and N. Roman-Roy, Skinner-Rusk unified formalism for optimal
control systems and applications, J. Phys. A: Math. Theor., 40, 12071-12093,
2007.



BIBLIOGRAFIA 197

[15]

22]

23]

M. Barbero-Linan and M. C. Munoz-Lecanda, Optimal control problems for affine
connection control systems: characterization of extremals, Geometry and Physics:
XVI Int. Fall Workshop (5-8 September 2007, Lisbon, Portugal), ed R. Loja Fer-
nandes and R. Picken (American Inst. of Physics Conference Proceedings), vol.

1023, pp 127-131, 2008.

M. Barbero-Linan and M. C. Munoz-Lecanda, Presymplectic high order maximum
principle, Revista de la Real Academia de Ciencias Fxactas, Fisicas y Naturales,
Serie A, Matematicas (Milan: Springer-Verlag), DOI 10.1007/s13398-011-0022-x,
2011.

L. M. Bates and R. H. Cushman, Global Aspects of Classical Integrable Systems
(Basel, Boston, Berlin: Birkh&user Verlag), 1997.

R. Benedito and D. Martin de Diego, Hidden symplecticity in Hamzilton’s principle
algorithms, Proc. 9th Int. Conf. on Differential Geometry and Its Applications (30
August - 3 September 2004, Prague, Czech Republic), pp 411-419, 2005.

A. M. Bloch, Nonholonomic Mechanics and Control (Interdisciplinary Applied
Mathematics, vol. 24), ed. S. S. Antman et al (New York: Springer-Verlag), 2003.

A. Bloch and P. Crouch, Nonholonomic and vakonomic control systems on Rie-

mannian manifolds, Fields Inst. Commun., 1, 25-52, 1993.

A. M. Bloch and P. Crouch P, On the equivalence of higher order variational
problems and optimal control problems, Proc. 35th IEEE Conf. on Decision and
Control (December 1996, Kobe, Japan), vol 2, pp 1648-1653, 1996.

W. M. Boothby, An Introduction to Differentiable Manifolds and Riemannian Ge-
ometry (2nd edition, Orlando: Academic Press), 1986.

I. Bucataru e R. Miron, The geometry of systems of third order differential equa-
tions induced by second order regular Lagrangians, Mediterr. J. Math., 6, 483500,
20009.



198 BIBLIOGRAFIA

[24] F. Bullo and A. D. Lewis, Geometric Control of Mechanical Systems: Modeling,
Analysis, and Design for Simple Mechanical Control Systems (Texts in Applied
Mathematics, vol. 49), ed. Marsden et al (New York: Springer-Verlag), 2005.

[25] F. Bullo and A. D. Lewis, Low-order controllability and kinematic reductions for
affine connection control systems, SIAM J. Control Optimization, 44 (3), 885-908,
2005.

[26] M. Camarinha, The Geometry of Cubic Polynomials on Riemannian Manifolds,
Ph. D. Thesis in Pure Mathematics, University of Coimbra, Portugal, 1996.

[27] M. Camarinha, P. Crouch and F. Silva Leite, Splines of class C* on non-euclidean

spaces, IMA J Math Control Info., 12 (4), 399-410, 1995.

[28] M. Camarinha M, P. Crouch and F. Silva Leite, Hamiltonian structure of gener-
alized cubic polynomials, Proc. IFAC Workshop on Lagrangian and Hamiltonian
Methods for Nonlinear Control (16-18 March 2000, Princeton University, USA),
pp 13-18, 2000.

[29] M. Camarinha, P. Crouch and F. Silva Leite, On the geometry of Riemannian
cubic polynomials, Differential Geom. Appl., 15, 107-135, 2001.

[30] A. Cannas da Silva and A. Weinstein, Geometric Models for Noncommutative Al-
gebras (Berkeley Mathematics Lecture Notes), Vol. 10 (Providende, RI: American
Mathematical Society), 1999.

[31] J. F. Carinena e C. L6pez, Geometric study of Hamiltonian’s variational principle,

Rev. Math. Phys., 3 (4), 379-401, 1991.

[32] J. F. Carinena, J. M. Nunes da Costa e P. Santos, Quasi-coordinates from the point
of view of Lie algebroid structures, J. Phys. A: Math. Theor., 40, 10031-10048,
2007.

[33] L. Colombo and D. Martin de Diego, On the geometry of higher-order variational
problems on Lie groups, arXiv:1104.3221v1 [math-ph].



BIBLIOGRAFIA 199

[34]

[40]

[41]

J. Cortés, M. de Ledén, J. C. Marrero, E. Martinez, Nonholonomic Lagrangian
systems on Lie algebroids, Discret. Contin. Dyn. S. - Series A, 24 (2), 213-271,
20009.

J. Cortés, M. de Leén, D. Martin de Diego and S. Martinez, General description of
vakonomic and nonholonomic dynamics. Comparison of solutions, SIAM J. Control

Optim., 41 (5), 1389-1312, 2002.

M. Crampin, W. Sarlet and F. Cantrijn, Higher-order differential equations and
higher-order Lagrangian mechanics, Math. Proc. Camb. Phil. Soc., 99, 565-587,
1986.

P. Crouch and F. Silva Leite, The dynamic interpolation problem: on Riemannian
manifolds, Lie groups and symmetric spaces, J. Dynam. Control Systems, 1 (2),

177-202, 1995.

M. Delgado-Téllez and A. Ibort, A panorama of geometrical optimal control theory,

Extracta Math., 18 (2), 129-151, 2003.

F. Gay-Balmaz, D. D. Holm, D. M. Meier, T. S. Ratiu and F.-X. Vialard, Invariant
higher-order variational problems, Commun. Math. Phys., DOI: 10.1007/s00220-
011-1313-y, 2011.

R. Giambo, F. Giannoni and P. Piccione, An analytical theory for Riemannian

cubic polynomials, IMA J Math Control Info., 19, 445-460, 2002.

M. J. Gotay and J. M. Nester, Presymplectic Lagrangian systems, I: the constraint
algorithm and the equivalence theorem, Ann. Inst. Henri Poincaré, Section A, 30

(2), 129-142, 1979.

D. D. Holm, J. E. Marsden and T. S. Ratiu, The Hamiltonian structure of con-
tinuum mechanics in material, inverse material, spatial and convective repre-

sentations, Séminaire de Mathématiques supérieurs, Les Presses de L’Univ. de

Montreal, 100, 11-122, 1986.



200 BIBLIOGRAFIA

[43] V. Jurdjevic, Geometric Control Theory (Cambridge Studies in Advanced Mathe-
matics, vol. 51), ed. W. Fulton et al (Cambridge: Cambridge University Press),
1997.

[44] V. Jurdjevic and H. Sussmann, Control systems on Lie groups, J. Differ. Equa-
tions, 12, 313-329, 1972.

[45] S. Kobayashi and K. Nomizu, Foundations of Differential Geometry, Vol. I and II
(New York: John Wiley & Sons), 1963 and 1969.

[46] 1. KolaF, P.W. Michor and J. Slovék, Natural Operations in Differential Geometry
(Berlin, Heidelberg, New York: Springer-Verlag), 1993.

[47] O. Krupkové, Higher-order mechanical systems with constraints, J. Math. Phys.,
41 (8), 5304-5324, 2000.

[48] M. de Ledn, J. Cortés, D. Martin de Diego and S. Martinez, General symmetries
in optimal control, Rep. Math. Phys., 53 (1), 55-78, 2004.

[49] M. de Le6n and P. R. Rodrigues, Generalized Classical Mechanics and Field The-
ory: a geometrical approach of Lagrangian and Hamiltonian formalisms involving
higher order derivatives (North-Holland Math. Studies, vol. 112), ed. L. Nachbin
(Amsterdam: North-Holland, Elsiever), 1985.

[50] P. Libermann and C.-M. Marle, Symplectic Geometry and Analytical Mechanics
(Mathematics and its Applications), ed. M. Hazewinkel et al (Holland: D. Reidel
Publishing Company, Dordrecht), 1987.

[51] C. Lépez and E. Martinez, Sub-finslerian metric associated to an optimal control

system, J. Control Optim., 39, 798-811, 2000.

[52] L. Machado, F. Silva Leite and K. Krakowski, Higher-order smoothing splines
versus least squares problems on Riemannian manifolds, J. Dy. Control Syst., 16

(1), 121-148, 2010.



BIBLIOGRAFIA 201

[53]

[59]

[61]

K. C. H. Mackenzie, Lie Groupoids and Lie algebroids in Differential Geometry
(London Mathematical Society Lecture Note Series, Vol. 124) (Cambridge: Cam-
bridge University Press), 1987.

K. C. H. Mackenzie, General Theory of Lie Groupoids and Lie Algebroids (Lon-
don Mathematical Society Lecture Note Series, Vol. 213) (Cambridge: Cambridge
University Press), 2005.

J. E. Marsden and T. S. Ratiu, Introduction to Mechanics and Symmetry: a Basic
Exposition of Classical Mechanical Systems (Texts in Applied Mathematics, vol.
17), ed. F. John et al (New York: Springer-Verlag), 1994.

J. E. Marsden and A. Weinstein, Reduction of symplectic manifolds with symme-

try, Rep. Math. Phys., 5 (1), 121-130, 1974.

E. Martinez, Lagrangian mechanics on Lie algebroids, Acta Appl. Math., 67, 295—
320, 2001.

E. Martinez, Reduction in optimal control theory, Rep. Math. Phys., 53, 79-90,
2004.

J. M. Maruskin, On the Dynamical Propagation of Subvolumes and on the Geom-
etry and Variational Principles of Nonholonomics Systems, Ph. D. Thesis in in
Philosophy (Applied and Interdisciplinary Mathematics), University of Michigan,
USA, 2008.

J. M. Maruskin and A. M. Bloch., The Boltzmann-Hamel equations for the opti-
mal control of mechanical systems with nonholonomic constraints, Int. J. Robust

Nonlinear Control, DOI: 10.1002/rnc.1598, 2010.

J. Milnor, Morse Theory (Princeton, New Jersey, USA: Princeton University
Press), 1969.



202 BIBLIOGRAFIA

[62] R. Miron, The Geometry of Higher-Order Hamilton Spaces. Applications to Hamil-
tonian Mechanics (Fundamental Theories of Physics, vol. 132), ed. A. van der
Merwe et al (Dordrecht: Kluwer Academic Publishers), 2003.

[63] A.S. Mishchenko and A. T. Fomenko, Generalized Liouville method of integration
of Hamiltonian systems, Funct. Anal. Appl., 12, 113-121, 1978.

[64] N. Nekhoroshev, The Poincaré-Lyapunov-Liouville-Arnol’d theorem, Funct. Anal.
Appl., 28, 128129, 1994.

[65] H. Nijmeijer and A. J. van der Schaft, Nonlinear Dynamical Control Systems (New
York: Springer-Verlag), 1990.

[66] L. Noakes, Null cubics and Lie quadratics, J. Math. Phys., 44 (3), 1436-1448,
2003.

[67] L. Noakes, Non-null Lie quadratics in E3, J. Math. Phys., 45 (11), 4334-4351,
2004.

[68] L. Noakes, Duality and Riemmanian cubics, Adv. Comput. Math., 25, 195-209,
2006.

[69] L. Noakes, G. Heinzinger and B. Paden, Cubic splines on curved spaces, IMA J.
Math. Control Inform., 6, 465—473, 1989.

[70] L. Noakes and T. Popiel, Quadratures and cubics in SO(3) and SO(1,2), IMA J.
Math. Control Inform., 23 (4), 463-473, 2006.

[71] J. P. Ortega and T. S. Ratiu, Momentum Maps and Hamiltonian Reduction
(Progress in Mathematics, vol. 222), ed. H. Bass et al (Boston: Birkh&user), 2004.

[72] G. Pidello and W. Tulczyjew, Derivations of differential forms on jet bundles, Ann.
Mat. Pura Appl., 147 (4), 249-265, 1987.

[73] T. Popiel, Higher order geodesics in Lie groups, Math. Control Signals Syst., 19,
235-253, 2007.



BIBLIOGRAFIA 203

[74] S. Sastry and R. Montgomery, The structure of optimal controls for a steering
problem, Proc. of IFAC Conference on Nonlinear Control Systems Design NOLCOS
(June 1992, Bordeaux, France), pp 385-390, 1992.

[75] R. W. Sharpe, Differential Geometry: Cartan’s Generalization of Klein’s Erlangen
Program (Graduate Texts in Mathematics, vol. 166), ed. S. Axler et al (New York:

Springer-Verlag), 1997.

[76] F. Silva Leite, M. Camarinha and P. Crouch, Elastic curves as solutions of Rie-
mannian and sub-Riemannian control problems, Math. Control Signals Syst., 13,

140-155, 2000.

[77] R. Skinner and R. Rusk, Generalized Hamiltonian dynamics I. Formulation on

T*Q & TQ, J. Math. Phys., 24 (11), 2589-2594, 1983.

[78] A. Weinstein, Lagrangian mechanics and groupoids, Mechanics Day, Fields Inst.
Comm., 7, ed. W. F. Shadwick et al (American Mathematical Society), 207-231,
1996.



