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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma metodologia de optimizagdo topoldgica que permite
obter microestruturas com comportamento elastico e/ou térmico pré-definido. Neste
desenvolvimento os formalismos da teoria da homogenizacdo e 0s aspectos relevantes dos
métodos numeéricos utilizados na analise de sensibilidades e na optimizacdo sdo discutidos.

A formulacéo da teoria da homogenizacao é baseada no método variacional assintético. A
implementacdo numérica deste método esta disponivel no programa VAMUCH, o qual pode ser
utilizado para calcular as propriedades elasticas e/ou térmicas efectivas de uma qualquer
microestrutura complexa construida com base em um ou mais materiais anisotropicos. A sua
implementacdo numérica obriga a discretizacdo da célula unitaria em elementos finitos e a
atribuicdo de propriedades elasticas e/ou térmicas a cada um dos elementos do dominio em
analise.

E desenvolvido um procedimento de analise de sensibilidades para o programa
VAMUCH, utilizando o método da variavel adjunta. O desenvolvimento das equacdes associadas
ao calculo das sensibilidades é apresentado para as propriedades elasticas e as propriedades
térmicas efectivas da microestrutura. A implementacdo computacional dos célculos associados &
analise de sensibilidades é introduzida na versdo modificada do programa VAMUCH.

Na solucdo do problema de projecto 6ptimo, os algoritmos de analise micromecanica e de
sensibilidades séo interligados com o algoritmo de optimizacdo das assintotas moveis (MMA).
Sdo apresentadas técnicas e métodos de optimizacao que permitem obter microestruturas optimas

para determinadas condigdes de projecto.

Palavras-chave: Optimizacdo topoldgica, teoria da homogenizacdo, Ceélula Unitaria,
VAMUCH.



ABSTRACT

In this work a methodology to topologic optimization is presented, which allows to obtain
microstructures with pre-defined thermal and/or elastic behavior. In this development the
formulation of the homogenization theory and the relevant aspects of the numeric methods used
in the analysis of sensibilities and in the optimization procedure are discussed.

The formulation of the homogenization theory is based on the asymptotic variational
method. The numeric implementation of this method is available in the program VAMUCH,
which can be used to evaluate the thermal/elastic properties of any complex microstructure made
with one or more anisotropic materials. This implementation implies the finite element
discretization of the unit cell and the attribution of elastic and/or thermal properties to each one of
elements of the domain in analysis.

A procedure to sensibility analysis is developed for the program VAMUCH, which is
based on the variable adjoint method. The development of the equations associated with the
sensibilities is presented for the elastic and thermal properties of microstructures. The
computational implementation of sensibilities is introduced in the modified version of VAMUCH
program.

In the optimization procedure, the micromechanic and sensibility analysis are linked with
the optimization algorithm (MMA). Optimization techniques and analysis methods are applied in

order to obtain microstructures that meet some specified requirements.

Keywords: Topologic optimization; Homogenization method; Unit cell, VAMUCH.
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CAPITULO UM

1 Introducéo

1.1 Motivacado

Na industria de concep¢do de componentes cada vez mais exigente e em constante
evolugédo torna-se prioridade o reforco da aposta na fase de projecto em processos que
permitam concretizar os objectivos da forma mais rapida sem, contudo, negligenciar 0s
requisitos definidos previamente, complacentes com o desempenho pretendido. Os projectos
na industria eram, no passado, desenvolvidos com base em calculos estruturais simplistas
baseados, essencialmente, em experiéncias anteriores.

O aperfeicoamento de componentes com base na experiéncia de utilizagcdo e
comportamento ao longo do tempo esta ultrapassado visto que é lento, dispendioso e ndo se
justifica para a concepcdo de componentes Unicos. Em alternativa, as empresas apostam no
método de tentativa erro em prot6tipos feita por simulacdo computacional, que é rapida e
econdmica. A possibilidade de obter um projecto eficiente para um determinado fim,
conjugado com a dificuldade de seleccdo dos valores de um conjunto de parametros de
projecto, faz com que os métodos de optimizacdo estrutural sejam uma ferramenta ideal no
projecto de sistemas técnicos.

Por outro lado, na Gltima década, a excelente relagéo entre a rigidez e massa especifica
dos materiais modernos, bem como a melhoria das propriedades das estruturas compadsitas
conseguida pelo desenvolvimento da tecnologia usada no seu fabrico, conduziu a um
crescente interesse e a um correspondente aumento na sua utilizacdo e desenvolvimento. A
identificacdo de materiais compositos com propriedades extremas € especialmente relevante
na ciéncia dos materiais e na optimizagdo estrutural. Microestruturas optimas podem ser

utilizadas para explicar fendbmenos fisicos ou para melhorar e/ou optimizar os materiais




existentes na natureza ou os materiais produzidos pelo homem. Podem, ainda, ser utilizadas

no projecto de estruturas em que sdo necessarias propriedades extremas.

1.2 Pesquisa bibliografica

Existem dois tipos de abordagem essenciais no estudo de modelos que permitam
melhorar a performance de um qualquer tipo de componente. O primeiro é a abordagem da
analise em que, geralmente, se constréi um modelo de elementos finitos e, posteriormente,
escolhem-se os parametros cuja influéncia se pretenda analisar. Por exemplo, parametros
associados as dimensdes geométricas de um componente por forma a obter uma rigidez
pretendida. Deste modo, a variacdo dos parametros origina multiplas combinacGes que
resultam numa dada rigidez. No entanto, este método tem uma grave limitacdo uma vez que
podera haver um grande numero de parametros a analisar o que torna o procedimento de
analise moroso, tanto mais quanto o nimero de parametros a analisar.

Neste contexto, os procedimentos de optimizacdo representam a segunda alternativa
de abordagem do projecto industrial. A optimizagédo tem por base um processo de escolha da
solucdo de projecto que, entre todas as solucdes possiveis, maximiza a qualidade do projecto e
cumpre um determinado conjunto de limitagbes técnicas ou outras [Neto, 2005]. Neste
processo de escolha utilizam-se algoritmos numéricos que permitem obter resultados mais
imediatos para problemas mais complexos. Contudo, nesta nova metodologia de projecto os
resultados e os métodos das varias disciplinas devem ser considerados de forma integrada.

O primeiro passo hum projecto de optimizacéo integrado consiste na obtencdo de um
modelo matematico que represente o sistema técnico a analisar. Neste processo € necessario
conceber formulages eficientes e versateis, de modo a assegurar a solucao do problema com
precisdo e eficiéncia. Por exemplo, as formulacdes da analise micromecénica de materiais
heterogéneos conduzem a um conjunto de equacgdes cuja solugdo deve ser eficientemente
obtida. Nas ultimas décadas, varias formulagcbes matemaéticas para a analise micromecénica
tém sido apresentadas [Hashin, 1983; Murat and Tartar, 1985; Eriksenet al., 1986; Guedes and
Kikuchi, 1991]. Na presente tese, 0 modelo micromecanico apresentado por Yu e Tang
designado por método variacional assintético para a homogeniza¢do duma célula unitéria é o
utilizado [Yu e Tang, 2007]. Yu e Tang salientaram que, ainda que, na literatura diferentes

abordagens admitam pressupostos diferentes, existem dois pressupostos basicos associados a




anélise micromecéanica de materiais heterogéneos com base em células unitaria: 1) as solucdes
exactas das variaveis tém valores médios no volume da célula unitaria (UC), 2) as
propriedades efectivas dos materiais obtidos a partir da analise micromecanica da celula
unitaria sdo independentes da geometria, das condi¢Ges de fronteira e das condicdes de
carregamento da estrutura macroscopica, o que significa que as propriedades da célula
composta por dois ou mais materiais podem ser consideradas propriedades intrinsecas do
material composto, quando visto macroscopicamente. Invocando estes dois pressupostos e
usando o meétodo variacional assintotico de Berdichevsky [1977], Yu e Tang [2007]
desenvolveram uma nova técnica de homogeneizacdo que é uma extensdo do trabalho de
Berdichevsky [1979].

O segundo passo a ter em conta num projecto de optimizacdo integrado conduz ao
conhecimento minucioso de todas as fungcbes objectivo e de todas as possiveis variaveis de
projecto, bem como de todos os constrangimentos mecénicos ou fisicos e de projecto. O
objectivo a atingir pela optimizacdo é representado pela funcdo custo que deve ser
minimizada enguanto que todos 0s constrangimentos impostos ao modelo devem ser
satisfeitos. Atendendo a natureza iterativa do processo de optimizacdo e ao maior ou menor
namero de variaveis de projecto, bem como, & maior ou menor facilidade de obter de forma
eficiente os valores das funcbes de projecto, é fundamental a utilizacdo de algoritmos de
optimizacdo eficientes, geralmente, suportados pelo calculo de sensibilidades. Por
conseguinte, o calculo de sensibilidades desempenha um papel importante na eficiéncia do
processo de optimizacao.

A técnica mais simples para o célculo de sensibilidades baseia-se na aproximagéo por
diferencas finitas. Esta técnica é muito popular, dada a simplicidade de implementacdo, mas é
computacionalmente cara uma vez que exige uma ou duas analises adicionais por cada
variavel de projecto, conforme se utilize o0 método das diferencas finitas progressivo ou o
central [Haftka e Gurdal, 1992]. A formulacdo analitica das sensibilidades constitui um
procedimento alternativo mas implica um esforgo computacional bastante grande. Os métodos
analiticos, que compreendem os métodos da variavel adjunta e os de diferenciacdo directa, sdo
mais precisos e eficientes do ponto de vista computacional, e sdo caracterizados pela
existéncia das equacOes analiticas das sensibilidades. Neste trabalho o método da variavel
adjunta € utilizado para obter as sensibilidades das propriedades efectivas do volume

representativo da célula unitaria, relativamente as variaveis de projecto.




Geralmente, o problema de encontrar a microestrutura mais simples possivel com
propriedades mecénicas e térmicas prescritas, pode ser designado de problema de
homogeneizacdo inverso, e pode ser formulado como um problema de optimizacdo em que se
procura uma microestrutura com 0 menor peso possivel que satisfaca as exigéncias
especificadas [Sigmund, 1994 , 1995, 2000]. A microestrutura do material tem sido
optimizada para muitos objectivos, incluindo térmicos, conducdo, piezoelétricos e
propriedades de fluxo [por exemplo, Torquato e Donev, 2004; Clientes e Prévost, 2006, 2007;
Challis et al., 2008]. O investigador interessado é enderecado par a sec¢éo 2.10 do trabalho de
Bendsge e Sigmund [2004] para uma visdo geral dos trabalhos nesta &rea. O método da
homogeneizacdo inversa é baseado no método de optimizacdo topolégica [Bendsge e Kikuchi,
1988], e consiste em resolver uma sequéncia de problemas de elementos finitos, seguida de
alteracdes das variaveis de projecto. A microestrutura do material é considerada periddica e é
totalmente descrita por uma célula unitaria repetitiva. O dominio da célula-base é discretizado
em varios milhares de elementos finitos, e as propriedades efectivas sdo obtidas pela teoria da
homogeneizacao.

No trabalho apresentado por Bourgat (1977), Guedes e Kikuchi (1991) e
posteriormente utilizada por um grande nUmero de investigadores, o0 processo de
homogeneizacdo considera a andlise de elemento finito com as condigdes de fronteira
adequadas de modo a avaliar as propriedades efectivas da célula unitaria. Este procedimento
numérico envolve uma sequéncia de solucdes de elementos finitos que, pelo menos, € igual ao
namero de casos de pré-carga independente definidos pela dimensdo do problema. Nesta tese,
os problemas de optimizacdo do material sdo resolvidos através do método variacional
assinttica para homogeneizacdo da célula unitaria, VAMUCH, que é capaz de prever as
propriedades tridimensionais do material da célula unitaria através de uma analise e sem
aplicacdo de qualquer carga externa. Os Problemas de optimizacédo sdo resolvidos utilizando o

algoritmo de optimizacédo das assintotas moveis (MMA) [Svanberg, 1987].

1.3 Obijectivos e organizacéo

O objectivo deste trabalho é abordar os varios aspectos a ter em conta na optimizacéo
de estruturas e em particular na optimizagdo topoldgica de microestruturas para

comportamentos térmicos e/ou elasticos pré-definidos. E apresentada a metodologia de




analise micromecénica baseada na teoria da homogenizacdo e discutem-se aspectos
relevantes para a analise de sensibilidades e optimizacdo de microestruturas. Este
trabalho € descrito nos seguintes capitulos:

O segundo capitulo apresenta os conceitos relativos as relagdes constitutivas. A
inclusdo de estes conceitos é importante na compreensdo dos pardmetros materiais e/ou
térmicos que permitem caracterizar o comportamento elastico e/ou térmico da
generalidade dos materiais.

O terceiro capitulo apresenta uma breve introducdo dos varios tipos de optimizagéo
mais comuns e aborda de um modo genérico o projecto de optimizag&o.

No quarto capitulo sdo analisados alguns dos problemas numéricos associados &
optimizacdo topoldgica, discutem-se exemplos de instabilidade numérica e apresentam-se
solucdes.

A formulacdo da teoria da homogenizacdo baseada na analise assintdtica de uma
célula unitaria € apresentada no capitulo 5. As equagdes das sensibilidades das
propriedades efectivas da microestrutura sdo obtidas considerando como parametros de
estudo as propriedades elasticas e/ou térmicas da microestrutura. Finalmente, €
apresentado um exemplo numérico que demonstra a validade da formulacéo apresentada
e permite verificar alguns comportamentos associado ao célculo de sensibilidades.

No capitulo seis sdo apresentados alguns dos resultados obtidos com o programa
VAMUCH na obtencdo de determinadas propriedades térmicas e elasticas. O problema
de optimizacdo de microestruturas é formulado tendo em conta pardmetros de projecto
que podem alterar as propriedades efectivas da microestrutura, tais como as quantidades
de material envolvido, os constrangimentos definidos e a natureza da fungéo objectivo.

No capitulo sete de um modo genérico é discutido o interesse da tese para projectos
futuros e de que modo os objectivos foram satisfeitos. O capitulo oito apresenta as
bibliografias de maior interesse para a realizacéo desta tese.

Em anexos sdo apresentadas algumas tabelas que dizem respeito & comparacdo da
andlise de sensibilidades utilizando o método das diferengas finitas e a analise analitica,
no anexo B estdo as matrizes rigidez resultantes de cada uma das optimizagcOes

apresentadas no capitulo seis.




CAPITULO DOIS

2 Relacdes Constitutivas

2.1 Introducéo

Entende-se por material composito o material composto por dois ou mais materiais
diferentes, estes surgem com a necessidade de obter propriedades que os materiais por si s6
ndo conseguem apresentar. Assim, podem-se obter melhorias de propriedades tais como a
rigidez, a resisténcia mecanica, a resisténcia a fadiga e mesmo ao desgaste, dependendo da
combinacdo de materiais utilizados. Da constituicdo basica de um composito faz parte o
material de base e o material de reforgo. O material de base é designado por matriz e tem
como funcdo assegurar a continuidade do conjunto, desempenhando um papel de
uniformizacédo do carregamento.

Nos compdsitos reforcados com fibras, as fibras actuam como um suporte principal de
carga realcando as propriedades mecanicas, electromagnéticas ou quimicas do conjunto. No
material compdsito pode, também, acontecer que o conjunto adquira propriedades que ndo
existiam nos materiais originais.

As fibras sdo usualmente fabricadas sob a forma de filamentos, com deformacGes ao
longo do comprimento ou ganchos na extremidade de modo a melhorar a interacgdo com a
matriz dificultando o deslizamento entre os materiais. Muitas vezes as fibras estdo dispostas
na matriz sob a forma de filamentos finos que se podem dispersar de modo aleat6rio ou sob a
forma de um tecido entrelagado

As combinagfes mais comuns dizem respeito aos materiais compdsitos de metais com
polimeros e/ou ceramicos, sob a forma de laminas reforcadas com fibras sobrepostas
formando deste modo um compdsito laminado. A forma como as fibras podem ser

distribuidas na matriz € variada, como se pode ver na figura 1.1, estas podem ser continuas ou




descontinuas, unidireccionais, bidireccionais ou distribuidas aleatoriamente. Cada uma destas

configuracdes influéncia as propriedades do laminado de forma diferente.

Figura 1.1 — Laminas reforcadas com fibras: a)fibras unidireccionais, b)fibras aleatorias, c)
fibras bidireccionais. Fonte: Bentur & Mindess-1990

As fibras descontinuas apresentam normalmente uma resisténcia mecénica e modulo de
elasticidade mais baixo que as fibras continuas, as fibras unidireccionais favorecem a
resisténcia mecanica e o mddulo de elasticidade na direccdo das fibras. Na direccdo
perpendicular & direccdo das fibras prevalecem as propriedades da matriz o que conduz a uma
resisténcia mecanica e modulo de elasticidade mais baixos. Contudo, 0s compostos laminados
tém as suas desvantagens como sejam as delaminacdes originadas por tensdes interlaminares

que ocorrem devido as diferentes propriedades de laminas adjacentes.

2.2 Equacdes constitutivas das laminas

Contrariamente ao ponto de vista macroscopico que considera 0 compdsito como um
material homogéneo, o ponto de vista microscépico vé o compédsito como um material
heterogéneo. Assim, no estudo macroscopico procede-se a uma estimativa média das
propriedades dos materiais constituintes para que se possam considerar as laminas como

materiais homogeneos.




Neste contexto, a tensdo relaciona-se com a deformacgéo segundo a lei generalizada de
Hooke para cada uma das suas componentes pela seguinte expresséo, [Rogério Leal, 2009]

0ij = Cijki €t (2.1)

Onde o;; representa os nove componentes do tensor das tensoes, C;jy, € representa os 81
componentes da matriz que contém os coeficientes elasticos do material e ¢, representa os
nove componentes do tensor de deformagdes infinitesimais. No entanto, os 81 coeficientes
elasticos do material reduzem-se a 36 devido a simetria de o;; € &; .

A equacdo (1.1) pode ser expressa da seguinte forma:

011 [ 1 ré11
022 Ca1 €22
033 | _ [C31 C3 €33
012 [ |Ce1 Coz Co3 V12 (2.2)
033 C4,1 C4,2 C4,3 C4-6 V23
013 [C51 Cs2 Cs3 Cse Csq 113

Esta matriz resulta da simplificacéo de indices de C;jy, para C;; da seguinte forma:
11 =+1,22 -+ 2,33 -+ 3,23 4,13+ 5,12 =6

A matriz C;; pode, ainda, ser simplificada uma vez que existem 21 coeficientes elasticos
independentes, destacados a azul na expressédo (2.2). Quando o material apresenta planos de
simetria os coeficientes elasticos podem ainda ser reduzidos, no caso de ldminas ortotrdpicas

em que existem trés eixos ortogonais de simetria a expressao (2.2) pode rescrever-se na forma

011 [ (1 Cip Gz O 0 0 7 811

022 Ciz Gy Gz O 0 0 €22

033 — C13 C23 C33 0 0 0 &E33 (2 3)
012 0 0 0 Cg O 0 Y12 '
023 0 0 0 0 Cys 0 V23

013 L 0 0 0 0 0 Cs51\Vi3




A equacdo (2.3) pode ser expressa usando as relagOes inversas, da seguinte forma
[Rogério Leal, 2009]

€11 [ S11 S12 S13 O 0 0 7,011
€22 S12 S22 S35 O 0 0 022
&3 | _| Sz S23 S33 O 0 0 033
viz(=] 0 0 0 S 0 0 |Jou (2.4)
V23 0 0 0 0 Su 0 023
V13 L 0 0 0 0 0 S551\013

Os termos S;; representam os coeficientes de flexibilidade material. Note-se que estes

coeficientes satisfazem a igualdade S = C~1.

As equacoes (1.3) e (1.4) sdo usualmente escritas na forma matricial do seguinte modo,
og=Ce (2.5)
e=So (2.6)

Onde o respresenta o pseudo-vector das tensde e € o pseudo-vector das deformacoes.

2.3 Constantes elasticas de uma lamina unidireccional

As equacdes constitutivas para os materiais compdsitos considerados ortotropicos sao
definidas pelas equacdes (2.3) e (2.4) relativamente aos eixos principais da lamina, x4, x,, x5,
em que 0 eixo x; € paralelo a direcgéo das fibras. Os coeficientes elasticos do material, C;;,
sdo funcdo das constantes elasticas do material, tais como: modulos de Young, E, coeficientes
de Poisson, v, e médulos de elasticidade transversal, G.

Cada uma das tensdes normais contribui para as extensdes &4, &5, €33 da seguinte
forma, [Correia, 2001]

011 O23V21 0O33V3q

= 2.7
£11 E, E, Es 2.7)
011V12 0O 033V3p
_ _ 2.8
€22 E, E, E; (2.8)




far = 011V13  022V23 n 033
33 = - =
Ey E; E;

(2.9)

As distorgdes y;; exprimem a variagdo do angulo entre duas linhas paralelas aos eixos

iej, podendo escrever-se em funcdo dos modulos de elasticidade transversal e tensdes de

corte.
012
Y12 = 2812 = G (2.10)
12
013
Y13 = 2&3 = s (2.11)
13
023
Y23 = 263 = G (2.12)
23
Na forma matricial pode entdo escrever-se,
1 V21 V31
- - —-—— 0 0 0
E,  E; E3
v 1 v
22 - 732 ) 0 0
&11 El EZ E3 011
€22 _Ns Vs i 0 0 0 022
£33 _ Ey E, Ej 033
Yiz[ 1 012 (2.13)
Y23 0 0 0 Gy 0 0 102
V13 1 013
0 0 0 0 — 0
G23
0 0 0 0 0 !
Gi3

A matriz de flexibilidade S representada na equacéo (2.13) é simétrica, tendo em conta

as igualdades a seguir representadas

Va1 V11 V31 Vi3 V32 Vo3

et 21 e _ 725 784 Ted 2.14
E, E'E EE (Z.14)
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2.4 Constantes térmicas de uma lamina unidireccional

2.4.1 Coeficiente de expansao térmica a;

Uma vez que o presente trabalho vai incidir, especialmente, na optimizacdo de
microestruturas considerando objectivos sobre algumas propriedades térmicas € importante
perceber o efeito que estas tém nos materiais.

Uma das propriedades a ter em conta é o coeficiente de expansdo térmica «;, que
permite avaliar a capacidade que o material tem para expandir ou comprimir quando absorve
ou perde energia térmica. Apresenta unidades de inverso de temperatura, °C~1, e pode ser

incluido na relacdo constitutiva, equacdo (2.4), da seguinte forma:

€11 S11 S12 S13 O 0 0 7 /011 a,; AT

€22 S12 S22 S23 0 0 0 022 a, AT

€3 _| Si3 S23 S33 O 0 0 [)o3s3 asAT

y("| 0 0 0 Se 0 0 [Joz(T) 0 (2.15)
V23 0 0 0 0 Su 0 023 0

V13 L 0 0 0 0 0 S551\013 0

Em que a; (i = 1,2,3) é o coeficiente de expansdo térmica segundo cada um dos eixos e

AT ¢é a variacdo de temperatura.

2.4.2 Coeficiente de tensdo térmica B;

O coeficiente de tensdo térmica, B;, exprime a proporcionalidade entre as contrac¢des
ou dilatagbes de um material e o incremento térmico no campo de temperaturas. Este
fendmeno apenas acontece quando 0 aumento de temperatura hum corpo homogéneo néao é
uniforme, desta forma regides distintas do material ndo se dilatam da mesma forma, dando
lugar as tens@es térmicas, também ocorrem tensfes térmicas quando existe um aumento de

temperatura uniforme mas existem limitagdes externas a dilatagdo [Johns, 1967].
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O coeficiente de tensdo térmica pode ser expresso em funcdo do modulo de Young e
coeficiente de Poisson e variacdo de temperatura, T, num determinado ponto, [Correia, 2001]
aET

b=-1- (2.16)

Note-se que esta relacdo sé é valida no caso de estarmos perante um material isotrépico.
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CAPITULO TRES

3 Optimizagao Topologica

3.1 Introdugéo

A optimizacdo Topoldgica permite resolver problemas relativos & distribuicdo de
material num dominio, para uma solucdo optima. O método de homogeneizagédo é um método
muitas vezes utilizado para obter a forma ou topologia Optimas em estruturas continuas,
assumindo para isso que o material é composto por porosidades. Com o passar do tempo
multiplicam-se os trabalhnos com o objectivo de obter estruturas de modo a optimizar
constantes elasticas e/ou térmicas. A optimizacdo topoldgica integra um dos grupos da
optimizacdo estrutural.

Assim, podem ser distinguidos trés principais géneros de optimizacdo estrutural:

o Optimizagdo dimensional: Neste tipo de optimizaco as variaveis de projecto sdo
parametros geométricos do tipo area de seccdo transversal, espessura de uma
viga, ou, por exemplo, para projecto 6ptimo de estruturas de compostos
laminados em que as varidveis de projecto sdo a espessura de laminado ou

mesmo o angulo de inclinacdo das fibras (Gurdal, 1999).

o Optimizacdo de forma: Este tipo de optimizacdo permite que a forma
geométrica da fronteira e a localizagdo de vazios possa ser alterada no decurso
da optimizagdo. A seleccdo das varidveis de projecto sdo uma das dificuldades
deste tipo de optimizacdo, as coordenadas dos nos da malha dos elementos
finitos sdo uma hiplOtese para a parametrizacdo das formas no espaco de

projecto.
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o Optimizacdo topoldgica: A optimizacdo topoldgica visa a optimizacdo por
exemplo de propriedades elasticas e/ou térmicas para uma distribui¢do espacial
de um conjunto de elementos, condicionada por uma ou mais restricdes, nestes
casos as variaveis de projecto sdo muitas vezes a densidade de material em cada

um dos elementos finitos.

A optimizacdo topoldgica a partir de um meio discreto pode ser subdividida em
optimizacdo de estruturas discretas, ground structure, e optimizacao topoldgica de estruturas
de malha continua, gridlike continua. Estas duas categorias consideram como varidveis de
projecto as dimensdes das seccles transversais de vigas.

Na optimizacao de estruturas a partir de um meio discreto considera-se no dominio de
projecto um conjunto de pontos que podem ser juntas de trelicas, neste método a resolucgéo do
sistema e feito com base em métodos numericos como a programacao linear, ver figura 3.1 e
3.2.

Na optimizacdo topoldgica de estruturas de malha continua trabalha-se com um nimero
infinito de barras rigidas separadas por um espaco infinitesimal, cuja solucdo é obtida
analiticamente.

Esta metodologia foi estudada pela primeira vez por Michell em 1904, em que este
considerava as linhas de isotensdo obtidas pela teoria de elasticidade como um conjunto de
barras rigidas, deste modo esperava obter a melhor solugdo para uma quantidade minima de

material que corresponderia ao utilizado nas barras/vigas.

Figura 3.1 — Discretizacdo do dominio utilizando barras ou vigas, ground structure.
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Figura 3.2 — Possivel solucdo para um projecto de optimizacdo do tipo, ground structure.

A optimizacdo topoldgica a partir de um meio continuo procura obter uma distribuicdo
de material num conjunto de elementos finitos que permita minimizar ou maximizar um
funcional, este tipo de estudo engloba dois tipos de optimizacdo que acabam por se relacionar.

Nos exemplos anteriores fala-se de optimizacdo a um nivel macroscépico, muitas vezes
surge a necessidade de estudar a influéncia que a distribuicdo de um determinado material tem
nas propriedades mecanicas e/ou térmicas em microestruturas. Contudo, a formulacdo de
problemas de optimizacdo topoldgica em meios considerados continuos a nivel macro e
microscopico é semelhante.

Na analise micro estrutural procura-se usualmente minimizar uma funcao objectivo, que
se podera relacionar, a titulo de exemplo, directamente com o volume de material, com vista a
obter parametros elésticos e/ou térmicos que de outra forma ndo se conseguiriamos ter. Deste
modo, consegue-se obter um material final que pode ser uma mistura de dois ou, somente, um
material e vazio, um exemplo do aspecto que pode ter o dominio para uma deste tipo é

ilustrado na figura 3.3.

Figura 3.3 — llustracédo da evolucédo da distribuicdo de material num projecto de optimizacédo
topoldgica a partir de um meio continuo, os elementos pintados a cinza representam a presenca de
material e 0s brancos representam auséncia do mesmo.
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Para efeitos de estudo de elementos macroscopicos a funcdo objectivo podera ser por
exemplo a minimizacao de volume de material de modo a obter a rigidez global pretendida,
neste caso, procura-se encontrar a distribuicdo de material no dominio em estudo para

alcancar esse fim.

Figura 3.4- Aspecto de uma possivel solugdo para um problema de optimiza¢do macroscopica a
partir de um meio considerado continuo e sob ac¢do de uma forca P

Na figura 3.4 esta representada a solu¢cdo de um problema de optimizacdo
macroscopica, em pormenor pode observar-se o aspecto de um elemento micro estrutural

obtido também por optimizag&o topoldgica.

A figura 3.5 mostra o fluxograma do procedimento utilizado na optimizagédo
topoldgica. No instante inicial, gera-se um projecto de partida que resulta da atribuicdo de
uma quantidade de material A a cada um dos elementos finitos que compde o dominio, célula
unitaria. De seguida, utiliza-se a teoria da homogenizacéo, incluida no programa VAMUCH,
para obter as propriedades efectivas da microestrutura do material definido na célula unitéria.
Atendendo a que, neste trabalho, sdo utilizados algoritmos de optimizagdo que requerem o
conhecimento do valor das derivadas das funcdes de projecto, relativamente as variaveis de
projecto, a terceira etapa inclui o célculo das sensibilidades. De seguida, inicia-se a processo
de optimizacdo pela utilizacdo de um algoritmo de optimizagdo, ao qual é fornecida toda a
informagdo do projecto actual. Na dltima fase, é verificada a convergéncia da solucdo
utilizando um critério de paragem, se existir convergéncia o procedimento é finalizado. Caso

contrario, 0 processo é reiniciado com a actualizagéo das variaveis de projecto.
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Figura 3.5- Fluxograma geral de optimizag&o topoldgica da microestrutura.

3.2 Formulacédo do problema

O problema de optimizacdo consiste usualmente em encontrar um dominio £, com
uma limitacdo de volume V*, e que por sua vez se encontra num dominio 2, em que se
optimiza uma dada fungéo objectivo f. Considerando-se p a funcdo de densidade que toma 0s
valores 1 ou 0 no dominio £, segundo Sigmund e Petersson, [1998] é possivel definir o

problema genérico do seguinte modo:

min, f(p),

N
Subject to:V = Zpivi <V (3.1)
1

i
pi=0o0rli=1,..,N




em que N é o nimero de elementos finitos em que o dominio € divido e VV* é o limite de
volume total estabelecido de material, p; e v; sdo as densidades e volume de cada elemento
finito, respectivamente.

A implementacdo desta metodologia de optimizacdo em que as varidveis de projecto
assumem valores binarios, 0-1 (vazio/material) conduz & utilizacdo de algoritmos de
optimizacdo discretos. Contudo, segundo Bendsge, tal abordagem pode ser instavel e
comprometer a existéncia de solucdo. Um modo de transformar o problema discreto num
problema continuo consiste em definir um modelo material que permita substituir a natureza
das variaveis de projecto [Bendsge, 1989]. De modo a parametrizar as propriedades locais, i.e.
em cada elemento finito, os materiais sdo misturados artificialmente, utilizando para isso uma
expressao que relaciona as propriedades de cada material constituinte e vem escrita de forma

genérica do seguinte modo:

X(e)(ﬂpﬂz) = Q1X1(e) + @zxz(e) (3.2)

O parametro X® ¢ a propriedade a parametrizar para um elemento (e), ¥, e @, dizem

respeito as fraccdes de material 1 e 2 no elemento, Xl(e) e Xz(e) sdo as propriedades de cada
material, podendo entéo escrever-se que :

Substituindo a equacao (3.3) na equacao (3.2) obtemos
X©(@,0,) = 0,:X, + (1 - 8%, (3.4)

Deste modo quando @; = 0 a propriedade do elemento em causa assume-se igual a do
material 2, quando @, = 1 a propriedade do elemento € igual & do material 1, esta era a
solugéo ideal. Contudo, o valor da fracgdo de volume encontra-se muitas vezes entre 0s
valores 1 e 0, na solucdo de topologia ao nivel da célula procura-se ter uma quantidade de
material bem distinta, i.e. definida por zonas de material e auséncia do mesmo tanto quanto
possivel. Entdo, para evitar propriedades intermédias adiciona-se um factor p de penalizacéo,

e finalmente vem:
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X(e)(gl'ﬂz) — ﬂ1pX1(e) + (1 _ ﬂlp)xz(e) (3.5)

Esta abordagem tem por base o modelo SIMP (Solid isotropic material with
penalization), que consiste em considerar um material artificial intermédio com
comportamento constitutivo que depende directamente da quantidade de material @; e
consequentemente @,. Contudo, as propriedades intermédias sdo penalizadas no sentido em
que a rigidez resultante (para p > 1) é pequena se comparada com o custo (volume) de
material, tornando anti-econémica a sua presenca no projecto final.

No grafico representado na figura 3.6 € possivel ver a influéncia do factor de
penalizacdo p no valor do Moddulo de Young obtido com base na expressdao (3.5),
considerando uma mistura de dois materiais com propriedades distintas.

Utilizando esta metodologia é possivel relaxar o problema de optimizacdo definido na
equacdo (3.1), podendo a densidade em cada elemento finito assumir valores, no dominio dos
reais, entre 0 e 1.

8,0E-01 - =1
__.7.0E-01
3
& 6.0E-01
I 5,0E-01
2 4,0E-01
3
S 3,0E-01
()
S 2,0E-01
o
§ 1,0E-01
=0,0E+00

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Fraccéo de volume @

Figura 3.6- Relacédo entre 0 Modulo de Young e a fraccdo de volume de material 1 na mistura de
dois materiais para o modelo SIMP.

3.2.1 Funcao objectivo

A funcdo objectivo deve quantificar o que se pretende optimizar em funcdo das

variaveis de projecto escolhidas, esta pode ser definida de varias maneiras, da forma simples
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com um Unico objectivo, como é o caso de projecto deste trabalho, ou multi-objectivo com
varios objectivos diferentes.

A formulacgéo da funcdo objectivo é muito importante, desta pode depender o sucesso da
optimizagdo, a expressdo matematica deve quantificar a eficiéncia do projecto de forma
adequada. No caso das optimiza¢fes multi-objectivo a expressdo matemaética deve englobar
todos os objectivos, penalizando cada um deles da forma que o projectista achar mais
adequada.

Usualmente, em optimizacédo as formas mais simples de quantificar matematicamente a
funcgéo objectivo sdo:

»  Maximizar uma funcéo f:

= Minimizando 1/f (para f diferente de 0)

» Minimizando —f

= Maximizar ¢ X f(sendo ¢ uma constante)

= Maximizar a funcdo objectivo elevada ao quadrado para evitar

singularidades na derivada da funcéo

3.2.2 Variaveis de projecto

O conceito de melhorar ou de optimizar um sistema técnico pressupde, implicitamente,
alguma liberdade para alterar o projecto inicial. Os pardmetros do sistema inicial que podem
ter o valor alterado de forma independente durante o processo de optimizacéo, sdo designados
por variaveis de projecto. A formulacdo matematica do problema de optimizacdo devera
assegurar que as funcbes objectivo e os constrangimentos sdo funcdo das variaveis de
projecto. As variaveis de projecto podem ser discretas assumindo varios valores dentro de um

conjunto (3.6), ou do tipo continuo (3.7), assumindo valores dentro de um intervalo

{x € Xlx = (kl, kz, k3, !kN)} (36)

{x € Xlky < x < kst 3.7)

O problema de optimizacdo que tem em vista a alteracdo de variaveis de projecto
continuas €, geralmente, designado como problema de optimizacdo continua [Muc, 1998;

Mateus et al., 1991]. Quando os componentes a optimizar devem possuir caracteristicas
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normalizadas, o resultado obtido com a optimizacdo continua é insuficiente e ndo traduz a
realidades aceitaveis. Assim, este tipo de optimizagdo em que as variaveis de projecto apenas
podem assumir valores discretos num intervalo, utiliza procedimentos associados com a
optimizacdo discreta [Schmit e Frashi, 1980; Ringertz, 1988; Arora, 2002].

3.2.3 Constrangimentos de projecto

Os constrangimentos de projecto podem ser de igualdade ou desigualdade e determinam
a regido viavel gue se pode definir como a parte do espaco de busca em que se encontram as
solucBes possiveis. Assim, para um conjunto de nvaridveis de projecto, x = {x;,

X2, X3, X4, ..., Xn}, podem distinguir-se 3 tipos fundamentais de constrangimentos:

Igualdade:

g9;j(x)=0, j=1,..,p (3.8)
Desigualdade:

gix)=0, j=p+1,...m (3.9)
Laterais:

Xmin = Xi = Xmax (3.10)

onde 0s pardmetros X,,i, © Xmax denotam os limites inferiores e superior das varidveis de
projecto. Frequentemente, em alguns algoritmos de optimizacéo as restricGes de igualdade séo
dificeis de implementar, como € o caso em estudo, entdo as restricdes podem ser formuladas

da seguinte forma:

gilx) <0 e g;(x) =0 (3.11)
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CAPITULO QUATRO

4 Problemas Numéricos em Optimizacéo Topoldgica

4.1 Introducéo

Apesar da consideravel maturacdo conseguida pela maior parte dos métodos de
optimizacdo existentes, o optimizador depara-se, ainda, com diversos problemas sob a forma
de instabilidades numéricas tais como, o fenomeno de checkerboards e de dependéncia de
malha. As instabilidades numéricas sdo um assunto muito discutido na comunidade cientifica
ligada & optimizacdo topologica e existem diversos artigos que explicam estes fendmenos e

procuram dar solucdes para os ultrapassar [Sigmund e Petersson, 1998].

4.2 Fendmeno checkerboards

O fenémeno de checkerboard ou também conhecido por instabilidade de tabuleiro
consiste na formacao de regides em que 0s elementos vazios alternam com os cheios o que da
um aspecto que faz lembrar um tabuleiro de xadrez, ver figura 4.1. Inicialmente, julgava-se
que a estrutura checkerboard era a ideal porque originava de facto uma rigidez artificial mais
elevada [Diaz e Sigmund, 1995] sobretudo relativamente as constantes de corte, mas tal

acontecia porque a rigidez era sobrestimada por modelos numéricos mal formulados.
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Figura 4.1- Fendmeno de checkerboard, o verde indica presenca de material e 0 azul a auséncia

do mesmo

Uma forma de evitar este problema seria aumentar o numero de elementos finitos em

gue o dominio é discretizado. Contudo, esta solucdo é dispendiosa em termos de custo

computacional. Uma solucdo mais simples consiste na utilizacdo de outros filtros [Sigmund e

Petersson, 1998]. Os filtros utilizados neste trabalho s&o o das restricdes de gradiente local e o

filtro de gravidade [Fujii et al., 2001].

O filtro de restri¢cdes de gradiente local age modificando as sensibilidades dos elementos

finitos da seguinte forma:

N
__of

of
H p; —
lplapl

(p) ™ -
— = (Pg —_—
9pr = e

O factor de peso H; é calculado do seguinte modo

H; = 1y — dist(k,i),{i € N |dist(k,i) < Tmin}

(4.1)

(4.2)

Onde dist(k,i) € a distancia do centro do elemento k ao centro do elemento i, o factor de

peso cai linearmente com a distancia ao elemento k, a sensibilidade do elemento usualmente

of

escrita como, — é substituida pelo filtro (4.1). Na figura 4.2 é ilustrado o conjunto de

Pk

elementos finitos que se situa a uma distancia r;,,;;, do elemento k.
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Figura 4.2- llustragdo da vizinhanca de um elemento k, para o filtro por restrigdes de gradiente
local

Outro filtro muito utilizado em optimizacdo é o controlo de perimetro, o qual tem como
objectivo limitar o numero de furos que podem aparecer no dominio. O principio de
funcionamento é muito simples e baseia-se em restringir um perimetro total que compreende a
soma dos perimetros de todas as fronteiras internas em que se verifica uma diferenca de
quantidade de material entre os elementos adjacentes. Na aproximacdo do controle de

perimetro proposta por Becker [1997], a funcédo de controlo do perimetro é definido por

N m;
P=) v pi=) lyllef = pf|+1oF = o) (4.3)
i=1 j=1

onde p{ representa o volume de material A contido no elemento i e m; representa o nimero
de elementos com um lado comum ao elemento j, (m; = 4 para um elemento no interior da

célula unitaria, m; = 3 para um elemento nas arestas da celula unitaria e m; = 2 para um
elemento nos vertices da celula unitaria). Na figura 4.3 é apresentado o valor da funcao de

controlo de perimetro, p; , para alguns padrdes tipicos.

24



= -1 S W e e (D o o g

P B=0 p=2 gt p=6 p=R |p—7  F-6 mp=3 .p=12
EI,;,,—«= I:IJ:IIEF }I s B K
p.h = 05 p=4 p=4 =4 p=4 p_._=4 ;:,:3 ;JI._=._" .l”.:] z”.'_= 0
. oo o cEm b b s o
p; = p=8 p=6 p=4 p. =2 p:._=E] p_,:] ;:I.ZE ;leﬁ l”:'_=4

Figura 4.3- Valores da funcdo de controlo de perimetros para padres tipicos, considerando
misturas com dois materiais. Fonte: Fujii et al., 2001

O esquema introduz valores de densidade intermédias com penalizagdo de modo a
permitir a utilizacdo de algoritmos tradicionais com calculo de gradiente, define-se um limite

superior na variacao total TV(p) < P*.

No caso da funcdo p ser suave, [Bahia, 2005]

TV(p) = f ol dx (4.4)
QO

Para a densidade na forma discreta, a variacao total podera ser escrita da seguinte forma,

P=ZK:lk< /(p)f{+sz—s) (4.5)

k=1

onde (p)y € o salto da densidade do material através da interface k do elemento, de medida I,
k ~ 2N € o nimero de elementos na interface. O parametro € € um ndmero positivo pequeno
que garante a diferenciabilidade do perimetro. Esta expressao € exactamente a variacgdo total
da densidade do elemento quando € = 0.

Conforme salientado por Fujii et al. [2001], o metodo de controlo do perimetro

apresenta alguns problemas. O primeiro inconveniente na sua utilizacdo reside na dificuldade
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em definir o valor P*, se o seu valor for muito pequeno podemos obter uma solucdo néo
convergente e se, por outro lado, o seu valor for muito alto podem surgir solucGes tipo
checkboard. A segunda dificuldade associada a este método reside no facto de a mistura de
materiais ndo ser correctamente penalizada. De facto, da figura 4.3 ressalta que p; assume o
valor 4 ndo s para padrGes em que apenas esté presente o preto e o branco mas, também, para
padrdes em que esta presente o cinzento.

Na tentativa de evitar os problemas associados a0 método de controlo do perimetro,
Fujii et al. [2001] apresentou um novo filtro designado de controle da gravidade. Neste
método, a fungdo de controlo do perimetro é substituida pela funcdo de controlo da gravidade

definida por

N
G =Zgi, gi = E(pl pit + pfpf) (4.6)
i=1
Atendendo a que a forca da gravidade entre duas particulas préximas uma da outra é
definida por p; p; Jr? ij» onde p; , p; representam a massa das duas particulas e 7;;

representa a distancia entre as particulas, a funcdo definida na equacao (4.6) é, claramente,
baseada no conceito de gravidade. Quando a dimensdo dos elementos finitos na célula unitéaria
é constante, a distancia entre o elemento i e os elementos que tém um lado comum, também, é

constante. Pelo que, na equacdo (4.6) a quantidade rl] ndo € incluida. Na figura 4.4 ¢

apresentado o valor da funcdo de controlo de gravidade, g; , para alguns padrdes tipicos.

= ;-1 Ejje uge awe Coe o) ) e oge e

=0 s e g =2 g=1 g=0 g=05g=1 g=15 g=

Dp;'-:m-}ﬁ.qg. }I | | W | | | | I

pl =05 =2 g=2 g=2 g=2 g=2 g=2 g=2 g=2 g=2
s .:..E..g. o o o o cfp o
pl =1 g=0 g=1 g=2 g=3 g=4 g=35 g=3 g=25 g=2

Figura 4.4- Valores da fungdo de controlo de gravidade para padrdes tipicos, considerando
misturas com dois materiais. Fonte: Fujii et al., 2001
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Da figura 4.4 é possivel concluir que a funcdo de gravidade penaliza os padr@es em
que existe a cor cinzenta e os padrdes tipo checkboard de modo semelhante.

4.3 Dependéncia de malha

Uma vez que a célula unitaria é descretizada num namero finito de elementos finito
passa a existir um fendmeno designado de dependéncia de malha em que a solugdo depende
da discretizacdo do dominio. O que acontece é que para malhas de elementos finitos com
diferentes discretizacdes obtém-se solucdes diferentes. Contudo, seria de esperar que numa
malha mais refinada o resultado fosse 0 mesmo mas com uma melhor defini¢cdo dos contornos
entre materiais.

Com o refinamento das malhas existe tendéncia para o aparecimento de mais furos e
aumento da complexidade da estrutura, isto ocorre porque a incrementacdo de furos para o
mesmo volume gera de um modo geral o aumento da eficiéncia da estrutura. Este fenGmeno
leva ao aparecimento de estruturas complexas que causam dificuldades ao nivel da

manufactura, um exemplo pode ser visto na figura 4.5.

Figura 4.5- (a) problema de optimizacao, (b) exemplo do checkerboard, (c) solucdo para uma
discretizagdo de 600 elementos, (d) solucdo para uma discretizacdo de 5400 elementos. Fonte:
0O.Sigmund & J.Peterssen-1998

O fenomeno de dependéncia de malha pode ser atenuado empregando filtros como os

apresentados para evitar o aparecimento do checkerboard.
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4.4 Minimos locais

Um dos principais problemas na optimizacdo topoldgica esta na regido de localiza¢do da
solucdo. Existe um dominio em que 0s constrangimentos sdo respeitados que pode ser
designado por dominio viavel e o resto designa-se por dominio inviavel. Este conceito é
ilustrado na figura 4.6 para um espago bidimensional.

A natureza ndo convexa da generalidade dos problemas de optimizacdo topoldgica
conduz & existéncia de muitos minimos locais (pontos a e b, na figura 4.6). A ndo
convexidade do problema de optimizacdo e a utilizacdo de algoritmos deterministicos na sua
resolucéo, possibilita o aparecimento de diferentes solucbes para 0 mesmo problema quando
séo utilizados diferentes projectos iniciais no procedimento de optimizacéo.

Figura 4.6- Conceito de minimo global e local (a) e (b) respectivamente, (h1), (h2), (h3), e (h4)
representam os constrangimentos que delimitam a zona a cinzento designada como zona de dominio
viavel, (f) é a fungdo que se pretende minimizar

O que pode acontecer é o algoritmo estacionar num minimo local (ponto a, na figura
4.6), minimizando a funcdo para valores ficticiamente mais baixos dentro do dominio viavel.
a4 excepcdo dos problemas denominados convexos, € muito dificil, em geral, provar

matematicamente se o minimo é local ou global (ponto b, na figura 4.6).
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CAPITULO CINCO

5 Teoria de Homogenizagao

5.1 Introducéo

A andlise estrutural de componentes construidos em materiais cujo comportamento
micro-estrutural é complexo representa uma dificuldade de projecto. A utilizacdo de métodos
que avaliem as propriedades meédias do seu comportamento macro-estrutural permite
simplificar a complexidade da analise estrutural.

Neste contexto, as formulacBes da analise micromecénica tém como principal
objectivo substituir o comportamento micro-estrutural complexo dos materiais por relacdes
macroscopicas do comportamento material definidas com base na matriz constitutiva
homogenizada. Nas Ultimas décadas, varias formulacbes matematicas para a analise
micromecénica tém sido apresentadas [Hashin, 1983; Murat and Tartar, 1985; Eriksenet al.,
1986; Guedes and Kikuchi, 1991]. Na presente tese, 0 modelo micromecanico apresentado
por Yu e Tang designado por método variacional assintético para a homogenizacdo duma

celula unitaria é o utilizado [Yu e Tang, 2007].

5.2 Homogenizacéo standard das propriedades elasticas

A teoria de homogenizacdo apresentada por Burgat [Bourgat, 1977], Guedes e Kikuchi
[1991] é frequentemente designada por teoria de homogenizagdo standard. Ainda que este
trabalho ndo seja baseado nesta teoria, as formulas a ela associadas sdo apresentadas nesta
seccdo. Deste modo, sera mais facil interpretar as diferencas entre esta teoria e a teoria de

homogenizagdo variacional assintotica.
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O conceito de célula unitéria é frequentemente utilizado para obter um pseudo material
com propriedades homogéneas, material efectivo, a partir de um material heterogéneo
utilizando, para tal, os modelos micromecénicos. A figura 5.1 ilustra os conceitos associados &

utilizacdo da teoria de homogenizacao.

......

Figura 5.1- Material heterogéneo, célula unitaria, material efectivo.

Atendendo & natureza macro e micro da formulacdo do problema, é necessario definir
dois sistemas de coordenadas, (xq, x5, x3), € (¥1,¥2,V3), as coordenadas x; dizem respeito as
posicGes globais na estrutura, y; sdo coordenadas locais para definir a célula unitaria,
confrontar figura 5.2. As coordenadas y; sdo escolhidas de forma a que y; € [—d;/2,d;/2 ],
sendo d; a medida das arestas do cubo correspondente as dimensdes da célula unitaria. Uma
vez que o material heterogéneo pode ser constituido por vérias células unitarias, é conveniente
introduzir coordenadas inteiras auxiliares, n, para se poder localizar as células unitarias
individualmente. Estas coordenadas relacionam-se com as coordenadas globais da seguinte

forma, n; = x;/d,;.

Figura 5.2- Sistemas de coordenadas 2D para materiais heterogéneos




A teoria da homogenizagdo considera que a matriz constitutiva homogenizada, D¥,
deve verificar a seguinte condicdo: a energia de deformacdo eléstica da célula unitaria
homogenizada que é submetida a um campo de deformacdes teste, £°, deve ser exactamente
igual & energia de deformacéo elastica da microestrutra contida na celula unitaria para o
mesmo campo de deformacdoes de teste. Esta condicdo pode ser representada

matematicamente por:

6T = 5 [ e Dl o) 52

Onde D representa a matriz constitutiva dos varios pontos da microestrutura na célula
unitéria, o campo de deformacdes £ , o qual € periddico, representa 0 campo de deformacbes
na microestrutra real, o qual é induzido pela natureza heterogenia da célula unitaria. Se a
microestrutura for homogénea, o campo de deformacgdes £ € nulo e a relagcdo constitutiva
homogenizada sera, evidentemente, coincidente com D.

Para encontrar as seis (analise 2D) ou as 21 (3D) propriedades materiais homogenizadas
que originam D*, é necessario analisar a resposta da célula unitaria sujeita a trés (2D) ou seis

(3D) deformacgOes teste independentes, respectivamente. A seleccdo do campo de

deformagdes teste no caso 2D € a seguinte: & =[1 0 0], &£=[0 1 0] e

82:[0 0 l]T. Entdo, considerando o campo de deformacdes teste, é possivel obter

expressdes para os componentes individuais da matriz D¥ na forma [Sigmind, 1995]

(5.2)

1 p1 . 1,2,3 (2D)
D} zﬁgz(sf—si)T D(s?—sj)T dQ, i, j :{

1..6 (3D)

O campo de deformacdes g (i=1,...,6) € obtido pela aplicagdo do meétodo dos
elementos finitos & célula unitaria, considerando condicGes de fronteira periodicas e
carregamentos equivalentes aos varios campos de deformacéo teste. O problema de elementos
finitos é representado por

1,2,3 (2D)

Ku, =F, i,j:{lm6 D) (5.3)
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onde K € arigidez global da microestrutura representada na célula unitaria e F, é o vector

das forgas nodais equivalente ao campo de deformacéo teste £°. A solucdo da equagéo (5.3) €
representada pelo vector de deslocamentos nodais global u;,. O campo de deformagOes
induzido na celula unitaria ¢, € obtido a partir de u, utilizando, para tal, as relacdes da

elasticidade linear entre deformacGes-deslocamentos.
Admitindo que o dominio da célula unitaria é decomposto em n elementos finitos, os

coeficientes homogenizados representados na equacéo (5.2) sdo definidos como

H Spee o |12,3 (2D)
D; _;Qij’ I’J_{l,...,ﬁ (3D) 5

onde Qp € utilizado para representar a variagdo de energia associada ao elemento e, definida

por

1,2,3 (2D
T LI

8 D) (5.5)
e O representa a 4rea do elemento e. A equacio (5.5) pode ser definida ao nivel de cada

elemento finito por

T 2,3 (2
Q-e-zé(upe—u?) K (u% ), i,j:{l (2D)

1,..,6 (3D)’ (5.6)

0 vector u® contém os componentes do vector de deslocamentos global, u,, associados ao

elemento e.

5.3 Homogenizagdo variacional assintética das propriedades elasticas

A formulacdo matematica apresentada neste trabalho tem por base o trabalho de Yu e
Tang [2007]. A declaracdo da formulagdo variacional para uma célula unitaria pode ser

formulada como a procura das fungdes que minimizam o seguinte funcional

1 _ _
I, = E{Cijkl (5ij + X(ilj))(ak' + X(k“)>dQ (5.7)
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e, simultaneamente, verifica as seguintes condicdes

Xi (X0,/2, Y5, ¥5) =X (% —d, /2, Y,, Y5) (5.8)
Xi (X Y1,0,/2, ¥5) = xi (X Y1, —d, /2, ) (5.9)
Xi (X5 Y1 Y0 05/2) = x5 (X Y, ¥V, =, /2) (5.10)
Cija & + Xy )‘ylzdl 2 = i (& + X(inj))‘yl:,dl P (5.11)
Ci (&5 + X(iuj))‘yz:dz 2= Ciia (& + X(inj))‘yz:,dz 2 (5.12)
Cija (& + X(inj))‘ys:% 12 = Cipa (& + X(i|u))‘y3:,d3 2 (5.13)
éfxidﬂzo (5.14)

Q

onde X; representa  as  fungbes  variagdo que  verificam a  relacdo
X :]/2(8Xi/8yj +0x; /8yi>, g, sdo os componentes do tensor das deformagGes para a
estrutura que considera as propriedades homogenizadas e, C,,, representa os componentes do
tensor de quarta ordem. As equacdes (5.8)-(5.13) sdo constrangimentos que permitem garantir

que as funcdes variagdo das deformacdes, x;, sdo perfeitamente periddicas na fronteira da

célula unitaria. O constrangimento representado na equacao (5.14), ndo afecta o valor minimo
da equacéo (5.7) mas, permite definir a unicidade das funcdes variacéo.

Note-se que, na implementacdo numérica do método, os constrangimentos (5.8)-(5.10)
sdo automaticamente garantidos, pois 0s nds posicionados na fronteira com coordenadas
positivas sdo nos escravos dos nos posicionados na fronteira com coordenadas negativas que

Ihe é oposta, isto é fronteira em que se verifica y, =—d. /2 .

Por simplicidade de notagdo, vamos considerar a seguinte notacdo matricial

_ _ _ _ T
32[511 28, &, 28; Z2&, 533]
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[5208 9 49 0

oy, oy,
X + X, 9 i 0
oy, Oy | |0y, Oy

X, 0

ay, | TR -
0 D |0 5 O ’; - (5.16)
Ay, 0y, | |0y, oy, |
N  O| | g 9 9
dy, oy, dy; oY,

Oxs o o 2

Y, Y,

onde I', é um operador diferencial e % é uma matriz linha que contem os trés componentes

das fungBes variacdo. Utilizando o método dos elementos finitos podemos aproximar as
funcOes variacdo da seguinte forma

(X, Yi) =S(y;) X(x) (5.17)

Na equacédo (5.17), a matriz S contém as funcdes de forma globais reduzidas e X é uma

matriz coluna que contém o valor nodal das fungdes variacdo. Substituindo as equacdes

(5.16)-(5.18) na equacdo (5.7), obtemos a versdo descretizada do funcional

1 e

I, :E<XTEX+2XTDhSS +2'D_%) (5.18)

com

E= [(r,s)D(1,s)d2 D, = [(,s) Dde; D, _fDdQ (5.19)
Q Q

em que a matriz D tem dimensdo 6x6 e resulta da condensacdo do tensor de quarta ordem

C,a- Como os constrangimentos sdo incluidos na formulagdo durante o processo de

assemblagem da equacdo (5.17), o problema pode ser formulado como a minimizacdo da
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equacdo (5.18). O resultado da aplicacdo dos conceitos variacionais & equagdo (5.18) vai

conduzir ao sistema de equacdes lineares definido por

(5.20)

A solucdo da equacdo (5.20), vector X, é linearmente dependente do campo de

deformacbes, € . Entdo, é possivel obter uma solucdo geral sem atribuir valores especificos

ao campo de deformagdes global € , representando essa solugdo na forma

e substituindo a equacdo (5.21) na equacdo (5.18) obtemos a energia de deformacéo contida

na célula unitéria, a qual é representada por

20 (5.22)

A matriz D definida na equacdo (5.22) é designada de matriz constitutiva (rigidez)
homogenizada. Esta matriz pode ser utilizada na andlise estrutural macroscopica de um

componente estrutural construido com o material representado na célula unitéria.

5.4 Homogenizac&o variacional assintética das propriedades elasticas e térmicas

A declaracdo da formulacdo variacional para uma célula unitaria, constituida por um
material que possui propriedades de condutividade térmica, pode ser formulada como a

procura das fungdes que minimizam o funcional

2
Cijkl <§u + X(i|j)> (gkl + Xan ) + Z/Bij (gkl + Xan ) 0+c, i_ dQ2

1
=20 f
o 0 (5.23)
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verificando, simultaneamente, 0s constrangimentos apresentados nas equacodes (5.8) a (5.14).

Na equagdo (5.23), (3;; representa os componentes do tensor de segunda ordem que contém
os coeficientes termicos de tensdo, ¢, € a capacidade calorifica por unidade de volume do
material para uma temperatura constante, T, é a temperatura de referéncia isto é, temperatura

para a qual o material constituinte ndo esta sob tensdo térmica e 6 representa a diferenga
entre a temperatura actual e a temperatura de referéncia.

Substituindo as equagfes (5.16)-(5.18) na equacdo (5.23), obtemos a versdo
descretizada do funcional dada como

Hy = — (XEX+2X"D, E+2'D_E+2X'D,,0+28'D_0+D,,0)
20 ) - (5.24)
Com
D, = [(I,S) pde; D, = [Bd D, = [c,do, (5.25)
Q Q Q

em que o vector B tem dimensdo 6x1 e resulta da condensacdo do tensor de segunda ordem

B;- Como os constrangimentos sdo incluidos na formulagdo durante o processo de

assemblagem da equacéo (5.17), o problema pode ser reformulado como a minimizacao da
equacéo (5.24), conduzindo ao sistema de equacdes lineares definido por

EX=-D,g—D,,0 (5.26)

A solucdo da equagdo (5.26), vector X, é linearmente dependente do campo de

deformacdes, € , e de 6 . Entdo, é possivel obter uma solucdo geral sem atribuir valores

especificos ao campo de deformacdes global € ea 6 , representando essa solugdo na forma

X = X,E+X,0 (5.27)
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e substituindo a equacgéo (5.27) na equacédo (5.24) obtemos a energia de Helmotz contida na

célula unitéria, que é representada por

0 (5.28)

admitindo as seguintes igualdades

D:l(XgDhs +D55)

Q (5.29)
= 1|1
B= 5‘E(DEEX9 + XgDh9)+DEH]

(5.30)

S
C, = _[Xe Dy To + Dee]

Q (5.31)

Claramente que a matriz D definida na equacdo (5.29) é igual & matriz D apresentada na
equacdo (5.28), B é a matriz coluna que contem os coeficientes da tensdo térmica
homogenizados e T, € a capacidade calorifica homogeneizada.

Os coeficientes de expansdo térmica homogenizados sdo obtidos utilizando a matriz D,

da seguinte forma

=]
I
]
|
=|

(5.32)

Utilizando as equacfes (5.29) a (5.32) e possivel proceder a analise macroscopica de um

componente estrutural sujeito a diferentes condigdes de carga e temperatura.
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5.5 Analise de sensibilidades

O principal objectivo da analise de sensibilidades é o de fornecer ao projectista
informacdo quantitativa do modo como a alteragdo das variaveis de projecto afecta o
desempenho dos sistemas. Para tal, deve ser especificada uma avaliacdo do desempenho do
sistema e dos constrangimentos de projecto.

As sensibilidades podem ser obtidas por um método numérico ou por um método
analitico. No método numérico a aproximacdo baseada na técnica das diferencas finitas pode
ser utilizada na obtencéo das sensibilidades numéricas. Este método é relativamente simples
de formular e de implementar num programa, mas produz valores de sensibilidades com baixa
precisdo. Os métodos analiticos permitem obter valores de sensibilidades exactos mas,
geralmente, exigem um grande esfor¢o no seu desenvolvimento e respectiva implementacao

em programa.

5.5.1 Meétodo das diferencas finitas

O método das diferencas finitas é, frequentemente, utilizado como uma técnica para

aproximar as sensibilidades (Hafka e Adelman, 1989; Tortorelli e Michaleris, 1994). Este
método baseia-se na expansdo em séries de Taylor de primeira ordem de uma funcdo f, a

qual perante uma perturbacdo Ab do vector de pardmetros de projecto b, é representada por

f (b+Ab) = f (b) + Vf (b)- Ab +O(|Ab|) (5.33)
Na equacdo (5.33), desprezando os termos de ordem superior O(Ab|), pode obter-se

uma expressdo dos gradientes como

f (b+Ab)— f (b)

Vi (b) =
(b) Ab (5.34)

A equacgdo (5.34) é conhecida como a expressao das diferencas finitas progressivas.
Para melhorar a precisdo dos resultados podem ser utilizadas as diferengas finitas centrais,

que séo obtidas pela expressao
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f(b+Ab)— f(b—Ab)

Vi (b) =
2Ab (5.35)

A utilizacdo da equagdo (5.35) requer a determinacdo dos valores da funcdo f para
duas perturbacGes da varidvel de projecto, o que é uma clara desvantagem.

A utilizacdo do método das diferencas finitas progressivas, equacao (5.35), conduz a um
erro de truncatura definido por (Haftka e Girdal, 1992)

2
28T breab) 0<g<t
2 db (5.36)

e, (Ab) =

enquanto que o método das diferencas finitas centrais apresenta um erro definido por

(Ab) d°f (), enby —1<e<1

Ab) =
*(4h) db* (5.37)

Nas aplicacbes numéricas a utilizacdo das diferencas finitas € uma aproximacao
atractiva devido a sua simplicidade e facilidade de implementacdo. Contudo, a maior
desvantagem deste método reside no elevado numero de analises necessarias. Como vimos, a
utilizacdo da equacdo (5.34) exige, para cada variavel de projecto, uma nova analise dindmica
para determinar a resposta perturbada. Se a equacéo (5.35) for utilizada, para cada variavel de
projecto, a determinacdo das sensibilidades implica o célculo de duas novas andlises por
varidvel de projecto. Entdo, para problemas complexos isto € um procedimento a evitar
devido aos elevados custos computacionais.

Além disso a aplicacdo das equacdes (5.34) e (5.35) exige a seleccdo cuidadosa do
incremento das variaveis de projecto Ab. A escolha de um incremento grande conduz a erros
nas derivadas devido aos erros de truncatura, conforme pode ser observado nas equagdes
(5.36) e (5.37). Contudo, a selecgdo de um incremento pequeno pode conduzir aos chamados

erros de condicado, que sdo consequéncia da limitada precisdo dos computadores ou da falta de
precisdo dos algoritmos utilizados para calcular a funcdo f em pontos especiais. O erro de

condicgéo pode ser definido como a diferenca entre o valor da fungéo avaliada numericamente

e 0 seu valor exacto.
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5.5.2 Sensibilidades analiticas das propriedades homogenizadas

A descricdo matematica do calculo das derivadas das propriedades efectivas do meio
homogenizado relativamente ao vector das variaveis de projecto b que é apresentada nesta
seccdo, € feita separando a sensibilidade das propriedades elasticas das sensibilidades das
propriedades térmicas. Assim, comecamos por apresentar as sensibilidades das propriedades
elasticas e, posteriormente, apresentamos as sensibilidades das propriedades térmicas. O

método utilizado é o método da variavel adjunta.
Sensibilidades das propriedades elasticas

O objectivo € encontrar uma expressao matematica para a variacdo da funcao

D(b,X,) com a variagdo das variaveis de projecto. A funcdo D(b, X,) é definida da seguinte

forma
D(b, X,)=D" (b, X,) =D/ X, +D_. (5.38)

A primeira variacao desta funcdo em ordem a componente b; do vector de varidveis de

projecto b, pode ser escrito como

65 = 9D gp, - 9D 9%y
ab, oX, b (5.39)

Para obtermos a derivada 9X,/0b; , a equacdo (5.26) pode ser derivada relativamente a b,

resultando na seguinte igualdade

- T
ob, ob.  0Ob (5.40)

£, _ 9D, OE
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A inversdo da matriz E na equagéo anterior permite-nos escrever a igualdade

8><0 :_E—l 8Dhe +EX0
ab ob  oh

(5.41)

Substituindo (5.41) em (5.39) podemos relacionar a variagdo da funcdo D(b,X,) de

forma directa com a variagédo das variaveis de projecto,

6D:a—sébi _b El[alb"”ra—gxo]ébi
ob 0X, ob,  ob, (5.42)
Considerando a vector das forcas adjuntas, z, definido como
oD |
g
X, (5.43)

podemos obter o vector das variaveis adjuntas como sendo a solucdo do sistema de equagoes

adjunto definido por

Eh=z (5.44)

Atendendo a que a equacédo (5.44) tem a forma da equagéo (5.26), podemos afirmar

que o vector das varidveis adjuntas € o vector X,. Entdo, considerando a propriedade de

simetria da matriz E, obtemos a relagéo
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oD -
OX, (5.45)

A =—

cuja substituicdo na equacdo (5.42) conduz a expressao

~ 0D
6D =——¢b + X

dD, dE
= +—X, [0b,

(5.46)

Substituindo o valor de 9D/db, na equacdo (5.46) e reagrupando parcelas, a primeira

variacdo da funcdo D assume a forma

6D = %Mg [2%+§—EXO] b
! ! ! (5.47)
Entédo, a derivada da funcao Dé representada por
oD, 0D. + 0D : OE
L= "= 412X he 4 X! — X
ob, b, “ob T %ob " (5.48)

A equacdo (5.48) pode ser escrita incluindo todas as variaveis de projecto do seguinte modo

YA R Y TR/ T/
D' =D’ +2X!D]. 4+ XIE'X, (5.49)

Sensibilidades das propriedades térmicas

O objectivo é procurar pela variagdo da fungdo B(b,X,,X ). A funcédop(b,X,,X,) é
definida na equacdo (5.30). A primeira variacdo desta funcdo em ordem a componente b;

pode ser escrita na forma
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55 =B sy OB %o, | OB OX, o
ob" X, b OX, o (550)

Na avaliacdo da equacdo (5.50) € necessario determinar uma expressao para a segunda e a

0
terceira parcela, pois a—g pode ser obtido directamente da equagdo (5.30),

(0B/db, =D, /0h ).
Para obtermos a quantidade ((86/8X0)(8X0/6bi)), denotamos que a derivada
(9X,/0b;) ¢ definida na equagio (5.30) e que a derivada (OB/0X,) ¢é obtida a partir da

equacao (5.30) como

oX, 2 (551)

Pelo que obtemos

ﬂaxo :E|T | —E 8Dhs+a_ExO
0X, ob. 2 ob.  Ob
(5.52)
e utilizando as equacdes (5.35) e (5.38), podemos simplificar a equacéo (5.52) obtendo
0B 0%, _1,,(0D,  OE
0X, ob 2 ob.  ob
(5.53)

A quantidade ((6|_3/8X9)(8X9/8bi )) ¢ definida considerando que (9B/0X,) ¢ obtida

a partir do calculo da derivada da equacéo (5.40), como
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oX, 2 " (5.54)

e que (9X,/db,) € definida, com base nas equacdes (5.26) e (5.27), por

X, _E_l[aDhQ LOE ]
0

ob ob  ob (5.55)
Ent#o, a expresséo da quantidade ((86/8X0)(8X9/8b, )) é definida por
o
0 I i i (556)
e utilizando a equacdo (5.31) podemos simplificar a equacgéo (5.56), obtendo
P Ea e
0 i i i (557)

Substituindo as equagdes (5.53), (5.57) e (8[_3/8b, :8D59/8bi) na equacio (5.45) e

reagrupando parcelas, podemos escrever

— |0D] oD OE oD
Pp=—X, +X; —2+ X —X =)

S R e

(5.58)

Entéo, a derivada da funcdo B € representada por

0 T
@ — 8Dhs X@ X-Or aDh@ + X'S 8_EX0 + 8D59
ob. ob ob. ob. ob. (5.59)
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A equacdo (5.59) pode ser escrita incluindo todas as variaveis de projecto do seguinte modo

15

B'=D'X, +X!D/, +XE'X, + D/, (5.60)

5.6 Validagao das sensibilidades

De modo a validar a formulacdo apresentada e a verificar alguns comportamentos
associados ao calculo das sensibilidades ¢ obtida a solu¢do de um exemplo numérico.

Para uma determinada microestrutura composta por 400 elementos finitos, variou-se a
densidade de material num elemento finito e registou-se a alteracdo do coeficiente de
expansao térmica homogenizado, (a,) para toda a microestrutura. O incremento da variavel
de projecto utilizado no método das diferencas finitas foi progressivamente alterado,
inicialmente aumentou-se 0.2% do volume inicial de material 1, sucessivamente foram feitas
alteracdes para 2% da densidade de material 1, 2.2%, 2.4% e, finalmente, fez-se 0 aumento
em 4%. A comparacdo da analise de sensibilidades pelo método das diferencas finitas e o
método analitico, € apresentada sob a forma grafica na figura 5.1. Nesta figura, o valor do erro
expressa a diferenca dos valores das sensibilidades obtidas pelo método das diferencas finitas

e 0 método analitico.

Método das diferencas finitas Vs Analiticas
0,12

0,10 /
0,08 /
0,06 /

0,02 //

0,00

ERRO

0,501 0,51 0,52 0,511 0,512

Volume de material 1, noelemento 1

Figura 5.3- Comparagdo das sensibilidades obtidas com o método analitico e o0 método das
diferencas finitas
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Por observacdo da figura 5.11 podemos concluir que os valores das sensibilidades
obtidas pelo método das diferencas finitas utilizando incrementos das variaveis projecto
maiores, conduz a sensibilidades cada vez mais dispares relativamente ao método analitico.
Este comportamento € justificado pela elevada sensibilidade do método das diferencas finitas
as variagdes do incremento utilizado.

Note-se que o calculo foi feito apenas para um elemento, para obtermos as
sensibilidades para mais n elementos teria que se repetir o processo de derivacdo n vezes, e
como usualmente em optimizagdo topoldgica trabalham-se com centenas e por vezes com
milhares de varidveis de projecto e, evidentemente elementos finitos, a utilizacdo deste
método na optimizacao topoldgica é inviavel.

Em anexo na tabela Ale A2 é possivel ver todos os valores das propriedades térmicas

para as densidades de material respectivas, e as sensibilidades correspondentes.
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CAPITULO SEIS

6 Optimizacdo de Microestruturas

6.1 Introducéo

Este trabalho tem como objectivo a obtencdo de microestruturas compostas por um
material imaginario e vazio, com propriedades elasticas e térmicas predefinidas.

Os materiais escolhidos para este trabalho tém as propriedades apresentadas na tabela
6.1. Seguidamente o material sélido considerar-se-4 0 material 1 e o material denominado 2

simulara o vazio, como seria de esperar o material 2 é mais fraco elasticamente. Consideram-

se propriedades isotrépicas para o material 1, oy = ') = 2l e v =v3) =Y e para o

material 2.
Tabela 6.1- Propriedades térmicas dos materiais escolhidos para o projecto
Médulo de Young Coeficiente de Poisson Coeficiente de expanséo
E[GPa] v térmica, a[um/K]
Material 1 0.675 0.3 10
Material2 11077 0.3 10 1077

A célula unitéria é descretizada considerando uma malha de elementos finitos de 400
elementos rectangulares com 8 nds por elemento (elementos quadraticos) e foi criada
utilizando o programa GID [I.C.N.M.E].

Neste trabalho, as microestruturas que se obtém com o software VAMUCH séo
compostas por elementos finitos nos quais é permitida a mistura de dois materiais

(sélido/vazio). O célculo das propriedades elasticas e/ou térmicas da mistura € feita
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recorrendo a lei da poténcia, equacdo (3.5). Na pratica, interessa que a solucdo dptima tenha
chegado a uma quantidade de material 1 em cada elemento finito com valores binarios, 0-1.
Contudo, atendendo & natureza continua do problema de optimizacdo, essas solucdes sao
extremamente dificeis de alcancar. Assim, em cada exemplo, optou-se por modificar a
quantidade de material atribuida na solucdo 6ptima igualando a 1 as densidades de material
nos elementos em que predomina o material 1 e a 0.001 nos elementos que praticamente ndo
tém material 1 atribuido. Entdo, é necessario calcular as propriedades da microestrutura
optima ligeiramente modificada e s6 depois podemos tirar conclusdes relativas aos resultados

alcancados.

6.2 Influéncia de projectos iniciais diferentes

Uma das condicionantes do projecto de optimizacdo de microestruturas sdo 0s projectos
iniciais. Nesta sec¢do tenta-se perceber como evolui uma microestrutura em que se pretende
minimizar o volume de material do conjunto global dos elementos da célula unitaria
considerando como constrangimento de projecto a rigidez ao corte da microestrutura,
utilizando dois projectos iniciais diferentes.

Deste modo procura-se perceber a influéncia que projectos iniciais diferentes tém nas

propriedades alcancadas e rapidez de convergéncia do método.

»  Funcdo objectivo: minimizar V!
»  Restrices: Q,, > 0.05
0.5<VH <06
»  Projecto inicial A: material 1 nos vértices da célula unitaria

»  Projecto inicial B: material 1 nas arestas da célula unitéria

O projecto inicial A consiste numa malha com material nos elementos que fazem os

cantos da célula unitéria, ver figura 6.1.
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Figura 6.1 -Evolucdo do projecto A

O projecto inicial B consiste numa malha inicial com material nos elementos que fazem

os lados da célula, ver figura 6.2.

Figura 6.2 -Evolugdo do projecto B

A fraccdo de volume de material 1 e a rigidez ao corte das microestruturas optimas

representada nas figuras 6.1 e 6.2 sdo apresentadas na tabela 6.2.

Tabela 6.2- Comparacdo dos parametros do projecto A e B, para projectos iniciais diferentes

Fraccdo de Volume Constante ao corte NUmero de

Projecto inicial de material sélido Q12 iteragdes
A 0.52706493 0.049999958 77
B 0.55735105 0.049999994 128
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Os dois projectos conduzem a uma solucdo que permite ter a constante de corte
pretendida, valor superior ou igual a 0.05, contudo verifica-se que para o projecto inicial B a
solucéo converge quase duas vezes mais rapido.

Quando se definem valores limite das constantes de corte é aconselhavel partir de
projectos iniciais que se assemelhem ao projecto designado A, essencialmente, porque o
processo de optimizagdo converge mais rapidamente. Note-se que a microestrutura tipo A tem

uma rigidez idéntica a da microestrutura tipo B com uma menor quantidade de material.

6.3 Coeficientes de tensdo térmica,

A optimizacdo apresentada neste ponto considera a obtencdo de microestruturas cujos
coeficientes de tensdo térmica tenham o valor -1, B{; = B3, = —1 (KPa/°C) . Nesse sentido,
fizeram-se duas abordagens distintas: na primeira, o valor dos coeficientes da tensdo térmica é
utilizado na definicdo da fungdo objectivo; na segunda, a funcdo objectivo é definida como a
minimizagdo da quantidade de material utilizada e os coeficientes de tensdo térmica sdo
utilizados para definir constrangimentos de projecto.

Nesta optimizacdo ndo foram considerados constrangimentos as propriedades elasticas.

6.3.1 Funcdo objectivo directamente dependente de S14, 55>

No presente capitulo formula-se o problema de optimizacdo do seguinte modo:

»  Funcéo objectivo: (811 — B11)? + (B2 — B32)?
»  Restri¢es:
04<V <05
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Figura 6.3- Aspecto da configuracdo para uma estrutura obtida por minimizacéo da tensao

térmica, com constrangimentos de volume e tensao térmica

Tabela 6.3- Parametros para as solugdes, original e modificada para obtencéo de §;, = p,, = —1 com
constrangimentos de volume

Configuracio Tensé; i:[lérmica Tensé; ;Zérmica I;?:ﬁzsefiz Iv:(::Ji;n(:: Constargc:zao corte
Original -1.00006 -1.00006 0.499935 0.689312E-02
Modificado -1.19845 -1.19845 0.440560 0.704752E-02
Diferenga -0,19839 -0,19839 -0.059375 0.0001544

A modificacdo da solucdo final leva a um decréscimo das tensdes térmicas e a um

ligeiro aumento da constante ao corte.

6.3.2 Funcdo objectivo directamente dependente do volume de material

Nesta abordagem a funcéo objectivo esta directamente relacionada com a quantidade de
material sélido utilizado na construgdo da estrutura. Assim, pretende-se minimizar o custo de
material associado & microestrutura.

Os constrangimentos de volume vao limitar o valor do volume de material maximo que
se considerara 0,4 e os constrangimentos dos coeficientes de tenséo térmica € feito de modo a

que estes assumam o valor -1.
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O projecto inicial foi pensado com o objectivo de contrariar a tendéncia do programa
em gerar microestruturas com simetria vertical e horizontal, assim o projecto inicial consiste
em considerar os elementos de canto da célula unitaria com quantidades de material diferentes
logo & partida, i.e. garantir apenas a simetria vertical da microestrutura. Assim, o0s elementos
de canto do mesmo lado da célula unitaria ttm de um lado uma quantidade de material 0.8 e
do outro 1.

A microestrutura que se obtém esta representada na figura 6.4 e os valores das tensdes
térmicas correspondentes estdo representados na tabela 6.4, onde se podem comparar 0s
valores das propriedades da estrutura inicial e a estrutura simplificada representada na figura
6.5 com quantidades de material efectivas em cada elemento igual a 1 ou 0.001.

De um modo simples o projecto pode definir-se:

»  Funcéo objectivo: minimizar V¥

»  Restricdes:
V<04

.Bﬁ = .8;2 =-1

Figura 6.4- Aspecto da configuracdo para uma estrutura obtida por minimizagdo de volume para

obtencdo de B3, = B3, = —1, d esquerda a configuracao original a direita a modificada
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Tabela 6.4- Valores obtidos para os parametros de interesse para as configuragdes original e

modificada
) Tensdo térmica Tensdo térmica  Fracgdo de volume Constante ao corte
Configuracéo .
Bi1 B3> do material solido Q12
Original -1.0996775 -1.0285454 0.46054 0.78599244E-02
Modificado -1.0984078 -0.99707693 0.46054 0.79879795E-02
Diferenca 0,0012697 0.0314685 0 -0.0001281

Pode verificar-se que os valores de tensdo térmica pouco sdo afectados com a
simplificacdo, a constante ao corte foi tida em conta para que pudesse haver uma referéncia
elastica num problema que visa a tensdo térmica.

Para o tipo de problemas em que se querem obter tens@es térmicas negativas, verifica-
se que os valores da constante ao corte sao normalmente muito baixos.

O objectivo de se obter uma solu¢cdo com uma configuracdo geométrica sem simetria
horizontal foi conseguido, o facto de se ter alterado a quantidade de material nos cantos
superiores relativamente aos cantos inferiores parece ter influenciado a andlise de
sensibilidades, o que faz sentido visto que estas dependem directamente deste parametro,
fazendo com que o projecto ao contrario dos anteriores tivesse uma evolucdo distinta a partir

dos elementos de canto com quantidades de material diferentes.

O problema foi também formulado para valores de volume superiores, de modo a
verificar a influéncia deste sobre a estrutura e propriedades finais. Primeiro com
constrangimento de volume com limite superior de 0.5 e depois de 0.6, as estruturas
resultantes respectivas podem ser vistas nas figuras 6.6 e 6.7, as propriedades associadas a

cada uma das situacdes esta apresentada na tabela 6.5.

»  Funco objectivo: minimizar V!
»  Restrices:
V<05eparaV <0.6

.Bﬁ = ﬁgz =-1
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| |
Figura 6.5- solucéo obtida para minimizacao de volume para obtencdo de $i; = B35, = —1 para
valores de volume ndo superiores a 0.5

Figura 6.6- solucéo obtida para minimizacao de volume para obtencéo de $1; = B35, = —1 para
valores de fracgdo de volume ndo superiores a 0.6

Tabela 6.5- pardmetros para as solucbes para obtencédo de BL = BZZ = —1 com restri¢Bes de volume

Constrangimento Tensdo térmica 'I?sngéiiéegica Fraccdo de volume Constante ao corte
de Volume Bi1 B32 do material sélido Q12
V<05 -1.0000031 -1.0000030 0.49328511 0.0092750666
V<06 -1.0000312 -1.0000306 0.59293771 0.025368697

54



Por observacdo das figuras 6.6 e 6.7 percebe-se que para maiores quantidades de
material adicionado o desenho fica mais indefinido, a estrutura tende a formar um conjunto
uniforme de “cinzento”, i.e. zonas onde o material solido e vazio t€ém quantidades idénticas
em cada elemento.

As propriedades obtidas séo as desejaveis e pode observar-se um razoavel aumento do
valor da constante ao corte Q;,, que aumenta proporcionalmente com o volume de material
solido adicionado, o que seria de esperar.

Estas estruturas sdo no entanto impraticaveis, devido & complexidade de produzir
materiais com estes tipos de distribuicdes.

O limite de volume de material solido deve ser entdo limitado a 0.4 do volume total.

6.4 Tens&o térmica, B e constante ao corte Qq,

Neste capitulo a abordagem passa a ser um pouco mais completa, e o problema de
optimizacdo define-se restringindo propriedades térmicas e propriedades elasticas, como
funcdo objectivo define-se 0 volume de material.

Simplificadamente o problema de optimizacgéo define-se assim:

»  Funcdo objectivo: minimizar V¥
»  Restri¢Oes:
V<0.6
Bi1 = B3> = —1; Q12 = 0.025

O projecto inicial foi a solucdo para uma tensdo térmica de valor -1 a que se chegou no

capitulo anterior, vd. figura6.4, assim espera-se encontrar mais rapidamente a solucéo final.
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Figura 6.7- solucdo obtida para minimizacao de volume para obtencdo de 3, = B35, = —1 para
valores de frac¢do de volume ndo superior a 0.6 e constrangimento ao corte de 0.025.

Figura 6.8- modificacdo da solucdo obtida para minimizacdo de volume para obtencéo de B1; = B3, =
—1 para valores de fraccdo de volume ndo superior a 0.6 e constrangimento ao corte de 0.025.

Tabela 6.6- parametros para as soluces, original e modificada para obtencéo de 7, = B3, =
—1 com restrigdes de volume de V<0.6 e corte Q<0.025

Tensao térmica Tensdo térmica Fraccdo de Constante ao
Configuragéo Bi1 B2 volume do corte
material sélido Q12
Original -1.0000031 -1.0000016 0.55676386 0.025000008
Modificado -1.3855559 -1.5189649 0.54795250 0.026003252
Diferenca 0.3855559 0.5189633 0.00881136 0.001003244

Com a modificacdo verifica-se que a ligeira diminui¢do de volume solido leva a um

decréscimo das tensdes térmicas e a um aumento da constante ao corte.
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O projecto é novamente repetido de modo a obter-se agora um valor da constante ao
corte de 0.05 ao invés do anteriormente definido para 0.025.

O problema vem entdo definido do mesmo modo que o problema inicial deste
subcapitulo, com a diferenca de que o constrangimento de corte passa a ser definido para
valores iguais a 0.05.

»  Funcdo objectivo: minimizar V¥

»  Restricoes:
V<0.6
Bi1 = B2z = —1;Q1, = 0.05

Figura 6.9- Aspecto da configuracdo para uma estrutura obtida por minimizacéo de volume,
com constrangimentos de volume e constante ao corte.

Tabela 6.7- pardmetros para as solugdes, original e modificada para obtencéo de B, = B3, =
—1 com restri¢des de volume de V<0.6 e corte Q<0.05

Tensdo térmica Tensdo térmica  Fraccgdo de volume Constante ao corte
Configuracéo Bi1 B2 do material solido Q12
Original -1.0000546 -1.0001197 0.60000009 0.043749629
Modificado -1.1062278 -1.0670992 0.60539500 0.044948881
Diferenca -0.1061732 -0.06708723 0.00539491 0.001199252

Para a quantidade de material definida, a tensdo térmica tem o valor desejado ja a
constante ao corte parece dificil de alcancar, isto acontece pela combinacdo de duas razdes,

primeiro a quantidade de material definida que parece insuficiente para alcancar o valor de
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constante ao corte de 0.05, e segundo a exigéncia de se ter uma tensdo térmica com valores
muito baixos ndo permite que a configuragdo geométrica ganhe uma forma que favoreca o
aumento das propriedades elasticas.

Relativamente as simetrias, verifica-se que quando se define a funcdo objectivo
envolvendo tensGes térmicas, a simetria da solugdo final € independente da do projecto inicial,
e a solucdo é sempre simétrica vertical e horizontalmente. Este fendbmeno demonstra que
quando se define como funcao objectivo as tensdes térmicas o optimizador tem em conta a
sensibilidade da funcdo objectivo relativamente a quantidade de material que é atribuida a
cada elemento finito simetricamente colocado e tende a igualar a quantidade de material
nesses elementos de modo a obter sensibilidades da fungéo objectivo idénticas.

Quando se define como func¢do objectivo a minimizacao de volume, a sensibilidade da
funcdo objectivo relativamente & simetria de distribuicdo de material ndo é determinante e,
consequentemente, as microestruturas Optimas tendem a apresentar uma simetria final

coincidente com a simetria inicial.
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CAPITULO SETE

7 Conclusoes

A aplicacdo da optimizacdo topoldgica para o projecto de componentes com
caracteristicas térmicas pré-definidas parece, depois deste trabalho, viavel. Percebe-se que é
possivel manipular propriedades térmicas conjuntamente com propriedades elasticas para uma
microestrutura composta de material sélido e vazio.

Apesar dos inimeros parametros de que este tipo de optimizagdo depende, um conjunto
alargado de experiéncias pode dar um conhecimento relativamente vasto de como as
propriedades variam entre elas em fung&o de diferentes configuracfes geométricas.

A determinacdo da tensdo térmica negativa € bem sucedida, contudo viu-se que as
propriedades elasticas para este tipo de configuracdo é especialmente reduzido.

Verifica-se também que as simetrias da microestrutura das solucdes deste trabalho
dependem das condi¢des dos projectos iniciais e também do modo como se define a funcéo
objectivo.

A analise das experiéncias presentes neste trabalho pode ser aproveitada para estudo de
projectos futuros a nivel macroscopico realcando assim o interesse pratico deste tipo de

abordagem.
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ANEXO A

TabelaAl- sensibilidade dos coeficientes de expansao térmica, Método Analitico e das
diferencas finitas

0,2% 2%
Propriedades 0,2 2 Sensibilidades = Sensibilidade Sensibilidade
efectivas Propriedades Propriedades método Diferencgas Diferengas

efectivas efectivas Analitico Finitas Finitas

p=0.5 p=0.501 p=0.51

all -3,8683E+00 -3,8683E+00| -3,8684E+00 -7,1191E-03| -7,1000E-03| -7,4800E-03
al2 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,0000E+00
a22 -3,8683E+00 -3,8683E+00| -3,8684E+00 -7,1191E-03| -7,1000E-03| -7,4800E-03
al3 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,0000E+00
a23 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,0000E+00
a33 -3,8683E+00 -3,8683E+00| -3,8684E+00 -7,1191E-03| -7,1000E-03| -7,4800E-03

4% 2,2% 2,4%
Propriedades Sensibilidade Propriedades = Sensibilidade Propriedades Sensibilidade
efectivas Diferencas efectivas Diferencas efectivas Diferencas

Finitas Finitas Finitas

p=0.52 p=0.511 p=0,512

all -3,8685E+00 -7,8700E-03 | -3,86841E+00 -7,5182E-03 | 3,868421E+00| -7,5583E-03
al2 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,00000E+00 0,0000E+00 | 0,000000E+00 | 0,0000E+00
a22 -3,8685E+00 -7,8700E-03 | -3,86841E+00 -7,5182E-03 | 3,868421E+00| -7,5583E-03
al3 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,00000E+00 0,0000E+00 | 0,000000E+00 | 0,0000E+00
a23 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00 0,0000E+00| 0,0000E+00
a33 -3,8685E+00 -7,8700E-03| -3,86841E+00 -7,5182E-03 | 3,868421E+00| -7,5583E-03

63




Tabela A2- Tabela de Erro, comparacdo feita para as sensibilidades

Intervalo de

derivagdo [4p] 0.001 0.01 0.011 0.012 0.52

M.D.F

all 2,68861E-03 5,06886E-02 5,60519E-02 6,16918E-02 1,05471E-01
alz 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00
a 22 2,68861E-03 5,06886E-02 5,60519E-02 6,16918E-02 1,05471E-01
a3 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00
a 23 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00 0,00000E+00
a 33 2,68861E-03 5,06886E-02  5,60519E-02 6,16918E-02 1,05471E-01
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10 ANEXOB

Tabela B1- Matriz rigidez para um projecto de minimizag&o de volume e constrangimentos ao
corte e volume para o projecto inicial definido A.

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.21114647 0 0.43150619E-01 O 0 0.43150619E-01
0 0.44769483E-01 O 0 0 0
0.43150619E-01 O 0.83381553E-01 O 0 0.60453845E-01
0 0 0 0.44769483E-01 O 0
0 0 0 0 0.49999958E-01 0
0.43150619E-01 O 0.60453845E-01 O 0 0.83381553E-01

Tabela B2- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume e constrangimentos ao
corte e volume para o projecto inicial definido B.

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.22636799 0 0.44211058E-01 O 0 0.44211058E-01
0 0.46359339E-01 O 0 0 0
0.44211058E-01 O 0.88959516E-01 O 0 0.58410677E-01
0 0 0 0.46359339E-01 O 0
0 0 0 0 0.49999994E-01 0
0.44211058E-01 O 0.58410677E-01 O 0 0.88959516E-01
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Tabela B3- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo da tensao térmica, com

constrangimentos de volume e tensdo térmica

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.14744028 0 0.27656565E-01 O 0 0.27656565E-01
0 0.29657758E-01 O 0 0 0
0.27656565E-01 0O 0.58874281E-01 O 0 0.33314268E-01
0 0 0 0.29657758E-01 O 0
0 0 0 0 0.70475237E-02 0
0.27656565E-01 O 0.33314268E-01 O 0 0.58874281E-01

Tabela B4- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume, para obtencao das

tensdes térmicas negativas, -1

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.15750491 0 0.25347896E-01 O 0 0.23009491E-01
0 0.29826291E-01 O 0 0 0
0.25347896E-01 O 0.57225109E-01 O 0 0.27267878E-01
0 0 0 0.30340442E-01 O 0
0 0 0 0 0.79879795E-02 0
0.23009491E-01 O 0.27267878E-01 O 0 0.49430425E-01
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Tabela B5- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume, para obtencdo das

tensdes térmicas negativas 1, = B3, = —1 para valores de volume ndo superior a 0.5

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.13667032 0
0 0.28514433E-01
0.28212282E-01 O
0 0
0 0
0.27303470E-01 O

0.28212282E-01 0.00000000E+00

0 0
0.72259430E-01 O

0 0.27657527E-01
0 0
0.21781510E-01 O

0
0.92750666E-02
0

0.27303470E-01

0

0.21781510E-01

0
0
0.69230059E-01

Tabela B6- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume, para obtencdo das

tensdes térmicas negativas B;; = B3, = —1 para valores de volume néo superior a 0.6

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.15580340 0
0 0.38586017E-01
0.48830884E-01 O
0 0
0 0

0.48102944E-01 O

0.48830884E-01 O

0 0
0.12268262 0
0 0.37698496E-01
0 0

0.40086994E-01 O

0
0.25368697E-01
0

0.48102944E-01

0

0.40086994E-01

0
0
0.12025615
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Tabela B7- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume, para obtencdo das
tensdes térmicas negativas 3, = B3, = —1 com constrangimento ao corte de 0.025.

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

0.22261096E+00 O 0.31974394E-01 O -0.14013463E-03  0.35053063E-01
0 0.37472312E-01 O -0.23174923E-03 O 0
0.31974394E-01 O 0.66849641E-01 O -0.96080539E-04  0.39731672E-01
0 -0.23174923E-03 O 0.43044212E-01 0 0
-0.14013463E-03 O -0.96080539E-04 O 0.26003252E-01 -0.37103491E-03
0.35053063E-01 O 0.39731672E-01 O -0.37103491E-03  0.77111871E-01

Tabela B8- Matriz rigidez para um projecto de minimizacdo de volume, para obtencdo das

tensdes térmicas negativas 1, = B3, = —1 com constrangimento ao corte de 0.05.

Matriz Rigidez [11 12 22 13 23 33]

2.62E-01 0 2.55E-02 0 0 2.46E-02
0 4.53E-02 0 0 0 0
2.55E-02 0 5.80E-02 0 0 2.71E-02
0 0 0 4.82E-02 0 0
0 0 0 0 0.00449 0
2.46E-02 0 2.71E-02 0 0 5.50E-02
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