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Resumo

Esta dissertacao centra-se na investigacao do conceito de contradominio
numérico em espacos de Hilbert e em espagos de Krein. Estudam-se impor-
tantes resultados relativos ao contradominio numérico (cldssico e indefinido)
e analisam-se as propriedades mais relevantes de uma das generalizagoes mais
conhecidas deste conceito: o contradominio numérico tracial.

Introduz-se o conceito de matriz de Toeplitz biperiddica (ou abreviada-
mente, matriz 2-Toeplitz). Estendem-se os resultados obtidos por Halmos [59],
Klein [70] e Eiermann [45]. Estabelece-se uma regiao de inclusao para o con-
tradominio numeérico classico de uma matriz 2-Toeplitz de banda. Deduzem-se
as equagoes paramétricas da curva geradora de fronteira e apresenta-se uma
caracterizagao do contradominio numérico classico de um operador 2-Toeplitz
de banda por reducao ao caso 2 x 2.

Caracteriza-se o contradominio numérico indefinido de uma classe especial
de matrizes tridiagonais com contradominio numérico hiperbdlico, generali-
zando os resultados obtidos por Brown e Spitkovsky [27].

Deduzem-se as equacbes paramétricas da curva geradora de fronteira do
contradominio numeérico tracial de uma matriz definida num espaco de Krein.
Analisam-se condigoes favoraveis & ocorréncia de porcoes planas na fronteira e
caracteriza-se o contradominio numérico tracial de uma matriz J-normal, em
que J é a matriz de inércia.

Apresentam-se quatro algoritmos e respectivos cédigos computacionais em
suporte informéatico. Os dois primeiros algoritmos permitem tragar a fronteira
do contradominio numérico classico de um operador 2-Toeplitz de banda ar-
bitrario, por recurso a dois processos diferentes: um por reducao ao caso 2 x 2
e outro baseado no conceito de curva geradora de fronteira. O terceiro algo-
ritmo permite tragar a fronteira do contradominio numérico tracial (cléssico e
indefinido) de uma matriz complexa arbitraria com base no conceito de recta
de suporte e o quarto algoritmo, além de permitir tracar graficamente a fron-
teira do contradominio numérico (cldssico e indefinido) de uma matriz com-
plexa arbitraria, permite igualmente descrever a curva geradora de fronteira
do mesmo.

Apresentam-se exemplos ilustrativos das diferentes situacoes analisadas.






Abstract

This dissertation is devoted to the study of the concept of numerical range
in Hilbert spaces and Krein spaces. Important results of the numerical range
(classic and indefinite) are studied and some of the most relevant properties
of the tracial numerical range, one of the best known generalizations of the
concept of numerical range, are analyzed.

The concept of biperiodic Toeplitz matrix (or shortly, 2-Toeplitz matrix)
is introduced. Halmos [59], Klein [70] e Eiermann [45] results are extended.
An inclusion region for the numerical range of a 2-Toeplitz matrix is obtained.
The parametric equations of the boundary generating curve are deduced and
the numerical range of a banded 2-Toeplitz operator is investigated performing
a reduction to the 2 x 2 case.

A class of tridiagonal matrices with hyperbolic numerical range is investi-
gated, generalizing the results obtained by Brown and Spitkovsky [27].

The parametric equations of the boundary generating curve of the tra-
cial numerical range associated with matrices in a Krein space are obtained.
Favorable conditions to the occurrence of flat portions on the boundary are
analyzed and the tracial numerical range of a J-normal matrix is characterized,
where J is the inertia matrix.

Four algorithms and respective computer codes are presented. The first
two algorithms allow for plotting the boundary of a classical numerical range
of an arbitrary 2-Topelitz banded operator, using two different processes: one
by a reduction to the case 2 x 2 case and another based on the concept of
boundary generating curve. The third algorithm allows for plotting the tra-
cial numerical range of an arbitrary complex matrix. Our approach uses the
elementary idea that the boundary may be traced by computing the supporting
lines. The fourth algorithm allows for plotting the boundary of the numerical
range (classic and indefinite) of an arbitrary complex matrix. The boundary
generating curve is also plotted.

Illustrative examples of the different possibilities are given.
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It is not knowledge, but the act of learning, not possession but the act

of getting there, which grants the greatest enjoyment.

Gauss, Karl Friedrich (1777-1855)

Prefacio

O objectivo desta dissertagao centra-se na investigacao do conceito de con-
tradominio numérico em espacos de Hilbert e em espacos de Krein, abordando

paralelamente as vertentes tedrica e computacional que o caracterizam.

O conceito de contradominio numérico classico foi introduzido, nas primei-
ras décadas do século XX por Toeplitz [104] e Hausdorff [60] que o designaram
pelo termo alemao “Wertvorrat”, persistindo ainda hoje a letra “W” como
o simbolo mais utilizado para o representar. Desde entao, a teoria do con-
tradominio numérico classico e das suas generalizacGes tem sido objecto de
estudo e andlise de varios matemadticos tais como M.-T. Chien, H. Nakazato,
L. Rodman, M. Marcus, C.-K. Li e I. Spitkovsky, entre outros.

A riqueza da referida teoria prende-se com o largo espectro das suas aplica-
coes em diferentes dreas da matemaética pura e aplicada, tais como em andélise
matricial, andlise funcional, teoria de operadores, dlgebras-C*, dlgebras de
Banach e andlise numérica. Mais recentemente surgiram também aplicacoes a
Fisica [8, 11, 12, 16, 97|, & arquitectura [95] e & computagao quantica [41, 72,
98].

Tem havido igualmente interesse em estudar o contradominio numérico de
certos tipos especiais de matrizes, tais como as matrizes de Toeplitz [45, 59, 70],

tridiagonais [27, 30, 34, 35, 45] e (quase)hiponormais.

A teoria dos contradominios numéricos em espacos munidos de um produto
interno indefinido, também conhecidos por espacos de Krein, surgiu apenas no

final do século XX e tem-se revelado um ramo da matematica muito promissor
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a avaliar pela diversidade de publicagoes que tém surgido sobre o tema [9, 10,
20, 21, 78, 79]. As propriedades bésicas do contradominio numeérico indefinido

foram estabelecidas por Bayasgalan [6] e por Li, Tsing e Uhlig [81].

A dissertacdo estd organizada em cinco capitulos. No primeiro capitulo
estabelece-se a notacao e expdem-se os resultados essenciais para uma boa
compreensao das matérias tratadas. Os restantes quatro capitulos sao origi-
nais e os resultados obtidos deram origem a artigos cientificos (em co-autoria)
alguns dos quais ja publicados em revistas internacionais da especialidade
[13, 15, 18], existindo ainda um artigo em fase de submissao para publicacao
[17].

Cada capitulo divide-se em vérias secc¢bes, cujos conteidos passamos a

pormenorizar.

A primeira seccao do capitulo 1 inclui alguns resultados fulcrais relativos
ao contradominio numérico classico de operadores lineares, entre os quais des-
tacamos o teorema do contradominio eliptico (subsecgao 1.1.2) e o teorema
de Toeplitz-Hausdorff (subseccao 1.1.3). As nogdes de recta de suporte e de
curva geradora de fronteira constam na subseccao 1.1.4. Estes dois conceitos
desempenham um papel fundamental no que se refere a andlise das proprieda-
des geométricas do contradominio numérico. Descreve-se igualmente o método
de Fiedler, para a obtencao da equacao de pontos, extremamente ttil na re-
presentagdo geométrica da curva geradora de fronteira. A subseccao 1.1.5 é
dedicada a investigacao de determinados pontos nao-diferenciaveis da fronteira
do contradominio numérico (pontos angulosos). O conceito de contradominio
numérico tracial, que constitui uma das generalizacoes mais famosas do con-

ceito de contradominio numérico classico, é abordado na subsecgao 1.1.6.

Na segunda seccao do primeiro capitulo introduz-se o conceito de con-
tradominio numérico em espagos de Krein. Restringimos o nosso estudo a
espagos de dimensao finita n e identificaremos os operadores lineares com ma-
trizes quadradas complexas de ordem n. Estabelecendo um paralelismo com o
caso classico, sao estudados o teorema do contradominio numérico hiperbdlico
(subsecgao 1.2.3), o conceito de curva geradora de fronteira e uma genera-

lizagao do teorema de Murnaghan-Kippenhahn a espagos de Krein (subsecgao
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1.2.4). Na subsecgao 1.2.5 analisa-se o conceito de contradominio numérico

tracial indefinido e coligem-se algumas das suas propriedades mais relevantes.

O segundo capitulo centra-se no estudo do contradominio numérico de
uma matriz 2-Toeplitz de banda (finita e infinita) em espagos de Hilbert.
Generalizam-se os resultados obtidos por Halmos [59], Klein [70] e Eiermann
[45]. Nomeadamente, estabelece-se uma regiao de inclusdo para o contra-
dominio numérico classico de uma matriz 2-Toeplitz de banda. Deduzem-se
as equacoes paramétricas da curva geradora de fronteira e apresenta-se uma
caracterizacdo do contradominio numérico cldssico de um operador 2-Toe-
plitz de banda, por redugao ao caso 2 x 2. Estabelece-se igualmente a equi-
valéncia assimptotica entre uma sequéncia de matrizes 2-Toepliz de banda e
uma sequéncia de matrizes 2-circulantes, generalizando os resultados obtidos
por Gray [55]. Como aplicagao, apresentam-se dois algoritmos que permitem
gerar a representagao geométrica do contradominio numérico cldssico de um
operador 2-Toeplitz de banda arbitrario. O primeiro algoritmo tem por base a
reducao ao caso 2 x 2 e o segundo algoritmo tem por base o conceito de curva

geradora de fronteira.

O estudo do contradominio numeérico, em espagos de Krein, de uma classe
especial de matrizes tridiagonais com contradominio numeérico hiperbdlico é
investigado no terceiro capitulo, estabelecendo-se deste modo um paralelismo
com os resultados obtidos por Brown e Spitkovsky [27] em relacao ao contra-

dominio numérico cldssico.

O quarto capitulo é dedicado ao estudo do contradominio numérico tracial
indefinido usualmente denotado por Wé(A) Restringimos o nosso estudo ao
caso de C' ser uma matriz real J-unitariamente diagonalizavel. Deduzem-se as
equacoes paramétricas da curva geradora de fronteira e analisam-se condicoes
conducentes a ocorréncia de porcoes planas na fronteira do contradominio
numérico tracial. Caracteriza-se o contradominio numeérico tracial para o caso
de A ser uma matriz J-normal. Como aplicacao, apresenta-se um algoritmo
numérico que permite tracar a fronteira de Wg(A) para uma matriz complexa
arbitraria A e uma matriz diagonal real arbitréria C. A abordagem apresen-

tada utiliza a ideia fundamental de que a fronteira de W (A) pode ser tragada
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por recurso ao calculo das suas rectas de suporte.

O objectivo do ultimo capitulo consiste em apresentar um algoritmo que
permite descrever geometricamente a fronteira do contradominio numérico de
uma matriz complexa arbitraria, incluindo a representacao grafica de pontos
que pertencem a curva geradora de fronteira. E de salientar que o algoritmo
desenvolvido vem colmatar certas lacunas dos programas até entao existentes
(e.g. [78]) e é valido considerando o espaco C" munido quer da estrutura

habitual de espago de Hilbert quer da estrutura de espaco de Krein.

Acrescentamos ainda, como consideracoes finais, algumas potenciais linhas

de investigagao futuras motivadas pelos diferentes tépicos versados.

A vertente computacional da dissertacao é assegurada pela implementacao,
em Matlab, de quatro algoritmos originais descritos nas seccoes 2.6, 4.6 e 5.1.
O cédigo implementado é disponibilizado em anexo a dissertacao em suporte
informéatico. Apresentam-se igualmente em suporte informético os ficheiros

que geraram as figuras exibidas na dissertacao.

Por decisao da autora, nao foi adoptado o novo acordo ortogréfico da lingua

portuguesa, uma vez que estamos num periodo considerado de transicao.

Ana Cristina Nata
Coimbra, Abril de 2011



Notacao

Simbolo Significado

N conjunto dos nimeros naturais

7 conjunto dos numeros inteiros

R corpo dos niimeros reais

C corpo dos nuimeros complexos

R™ espaco vectorial dos n-uplos reais

cn espaco vectorial dos n-uplos complexos

PR? plano projectivo real

pPC? plano projectivo complexo

Mpn (R) espaco vectorial das matrizes m X n com entradas
reais

M espaco vectorial das matrizes m X n com entradas
complexas

M, (R) algebra das matrizes n X n com entradas reais

M, algebra das matrizes n X n com entradas complexas

U, grupo das matrizes unitarias n x n

Urn—r grupo das matrizes J-unitarias n xn com assinatura

(r,n—r)

ix
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Simbolo Significado

H espago de Hilbert complexo

H espago de Krein complexo

B(H) conjunto de todos os operadores lineares limitados
em J¢

TyYy 2y vectores coluna em C"

x* vector linha de componentes conjugadas do vector

coluna x € C"

Rez parte real do nimero complexo z

Im 2 parte imaginaria do niimero complexo z

z conjugado do nimero complexo z

arg z um argumento do nimero complexo z

oS fronteira do subconjunto S de C

S fecho topoldgico do subconjunto S de C

conv.S invélucro convexo do subconjunto S de C

pconv S invélucro pseudo—convexo do subconjunto S de C
(+y ) produto interno (definido)

)y produto interno indefinido, induzido pela matriz H

hermitica e nao - singular

1 operador identidade

I, matriz identidade de ordem n

0} conjunto vazio

E;; elemento da base canénica de M,, com 1 na posigao
(i,7) e restantes entradas nulas

J I.®—1I, ,,com1<r<n

A B,... operadores em .5 ou matrizes em M,
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xi

Simbolo Significado

AL operador (ou matriz) inverso(a) de A

AY/2 Unica raiz quadrada definida positiva da matriz A,
ie., (AY2)° =4

A* operador adjunto (ou matriz transconjugada) de A

Al operador (ou matriz) J-adjunto(a) de A

Re A (A+ A%) /2

Im A (A — A¥) /(2i)

Re’ A (A+ Al /2

Im’ A (A — AP /(2d)

det(A) determinante da matriz A

tr(A) trago da matriz A

[A, B| comutador de A, B € M, i.e., [A,B] := AB — BA

& soma directa

diag (a,...,an)

matriz diagonal de ordem n com entradas princi-

pais ai,...,an

submatriz principal de A determinada pelas linhas

e colunas k e | da matriz A

forma abreviada de A[k, k]

maior nimero inteiro r tal que r < k, com k € R
espectro de A

conjunto dos valores préprios de A com vectores

préprios associados J-anisotrépicos

conjunto dos valores proprios de A com vectores

préprios associados J-positivos

conjunto dos valores proprios de A com vectores

préprios associados J-negativos
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Simbolo Significado

a9 (A) conjunto dos valores préprios de A com vectores

préprios associados J-isotropicos

W(A) contradominio numérico de A

Wi(A) J-contradominio numérico de A

Wi (A) J-contradominio numérico positivo de A

W5 (A) J-contradominio numérico negativo de A
We(A) contradominio numérico tracial de A

W (A) J-contradominio numérico tracial de A

C(A) curva geradora de fronteira de W (A)

Cy(A) curva geradora de fronteira de Wy (A)

0i simbolo de Kronecker, i.e., 1 sei=je0sei #j
Sn grupo simétrico de grau n

Srn—r conjunto de todas as permutacgoes ¢ = o o 09,

onde o1 € S, e 02 € S,,_, tais que o1(j) = j, se
je{r+1,...,n}eoa(j)=4g,seje{l,...,r}

2o ponto-o

n! factorial n(n —1)...2.1

cn ficiente binomial — "
coeficiente binomial ———

K kl(n — k)!

Lz, ... 2] anel de todos os polinémios nas varidveis x1,..., T,
e coeficientes inteiros

sup supremo (menor limite superior)

inf infimo (maior limite inferior)



Contradominios numeéricos

1.1 Em espacos de Hilbert

1.1.1 Definicao de contradominio numérico. Algumas proprie-
dades

A nocao de contradominio numérico estd intimamente relacionada com
o conceito de forma quadratica. Sejam S um espago de Hilbert complexo
munido de um produto interno (-, -) e (%) o conjunto de todos os operadores

lineares limitados em . A forma quadrdtica associada a A € B(H) é a

aplicagao
z+— (Az,z), z€H. (1.1)
Considere-se ## munido da norma induzida pelo produto interno, ||z| =
<x,9:>1/2, x € I, e seja
Ep ={x e |z|| =1}, (1.2)

a esfera unitaria. Para simplificar a notagao, no caso de o espaco de Hilbert a
considerar ser o plano complexo munido do produto interno usual, usaremos

apenas o simbolo [E para representar o conjunto (1.2).



2 Capitulo 1

Definicao 1.1.1. O contradominio numérico ou campo de valores de um
operador A € () denota-se por W(A) e é o contradominio da forma

quadrética (1.1) restrita a [E . Simbolicamente,
W(A) = {(Az,x) :x € A, ||z|| = 1}. (1.3)

Se escolhermos o espago de todos os n-tiplos complexos, 77 = C', munido do

produto interno usual
(,y) ==y, (1.4)

onde z* denota o vector linha de componentes conjugadas do vector coluna

x € C", entao W(A) é dado por uma forma matricial equivalente
W(A) ={z*Az : 2 € C", "z = 1}. (1.5)

Em contraste com o caso de dimensao infinita, o contradominio numérico de
um operador definido num espago de dimensao finita é compacto (por ser a
imagem de um conjunto compacto pela aplica¢do continua z — (Ax,z)). Em

espacos de dimensao infinita, o conjunto W(A) é compacto.

Ao longo deste trabalho vamos assumir que os espacos de Hilbert de di-
mensao infinita a considerar sao separaveis, ou equivalentemente, tém di-
mensao numeréavel [38, 4.16]. Sempre que considerarmos um espago de Hilbert
¢ de dimensao finita n, identificaremos esse espaco com C"™ munido do pro-
duto interno usual (1.4) e identificaremos os respectivos operadores lineares,

C" — C", com uma matriz quadrada de ordem n com entradas complexas.

Cumpre referir que até ao final deste capitulo, caso nao seja dito nada em
contrario, A e B denotam operadores lineares em %(.%), sendo I o operador
identidade. O simbolo A* representa o operador adjunto de A e é o operador
que satisfaz

(Ax,y) = (z,A%y), parax,y € . (1.6)

Se A = A*, o operador A diz-se auto-adjunto, se AA* = A* A o operador diz-se
normal e se AA* = A*A = I o operador diz-se unitdirio. O espectro de A é a
uniao disjunta

o(A) :=0,(A) Uor(A)Uoc(A),
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em que o,(A), 0,(A) e 0.(A) denotam respectivamente, o espectro pontual,

residual e continuo de A dados por

op(A) :={A € C: A— Al é nao invertivel}
or(A) :={X € C: (A — X) ! existe, mas o seu dominio ndo ¢ denso em ¢}
0c(A) :={A € C: (A — ) !existe e 0 seu dominio é denso em #, mas

nao ¢ limitado} .

Todo o elemento A\ € o,(A) diz-se um valor préprio de A e todo o vector
x # 0 tal que (A — AI)z = 0 diz-se um vector préprio de A associado a .
Se dim JZ < oo, entao o(A) = o,(A). No entanto, para espacos de dimensao
infinita, podem existir valores espectrais que nao sao valores préprios de A [71,
exemplo 7.2-2]. Chamamos a atencao para o facto de a fronteira do espectro de
um operador A estar contida no espectro pontual aproximado de A que se de-
nota por oupp(A) e é constituido por todos os valores A € € para os quais existe
uma sequéncia de vectores unitdrios {x, },, tais que ||(A — X\ )x,| Tn=o0" 0 [59,
Problema 63]. Se existir alguma sequéncia que satisfaga esta condi¢ao, mas que
nao contenha nenhuma subsucessao convergente, entao A pertence ao espectro

essencial de A, denotado por oess (A).

Cumpre igualmente referir que o simbolo conv S representa o invdlucro
convezro de um subconjunto S de um determinado espaco vectorial e é o menor
conjunto convexo que contém S, ou seja, é o conjunto de todas as combinacoes

convexas de um numero finito de elementos de S. Simbolicamente,

n n
convS:{Z)\ixi:)\iZO, dNi=1meS i=1...ne nE]N}.
i=1 =1

Definicao 1.1.2. Um subconjunto X de V diz-se conezxo se nao contiver dois

subconjuntos abertos, disjuntos e nao-vazios, A e B, tais que X = AU B.

Por outras palavras, X é conexo se os Unicos subconjuntos de X simultanea-

mente abertos e fechados sdo X e @.

Lema 1.1.3. Todo o conjunto convero é conexo.
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Demonstracgao: Seja X um conjunto convexo. Suponhamos, por absurdo,
que X = AU B é uma desconexao de X. Escolham-se x € A e y € B arbi-
trariamente. Como AN B = @, entdo = # y logo 6 = ||z — y|| > 0. Seja

d
d=d(A,B) = Ii4nbf BHa —b||. Tem-se § > d > 0, donde 0 < 5 < 1. Seja
acA,be

d
A=1- % €]0,1[. Da convexidade de X, resulta que z = Az + (1 -y € X.

d
Mas, ||z — z|| = (1 = N)||z — y| = 5 < d, logo z ¢ B. De modo anélogo,

conclui-se que z € A. Entdo z ¢ AU B = X, o que gera uma contradicao. B

Estabelecida a notacao, destacam-se algumas propriedades basicas do con-
tradominio numeérico classico. As demonstracoes destas propriedades nao ofe-
recem qualquer tipo de dificuldade e seguem directamente da definicao 1.1.1,

razao pela qual serao omitidas.

W1. W(al 4+ fA) = a+ W (A), para quaisquer escalares a, 8 € C;

W2. W (U*AU) = W(A), para todo o operador unitario U (invariancia uni-

taria);
W3. W (A*) ={z: 2 W(A)}

W4. W (A+ B) C W(A)+ W (B) (subaditividade);

W5. 0(A) C W(A) (inclusao espectral). Esta inclusao foi originalmente pro-
vada por Wintner [108] em 1929. Desde entao, varios autores apresenta-

ram demonstracoes alternativas deste resultado (e.g.[57, teorema 1.2-1]).

Todo o operador A pode decompor-se na forma cartesiana
A=ReA+ilmA, (1.7)

em que Re A e Im A sdo os operadores auto-adjuntos univocamente determi-

nados por
A+ A* — A*
i e ImA:= A . (1.8)

A=
Re 2

Tendo em conta esta decomposicao, obtém-se as duas seguintes propriedades.
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W6. W(A) CW (ReA) +iW (Im A);

WT7. ReW(A) =W (ReA)elm W(A) =W (ImA), onde Re W (A) e ImW (A)
denotam as projeccoes ortogonais de W (A) sobre os eixos real e ima-

ginario, respectivamente.

As préximas propriedades ilustram a relagao existente entre as proprieda-

des geométricas de W (A) e as propriedades algébricas de um operador linear

A.
WS8. W(A) ={a} se es6se A= al, para todo o escalar o € C.

W9. W(A) é um intervalo real se e s6 se A for um operador auto-adjunto.

Demonstracao [57, p.7]: Supondo que A é auto-adjunto, entdo (Azx,z) =
(x,Az) = (Az,z), para todo o vector x € J# e, portanto, W(A) é real.
Reciprocamente, se (Az,z) € R, para todo o vector unitério x € %, tem-se
que (Az,z) — (x,Ax) =0 < ((A— A*)z,x) = 0. Logo W (A — A*) = {0} e
A= A [ |
W10. Se W(A) = [m, M], entdo m, M € o(A).

Demonstracao[57, p.7]: Comom € W (A), existe uma sequéncia de vectores

unitdrios {x,}, em J¢ tal que (Az,,z,) — m. Entao

— 0.

(A = m D) m, )| = [[(A = m D)2 |

Logo, também |[(A — m I) z,|| — 0 e, portanto, m € o4pp(A) C o(A). Analogo
para M. |

Todas estas propriedades continuam validas em espagos de dimensao fi-
nita. Nesse caso, ndo é necessario considerar o fecho topolégico de W (A) na

propriedade W10. Em espagos de dimensao finita acresce ainda o seguinte.
W11. W(B) C W(A), para qualquer submatriz principal B de A € M,,.

W12. W(A) = [Amin(A4), Amax(A4)] C R se e s6 se A é uma matriz hermitica,
onde A\pin(A) e Apax(A4) denotam, respectivamente, os valores préprios

minimo e maximo de A.
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1.1.2 Teorema do contradominio eliptico

A descricao geométrica do contradominio numérico de uma matriz A € My
é excepcionalmente simples e foi feita inicialmente, em 1932, por Murnaghan
[88]. Ao longo dos anos foram surgindo demonstracoes alternativas deste re-
sultado. Destacamos a de Donoghue [42], em 1957, e as mais recentemente

apresentadas por Gustafson e Rao [57] e Li [75], ambas em 1996.

Teorema 1.1.4 (Teorema do contradominio eliptico, 1932). Seja
A € My uma matriz com valores proprios A1 e Ao. O contradominio numérico
de A € o disco eliptico (possivelmente degenerado) com focos A1 e A2, cujos

eixos maior e menor tém comprimento, respectivamente,

Jir (A7 4) —2Re (o) e (Jir(AmA) — P — el (19)

Demonstragao [75]: De acordo com o teorema da triangularizagdo de Schur

[63, p.79], toda a matriz A € My é unitariamente semelhante a uma matriz

A
| M ? ,
0 A

em que b € C. Entao, segundo a propriedade da invaridncia unitaria, W2,

triangular superior do tipo

W(A) = W(B). Na descricao do contradominio numérico de A € My vamos

considerar dois casos distintos.
(i) Se A é normal, entdao b=0e
2 2 2 2
W(B) = {Afai + de foal s 21,00 € ©, for [ + [ = 1]

é um segmento de recta fechado de extremos A; e Az, ou dito de outra forma,
é uma elipse degenerada com focos A\; e Ay e comprimento do eixo menor igual
a zero. Se A1 = Mg, entdo o contradominio numeérico reduz-se ao conjunto

singular {\1} (caso em que A é uma matriz escalar).

(ii) Se A nao é normal, entao b # 0. Consideremos, em primeiro lugar, o

caso A\1 = Ao. Entao B = M\ Iy +

] e obtém-se que
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W(B) = )\1 + {bxlxg T, € (D, |:E1|2 + |x2‘2 = 1} .

Trata-se de um disco circular centrado em A; e de diametro |b|, ou dito de
outra forma, é um disco eliptico degenerado com ambos os focos iguais a Ay
e comprimento do eixo menor igual a |b|. Suponhamos agora que b # 0 e
A1 # Ao, Entéo

B=tt(B)h+t (0 — ) VIOV,

2 2
1 2| 1 0 b
0 —1] _[0 eiargb]’ Comc_Al—Az#O‘

Sendo V' unitéria, as propriedades W1 e W2 garantem que

onde

C =

W(B) = %tr(B) + % (M — Ao) (O, (1.10)

pelo que basta estudar o contradominio numérico de C'. Seja

/1 2
D =ReC+iyImC, ;M

com vy = E

Verifica-se facilmente que a matriz D tem um valor préprio nulo que é du-
plo e, portanto, de acordo com o teorema da triangularizacdo de Schur, D é

unitariamente semelhante a

0 21+ |c|?
0 0

Entao, segundo o argumento anterior, W (D) é um disco circular centrado na
origem e de raio /1 + |c|?, ou seja, a fronteira de W (D) é o conjunto de pontos

{\/1 +|c|?e i t € ]R}. Claramente,
z+iy e W(C) e z+iyy € W(D).

Logo, a fronteira de W (C') é o conjunto de pontos

{\/1+ |c|? cost + |c|sint : t € R}.
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Portanto, W(C') é um disco eliptico de focos —1 e 1, cujo comprimento dos
eixos maior e menor é 2/1 + |¢|2 e 2|c|, respectivamente. Além disso, sendo
W(B) uma translagdo do conjunto W(C') previamente multiplicado por
b/ (2|c|), de (1.10) conclui-se que W (B) é um disco eliptico com focos A; e
A2, cujos eixos menor e maior tém comprimento m e |b|, res-
pectivamente. E agora simples reescrever estes comprimentos na forma (1.9).
[

1.1.3 Teorema de Toeplitz-Hausdorff

A convexidade de W (A), estabelecida por Toeplitz [104] e Hausdorff [60]
em 1918/19, é um resultado em si da maior relevancia e que contribuiu de
forma assinaldvel para o desenvolvimento da teoria dos contradominios numé-
ricos. Um factor que evidencia o grande interesse que este teorema sempre mo-
tivou, sdo as vérias demonstragoes alternativas publicadas (e.g. [42, 58, 64, 74]).
A demonstracao que selecciondmos processa-se por redugao ao caso bidimen-
sional evidenciando deste modo a grande utilidade do teorema do contra-

dominio eliptico (ver, teorema 1.1.4).

Definicao 1.1.5. Seja ¥ um subespaco de 5 e Py a projeccao ortogonal de
A em Y. Dado um operador linear A em ., chama-se compressio de A em

¥ e denota-se por Ay ao operador Py A restrito ao subespago 7.

Lema 1.1.6. Se A é um operador linear em F, entao W (A) contém o con-

tradominio numérico de todas as compressdes de A.

Demonstragao [100]: Seja ¥ um subespaco de .#°. Para todo o z € ¥/,

tem-se que
(Ayx,x) = (PyAx,z) = (Ax, Pyx) = (Ax,x) € W(A),

logo W(Ay) C W(A). [ |

Teorema 1.1.7 (Teorema de Toeplitz-Hausdorff, 1918-1919). Se A é

um operador linear em F, entao W(A) é um conjunto convezo.
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Demonstracao [57, p.4]: Sejam z e w dois pontos distintos em W(A) e
¢ o segmento de recta que os une. Tem-se que z = (Az,z) e w = (Ay,y),
para alguns vectores unitdrios z,y € . Seja A,y a compressao de A ao
subespaco de J# gerado por x e y (subespago de dimensao 2, caso contrério
z = w). Como consequéncia do teorema do contradominio eliptico, W (A,) é
um disco eliptico que contém 2z e w e, consequentemente, também contém o
segmento de recta £. Além disso, tendo em conta o lema 1.1.6, conclui-se que

¢ C W(Azy) C W(A), vindo que W (A) é convexo. [ |

Estabelecida a convexidade, estamos em condicoes de enunciar mais algu-

mas propriedades do contradominio numérico de um operador linear A.
W13. W(A) é um subconjunto conexo de C.

Esta propriedade é uma consequéncia imediata do lema 1.1.3 e do teorema de
Toeplitz-Hausdorff.

W14. conv (0(A)) € W(A), ocorrendo igualdade se A for normal.

A inclusao é uma consequéncia imediata da propriedade W5 e do teorema
1.1.7. Para demonstrar a igualdade no caso de normalidade, veja-se e.g. [57,
p.16].

Para espacos de dimensao finita, tem-se ainda que
W15. W(A @& B) = conv {W(A) UW(B)}, quaisquer que sejam A, B € M,.
Em particular, se A = diag(ay,...,ay), entao W(A) = conv (ay,...,ap).

Para uma demonstracao desta propriedade veja-se [64, p.12-13].

1.1.4 Curva geradora de fronteira

A caracterizacdo geométrica do contradominio numérico de um operador
linear A faz-se essencialmente por recurso a dois conceitos fundamentais: o
conceito de curva geradora de fronteira e o conceito de recta de suporte cujas
definicoes apresentamos de seguida. Por motivos de simplicidade, ao longo
desta subseccgao iremos restringir o nosso estudo a espacgos de Hilbert de di-

mensao finita n, identificaremos esse espago com o espaco C™ munido do pro-
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duto interno (1.4) e identificaremos os operadores lineares com matrizes em
M,. No entanto, cumpre referir que todos os resultados desta subseccao sao
igualmente validos em espacos de Hilbert de dimens&o infinita separaveis, 72,
e para operadores lineares A com norma de Hilbert-Schmidt finita, i.e., ope-

radores que satisfazem a condigao

1Al gs == ‘/Z [ Aen|* < oo, (1.11)
n>0

onde ||| é a norma definida em J# e {e,, : n =0,1,2,...} é uma base ortonor-
mada de 7. A condigao (1.11) garante que o operador linear A é compacto
(cfr. [38, corolario 18.7]) e, portanto, de acordo com o teorema espectral [48,
p.2], se A for auto-adjunto, todos os seus valores préprios s@o reais e existe
uma base de ¢ constituida por vectores préoprios de A. Claro que em espagos
de dimensao infinita é necessdrio considerar o fecho topolégico de W (A) e

substituir os termos “max” e “min” por “sup” e “inf”, respectivamente.

Definicao 1.1.8. Seja .S um subconjunto convexo de €. Toda a recta que
intersecta S em pelo menos um ponto e que define dois semi-planos, um con-
tendo S e o outro nao contendo ponto algum de S, diz-se uma recta de suporte
de S.

Seja A € M,,. Atendendo & decomposigao cartesiana (1.7) e a propriedade
W12 conclui-se que W (A) estéd contido no rectangulo (ver, figura 1.1) definido

pelas rectas verticais

A ={dmin Red)+iy:ye R} e Z:={Imax(Red)+iy:ye R}
(1.12)

e pelas rectas horizontais

L ={x+idpin(ImA):z € R} e Z:={z+ i nax(ImA):2 € R},
(1.13)
onde Apax(Re A) (Amin(Re 4)) € Amax(Im A) (Amin(Im A)) denotam, respecti-

vamente, o maior (menor) valor préprio das matrizes hermiticas Re A e Im A
definidas em (1.8).
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Ly

L

L1 L2

Figura 1.1: W(A) e rectas de suporte (1.12) e (1.13).

Ao considerarmos um vector préprio x, nao-nulo, associado a cada um dos
valores préprios maximo (e minimo) de Re A4, o ponto z = (Az, z) é um ponto
da fronteira de W(A) que pertence simultaneamente a % (respectivamente,
a Z1). Um raciocinio andlogo é valido para os valores préprios maximo e
minimo de Im A. Como consequéncia deste facto e da convexidade de W (A),
conclui-se que W(A) tem em comum com cada um dos lados do rectangulo
atras referido um ponto ou um segmento de recta e, portanto, as rectas (1.12)
e (1.13), sao rectas de suporte de W (A).

Com o intuito de caracterizar geometricamente W (A), vamos descrever
um processo segundo o qual as rectas de suporte desempenham um papel
fulcral. Esse processo consiste em determinar, através de uma rotacao de
W (A), pontos que pertencem simultaneamente a fronteira e a uma recta de
suporte de W(A). Refira-se que para caracterizar W (A), basta determinar a

sua fronteira, pois W(A) é um conjunto convexo e compacto.

Lema 1.1.9. Para toda a matriz A € M, e para todo o vector unitdrio x € C",

as sequintes condigcoes sao equivalentes
(a) Re (Az,x) = max{Rez:z € W(A)};
(b) (ReAz,z) =max{a:a € W(ReA)} ;

(c) Re Ax = Apax(Re A)z.
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Demonstracao [64, p.34-35]: A equivaléncia entre as condicoes (a) e (b) é

uma consequéncia imediata da propriedade W7 e do facto de

(ReAz,z) = —((A+A")z,x)= % (Az,z) + % (A*z, )

N | =

1 1 1 1
- - e, Az) = - (A T4

2( x,x>+2<x, x) 2( x,x>+2< x, )
= Re (Az,z).

A equivaléncia entre (b) e (c) advém do facto de Re A ser uma matriz hermitica

e, portanto, ser valida a propriedade W12. |

De acordo com o lema anterior, tem-se que
max{Rez:z€ W(A)} =max{a:ac W(ReA)} = Anax(Re 4).

Portanto, se calcularmos A\pax(Re A) e um vector préprio unitario associado, x,
obtemos um ponto (Az, ) que pertence simultaneamente a fronteira de W (A)
e & recta de suporte % definida em (1.12). Como €W (e7"A) = W(A),
podemos obter, por rotagao de W(A), tantos pontos na fronteira de W (A)

quantos queiramos. Para tal basta considerar 6 € [0, 2], calcular
Ao = Amax(Re(e "% 4)) (1.14)
e um vector préprio unitario, xg, associado a Ag. A recta
yi={e” (o +iy) iy € R} (1.15)

é uma recta de suporte de W (A) ilustrada na figura 1.2.

Denote-se o semi-plano determinado pela recta % por
Hp = {ewz :Rez < )\9} . (1.16)

Com base no argumento anterior, podemos enunciar o seguinte teorema que

caracteriza pontos na fronteira de W (A).

Teorema 1.1.10. [64, p.36] Se A € M, e 6 € [0,2n[, entdo o nimero
complexo pg := (Axg, xg) pertence a OW(A)NLy e W(A) C Hy.



Seccao 1.1 13

W(A)

Ly

Figura 1.2: W(A) e recta de suporte (1.15).

Como, além disso, W(A) é um conjunto convexo e compacto, conclui-se que

W(A) =conv {pg:0<6 <271} = ﬂ He. (1.17)
0<6<2m

Refira-se ainda que tudo o que foi dito para o maior valor préprio de Re (e_wA)

aplica-se, mutatis mutandi, para o menor valor proprio de Re (e*iaA).

E possivel deduzir um processo alternativo que permite caracterizar W(A).
A descrigao deste processo recorre a alguns conceitos de geometria algébrica
que consideramos conveniente apresentar. Para um estudo mais aprofundado

desta matéria remetemos o leitor para [47, 106].

Seja K o corpo dos ntimeros reais, IR, ou o corpo dos niimeros complexos,

C. O plano projectivo de KK define-se & custa do espaco tridimensional K?3.

Definicao 1.1.11. O plano projectivo de IK denota-se por PK? e consiste no
conjunto das rectas de IK? que passam pela origem. Estas rectas chamam-se

pontos do plano projectivo.

Dado um ponto P em K3, diferente da origem O, de coordenadas rectan-
gulares (z,y, z), existe uma unica recta que passa por P e O, determinando
desta forma um tnico ponto de PIK?. Denota-se esse ponto por (z : ¥ : z),
diz-se que P é um seu representante e que x,¥, z Sa0 as suas coordenadas ho-

mogéneas.
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Impoe-se analisar as diferencas existentes entre os conceitos de curva algé-
brica (afim) em K? e curva algébrica (projectiva) em PK?. Considere-se um

polinémio nas varidveis x e vy,

1,3
em que os coeficientes a;; € K. O grau do polinémio ¢é o valor méximo de i+ j

associado a um coeficiente a;; # 0.

Definigao 1.1.12. Uma curva algébrica (afim) em K? é o conjunto dos zeros
de um polinémio nao-constante, f, de coeficientes em K, nas varidveis x e y.
Diz-se que

fla,y)=0
é a equacdo da curva algébrica. A ordem da curva algébrica é o grau do

polinémio f.

As curvas algébricas de ordem 1 designam-se por rectas e as curvas algébricas
de ordem 2 por cdnicas. Uma cénica é definida por uma equagao do segundo

grau em duas varidveis do tipo
Az? + By* +Cay+Dx+Ey+F =0, emque A, B,...,FeR.

Existem cinco tipos de cénicas: a parabola, a elipse, a hipérbole, a circun-
feréncia e um par de rectas congruentes. Estes dois tultimos sao casos particu-

lares da elipse e da hipérbole, respectivamente.

Podemos estender o conceito de curva algébrica ao plano projectivo PK?2.
Contudo, é necessario considerar polinémios com trés variaveis que sejam ho-
mogéneos, isto é, polinémios cujos termos tém todos o mesmo grau. A razdo
prende-se com o facto de as coordenadas homogéneas de um ponto do plano
projectivo nao serem tnicas e serem da forma (az : ay : az), para a # 0.

Claro que se f for homogéneo de grau n, entao

f(ax7ay7 az) = anf(x7y7 Z)?

pelo que podemos afirmar que o ponto (z : y : z) é solugdo da equagao
f(xz,y,z) = 0, uma vez que qualquer seu representante satisfaz a referida

equacao.
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Defini¢ao 1.1.13. Uma curva algébrica (projectiva) em PK? é o conjunto

dos pontos do plano projectivo que satisfazem uma equacao da forma

flz,y,z) =0, (1.19)

em que f é um polinébmio homogéneo nao-constante com coeficientes em K.
Diz-se que (1.19) é a equagdo da curva algébrica e que a ordem da curva

algébrica é o grau do polinémio f.

Uma ferramenta 1til na investigacao das propriedades geométricas de uma
curva no plano projectivo consiste na andlise das suas vistas afins. Escolhendo
x=1ouy =1ouz =1, obtemos as vistas afins principais de uma curva
algébrica definida em PK?. Com efeito, eliminando umas das varidveis z,y
ou z, em (1.19) obtém-se um polinémio nas restantes duas varidveis, o qual
representa uma curva algébrica em K2. Este processo designa-se por processo
de desomogenizagdo, uma vez que se elimina a homogeneidade de f. Convém
igualmente referir que quando estudamos uma curva em PC?, apenas pode-
mos representar geometricamente as vistas afins da sua parte real (ou seja, o
conjunto de pontos da referida curva que admitem um representante em R?).
Estas vistas afins dao uma ideia da curva algébrica no seu todo.

Para além da analise das vistas afins de uma curva definida num plano
projectivo, o estudo das suas singularidades pode ser relevante para a compre-
ensao das propriedades geométricas da curva. Consideremos, no plano projec-
tivo PIK?, uma curva algébrica I de ordem n. Seja % uma vista afim da curva
I' de equagao f(z,y) = 0. Seja ¢ a recta afim que passa no ponto @ = (a,b) e

que tem a direcgao do vector (u,v). Entao, ¢ é definida parametricamente por
x =x(t) = a+ ut, y=y(t) =b+vt.

Os valores do parametro t, correspondentes aos pontos de interseccao da recta

¢ com a curva % sao as raizes da equagao
o(t) == fla+ut,b+vt) =0. (1.20)

O polinémio ¢ € K[t| diz-se o polindmio de intersec¢ao da recta ¢ com a curva
¢. Como consequéncia do teorema de Bézout (cfr. [106, p.59]) duas situagoes

podem ocorrer:
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e ¢ ¢ identicamente nulo e, nesse caso, a curva ¢ contém a recta /;

e ¢ tem grau < n e, nesse caso, { terd quando muito n pontos distintos de

intersec¢do com a cruva % .

Sejam Pi, P, ..., P, os pontos distintos de interseccao e t1,to,...,t, 08 res-
pectivos parametros. A multiplicidade m; da raiz t; da equagao (1.20) diz-se
o numero de interseccdo, em P;, da recta £ com a curva ¢ e representa-se por
Ip, (eNe). E f4cil verificar que Ip; (¢ N €) depende apenas do ponto P;, sendo
invariante por mudanga do referencial afim. O nimero (total) de intersec¢oes

da recta ¢ com a curva %, é definido por

IUN%):=) Ip ((N%).
J

Pelo exposto, I (£ N %) é sempre inferior ou igual a n.

Exemplo 1.1.14. [101, p.59] Considere-se a quértica afim %, no plano R?,
de equacao

v -2 +at =0 (1.21)
e, para cada A € R, a recta £ de equagdao y = Ax parametrizada por x =t e
y = At (ver, figura 1.3). O polinémio que da a interseccao da recta £ com a

curva 4 é

Da(t) = f (t, A) = N2t2 — 12 ¢4 (1.22)
As raizes de ¢, (t), calculadas pela equacgdo t2 ()\2 —1- t2) =0, sdo

e se A = +1, t; = 0, com multiplicidade 4, a que pertence o ponto O =
(0,0) e, portanto,
Io (gil N Cf) =4,

e se A # *1, t; = 0, com multiplicidade 2, a que corresponde o ponto
P, =0 = (0,0). Além disso, se —1 < X < 1, temos mais duas raizes reais
de (1.22), ta3 = £V 1 — A2, a que correspondem dois pontos simples, P,

e P53, com namero de interseccao 1. Portanto,
Ip, (xNE) =2, para\# =+l

Ip2(€>\ﬂcg)21p3(€)\ﬂ%):1, para —1 <A <1.
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Portanto, I ({yN%) =4, para —1 < X < 1.

0.8
0.6
0.4+

0.2+

Eixo imaginario
=)
T

-0.8

-1+

-1.4-12-10-08-06-04-02 0 0.2 04 06 08 10 12 14
Eixo real

Figura 1.3: Quadrtica de equagao (1.21) e rectas y = Az.

Fixemos um ponto @ = (a,b) em % de tal forma que f(a,b) = 0 e consi-
deremos o feixe de rectas .# (@) baseado em Q). A multiplicidade de @ em &

define-se através de

m(Q) = m(Q) ==min{Io ({N%) : L€ F(Q)}.

Como @ pertence a %, temos automaticamente que t = 0 é raiz do polinémio

de intersecgao e, portanto,
Io(tne)>1, VleF Q).

Pontos de multiplicidade 1, 2, 3, 4, ... dizem-se pontos simples, duplos, triplos,
quddruplos, . .. de €. Um ponto de multiplicidade m é, grosso modo, um ponto
de ¥ onde m ramos da curva se auto-intersectam.

Por exemplo, na figura 1.3, a multiplicidade da origem O é 2. Portanto O é
um ponto duplo. No entanto, para as rectas y = +x, o nimero de intersecgao,
em O, é 4.
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Os pontos Q € € de multiplicidade superior ou igual a 2 designam-se por
pontos singulares da curva. Se expandirmos o primeiro membro da equagao
(1.20) numa série de Taylor em ¢, concluimos que @ = (a,b) é um ponto

singular se e s6 se

f(a,b) = g‘i(a, b) = Z:J;(a, b) = 0.

Seja @ um ponto de multiplicidade m numa curva algébrica . Uma recta

¢ que passa em @) diz-se uma tangente a € em @ se
Io(tN€)>m+1. (1.23)

No caso de @ ser um ponto duplo de %, uma recta £ que passa em ) é uma
tangente a ¢, em @, se Ig ({ N¢’) > 3. Nestas condigoes, podem ocorrer duas
possibilidades:

e existem duas tangentes distintas. Neste caso, @ diz-se um nodo. Mais
precisamente, se as tangentes forem ambas reais, ) diz-se um crunodo;

se forem complexas conjugadas, ) diz-se um acnodo;

e as tangentes coincidem e, neste caso, ) diz-se um cuspide.

Em seguida, centrar-nos-emos no estudo da relacao existente entre o con-

tradominio numérico de uma matriz e o polinémio definido em (1.24).

Definicao 1.1.15. Chama-se polindmio de Kippenhahn de um matriz A € M,

ao polinémio em trés variaveis, u,v e w, dado por
fa(u,v,w) = det(uRe A + vIm A + wl), (1.24)

em que ReA e Im A denotam as matrizes hermiticas univocamente determi-

nadas pela decomposigao cartesiana de A (cfr.(1.7) e (1.8)).

O polinémio de Kippenhahn é um polinémio homogéneo de grau n, pelo
que
falu,v,w) =0 (1.25)
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pode entender-se como a equagao de linhas homogéneas da curva dual, I'*, de
uma curva algébrica I' de classe n definida no plano projectivo complexo PC?.

Mais precisamente,
I ={(u:v:w) € PC*: fa(u,v,w) =0};
I'={(z:y:2) € PC*:uz+vy+ 2w =0 é uma tangente de '} . (1.26)

A parte real da vista afim de I segundo o plano z = 1 representa uma curva

em R? que denotaremos por C(A), ou seja,
C(A)={(z,y) eR*: (z:y:1)eT}. (1.27)

Como facilmente se constata, os coeficientes de fa(u,v,w) sdo todos reais
e, portanto, a curva I' de classe n definida em (1.26) tem n focos reais que
coincidem exactamente com os valores préprios da matriz A, contando com as

correspondentes multiplicidades [69, 88].

Teorema 1.1.16 (Murnaghan [88] e Kippenhahn [69]). Suponha-se que
ux + vy +w =0 € a equacao de uma recta de suporte de W(A). Entao

det (uRe A +vIm A + wl) =0,
onde Re A e Im A sdo as matrizes hermiticas definidas em (1.8).

Consequentemente, as rectas de suporte de W(A) sao rectas tangentes de
C(A). Kippenhahn provou que o contradominio numérico de A é o invélucro
convexo da curva C(A) e que a fronteira de W(A) é uma uniao de arcos

algébricos (arcos de C'(A) e porventura segmentos de recta). Simbolicamente,
W(A) = conv C(A). (1.28)

Em virtude desta propriedade, Kippenhahn atribuiu a C'(A) a designagao de
curva geradora de fronteira de W(A). Recordamos que o procedimento para
a obtencao da equacao de pontos de C(A), método de dualizagao (cfr. [46]),

consiste em:
(i) eliminar uma das varidveis u,v ou w entre

falu,v,w) =0 e wuxr+ovy+w=0;
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(ii) desomogeneizar o resultado fazendo uma das restantes varidveis igual a
L;

(iii) eliminar a restante varidvel da equagao obtida em (ii) e da sua derivada

em ordem a essa varidvel.

Assim se em (i) optarmos, por exemplo, pela eliminagao de w e fizermos em

(ii) w = 1 com vista a desomogenizagao, obteremos a equagao
F(x,y,v) :fA(l,U,—.I—’Uy) 207 (129)

consistindo o passo (iii) na eliminagao de v entre

F(z,y,0) =0 (1.30)
€
oF A o — o2 o) =
%(‘T’yvv) - v (17y7 €T Uy) Yy o (]-73/7 x Uy) =0. (131)

A curva geradora de fronteira é extremamente 1til na anélise das proprie-
dades geométricas de W (A). Efectivamente, apesar de a descricdo geométrica
do contradominio numérico de uma matriz A € M, ser particularmente sim-
ples para n = 2 (cfr. teorema 1.1.4), em geral pode revelar-se bastante com-
plexa. De acordo com a classificagdo de Kippenhahn [69, teorema 26|, a curva

geradora de fronteira para n = 3 pode assumir uma das seguintes formas:
(i) trés pontos (coincidentes ou nao);
(ii) um ponto e uma elipse;
(iii) uma curva irredutivel e limitada:

- de ordem 4, com um cuspide e uma tangente dupla em dois dos

seus pontos

- de ordem 6, composta por uma componente oval e uma curva com

trés cuspides pertencentes ao seu interior.
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Para ilustrar as duas possibilidades descritas em (iii) podemos considerar os

dois seguintes exemplos devidos a Kippenhahn [69].
Exemplo 1.1.17. Seja

0 —-1/2 0
A=1|1/2 0 —1/2.
0 1/2 V2

A curva geradora de fronteira de W (A) estd representada na figura 1.4 e tem
como equagao de linhas wv? + V202w — duw? — 22w = 0.

0.8

0.6

Eixo imaginario
o

-0.2 0 02 04 06 08 1 12 14 16
Eixo real

Figura 1.4: Curva geradora de fronteira de W (A), sendo A a matriz do exemplo
1.1.17.

Exemplo 1.1.18. Seja

0 —1/2 0
A=1|1/2 1/vV2 —1/2
0 1/2 —1/V2

A curva geradora de fronteira de W(A) estd representada na figura 1.5 e tem

2
como equacao de linhas 7uv2 — 20w — 20*w + 4w = 0.
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0.6

04r

0.2

Eixo imaginario
o

-1 -08 -06 -04 -02 O 02 04 06 08 1
Eixo real

Figura 1.5: Curva geradora de fronteira de W (A), sendo A a matriz do exemplo
1.1.18.

Para n > 4, é conhecido o contradominio numérico de certas classes espe-
ciais de matrizes (e.g. [30, 32, 85, 90]), mas em geral, a sua caracterizagdo nao é
simples. Por este motivo, a implementacao de programas computacionais que
representem graficamente o contradominio numérico de uma matriz arbitraria

reveste-se de grande utilidade pratica (ver, capitulo 5).

1.1.5 Pontos nao-diferencidveis da fronteira de W (A)

Definigao 1.1.19. Um ponto anguloso de um subconjunto convexo S de C
é um ponto z € 95 tal que existe ¢ > 0 suficientemente pequeno tal que
B (z,€)NS esta contida num sector limitado por duas rectas que se intersectam

em z e que definem um angulo de medida inferior a 7 (ver, figura 1.6).

Figura 1.6: A é um ponto anguloso.
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Shapiro [100, p.13] provou, em 2004, que a fronteira de um conjunto
convexo é uma curva diferenciavel, excepto quando muito num conjunto nu-
meravel de pontos angulosos. Consequentemente, em virtude da convexida-
de do contradominio numérico, todos os pontos nao diferencidveis de W (A)
sao pontos angulosos. Este resultado, originalmente formulado por Kippen-
hahn [69], é frequentemente atribuido a Donoghue [42] que o estabeleceu em

condigOes mais gerais.

Teorema 1.1.20 (Kippenhahn-Donoghue). Seja A um operador linear
em . Se z € OW(A) for um ponto anguloso de W(A), entdo z é um valor
proprio de A.

Demonstragao [42]: Seja z € % um vector unitédrio tal que z = (Azx,z).
Dado 0 # y € JZ, seja Ay a compressao de A (cfr.defini¢ao 1.1.5) ao subespa-
¢o vectorial de J# gerado por z e y (subespaco de dimensao 2, caso contrario
x =1vy). Atendendo ao teorema do contradominio eliptico (cfr. teorema 1.1.4)
e ao lema 1.1.6, OW (A,y) é uma elipse (possivelmente degenerada) contida
em W(A). Como z é um ponto anguloso de 0W (A) e z € W(Ayzy), entdo z é
necessariamente um ponto anguloso de W (A,,). Logo, o disco eliptico W (A,y)
degenera num segmento de recta de extremo z ou reduz-se ao ponto z. Em
ambos o0s casos, z é um valor préprio da compressao A,y e, consequentemente,

um valor préprio de A com vector préprio associado x. |

E 6bvio que o reciproco deste teorema pode nao ser valido, conforme se

pode constatar através do seguinte exemplo.

Exemplo 1.1.21. [7, p.21] Seja A = A; @ Az, em que

a0
00

Simples célculos permitem concluir que W (A1) é um disco circular de centro

e Ay=[1/2].

em (0,0) e raio 1/2. Entao, atendendo a propriedade W15, conclui-se que
W(A) = conv{W(A;),W(A2)} = W(A;). Portanto, z = 1/2 é um valor

préprio de A e nao é um ponto anguloso de W (A).



24 Capitulo 1

1.1.6 Contradominio numeérico tracial

Ao longo desta subsecgao admitiremos que A, C € M,. Uma das gene-
ralizagoes mais famosas do contradominio numérico classico, introduzida por
Goldberg e Straus [51] é o conceito de C'-contradominio numérico ou contra-

dominio numérico tracial denotado e definido por
We(A) = {tr (CUAU") : U € U,}, (1.32)
sendo U, o grupo das matrizes unitarias em M,.

Se C = diag (c1, ..., ¢n), entdao We(A) reduz-se ao c-contradominio numé-
rico de A introduzido por Westwick [107], simplesmente denotado por W.(A),

em que ¢ = (¢1,...,¢,) € C™.

Se C = Ity ® Op_y, para k € {1,...,n}, entdo Wx(A) reduz-se ao
k-contradominio numérico de A introduzido por Halmos [59, Sec.167], adap-

tado por Marcus e Filipenko [82], e denotado por Wy(A). Obviamente que
Wi(A) =W(A) e W,(A) = {tr(A)}.

O conjunto Wy (A) é convexo para qualquer matriz A € M, e qualquer
ke {1,...,n}, assim como o conjunto W,(A), para qualquer matriz A € M, e
qualquer ¢ = (c1,...,¢,) € R™. A convexidade de Wi (A), problema proposto
por Halmos, foi inicialmente demonstrada apenas para o caso de A ser uma
matriz normal por Thompson [102] e posteriormente por Berger [22] para
o caso geral. Por recurso a resultados da teoria de Morse, Westwick [107]
demonstrou a convexidade de W.(A) para ¢ = (c1,...,¢,) € R"™ (veja-se
também [96] para uma demonstracao alternativa deste resultado segundo uma
via algébrica). Westwick apresentou igualmente um exemplo que mostra que
para vectores ¢ € C", com n > 2, W.(A) pode nao ser convexo. Au-Yeung e
Tsing [4], obtiveram o seguinte resultado: para ¢ € C", W,.(A) é convexo para
toda a matriz complexa A se e s6 se as entradas de ¢ sdo pontos colineares em
C.

Em geral, o conjunto Wx(A) nao é convexo, nem mesmo para matrizes
normais em M3 (cfr.[4]). Nao obstante, Tsing [105] demonstrou a conjectura de

Straus (ver, [51]) segundo a qual W (A) é um conjunto estrelado relativamente
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ao ponto n~!(tr C)(tr A), ou seja, para qualquer € W¢(A) e qualquer escalar
0 <a<l, tem-se

an LtrO)(tr A) + (1 — a)z € We(A).

Enunciamos, de seguida, algumas propriedades que se obtém trivialmente
da definigdo de W (A).

WC1. We(al + 5A) = atr(A) 4+ fWe(A), para quaisquer escalares o, 3 € C;

WC2. We(A) = Wy«cy(U*AU), para quaisquer matrizes unitérios U, V;

WC3. W (A*) = We(A);

WC4. We(A) = Wa(C), i.e., os papéis de A e C sao simétricos.

Dado que U,, é compacto e conexo, como W¢(A) é o contradominio da
aplicacao continua U — tr(CUAU™), decorre que W (A) é um conjunto com-
pacto e conexo para quaisquer A,C € M,,.

Saliente-se que a partir da propriedade WC2, podemos afirmar que W (A)
é unitariamente invariante para transformacoes unitdrias de semelhanca de A
ou C. Exprimiremos este facto dizendo simplesmente que W (A) é unita-
riamente invariante. Assim, se C' for normal, de acordo com o teorema da
triangularizagao de Schur, podemos considerar sem perda de generalidade que
C = diag(ci,...,cn). Neste caso, W (A) permanece inalterado pela reor-
denacao dos elementos principais da matriz C. Efectivamente, se S,, denotar
o grupo simétrico de grau n e Cy = PYCP,, onde P, é a matriz de permutacio

associada a o € 5, entao segundo a propriedade WC2, é valida a igualdade
We, (A) =W (A). (1.33)

Definicao 1.1.22. Seja A € M,, e C = diag(cy,...,c,) € Myp(C). Designa-

remos por pontos-o os elementos da forma

25 1= chaa(j), com o € Sy, (1.34)
j=1

em que o, j = 1,...,n, sao os valores préprios de A.
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No caso de a matriz C' ser uma matriz diagonal real e a matriz A ser

normal, W (A) estd completamente caracterizado no seguinte teorema.

Teorema 1.1.23. Se A € M, e C =diag(cy,...,c,) € Mp(R), entao
conv {z, : 0 € S} C We(A4), (1.35)
verificando-se igualdade se A for normal.

A inclusao (1.35) é uma consequéncia imediata do facto de os pontos-o per-
tencerem ao conjunto convexo W (A). Para uma demonstracao da igualdade
veja-se [52] ou [83].

Goldberg e Straus [51] caracterizaram o C-contradominio numérico de ma-
trizes 2 x 2, quando C € M, é diagonal.

Teorema 1.1.24 (Teorema do contradominio eliptico para Wg(A4)).
Sejam A € My, com wvalores proprios A1 e Aa, e C = diag(c1,c2) € Ma.
Entao We(A) € um disco eliptico (possivelmente degenerado) com focos nos
pontos-o, z(11) = 1ALt € Z(12) = C1A2 4+ a1, € com eizxos maior e menor

de comprimento

|01 — CQ|\/‘DI‘(A*A) — QRG(Xl)\z) e |61 — CQ|\/U‘(A*A) — ‘)\1|2 — |)\2|2,
respectivamente.

Demonstragao [51]: Sendo F4; a matriz da base candnica de M,, com 1 na
posicao (1,1) e restantes entradas nulas, tem-se que C' = cals + (¢1 — ¢2)F11.
Como além disso, Wg,, (A) = W(A), atendendo as propriedades WC1 e WCA4,
conclui-se que

We(A) = eatr(A) + (c1 — c2)W(A). (1.36)
Se C for uma matriz escalar, é ébvio que Wg(A) = {tr(A)tr(C)/2}. Se C

nao for escalar, entao We(A) é um disco eliptico (possivelmente degenerado),
uma vez que resulta do contradominio numérico de A por uma homotetia de
razdo ¢; — ¢y seguida de uma translacao, segundo cotr(A). Conclui-se sem
dificuldade, que os focos e o comprimento do eixo menor deste disco eliptico

sao os referidos. [ ]
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Mais tarde, Nakazato [89] provou que o C-contradominio numérico de A é
um disco eliptico, para A, C' € My quaisquer, resultado cuja demonstragao foi
mais tarde simplificada por Li [76]. No entanto, apenas o caso 2 X 2 estd bem
estudado. Paran > 2, a descri¢gao de W (A) nao é de modo algum simples. No
caso de C ser uma matriz diagonal com elementos principais reais, conhece-se
a caracterizacao deste conjunto apenas para certas classes especiais de matri-
zes. Por exemplo, para algumas classes de matrizes tridiagonais sabe-se que o
C-contradominio numeérico é ainda um disco eliptico [31, 33, 34]. Contudo, foi
a caracterizagdo de Chien e Nakazato [31, 33] com base no conceito de curva
geradora da fronteira de W¢(A), para A € M, e C € M,(R) diagonal, que

constituiu um grande avanco na caracterizacao do C-contradominio numérico.

1.2 Em espacos de Krein

1.2.1 Introducgao

Os espagos de Krein sdo espagos vectoriais munidos de um produto in-
terno indefinido e estao amplamente estudados na literatura [5, 26, 49, 50].
A sua designacao é atribuida em homenagem ao matemé&tico ucraniano Mark

Grigorievich Krein (1907-1989).

Definicao 1.2.1. Seja ¥ um espaco vectorial sobre o corpo dos nimeros
complexos C. Uma fungao [-,-] de ¥ x ¥ em C diz-se um produto interno

indefinido em ¥ se satisfizer os seguintes axiomas:

(i) Linearidade no primeiro argumento: para cada x1,x2,y € ¥ ea, 3 € C,

[y + Bra,y] = alz1,y] + B z2, y];

(ii) Anti-simetria: para cada x,y € ¥, [x,y] = [y, z];

(iii) Nao-degenerescéncia: se [z,y] = 0 para todo o y € ¥, entao z = 0.

Portanto, um produto interno indefinido satisfaz todas as propriedades de

um produto interno definido, excepto a propriedade [z,z] > 0, se  # 0, ou
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[x,2] = 0, se x = 0. Nao s6 [z,x] pode ser negativo como pode ser nulo,
mesmo que x # 0. Esta é precisamente a grande diferenca que distingue os

dois tipos de produtos internos.

Definicao 1.2.2. Seja ¥ um espaco vectorial munido de um produto in-
terno indefinido [-,-]. Um vector € ¥ diz-se positivo, negativo ou neutro se

[,7] >0, [,:] <0ou[,] =0, respectivamente.

Ao longo da dissertacdo usaremos a nomenclatura empregue por varios
autores (e.g. [81, p.16]), segundo a qual os vectores neutros sao também desig-
nados por isotrdpicos, sendo os restantes vectores (positivos e negativos) in-
cluidos na designagao unica de anisotropicos. Usaremos igualmente a notagao
Yy, V_ e ¥ para denotar os subespacos de ¥ tais que qualquer vector nao-nulo

desse subespaco é positivo, negativo ou isotrépico, respectivamente.

Definicao 1.2.3. Seja £ um espaco vectorial sobre C munido de um produto

interno indefinido [-,-]. Diz-se que £ é um espago de Krein se
H = A B A (1.37)

onde (4, [-,-]) e (J_,[-,-]) sao dois espagos de Hilbert e [#;, 7] = {0},
ie., [zy,z_] =0, para x4 € #} e x_ € J#_ arbitrarios.

Observe-se que em geral, a decomposi¢ao (1.37) nao é tnica. Contudo,
JHy e J_ sao obrigatoriamente dois subespagos (positivo e negativo, respec-
tivamente) de dimensoes méxima, pelo que dim .7, e dim . #_ nao dependem

da decomposicao (1.37) que se considerar (cfr.[5, p.38]).

Seja (¥, (-, +)) um espago de Hilbert. Dado um operador linear limitado H

em ¥, invertivel e auto-adjunto, a igualdade
[z, y] == (Hz,y), x,y€V, (1.38)

define um produto interno indefinido em ¥, que representamos por (-, ).
Este produto interno induz em ¥ a estrutura de espaco de Krein. Portanto,
todo o espago de Hilbert pode ser munido da estrutura de um espaco de

Krein. Reciprocamente, para todo o produto interno indefinido [-,-], existe
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um operador linear limitado, auto-adjunto e invertivel H que verifica (1.38)

(cfr.[50, p.8]). A correspondéncia (-,-);; < H é claramente uma bijeccao.

Conforme referimos anteriormente, sempre que considerarmos um espaco
de Hilbert de dimensao finita n, identificaremos esse espago com C" munido
do produto interno usual (1.4) e identificaremos os respectivos operadores
lineares, C" — C", com uma matriz quadrada de ordem n com entradas
complexas. Portanto, para cada matriz H € M, nao-singular e hermitica,
podemos munir C" da estrutura de espago de Krein recorrendo ao produto

interno indefinido
(x,y)yg = (Hx,y) =y"Hx, x,yecC" (1.39)

Quando um produto interno indefinido é introduzido em C", podemos cons-
truir naturalmente certas classes especiais de matrizes estabelecendo-se, deste
modo, uma analogia com classes analogas definidas em C" quando munido do
produto interno usual (1.4). Vejamos algumas dessas classes de matrizes mais

relevantes.
Definigao 1.2.4. Sejam A, H € M,,, sendo H hermitica e nao-singular.

(i) A matriz H-adjunta de A denota-se por A*# (ou simplesmente por A,
nos casos em que nao se coloque o problema de ambiguidade) e é a matriz

univocamente determinada pela relagao
(Az,y)y = <x,A[*]y>H, x,y € C",
que se pode exprimir explicitamente em termos matriciais por
A = FT A H; (1.40)
(ii) A matriz A diz-se H-hermitica ou pseudo-hermitica se

A = 4. (1.41)

(iii) A matriz A diz-se H-normal se

A A = A4F, (1.42)
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(iv) A matriz A diz-se H-unitdria se A for invertivel e A" = Al ou seja,

A A = 4AM = 1,. (1.43)

Em espagos de Krein (¢, [, ] ;) de dimensao infinita, podem-se estabele-
cer defini¢oes andlogas para operador H-adjunto, H-auto-adjunto, H-normal

e H-unitdrio.

Introduzimos de seguida alguma nomenclatura que ird ser utilizada ao
longo da dissertagao, no caso de £ ser um espago de Krein de dimensao

. + — s’ .
finita. Usaremos o};(A) e o,(A) para representar os valores préprios de
A € M, que tém vectores proprios associados com H-norma positiva e ne-

gativa, respectivamente,

0f;(A) :=={\ € C: Az = Az, para algum z € C", (z,z), > 0}; (1.44)
oy(A):={A e C: Az = Az, para algum z € C", (z,z),; <0}. (1.45)

O conjunto dos valores proprios de A cujos vectores préprios associados sao

H-anisotrépicos serd denotado por o (A). Portanto, og(A) = 0, (A)Uo(A).

Definicao 1.2.5. Diz-se que os valores proprios de A nao se entrelacam
quando

max o (A) < minoj(4) ou maxo(A) < minog(A). (1.46)

A condicao (1.46), regra geral exigida, desempenha um papel fundamental
no desenvolvimento da teoria dos contradominios numéricos conforme iremos

constatar nas matérias investigadas nos capitulos 3, 4 e 5.

Em analogia & bem conhecida decomposicao cartesiana de um operador
linear A, usaremos Ref’(A) e Im(A) para denotar os tinicos operadores li-

neares H-auto-adjuntos que satisfazem
A =Ref(A) +iTm" (A), (1.47)

ou seja,

A+ Al _A— AH

2 29
Se H = I a relacao anterior reduz-se a decomposigao cartesiana (1.7) de A.

Rell(A) : Im?’(A) : (1.48)
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1.2.2 Definigcao de J-contradominio numérico. Algumas pro-
priedades

Em contraste com o caso classico, o conceito de contradominio numérico
indefinido ¢ relativamente recente [6], [9, 10], [13, 14], [18]-[21], [78]-[79] e [81].

Apresentamos de seguida a sua definicao.

Definicao 1.2.6. Seja H um operador linear limitado, auto-adjunto e in-
vertivel definido num espago de Krein (%, (-,-)y). O H-contradominio nu-
meérico de um operador linear A é o subconjunto do plano complexo que se

denota e define por

(Az,x)

<‘T’ x>H

Wi(A) = { x €N, (3, 3) £ o} . (1.49)

Contrariamente ao contradominio numérico classico, o H-contradominio

numérico pode nao ser convexo. No entanto,
Wit(A) = Wi (A) U (A), (1.50)
onde os conjuntos
Wi = {(Az,2)y x € A, (x,2),; = £1}, (1.51)

que designaremos por H -contradominio numérico positivo e negativo de A,

sdo convexos. Claramente se constata que W, (A4) = —W (4).

Listamos de seguida algumas propriedades do H-contradominio numérico
que decorrem directamente da definicao.
WI1. al + BA) = a+ fWg(A), para quaisquer escalares «, 3 € C;
WJ2. UFLAU) = Wi (A), para todo o operador H-unitério U;
WJ4. A+B) C WH(A)+WH(B),

W (
Wi (

WI3. WA ={z: 2 e Wy(A)};
Wi (

WI5. Wg(

A) C Wy (Ref(4)) +iWy (Im" (A4));

WJI6. Re Wy (A) = Wy (Ref(4)) e ImWy(A) = Wy (Im” (A))
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WI7. og(A) C Wiy(A);
WI8. Wy(A) ={A} se esése A= A, para algum \ € C;

WJ9. Wi (A) C R se e sése A é um operador H-auto-adjunto.

Importa referir que as propriedades anteriores continuam véalidas ao subs-
tituirmos Wy (A) por Wf; (A), excepto as propriedades WJ1 e WJ7 que, nesse

caso, terao que ser substituidas por

WI1. Wf}(al + BA) = ta+ ﬁWﬁ(A), para quaisquer escalares «, 3 € C;
WIT. 05(A) C Wi (A).

As propriedades WJ8 e WJ9 continuam vélidas para W;;(A), desde que
og(A) NR* # @ [81, p.5]. Cumpre igualmente referir, que se A for um
valor préprio de A cujos vectores préprios associados sdo todos H-isotrépicos,
nao podemos garantir que A € Wy (A). O conjunto de tais vectores préprios
denota-se por 0% (A) e nem sempre 0% (A) C Wy (A). Para constatar este
facto, basta considerar uma matriz H-hermitica A com valores proprios nao-
-reais. De acordo com [50, p.50], os vectores préprios associados a esses valores
préprios sao sempre isotrépicos, ou seja, pertencem a 02] (A), mas ndo podem
pertencer a Wy (A), porque segundo a propriedade WJ9, nestas condigoes,
Wr(A) C R.

Se H for um operador auto-adjunto definido positivo, entdo existe um
tnico operador auto-adjunto definido positivo, a raiz quadrada positiva de H,
tal que (H1/2)2 = H. Claramente Wy (A) = Wi (A) =W (HI/ZAH*I/Z) é
convexo. De modo andlogo, se H for um operador auto-adjunto definido nega-
tivo, entdao Wy (A) = W1, (A) =W (((—H)l/ZA(—H)_lﬂ) é convexo. Deste
modo, se H é definido (positivo ou negativo), o estudo do H-contradominio
numérico reduz-se a teoria do contradominio numérico classico. Importa, por-

tanto analisar o caso em que H é indefinido.

Em contraste com o caso cldssico, quando H ¢ indefinido e A néo é o
operador escalar, o conjunto Wy (A) é ilimitado e ndo necessariamente fechado

[78, 81]. Além disso, apesar de Wy (A) ser a uniao de dois conjuntos convexos
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(cfr.(1.50)), ndo é um conjunto convexo, mas sim um conjunto pseudo-convezo,

i.e., para cada par de pontos distintos z,y € W (A), ou

{az+(1—-a)y: 0<a <1} C Wy(A)

ou
{az+(1—a)y: <0 ou 1l <a}cC Wy(A).

Este resultado deve-se a Li, Tsing e Uhlig [81, Lema 1.1]. A demonstracao
baseia-se no facto de o conceito de H-contradominio numérico estar intima-

mente relacionado com o cone convexo

K (Re(HA),Im(HA),H) := | ] aW (Re(HA),Im(HA), H) =

a>0

= {((Re(HA)z,z) , (Im(HA)z,z) , (Hz,z)) € R?: z e va
em virtude de
WE(A) = {z +iy: (z,y,£1) € K(Re(HA),Im(HA), H)}. (1.52)

Recorde-se que um subconjunto K de R? diz-se um cone convero se satisfizer

as seguintes condigoes:
(i) ax € K sempre que z € K e a > 0;

(ii) x +y € K sempre que z,y € K.

Teorema 1.2.7. Se A é um operador linear em J#, entao Wr(A) € um

conjunto pseudo-convexo.

Demonstracao [81]: Suponha-se que Wg(A) é um conjunto nao-singular.
Se H for definido positivo (negativo), Wx(A) = W (A) (respectivamente,
Wi (A) = W', (A)) e a convexidade de W}, (A) (respectivamente, W*(A))
garante que Wy (A) contém os segmentos de recta que unem dois quaisquer
pontos distintos em W (A).

Se H for indefinido, entdo W (A) e W, (A) sdo ambos nao-vazios. Sejam
z € Wi(A) e w € W', (A) distintos. Considere-se z = Rez, y = Imz,
u = Rew e v = Imw. Sendo um cone convexo, K (Re(HA),Im(HA), H)
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contém o segmento de recta ¢ que une (z,y,1) a —(u,v,1). Se a > 1, entao
—a tu,v,1) €a e
Oé(:E, Y, 1) + (1 - a)(u, v, 1) =

=o? (o M,y )+ (1 —a ) (—a H(uov,1) € | ot
a>0

Como K (Re(HA),Im(HA),H) contém J,,af, atendendo a (1.52) facil-
mente se conclui que az + (1 — a)w € Wi (A), para todo o a > 1, e Wi (A) é

um conjunto ilimitado. Se a < 0, prova-se de modo anélogo que
a(z,y,1) + (1 —a)(u,v,1) € —K (Re(HA),Im(HA),H) .
Este facto equivale a dizer que az + (1 — a)w € —W,;(A). Portanto,
{az+(1—a)w: <0 ou l<a}C Wy(A),
logo Wi (A) é um conjunto ilimitado e pseudo-convexo. [ ]

Por motivos de simplicidade, até ao final desta subseccao restringimos
0 nosso estudo a espagos de Krein de dimensao finita e identificaremos os

operadores lineares com matrizes em M,,.

Definicao 1.2.8. Uma matriz U € M, diz-se pseudo-unitdria de assinatura
(r,n—r), 0 < r < n, se a transformagao linear correspondente preserva a

forma quadrética hermitica
g(x) = [z + - H o = | = = 2?, zeCn

o que equivale a dizer que a matriz U é J-unitiria em relagao a matriz

J=1®—1,_,. (1.53)

Nestas condigoes
J=J e J'=1,, (1.54)
i.e., J é hermitica e ndo-singular, sendo J~' = J. Usaremos Uy -y para

denotar o grupo das matrizes J-unitarias (ou pseudo-unitérias) de assinatura



Seccao 1.2 35

(r,n—r). No caso de r = n, Uy o reduz-se simplesmente ao grupo unitdrio Uy,
que se trata de um grupo compacto.

De acordo com a lei da inércia de Sylvester [63, p.222-223], associada
a cada matriz hermitica e nao-singular H, com r valores préprios positivos
(contando as multiplicidades), existe uma matriz nao-singular S € M,, tal que
S*HS = J. Claramente,

Wi (571 AS) = Wi (A),

logo nao constitui restrigdo considerar, na definigao 1.2.6, a matriz hermi-
tica e nao-singular H como sendo a matriz de inércia (1.53) satisfazendo
0 < r < n. Nos casos em que r = n (i.e., J é definida positiva) e r = 0
(i.e., J é definida negativa), a matriz de inércia J coincide com =+I,, logo
+WF(A) = W(A) e WF(A) = @. Assim sendo, doravante e sem perda
de generalidade, caso nada seja dito em contrario, admitiremos sempre que
J=I1,& -1, ,,com0<r<n.

Definicao 1.2.9. Uma base {z1,...,x,} de C" diz-se uma base ortonormada

para (-,-); ou simpesmente uma base J-ortonormada se verificar
<xk,xl>J:jk5kl, k,l: 1,...,n, (155)

onde j, denota a k-ésima entrada diagonal da matriz J e dy; representa o

simbolo de Kronecker.

1.2.3 Teorema do contradominio hiperbdlico

Em 1998, Li e Rodman [78], sugerem a forma hiperbélica de W;(A) e a
possibilidade de er (A) degenerar num subconjunto de uma recta, num semi-
-plano ou em todo o plano complexo. No entanto, foi em 2004, que Bebiano,
Lemos, Providéncia e Soares estabeleceram [9, teorema 3.2], para o caso indefi-
nido, um resultado paralelo ao teorema do contradominio eliptico estabelecido
em 1932 por Murnaghan [88] para o contradominio numérico cléssico. Mais
recentemente, Bebiano, Providéncia e Teixeira, apresentaram em [19] uma de-

monstragao alternativa de ambos os teoremas (do contradominio eliptico e
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do contradominio hiperbdlico) baseada nas propriedades geométricas da curva

geradora de fronteira.

Teorema 1.2.10 (Teorema do contradominio hiperbdlico, 2004). Se-
jam J = diag (1,—-1) e A = [a;;] € M uma matriz com valores proprios A\ e
A2. O J-contradominio numérico de A é limitado pela hipérbole (possivelmente
degenerada) com focos em A1 e Ay e com eizos transverso e ndao-transverso de

comprimento, VM e VN , respectivamente, onde
M = tr(AMA) —2Re (MAa) e N = [\ + o) —tr(4la).

Nos casos degenerados, Wi(A) € um conjunto singular, uma recta, um subcon-
Junto de uma recta, todo o plano complexo, ou todo o plano complexo excepto

uma recta.

A demonstracao deste resultado é bastante extensa razao pela qual nao a
incluimos remetendo o leitor para [9, p.215-220]. Os sinais das constantes M e
N permitem discernir os diferentes casos degenerados. Mais precisamente, se
Z denotar a recta que passa por o = trA/2 e é perpendicular a recta definida

por A1 e Ao, sabe-se que:
1. Se M >0e N >0, W;(A) é limitado pela hipérbole caracterizada no
teorema 1.2.10;
2. Se M =0e N >0, entao Wj;(A) é
(i) a recta Z, se |aiz| = |az];
(ii) todo o plano complexo, excepto a recta .Z, se |aj2| # |a21l;
3. Se M <0eN >0, entao W;(A) é todo o plano complexo;

4. Se M > 0e N =0, W;(A) é a recta definida por A\; e Ay, excepto o

segmento de recta aberto que une A\; e Ag;
5. Se M = N =0, entao W;(A) é

(i) o conjunto singular «, se aj; = ago;

(i) a recta definida por a1 e agg, excepto «, se a11 # ag.
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Portanto, o J-contradominio numérico de uma matriz A € My estd com-
pletamente caracterizado. Seguindo o método utilizado por Kippenhahn [69]
para o caso cldssico e a classificagdo de Newton para as ctibicas, o W;(A) estd
igualmente caracterizado em [20, 21| para matrizes A € Ms. No caso geral,
apenas se conhece a caracterizacao de W;(A) em algumas classes especiais de

matrizes. Destacamos algumas dessas caracterizagoes mais relevantes.

Teorema 1.2.11. [10, p.20] Se A € M,, é uma matriz J-hermitica e os seus

valores préprios nao sao todos reais, entao Wji(A) = R.

Definigao 1.2.12. Uma matriz A € M, diz-se essencialmente J-hermitica se
al, + BA é J-hermitica para algum a € Ce 0 # G € C.

Corolario 1.2.13. [10, p.21] Se A € M,, é essencialmente J-hermitica e os
valores proprios da matriz al, + BA, com a € C e 0 # 8 € C ndo sao todos
reais, entéo Wj(A) € a recta que passa por —a /3 e que tem a direc¢ao de

—arg 3.

Segundo a propriedade W14, o contradominio numeérico classico de uma
matriz normal é o invélucro convexo do seu espectro. Existe um resultado
paralelo a este para W;(A) quando A é uma matriz J-normal, vélido mediante

certas condigoes.

Teorema 1.2.14. [73, p.20] Se A € M,, € uma matriz J-normal cujos valores
prdprios sao todos simples, entio Wji(A) é o invélucro pseudo-convero dos

seus valores proprios.

1.2.4 Curva geradora de fronteira

As definigoes de recta de suporte e de ponto anguloso de um subconjunto
convexo de C constam nas definigoes 1.1.8 e 1.1.19, respectivamente. Sendo
Wy(A) a unido de dois conjuntos convexos (1.50), as rectas de suporte e os
pontos angulosos de W;(A) sao as rectas de suporte e os pontos angulosos
das suas componentes convexas W1 (A) e W' (A). Saliente-se que as rectas
de suporte de W;(A) podem nao existir e existindo podem nao ser tnicas.
Fazemos referéncia de seguida a dois resultados bastante tteis relacionados

com os dois conceitos anteriores.
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Lema 1.2.15. [9, p.206] Secjam A € M, e 6 € R. Se os valores prdoprios
de Re”’ (e_wA) ndo sao todos reais, entdo Wj(A) nao tem nenhuma recta de

suporte na direc¢do 6.

Lema 1.2.16. [79, p.977] Seja A € M,. Se z é um ponto anguloso de
:l:WJi(A), entdo z € Jf(A) e existe x € O tal que Az = zz, Az = Zx e
() ; = 1.

Em [9, p.207], Bebiano, Lemos, Providéncia e Soares generalizaram o resul-
tado bem conhecido de Murnaghan e Kippenhahn (cfr. teorema 1.1.16) para

o J-contradominio numérico de uma matriz.

Teorema 1.2.17. Seja ux + vy + w = 0 a equacdo de uma recta de suporte
de W;(A), entio

det (uRe” (A) + vIm” (4) + wl,) =0, (1.56)

sendo Re’ (A) e Im” (A) as matrizes J-hermiticas definidas em (1.48).

O polinémio homogéneo
fA(u, v, w) = det (uReJ(A) + vIm”’(A) + wly,), (1.57)

de grau n pode entender-se como a equagao de linhas homogéneas da curva
dual, I'Y;, de uma curva algébrica I'; de classe n definida no plano projectivo

complexo PC?2. Mais precisamente,
Iy={(u:v:w)e PC?: ff(u,v,w) = 0};

ry= {(m y:2) € PC?:uz 4 vy + 2w =0 é uma tangente de Ff}} . (1.58)

A parte real da vista afim de I'; segundo o plano z = 1 representa uma curva
em R? que denotaremos por Cj(A) e que se designa a curva geradora de

fronteira de W;(A), ou seja,

Cyj(A)={(z,y) eR*: (w:y:1) €T }. (1.59)
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Como facilmente se constata, os coeficientes de f‘A](u,v,w) sao todos reais e,
portanto, a curva I'; de classe n definida em (1.58) tem n focos reais que
coincidem exactamente com os valores préoprios de A, contando com as multi-
plicidades. Obviamente, se J = +1,,, entao Cj(A) reduz-se a curva geradora
de fronteira (1.27) de W (A).

Kippenhahn provou em 1951 que o contradominio numérico cléssico é o
invélucro convexo da sua curva geradora de fronteira. Em 2005, Bebiano,
Lemos, Providéncia e Soares provaram que, mediante certas condic¢oes, o
J-contradominio numérico é o invdlucro pseudo-convero da sua curva gera-

dora de fronteira. Simbolicamente,
W;(A) = pconv Cj(A), (1.60)

existindo, portanto um paralelismo entre o conceito de curva geradora de fron-
teira em espacgos de Hilbert e em espagos de Krein. O processo de determinagao
do invélucro pseudo-convexo de Cj(A) consta em [10] e tem por base o lema

1.2.18. Trata-se de uma generalizacao o lema 1.1.9 a espacos de Krein.

Lema 1.2.18. Sejam A € M,, ex € C" tal que (z,x) ; = +1. Se W5 (Re’(A))
€ um segmento de recta fechado ou uma semi-recta fechada, entao as sequintes

condicdes sao equivalentes:

(a) Re(Az,x); é um ponto extremo de +Re W (A);
(b) <R6JA.CL‘, x>J é um ponto extremo de :l:WjE(ReJA);
(c) Re’ Az = Ny, onde \yy € o mdzimo (ou o minimo) de a?(ReJA).

Demonstragao[10, p.21]: A equivaléncia entre (a) e (b) é uma consequéncia

imediata da propriedade WJ6 e do facto de

<ReJAa:,:c>J = %Re<<A + A[*]) x,x>J = % (Az,x); + % <A[*]£L‘,SU>J

1 1 1 1
= 3 (Az,x) ; + 5 (@, Ax) ; = 5 (Az,x) ; + 5(1433,:6)]
— Re’ ((Az,2),).
Admita-se que z é um ponto extremo de Wj[ (ReJA). Entao z é um ponto

anguloso de ch (Re‘] A) e, segundo o lema 1.2.16, z é o maior (ou menor)

valor préprio pertencente a 0'3: (Re’ A), ou seja, z = M.
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(¢) = (b) Se = é um vector préprio de Re’ A associado a Ay, entéio
+ <ReJAQ:7 $>J =y Logo £ <ReJA:U, :L‘>J ¢ um ponto extremo de I/VJi (ReJA).
b) = (¢) (Por reducao ao absurdo) Suponhamos que x nao é um vector
( G
préprio de Re” A associado ao valor préprio Ay, entdo + <Re‘] Az, x> ;7 Am e
Ay nao seria um ponto extremo de Wj[ (ReJA), 0 que gera uma contradicao.
|

Passemos a descricao do processo de determinacao do invélucro pseudo-
-convexo de Cj(A). Para cada A € M, considere-se o subconjunto € do inter-
valo [0, 27[ constituido por todos os dngulos 8 em relagao aos quais os n valores
préprios da matriz J-hermitica Re” (e_wA) sao todos reais, distintos e cujos
vectores préprios associados induzem uma base de vectores J-anisotrépicos,

{z1(0),...,2,(0)}. Entéo, para k =1,...,n e 0 € §, os pontos

J (Azi(0), 21(0))
pi(0) := ) 1.61
S TRy oy
pertencem & curva geradora de fronteira de W;(A) e
W;(A) = peonv {p](0):0€Q k=1,...,n}. (1.62)

Mais concretamente, para cada par de pontos pi 0) e p;] (0), existem duas

possibilidades, ou

(i) (zk(0),21(0)) ; (x5(0),25(0)) ; > 0 e, nesse caso, p{ (0) e p (§) pertencem
ambos & mesma componente convexa, W (A) ou W, (A), de W, (A),
razao pela qual W;(A) contém o segmento de recta que une esses pontos,
ie.,

{ap{(0) + (1 —a)pl(0): 0<a <1},
ou

(i) (2x(0),2k(0)) 5 (x5(0),25(0)); < 0 e nesse caso, pi(0) e p () pertencem
a componentes convexas diferentes de W;(A), o que significa que W;(A)
contém a recta definida por p{(6) e p (), excepto o segmento de recta

aberto que os une, i.e.,

{api(H)—I—(l—a)p;’(@): a<0oua>1};
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Partindo da equacao em coordenadas de linha homogéneas (1.56), a de-
terminagao da correspondente equacao de pontos da curva Cj(A) consiste em
aplicar o método de dualiza¢ao descrito em (1.29), (1.30) e (1.31) substituindo

o polinémio f4(u,v,w) pelo polinémio f4(u,v,w) definido em (1.57).

1.2.5 J-contradominio numérico tracial

A generalizagao de We(A) a espagos de Krein foi introduzida, em 2004,
por Bebiano, Lemos, Providéncia e Soares [9] e tem sido alvo de uma intensa
investigagao (veja-se [13, 14, 91, 92, 93]). Introduzimos, de seguida, a sua

definicao.

Definigao 1.2.19. Para duas matrizes arbitrarias A,C € M,, o J-contrado-

minio numérico tracial de A (em relacao a C') é denotado e definido por
WE(A) = {tr (CUAUM) U e u,n,nfr} . (1.63)

Trata-se de um subconjunto conexo do plano complexo pelo facto de grupo
pseudo-unitério Uy, ser conexo (cfr. [53]) e WZ(A) ser o contradominio da
aplicagao continua de U, ,,—, em C definida por U — tr (CU AU [*}).

Vejamos algumas das propriedades basicas de Wé’ (A) que decorrem direc-

tamente da definigao.
WCJI1. Wi(al, + BA) = atr(C) + BWI(A), para a, 8 € C arbitrarios;

WCJ2. W/,

rias;

*]CV(U[*}AU) = WJ(A), para U e V matriz J-unitdrias arbitra-

WCI3. W/, (AM) = {z: 2 e WJ(A)};
WCJ4. WJ(A) = W1(O), i.e., os papéis das matrizes A e C sio simétricos.

Note-se que a semelhanca do que foi dito em relagdo ao J-contradominio
numérico, nao constitui perda de generalidade admitir que a matriz J é sempre
da forma (1.53). Efectivamente, utilizando a lei de inércia de Sylvester [63,

p.222-223], facilmente se verifica que

W (A) = W, (AR), (1.64)
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onde R é uma matriz nao-singular tal que R*HR = J, Ap = R'AR e
Cr= R CR.

Uma matriz U, de colunas z1,...,z, € C", pertence a U, ,—, se e s6 se
o conjunto de vectores x1,...,x, forma uma base J-ortonormada de C™ (cfr.
(1.55)). Nestas condigoes, decorre directamente da definicao que se C = Ejyy,
onde {Eq1,..., Eyy} denota a base canénica de M, entao Wg(A) reduz-se a
inE(A), consoante jr = *£1, sendo j; a k-ésima entrada diagonal de J. No
caso de C' = diag (c1,...,cn) € My, entdo WZ(A) pode também ser definido

do seguinte modo

W‘C](A) = {ijck (Azp, xp) ;2 21,..., 2, € C" satisfazendo (1.55)} .
k=1

Além disso, da propriedade WCJ2 decorre que W@’ (A) permanece inalte-
rado por reordenacao dos primeiros 7 e dos ultimos n — r elementos principais
de C. Efectivamente, se P, é a matriz de permutacao associada a uma per-
mutacao do tipo o = g1009 € Sy, 0 grupo simétrico de grau n, em que o1 € S,

e o9 € S,_,, entao para C, = PJTCPU, tem-se que
WE(A) = W (A). (1.65)

Recorrendo a um teorema devido a Tarski, Leal Duarte [44] mostrou que a
fronteira de W (A) é uma unido finita de arcos algébricos (ver também [94]).
Seguindo a abordagem de Leal Duarte, em 2004, Bebiano, Lemos, Providéncia
e Soares [9, p.209-210] provaram que a fronteira de WZ(A) também é uma
uniao finita de arcos algébricos e, portanto, uma curva de classe C°°, excepto

possivelmente num nimero finito de pontos.

Prosseguindo neste contexto, apresentamos de seguida a caracterizagao do
J-contradominio tracial para o caso 2 x 2 em que C' é uma matriz diagonal e
J =diag (1, -1).

Teorema 1.2.20 (Teorema do contradominio hiperbélico para W (4)).
Sejam A € My, com valores proprios A1 e Az, e C = diag(c1,c2) € Mo.
Entdo, WZ(A) € limitado por um dos ramos da hipérbole (possivelmente de-

generada) de focos c1\1 + cada € c1Aa + cad1, cujos eizos transverso e nao-
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-transverso tém comprimento

|Cl — CQ|\/’E1“(AMA) — 2Re (Xl/\g) (& |Cl - CQ|\/|)\1|2 + ’)\2‘2 - tr(A[*}A),

respectivamente. Nos casos degenerados, Wé](A) pode ser um conjunto singu-
lar, uma recta, um subconjunto de uma recta, um semi-plano aberto ou todo o

plano complezo.

Demonstragao [9, p.220-221]: Sendo j; = 1, tem-se que Wéll(A) =
er(A) Como além disso, C' = cols + (¢c1 — ¢2)FE11, atendendo as propri-
edades WCJ1 e WCJ4, conclui-se que

WE(A) = catr(A) + (1 — e2) WS (A). (1.66)

Se C' é uma matriz escalar, entdo ¢; = ¢z e tr(C) = 2c2. Portanto, WZ(A) =
{tr(A)tr(C)/2}. Se C nao é escalar, o resultado segue de (1.66) e do teorema
1.2.10. |

Apesar do caso 2 x 2 estar completamente caracterizado, para n > 2, ape-
nas se conhece a descrigio de WZ(A) em alguns casos especiais (cfr. [9, 14]),
razao pela qual a caracterizacado da curva geradora de fronteira de W‘C] (A)
revela-se de extrema importancia. As suas equagoes paramétricas no caso de
A e M, eC = diag(ci,...,c,) € M,(R) serao deduzidas na seccao 4.4, a
semelhanca do que foi feito por Chien e Nakazato [31, 33] em relagao & curva

geradora de fronteira de W (A).






Contradominio numérico classico de
matrizes 2-Toeplitz de banda

O conceito de matriz de Toeplitz (ou matriz diagonal-constante), introdu-
zido por Otto Toeplitz [103], surge em diversos campos tedricos e aplicados
no contexto da modelagdo matematica, fisica, estatistica e processamento de
imagem. Mais concretamente, os problemas tipicos modelados por matrizes
de Toeplitz sao: a solugao numérica de certas equacoes diferenciais e integrais
[23, 28, 29], a anélise de séries temporais [54, 55, 56], processamento de sinal
e imagem [2, 37, 62, 66], modelo de cadeia de uma estrutura electrénica [61],
teoria dos modos normais do cristal unidimensional [3], cadeias de Markov e
teoria das filas [23, 24, 25|, entre outros.

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de matriz de Toeplitz biperiddica

e analisar algumas das suas propriedades fundamentais.

2.1 Matrizes e operadores 2-Toeplitz

Definicao 2.1.1. Uma matriz de Toeplitz biperiddica ou matriz 2-Toeplitz, é

uma matriz T}, = [t;;] € M, tal que

tij:—{ iz  SEVCIUPAL 4o n (2.1)
’ b,_; seiépar
i—j p

45
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Temos entao,

ag a—1 a1—n
b1 bo b_1 b2—n
az a1 ap a—i as—n
T, = , sen éimpar (2.2)
bn—2 bo b1 by b
L An—1 az ai ag
e
ag a—1 a1—n
by by by ba_p,
az ay ayg a1 az—p
Tn = bg b2 b1 bo b,1 s sen é par. (23)
an72 “ e PECEEY a2 a/l ao afl
by e e e by by by |

Portanto, as matrizes 2-Toeplitz sao caracterizadas pelo facto de as diagonais
paralelas a diagonal principal serem biperidédicas. E claro que toda a matriz
2-Toeplitz é completamente caracterizada pelas entradas das duas primeiras e
das duas udltimas linhas, tendo portanto 4(n — 1) entradas distintas e nao as

habituais n? entradas de uma qualquer matriz em M,,.

O nosso estudo centra-se numa classe especial de matrizes 2-Toeplitz, a

classe das matrizes de banda cuja definicao apresentamos a seguir.

Definicao 2.1.2. Uma matriz 2-Toeplitz T,, diz-se uma matriz de banda se
existir um inteiro m € N, m < n — 1, tal que a;—; = 0 e b;—; = 0, para
li —j] >m, i, =1,...,n. Neste caso, diz-se que a matriz 7,, tem largura de
banda 2m + 1.

Definicao 2.1.3. Uma matriz A € M,, diz-se tridiagonal se a;; = 0 sempre

que |7 — j| > 1.
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Portanto, as matrizes tridiagonais sao, em particular, matrizes 2-Toeplitz com

largura de banda 3 e serao objecto de estudo na seccao 2.4.

Toda a matriz 2-Toeplitz pode ser considerada uma submatriz principal

de uma matriz 2-Toeplitz infinita

[ apg G_1 G_9 ]
b1 by b-1 b_o

Too=| a2 a1 a Ga-1 a2 -+ - |, (2.4)

by b2 b1 bp b1 bo

Evidentemente que a matriz (2.4) é completamente caracterizada pelas sequéncias

de niimeros complexos

{ak};:?ioo = { ..,a-92,0-1,00,0a1,02, .. }

{bk}]i_zoioo = { .. ,b_g, b_l, bo, bl, b2, .. } .

Doravante, admitiremos que a matriz 2-Toeplitz infinita (2.4) é uma matriz
de banda, com largura de banda 2m + 1. Nestas condicoes, a matriz T, tem

associada uma funcao f : & — M, em que [E é a esfera unitaria, definida por

, 0< ¢ < 2m, (2.5)

a(e) == D ame™,  a(¢):= > ay_1e™ (2.6)

—m<2k<m —m<2k—1<m

o)=Y bupre® b(@) = > bye®? (2.7)

—m<2k+1<m —m<2k<m

A funcdo f assim definida diz-se o simbolo de Ty, (ou, alternativamente, a
matriz Ty denomina-se a matriz simbolo de T,) e desempenha um papel fulcral

em toda a teoria desenvolvida ao longo deste capitulo. No caso de T, nao
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ser de banda, as somas (2.6) e (2.7) sao infinitas, sendo nesse caso necessario

garantir a convergéncia absoluta das referidas somas.

Chamamos a atencgao para o facto de as entradas da matriz T, serem exac-
tamente os coeficientes de Fourier de a,a,b e b, e poderem ser determinadas
através das férmulas,

1 2w

A 1 21 )
G2k =5 | a(g)e™Mdg,  azp = /0 a(ple”*0dp  (2.8)

1 2m . 1 2w )
b =5 [ @6 b= [ Bee s (29)
™ Jo 27 0
para k=0,+1,+2,...

Seja 2 o espaco de Hibert constituido por todas as sequéncias de niimeros
complexos z = {x, }7% tais que a série 3% |z,|* é convergente, munido do

produto interno usual,
“+oo
<$7 y> = Z TnYn-
n=0

A matriz infinita (2.4) induz um operador linear T : £2x (> — (2 x (% que actua
segundo a regra Y = T X, onde X é o vector ({xn}or g, {yntoey) € €2 x (2

escrito como um vector coluna na forma X = [zg, yo, Z1,y1, - - .]T

Seja W a algebra de Wiener, i.e., o conjunto de todas as fungoes z : £ — C

com série de Fourier absolutamente convergente, ou equivalentemente,

400 ' 400
x(¢)= Y wne™, 0<p<2m,  com Y |u| <oo,

n—=——oo n—=—oo
munido do produto interno usual

1

2
@)= 5= [ a0 do

Considere-se o subespaco fechado da &lgebra de Wiener denotado por H2(E),

ou simplesmente por H?, denominado espaco de Hardy, constituido por todas
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as funcoes z : E — C cujos coeficientes de Fourier indexados por um inteiro

negativo sao nulos. Simbolicamente,

“+oo ' 400
z(p) = anemd’, 0<¢<2m, com Z |zn| < o0.
n=0

n=0
A funcao
d: H>x H?> — 2 x 2
($7y) — (w07y07x17y17"’)
onde
1 2 ) 1 2w )
Tp = — (e Mdp e 1y, = / y(p)e ™ dp, n=0,1,2,...
271' 0 27'(' 0

estabelece um isomorfismo entre os espacos H2 x H? e (2 x (2. Portanto, o
operador linear Ty pode ser considerado alternativamente como um operador
em H? x H? definido para todo o g = (z,y) € H> x H?, por

Tr(g) = P(f9), (2.10)

onde P é a projeccio ortogonal de W x W sobre H? x H? e fg é a funcio
definida em |E por

()
y(¢)

A caracterizacao (2.10) do operador 2-Toeplitz Ty é uma generalizacao, ao caso

(f9)(¢) =Ty

] , para todo o ¢ € [0, 27].

biperiddico, da definigao cléssica de operador de Toeplitz (ver, [70]). Além
disso, a igualdade (2.10) evidencia a existéncia de uma intima relagdo entre
o operador 2-Toepliz Tt e o seu simbolo f. Conforme iremos ver nas secgoes
2.3, 2.4 e 2.5, existe igualmente uma intima relagao entre o contradominio

numérico de T’y e a matriz sfmbolo Ty que lhe estd associada.

2.2 Matrizes 2-Toeplitz e matrizes 2-circulantes

Nesta seccao iremos introduzir uma classe especial de matrizes 2-Toeplitz

cuja definicdo apresentamos a seguir. Esta nova classe de matrizes é uma
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generalizacao do conceito usual de matriz circulante (ver, [40, 55]) e vai-se
revelar bastante util no estudo de algumas propriedades relativas as matrizes
2-Toeplitz de banda.

Definicao 2.2.1. Seja n € N par. Chama-se matriz circulante biperiddica ou

matriz 2-circulante, Cy, = [c;;] € My, a toda a matriz 2-Toeplitz tal que

Cij = { Gimy SCVEHNPAL 19 on, (2.11)
’ bi_; se1épar
i—j b

onde

QA = Qf—n, k:1,2,...,n*2 e bk:bk—m k:2,3,...,n—1. (2.12)

Simbolicamente,

ag a_q a_o2 ... PN PN as_pn A1—p

b1 bp b1 ... ... coo o b3pn bo_g,
Ao—p G1—p Qo a_1 ... ce. Q4—p A3_p
b3—n bay b1 b0 b1 ... bs—p byn

Cn = L . . (213)
-2 G-3 -+ o A2—p Ql—p G0 Q-1
] I T S P bo |

Portanto, uma matriz 2-circulante é completamente caracterizada pelas suas

entradas ao longo das duas primeiras linhas
{a1-k}i=1 = {ao,a-1,a-0,...;a1-n} e {ba—y}i—q = {b1,b0,0-1,...,b2—n}.
Por este motivo, podemos denotar alternativamente a matriz (2.13) por

circ (ag, a—1,...,a1-n;b1,b0,b-1,...,b2—p).

Refira-se ainda que dada uma qualquer matriz 2-Toeplitz, T;,, de largura de
banda 2m 4+ 1 < n e n € N par, é sempre possivel construir uma matriz
2-circulante da mesma ordem, C,, que difere de 7,, apenas no canto su-

perior direito e no canto inferior esquerdo. Mais precisamente, difere em
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222”:_01 (m —k) = m(m + 1) elementos. As duas primeiras linhas de uma

matriz C, nestas condigoes sao

{ap,a—1...,a_m, 0,...,0 G, am—1,...,a1} (2.14)
———
n—(2m+1)
e
{b1,b0,b-1,...,b—m, 0,...,0 by, byp—1,...,b2}. (2.15)
——
n—(2m+1)

Por exemplo, a matriz 2-Toepliz de ordem n = 6 e largura de banda 2m+1 =5

apg a—1 a_o O

by b() b_1 b_g 0 0

a9 aq a a—_1 a—9 0

0 by by by b1 bo

0 0 as a1 ay a_q
0 by by b()

difere da matriz 2-circulante

ag a-1 a—o 0 as a1
by bp b1 b O by
a9 al aq a_1 a—9 0

0 bg b1 bo b—l b72
ao 0 as a1 ayg G_q

b_1 b_2 0 bQ bl bO

em m(m + 1) = 6 elementos situados no canto superior direito e no canto

inferior esquerdo.

Como iremos dedicar o nosso estudo as matrizes 2-Toeplitz de banda, ire-
mos referir-nos & matriz C,, definida em (2.14) e (2.15) como sendo a matriz

2-circulante associada a matriz 2-Toeplitz de largura de banda 2m + 1.

Conhecidos estes resultados estamos em condigoes de deduzir os valores
proprios de uma matriz 2-circulante associada a uma matriz 2-Toeplitz de
banda.

Dado z = |z|e? € C, os niimeros complexos w que satisfazem w" = z

dizem-se as raizes indice n de z. Portanto, para n par, as n/2 raizes complexas
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da unidade sao dadas por

n

, 4k
ok = e %k onde ¢p, = —ﬂ, para k =0,..., 5 1. (2.16)
n

Teorema 2.2.2. Seja C), € M, com n par, a matriz 2-circulante associada
a uma matriz 2-Toeplitz de banda, T,,. Entdo, existe uma matriz unitdria
U e M, tal que

Co=U (Toy®-- 8Ty, ) U", (2.17)
sendo Ty, € My a matriz simbolo® associada a T, e ¢p = 4km/n, para
k=0,...,n/2—1. Além disso, os valores proprios de Cy, sao

a(er) + b(dn) + \/(d(¢k) - 5(¢k))2 + (o) b(dr)

5 . (218)

At(dr) =

onde a,a,b e b sdo as fungoes definidas em (2.6) e (2.7), e para xf,yf eR
2
n (|2 2 + lyi )

ndo simultaneamente nulos, z,it = \/ w,f, em que

+ + + 4 + + 5
Wy = (mk,yk,xkpk,ykpk,...,xkp,i

1 2 \T

Y PP ) : (2.19)
é uma familia de vectores prdprios (normalizados) associados a Ay(¢g),
k=0,...,n/2—1.

Demonstragao: Sejam py, as raizes indice n/2 da unidade definidas em (2.16)

[§]

n

n_1 T ﬂ_l T
Uk:(LO»PhO»---aP]g ,0) 7Uk:<071707pk7"'a07pl§ ) e(Dnv

'Toda a matriz 2-Toeplitz de banda T, tem igualmente associada uma matriz sfmbolo,
uma vez que a definicao (2.5) pode ser aplicada & matriz 2-Toeplitz infinita, Ts, que tem

T, como submatriz principal e todas as restantes entradas iguais a zero.
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n/2 — 1. Entao,
n_q A
ao + a—ap + a—api + -+ + az—np?
L.}
bi +b_1pg +b_zpi + -+ b3_np?
n_q
a2—n + appr + a—QPi + ot ag- nP2
1
o+ benpk

para k=0,...,

Cpup = | bs—pn +bipr +b_1p2 +
2
T+ a2—n)0k + a()p

a_g +a_gpp + -
ot bsnpf gt blpk

b_1+b_spr +-

Como pj, ¢ uma raiz indice n/2 da unidade, entao p; = 1 e, portanto
-+ Qanp]?_
i b3—n/01:_
-2
ot ag—npy > Pk
-+ b5 npE ) Pk s

ap + a—2p + a— 4Pz+'

b1+b 10k + b_spi +
; +a0+a 20k + -

(2 nP;:
( by b+

w\3

3

Chuy = bs— npk
-1

n_q n
<a Pk a_apf+ - A aznpf +a0)P;f

n_q n_q
-+ bS—npkz + bl ]3

(b 10k +D_3p) +

ou seja,
o o
(2.20)

Chuy, = a— Qka uy, + Zb 2;+1Pk
7=0

=0

.

De forma anéloga, conclui-se que

o
2| o (2.21)

Sendo €, a matriz associada a uma matriz 2-Toeplitz de banda, com largura
e (2.15). Entao, as equagoes

de banda 2m + 1 < n, verifica-se (2.12), (2.14)

(2.21) s@o equivalentes, respectivamente, a

(2.20) e
Chuy = Z a2jP];j ug + Z b2j+1/)];j (2
—m<2j<m —m<2j+1<m
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Chug = Z a2j—1p;:j ug + Z b2jP;:j V-

—m<2j—1<m —m<25<m

De acordo com (2.16), py = e, Logo, considerando a matriz unitéria

2
U:\[[UO v o wn m,l}eMn
n 2 2

tem-se que U*CL,U =Ty, @ - - - @T¢%_1 vindo (2.17). Entao, o espectro de C,
é a uniao dos valores préprios das matrizes Ty, , k = 0,...,1n/2—1 e, portanto,
sao dados por (2.18). Resta deduzir a expressao dos vectores préprios de C,.
Para k = 0,...,n/2 — 1, os vectores nao-nulos, wki, da forma (2.19), sao

vectores proprios de C), se forem uma solucao nao-nula da equagao

an]:gt = At ((Z)k)w

ou, equivalentemente, se satisfizerem, para s =0,...,n/2 — 1, as n equagoes
5—s—1 51 ( ) 5—s—1
+s + J- %_5 + j+s
Z a_gjy; ], Z a—2jTy Py, + Z a-2j-1Y Pt
j=0 j=%—s J=0
n__
5—1 . j,(ﬂ,s) .
2 _ S
+ Z a—25-1Y}, Py, = Ax(Pr)z) P
j=%—s
e
251 21 2s-1
+ ]+s
Z b_ 23+133kﬂ;€ + Z b_ 2j+1l'kpk "|' Z b_ 25 Y% P
Jj=0 Jj= 5*3

+ 3 bl ) S aa(enuitan

—S

—_

|3

0|3

j=

Cancelando o factor pj, nas duas expressoes obtidas vem
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+yit Z a_gj_ 1pk+ykpk Z a—gj_1p) = A (op)ri
Jj=0 j=5-s

775 1

Z b 23+1ﬁ17c+$kpk Z b_2j+1p5,+

Jj=0 J

—_

V|3

—S8

0|3

5—5 1 7—1

Y > bty Pk Z b_opl, = As(dn)yil
7=0 j=5-s

Como pj, é uma raiz indice n/2 da unidade, entao p;n/ 21 e, portanto,

n_y ng
Y asgipl yE D> asjo1p] = Ax(d)zf, (2.22)
=0 =0
%71 ]
b_sjr1p} + Ui Z b_2;p), = At (dk)yit- (2.23)
F = =0

Sendo C,, a matriz associada a uma matriz 2-Toeplitz de banda, conclui-se
que as equagoes (2.22) e (2.23) s@o equivalentes a

{ vt a(or) + y,;wk) = Ar(¢n)ai
TEb(dn) + yEb(dn) = A (dn)yi

onde @, a,b e b sio as funcoes definidas em (2.6) e (2.7). O sistema (2.24) tem
solucoes nao-nulas se

a(or) — Ax(or) ) a(or)
b(¢) b(dr) — A+ (or)

Portanto, os valores préprios de C, sao os valores préprios das n/2 matri-
zes Ty, definidas em (2.5) e zi° =

(2.24)

+ 4 L
n(le |2+|y |2) wk, é um vector proprio

normalizado associado ao valor préprio Ay (¢x), k=0,...,n/2 — 1. [ |
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Como as matrizes 2-circulantes, C),, associadas a uma matriz 2-Toeplitz
de banda sao unitariamente semelhantes a soma directa de n/2 matrizes qua-
dradas de ordem 2 (cfr. (2.17)), a partir da propriedade W15 e do teorema
do contradominio eliptico (cfr. teorema 1.1.4) deduz-se facilmente a seguinte

caracterizacao do contradominio numérico de C,,.

Corolario 2.2.3. Sejam C,, € M,,, comn par, a matriz 2-circulante associada
a uma matriz 2-Toeplitz de banda, pr, uma das raizes indice n/2 da unidade
definidas em (2.16) e a,a,b e b as fungées definidas em (2.6) e (2.7). Entdo
W (C,) € o invdlucro convexo de n/2 elipses (possivelmente degeneradas) com

a(on) +b(on)

2
de comprimento

centro em , focos em Ay (¢r) definidos em (2.18) e eixo menor

\/rdwk)!? a0l + [pon] + b0 — h (0 — A (o),

para k=0,1,...,n/2 — 1.

No que se refere ao espectro de uma matriz 2-Toeplitz, a sua caracterizagao
revela-se bastante mais complexa. Iremos comecar por enquadrar o espectro
para o caso hermitico (ver, teorema 2.2.6). Para tal, necessitamos do seguinte

lema auxiliar.

Lema 2.2.4. Um operador 2-Toeplitz Ty ¢ auto-adjunto se e s6 se a matriz

simbolo, Ty, que lhe estd associada é hermitica, para 0 < ¢ < 2.

Demonstragao: (=) Suponha-se que Ty é auto-adjunto. Entao de acordo
com (2.6),

E(gﬁ) = Z agk eiikd) = Z a_9f efikqﬁ = Z ast eik¢ = d(¢)
—m<2k<m —m<2k<m —m<2k<m

De forma andloga, prova-se que E(cj)) = b(¢). Além disso, de (2.6) e (2.7)

segue-se que

(¢) = > e ™= > b_orire

—m<2k—1<m —m<—-2k+1<m

= Z bak+1€™ = b(g).

—m<2k+1<m

Q¢
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Portanto, T ¢ hermitica, 0 < ¢ < 2.
(<) Suponha-se agora que Ty é hermitica, 0 < ¢ < 2. Entao a(¢) é uma

fungao real e, portanto, de acordo com (2.8),

_ L (2" ke L2 s
a2k—27r/0 a(g)e d¢_27T/0 a()e™? do = a_gy.

De modo andlogo, concluiu-se que by, = b_o;. Além disso, de (2.8) e (2.9)

vem que
g = — / ” a(p)e o dg = S / ” b(p)e * 0 dp =D
k1= 5 ; =2 )y = 0-2k+1,
conforme pretendido. |

Para evitar dificuldades que ocorrem quando o valor méximo (ou minimo)
de uma funcao real ocorre num ponto isolado, iremos considerar o conceito de
supremo essencial (infimo essencial) em vez do habitual conceito de supremo

(infimo) de uma fungao.

Definicao 2.2.5. Sejam X um espago de medida e g : X — R uma fun-
¢ao mensuravel. O supremo essencial (infimo essencial) de g denota-se por
esssup g (essinf g) e é o menor (respectivamente, maior) nimero real « em
relacao ao qual g(x) < « (respectivamente, g(x) > «), excepto possivelmente
num conjunto de medida zero. Se nao existir nenhum ntmero real o nestas
condigoes, como no caso de g(z) = 1/x, 0 < z < 1, entdo o supremo essencial
é 00.

Claro que inf g < essinf g < esssupg < supg. O teorema que se segue é

uma generalizagao de [55, lema 4.1].

Teorema 2.2.6. Seja T, uma matriz 2-Toeplitz hermitica com valores proprios

Mgy para k = 0,...,n —1, e seja Ty € Mz, 0 < ¢ < 2w, a matriz simbolo

hermitica que lhe estd associada com valores proprios A\i(¢) < Aa(¢). Entao
my < Mg < My, (2.25)

onde

my:=ess inf Ai(¢) e My:=ess sup Aa¢). (2.26)
¢€[0,27( ¢$€(0,27[
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Demonstracao: Como 7, é hermitica, os seus valores préprios extremos
(méximo e minimo) podem ser caracterizados pelo quociente de Rayleigh-Ritz
[63, teorema 4.2.2]

z*T,x . z*T,x

max A\, = max e min),; = min .
k zeCm\{0} T*T k zeCm\{0} x*x

Seja T, a matriz infinita que tem 7T, como submatriz principal e todas as
restantes entradas iguais a zero e seja T’y o operador linear induzido por 7.
Entao

*Thx (Tyz, x)
max —— < max -,
zeCm\{0} T*x ceH?xH? (T,)
l|z[|0

e, como Ty é hermitica, de acordo com o teorema de Rayleigh-Ritz,

27
Tpaa) =5 [ 0" @)Toa0)d6 < (o.) M.

Portanto,
An,k < m}?X An,k < Mf

Um argumento analogo é valido para o valor minimo, vindo o pretendido. W

Seja T;, uma matriz 2-Toeplitz de banda e C}, a matriz 2-circulante que lhe
estd associada. Iremos demonstrar que {T},} e {C,} s@o assimptoticamente
equivalentes (veja-se, teorema 2.2.9). Para estabelecer essa equivaléncia as-
simptoética, é necessario definir uma métrica em M,,. Uma métrica conveniente
para esse efeito é a norma da diferenca de duas matrizes. Iremos considerar

duas normas em M,,: a norma definida por

||AH2 = rlla_xl \/:U*A*Ax = \/)\max (A*A) (227)

e a norma denotada e definida por

= Z ’aw’

,Jl

4] = <A A) _ %Zxk (A A). (2.28)

A norma (2.27) é a norma espectral e a quantidade y/n|A| é a norma Eucli-

deana, também denominada norma de Frobenius. Tem-se que,

1 n
Al= | =3 M (4%4) < e (AA) = [|A 2.29
A NZ k ( max /Ay, (A*A4) = [[Al]2, (2.29)
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e devido a esta desigualdade, podemos dizer que a norma espectral é a norma

“forte” e a norma (2.28) é norma “fraca”.
Além disso, se A for hermitica, os seus valores préprios sdo reais e, por-
tanto, A, (A*A) = A\7(A). Nestas condigdes,
||All2 = max |Ak(A4)]. (2.30)

Definigao 2.2.7. [55, p.17]| Duas sequéncias de matrizes n xn, {A,} e {B,},
dizem-se assimptoticamente equivalentes e escreve-se {A,} ~ {B,} se:
(i) A, e B, sao uniformemente limitadas em relagdo a norma espectral (e

portanto, também em relagao & norma de Frobenius),

| Anll2, || Bnlla < M <00, m=1,2,... (2.31)
e

(ii) lim |A, — Bp| =0.

n——4oo

Algumas propriedades basicas relativas a equivaléncia assimptética de ma-

trizes sao listadas no lema que se segue.

Lema 2.2.8. [55, p.17]| Sejam {A,} e {B,} duas sequéncias de matrizes com

valores proprios Ay i (An) € Ak (Br), k=0,1,...,n — 1, respectivamente.
1. Se {A,} ~ {By}, entdo nEIilm |Ay| = HEI_EOO |B| .
2. Se {An} ~ {By}, entio {B,} ~ {An}.
3. Se {A,} ~{B,} e {B,} ~{C,}, entao {A,} ~ {Cy}.
4. Se {A,} ~{By}, entao {aA,} ~ {aB,}, para a € C.

5. Se {A,} ~ {Bn} e {Cn} ~ {D,}, entao {A, + Cp} ~ {B, + Dy} e
{A,Cy} ~{B,D,}.

6. Se {An} ~ {Bn} e ||AY].||B2t|| £ K < oo, para n € N, entdio
{Aa'y ~ (B}

7. Se {A,By} ~ {Crn} e |[|A Y]] < K < oo, entdo {Bn} ~ {A;'Cp}.
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8. {An} ~ {Byn}, entdo existem constantes, m e M, tais que
m < )\n,k (An) 7>‘n,k: (Bn) <M, (232)
paran=1,2,...e k=0,1,...,n—1.

Note-se que a relacao bindria ~ nao é reflexiva, por isso, apesar de ser
simétrica e transitiva, nao é uma relagao de equivaléncia. O proximo teorema

é uma generalizagao de [55, lema 4.2].

Teorema 2.2.9. Para n € N par, sejam T,, uma matriz 2-Toeplitz de banda
e Cp, a matriz 2-circulante que lhe estd associada. Entao, as sequéncias de

matrizes {T,,} e {Cp} sao assimptoticamente equivalentes.

Demonstragao: Suponha-se em primeiro lugar que a matriz 7,, é hermitica
com valores préprios A, i, k = 0,...,n — 1. Sejam Ai(¢) < A2(¢p) os valores
proprios da matriz hermitica Ty que lhe estd associada, 0 < ¢ < 2w. Como
T,, é hermitica, segundo (2.30), ||Ty|l2 = max |Ank|- Logo, de acordo com o
teorema 2.2.6,
|1 Tnll2 < max(jmg|, [My|) < M)y,

onde my e My sdo definidos tais como em (2.26) e M| = esssupgc(o 2 [A2()]-

Suponha-se agora que a matriz T, ndo é hermitica. Considere-se a de-
composicao cartesiana T,, = ReT,, + ¢ImT,, (cfr. (1.7)). De acordo com a

desigualdade triangular [71, p.137], sabe-se que
[Tally < [[ReThlly + [Tm Ty < Mg, + M)y, (2.33)

onde

My, = ess sup lu2(d)] e My =ess sup [P2(9)],
$€0,2m[ ¢€l0,27|

sendo, respectivamente, pi(¢) < ua(@) e 1(p) < 1a2(p) os valores préprios
das matrizes hermiticas Re Ty e Im T}y que definem a decomposicao cartesiana
de T¢.

Portanto, no caso geral, para M = max(M‘f|,M|fr|,M‘fi|), tem-se que
||Th]l2 < 2M e T, é uniformemente limitada em relagdo & norma espectral.

Note-se que My, M|y, e M|y, sao finitos por T), ser de banda.
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Como (), é uma matriz 2-circulantes, de acordo com o teorema 2.2.2, existe

uma matriz unitaria U tal que
Co=U" (Ty®- 0Ty, U e Cr=U" (I}l U

Entao, os valores préprios de C,C,, denotados por oy, k = 0,...,n — 1,
sao os valores proprios das matrizes T*k/T%” K =0,...,n/2 — 1. Logo,
ICnl3 = MAax O,k € C), é uniformemente limitada em relagao a norma espec-

tral.

Finalmente, lirf |T,, — Cy| = 0, porque a matriz T, — C,, difere da matriz
n—-+0oo

nula apenas no canto superior direito e no canto inferior esquerdo e tem menos

m—1

que 2 Z m—k = m(m+ 1) entradas nao nulas. Logo, o factor 1/n da norma
k=0

definida em (2.28) garante que |T;, — C},| converge para zero. |

Conforme iremos constatar, os valores proprios de matrizes assimptotica-
mente equivalentes comportam-se de modo semelhante. O lema que se segue

¢ um preludio desse resultado.

Lema 2.2.10. Dadas duas matrizes A, B € M,, com valores prdprios ay, e B,

k=0,1,...,n — 1, respectivamente, tem-se que

1 n—1 1 n—1

~D k=) B
k=0 k=0

Demonstracao [55, p.19]: Defina-se a matriz diferenca D = A — B = [d;;].

<|A-B|

Entao . .
> ap—> B =tr(4) - tr(B) = tr(D).
k=0 k=0

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz [71, p.14] a tr(D) vem que

n—1 2 n—1 n—1 n—1
(D) = D di| <31 dwl <0 ldil?
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1
< n Yy |dy]* =n*DJ? (2.34)

,7=0
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Dividindo ambos os membros por n? e tomando a raiz quadrada, conclui-se o

pretendido. ]

Uma consequéncia imediata do lema 2.2.10 é o seguinte corolério.

Corolario 2.2.11. Sejam {Ay} e {B,} duas sequéncias de matrizes assimpto-
ticamente equivalentes com valores proprios {au, 1} e {Bn i}, respectivamente.

FEntao
n—1

. 1
lim — Z (o — Bnk) =0

n—+oo N

e, portanto, se ambos os limites existirem individualmente, tem-se que

n

1 n—1 1 -1
W 2 ot = T 2D o (2.39)

Demonstracao [55, p.19]: Seja D, = [d;;] = A,, — B,. Obviamente que
Z;é (an i — Bn) = tr(Dy). Dividindo por n?, aplicando (2.34) e tomando

limites, vem que
2

1 ;
0< ‘tr(Dn) < |Dy)? 75% 0.
n

o que implica (2.35). |

Definigao 2.2.12. [55, p.23] Duas sequéncias de nimeros reais {a, i} e
{bni}, k=1,2,...,n, dizem-se assimptoticamente igualmente distribuidas, e

escreve-se {an k} ~ {bp 1}, se:

(i) existem constantes m e M tais que

m < ap oy by p < M, n=1,2..., k=0,1,....n—1, (2.36)

(ii) para toda a funcdo F'(x) continua em |[m, M|, tem-se

n—1

lim © > (F(ang) = F (bny)) =0. (2.37)

n—+oo N
k=0
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Teorema 2.2.13. Os walores proprios {om i} € {Bnr}, K =0,1,...,n -1,
de duas sequéncias de matrizes hermiticas {A,} e {Bn} assimptoticamente

equivalentes, estao assimptoticamente igualmente distribuidos.

Demonstracao [55, p.23]: De acordo com (2.32), existem constantes m e
M que satisfazem (2.36). O limite (2.37) é uma consequéncia de [55, teoremas
2.2 e 2.3 e corolario 2.3]. [ |

Portanto, segundo os teoremas 2.2.9 e 2.2.13, dada uma sequéncia de ma-
trizes 2-Toeplitz de banda hermiticas, {1}, }, com largura de banda 2m+1 < n,
com n € N par, e dada a sequéncia de matrizes 2-circulantes, {C,}, tal
que para cada n, C, é a matriz 2-circulante associada a T}, entao os valo-
res préprios de {1, } e {C,,} estdo assimptoticamente igualmente distribuidos.

Nestas condicoes,

21
o (Tn) ~ 0 (Co) ~ | Ax(6n), (2.38)
k=0
em que A+ (¢y) s@o os valores préprios das matrizes Ty, , k =0,1,...,n/2 —1,

que satisfazem C, = U (quO DD T¢ﬂ_1) U*, para alguma matriz unitaria
2
Up (cfr.(2.17)).

Sendo {7} uma sequéncia de matrizes 2-Toeplitz de banda hermiticas,
com largura de banda 2m + 1 < n, com n € N impar, considera-se, para cada
n, a submatriz principal, T,,_1, formada pelas primeiras n — 1 linhas e colunas
de T),. De acordo com o teorema do entrelacamento de Cauchy [63, teorema

4.3.8], os valores proprios
A <A1 << SN e a1 <--<ag<an
de T, e T;,_1, respectivamente, entrelacam-se, ou seja,
A Zap <A1 <ap_1 << A <ag < Ay

Portanto, para n impar, podemos dizer que os valores préprios de T, en-
trelacam-se com os valores proprios A+ (¢y) das matrizes Ty, que satisfazem
Co=U (Tyy @+ @ Ty, ) U™
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2.3 O contradominio numérico de operadores 2-Toe-

pliz de banda

Nesta seccao, vamos caracterizar o contradominio numérico de um opera-
dor 2-Toeplitz de banda. Os teoremas 2.3.1 e 2.3.5 sao uma generalizagao,
respectivamente, do teorema 1 e do corolario 2 de [70]. O teorema 2.3.2 ¢é
uma generalizagao de [45, lema 5] e estabelece-se uma regiao de inclusao para
W(T,), para n € N.

Teorema 2.3.1. Seja Ty um operador 2-Toepliz de banda. Suponha-se que T
é auto-adjunto e sejam Ai(¢) < Aa(¢) os valores préprios da matriz simbolo

hermitica Ty € M2, 0 < ¢ < 27, que lhe estd associada. Entao,

W (Ty) = [my, My], (2.39)
em que my =ess inf Ai(¢) e My =ess sup Aa(9).
$€(0,2m[ $e[0,2n]
Demonstracgao: Seja T, a matriz infinita (2.4) que induz o operador linear
Tt e seja T, a submatriz principal de T, situada nas n primeiras linhas e

colunas. Seja C), a matriz 2-circulante associada a T,,. Tem-se que

23 Thze = 2Cnzik + 25(Th — Ch) 2k
= /\”Jf -+ ZZ(Tn — Cn)Zk, (2.40)
em que A, j sao os valores proprios de Cy, e z = (2k1,. .., 2kn) ¢ um vector
proéprio normalizado associado a A, i, k =1,...,n. De acordo com o teorema
2.2.2, z;, é da forma z; = mek’ onde
T
W = (Vkl,’Yk% .. 7’ykn) ) (241)
em que as componentes 7g;, para j = 1,...,n, sao dadas por (2.19). Sejam

E' K" tais que A,y = ming Ay € A\ g = maxy A, . De (2.40) segue-se que
P‘n,k’ + z;g, (Tn — Cn)zk’a A'ﬂyk” + Z;://(Tn — Cn)zk//] - W(Tn) (242)
Por outro lado, tem-se que

|23 (T, — Cp)zi| n—to0 0. (2.43)
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De facto, se considerarmos D = [d;;] = T,, — C,,, simples célculos permitem

concluir que

n
|ziDz| = zg: Zkidij Zk;
ij=1
n 2 n
< > 1Bkl ldigl |2rs] = > kil 1 s
ij=1 B TZUW%1P'+|7kﬂ2)¢J:1 R

em que Yk; € Y;j (ndo dependem de n) s@o a i-ésima (respectivamente, j-ésima)
n

componentes do vector (2.41). Como T}, é uma matriz de banda, entao Z |dij]
ij=1
também nao depende de n. Logo, para n suficientemente grande, conclui-se

(2.43). Além disso, é 6bvio que my = limy o0 Ay iy € My = limy o0 Ay -

Logo, considerando em (2.42) n — +oo conclui-se que

[my, M¢] € W(Ty).

Resta demonstrar a inclusao reciproca. Para cada n € IN, a matriz T}, é
hermitica. Logo, de acordo com a propriedade W12 e a condicao (2.25), tem-se

que W (T,) C [myg, My|. Fazendon — +oc conclui-se que W (1) C [my, My].R

O teorema que se segue estabelece uma regiao de inclusao para o contra-
dominio numérico de uma matriz 2-Toeplitz de banda. Para k € R, usaremos

[k] para denotar o maior inteiro r tal que r < k.

Teorema 2.3.2. Seja T,, uma matriz 2-Toeplitz de banda, com largura de
banda 2m + 1 < n. Entao,

[pmtl] g

W (T},) C conv U wa |, (2.44)
k=0

onde Ty, € My € a matriz simbolo associada a T, e ¢ € tal que e Pk
k= 0,...,[%””‘1] — 1, sao as raizes tndice [”“'T’”H] da unidade, ou seja,
2k
k=0,... 0] -1,

(bk:W;
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Demonstracao: Toda a matriz 2-Toeplitz de banda, T, pode ser consi-
derada uma submatriz principal de uma matriz 2-circulante de ordem apro-
priada. De facto, se n + m for par (respectivamente, impar), considera-se a
matriz 2-Toeplitz T+ (Thntm+1), com o mesmo simbolo que T),, e constrdi-se
a matriz 2-circulante Cy4p, (Cpymy1) que difere de Thi (Thym+1) apenas
no canto superior direito e no canto inferior esquerdo (veja-se (2.14) e (2.15)
para ordens n +m e n + m + 1, respectivamente). Entao, T, é uma subma-
triz principal de Cpim (Cpimt1) €, portanto, segundo a propriedade W11,
W(T,) C W(Cptm), se n é par (respectivamente, W(T},) C W(Chpqm+1), se n
é impar). A inclusao (2.44) segue directamente de (2.17) e W15. [

As figuras 2.1 e 2.2 representam a regiao de inclusao (2.44) relativas as

matrizes 2-Toeplitz da banda definidas nos exemplos 2.3.3 e 2.3.4.

Exemplo 2.3.3. Seja T,, a matriz 2-Toeplitz tridiagonal com entradas

ag=1, bop=1+1i, b1=3, a1 =2 e a_1=-b_1=1

O contradominio numérico de T,, e a respectiva regiao de inclusdo (2.44) para

diferentes valores de n estao representados na figura 2.1.

Exemplo 2.3.4. Seja T,, a matriz 2-Toeplitz hendecadiagonal (ou seja, com

largura de banda 2m + 1 = 11) com entradas

a0:a3:a72:1, b():bgzbe:—l, a1:a5:2, b1:b5:—2

e as restantes entradas nulas. Na figura 2.2 estao representados o contra-
dominio numérico de T, e a respectiva regiao de inclusao (2.44) para diferentes

valores de n.
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(¢c) n=12 (d) n=20
Figura 2.1: OW(T),) (curva a vermelho), OW (Ty,) (curvas a verde), onde
O = [Z’%], k=0,..., [”TH] — 1, e respectivo invélucro convexo (curva a

=
azul), sendo T,, a matriz considerada no exemplo 2.3.3.

De acordo com (2.44), tem-se que

W(T,) € W(Tns1) €W (Tpyo) C --- C cony ( U W(T¢)) :

0<p<2m

Logo,

W(T}) C conv ( U W(T¢)> : (2.45)
pe

[0,27[
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Eixo imaginario
)

Eixo imaginario
o

-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
Eixo real Eixo real

Eixo imaginario
o

Eixo imaginario
o

Eixo real Eixo real

(c) n=25 (d) n =40

Figura 2.2: OW(T,) (curva a vermelho), OW (Ty,) (curvas a verde), onde
o = %, k=0,..., ["7%] — 1, e respectivo invélucro convexo (curva azul),
2

sendo 7;, a matriz considerada no exemplo 2.3.4

No teorema que se segue, vamos demonstrar que existe de facto igualdade
em (2.45).

Teorema 2.3.5. Sejam Ty um operador 2-Toepliz de banda e Ty, 0 < ¢ < 2,

a matriz simbolo que lhe estd associada. Entdo

W(Ty) =conv | | W(Ty) |- (2.46)
¢€[0,27|

Demonstragao: Para 6 € [0,2n[, considere-se a recta de suporte %p de
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W(e_wa) perpendicular & direccao de argumento 6. Efectue-se a sua pro-
jeccao ortogonal na direccao do angulo 0, isto é, W (Re (e_wT f)) Submetendo
a recta %y a uma rotacao segundo o angulo @, a fronteira do contradominio
numérico de T’y pode ser descrita como sendo a envolvente da familia de rectas
de suporte .%.

Verifica-se facilmente que o simbolo do operador 2-Toeplitz auto-adjunto
Re (e_wa) ¢ a matriz hermitica Re (e_wT(b) € My, 0 < ¢ < 2m. Sejam
A1(0,¢) < A2(0, @) os valores préprios de Re (e*iaT ¢) . Entéao, segundo teorema
2.3.1,

W (Re (e=Ty)) = [mg, M) ,

onde my e My sao, respectivamente, o infimo essencial e o supremo essencial
de \1(6,¢) e \2(6, ¢) no intervalo ¢ € [0, 27[. Entao,

W (Re (e7*Ty)) = conv U w (Re (e_qug))
¢€[0,27(
A medida que 6 percorre o intervalo [0,27] e tendo em conta a convexidade

de W (T}) conclui-se que

W(Ty) = conv U W (Ty)
¢€[0,27[
|

2.4 O contradominio numérico de operadores 2-Toe-

plitz tridiagonais

Resultados interessantes tém sido publicados acerca do contradominio nu-
mérico de matrizes e de operadores tridiagonais [27, 30, 34, 35, 45]. O préximo
teorema segue a mesma linha de investigacao, mas em relagao a operadores
2-Toeplitz tridiagonais, e apesar de poder ser obtido como um corolario do
teorema 2.3.5, a abordagem alternativa da demonstragao efectuada permite
apresentar uma caracterizacao directa de W(Tt). Por motivos de simplici-
dade de célculos, assumiremos que as entradas sao reais, sendo o argumento

igualmente valido para o caso complexo.
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Teorema 2.4.1. Seja Ty um operador 2-Toeplitz tridiagonal com entradas
a_1, ag, a1, b_1, by, by € R. Entao,

W (Ty) = conv (61 U ¢2), (2.47)

onde

€5 = {(A;j(0) cos 6 — A(0) sin 0) + i(A;(0) sin @ + A%(#) cosf) : 0 < 0 < 2r},
(2.48)

para j =1,2 e Ay 2(8) € dado por

1
40+ bo Cos 9—{—5 [a%—i—a%l—}—b%—i—bzl—i—(ao — bg)? cos® 0+2(a_1b+ayb_1) cos(26)

1/2
:l:2\/(a% + b2, + 2a1b_1 cos(20)) (a%; + b2 + 2a_1b; cos(20))} . (2.49)

Demonstragao: Mediante as hipdteses, a matriz stimbolo do operador T} é

dada por

ag a_1+ a,lei‘z5

T, = .
¢ bflefub + b1 bo

], 0< o< 2m.

Alguns calculos permitem concluir que os valores préprios, At (6, ¢), da matriz

Re(e~"T}) sio dados por

ap + bo

1
Cos 0:t§ (a3 +a?, +b7+b%, +(ag — bo)? cos® +2(a—1b1+arb_1) cos(20)

+2(a—1a1 + b_1b1) cos ¢ + 2a_1b_1 cos(¢ + 20) + 2a1 by cos(p — 29)}1/2 .

Para caracterizar o contradominio numérico de 7', basta considerar um dos
valores préprios, por exemplo, A1 (6, ¢). Um simples manuseamento de férmu-
las trigonométricas permite concluir que os valores extremos de Ay (6, ¢), em
relagao a ¢, sao dados por (2.49). Logo, as rectas de suporte de W (Ty) sao

dadas pelas equagoes

xcosh+ysind =A;(0), j=1,2.
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A medida que 6 percorre o intervalo [0, 2], a fronteira de W (Ty) pode ser des-
crita como sendo a envolvente da familia de rectas de suporte perpendiculares

a direcgao de argumento #. Portanto, cada A;(6), j = 1,2, determina uma

curva geradora de fronteira de W (T) dada por (2.48) e o resultado obtém-se

em virtude da convexidade de W (T¥). |
Ilustramos o teorema 2.4.1 com o seguinte exemplo.
Exemplo 2.4.2. Seja Tt o operador 2-Toeplitz tridiagonal definido por
b_i1=bi=ay=—-a1=1 e bg=a_1 =2.

A matriz simbolo de T ¢é

T Loz 0< ¢ <2
= . , < T
YTl 14 2
Entao
_ip cos @ z e~ i s
Re(e™Ty) = , emquez = + cosf + ie'?sin @,
Z  2cosf

sendo os valores préprios de Re (e_wT ¢) dados por

3cosf+ \/1+9 cos? 0 +4sin? —12 cos 6 sin 0 sin ¢p—4 sin? 6 cos ¢

A:i:(67 ¢) = 9

Tendo em conta (2.49), conclui-se que os valores extremos de A1 (6, ¢) séo

3cosf + \/1 +9cos26 + 4sin2 0 &+ 4sin01/9 cos2 0 + sin 0
Ai2(0) = 5 .
As curvas geradoras de fronteira (2.48) do contradominio numérico de Tt e a

fronteira de W (7y) estao representadas na figura 2.3 (a) e (b), respectivamente.

No préximo resultado caracteriza-se o contradominio numérico de uma
classe especial de operadores 2-Toeplitz tridiagonais com contradominio nu-

mérico eliptico e é uma generalizagao, ao caso infinito, de [27, teorema 3.3].



72 Capitulo 2

15

05r

Eixo imaginario
o

Eixo imaginario
S

-0.51

-150 B T 150

-0.5 0 0.5 1 15 2 25 3 35 -0.5 0 05 1 15 2 25 3 35
Eixo real Eixo real

(a) 61 e 62 (b) OW(T¥)

Figura 2.3: OW (T}) e respectivas curvas geradoras de fronteira relativas ao

operador Ty definido no exemplo 2.4.2.

Teorema 2.4.3. Seja Ty um operador 2-Toeplitz tridiagonal cujas entradas

aj,b; € C, para j = —1,1, satisfazem

boy=kay e by =ka_y, paraalgum k€ C\{1}, (2.50)
e seja
ap — b\ 27
Y4+ = 5 + (Ja1| + |a—1])*k. (2.51)
Entiao W(Ty) é um disco eliptico (possivelmente degenerado) com centro em
b b
ao—;— 0, focos %o + 6o :t7+1/2 e eixo menor de comprimento
1 2 2 2
§|a0—b0| + (laa] + la—1])?(1 + [£[*) = 2|74 . (2.52)
Demonstragao: Mediante as hipdteses, a matriz simbolo do operador T} é
dada por
i
T, = @0 Gt @men g~y <o
b_4 e~ + b bo

Para 6 € [0, 27|, considere-se a matriz hermitica Re (e_qug). Os seus valores
proprios Ay (6, ¢) definem rectas de suporte de W (e=%Ty) perpendiculares a

direccao de argumento #. Submetendo essas rectas a uma rotacao segundo o
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angulo 6, obtém-se as rectas de suporte de W (e=#®T;) = W (Ty). Ora, os
valores préprios de Re (e_i9T¢) sao

A:(0,0) = + 2%,

Re ((ag + bo) e %) N \/(Re (ag — bo) e—i9)2
2 4

¢ (a1e~® +B_160) + (a_1e~ + byet®
( 1 1 ) ( ! ! ) Mediante as hipéteses, z

onde z =

pode ser escrito na forma

(e‘ie + k ew) (alei(Zb + a_1> .

| =

z =

Verifica-se facilmente que

” 2 )
max |aie’ —|—a,1‘ = (la1| + |a—1])
0<p<2m

e
: i 2 2
min |asel +a_1‘ = (Ja1] — |a_1])?.
0<p<2m

Alguns célculos permitem concluir que os extremos de A4 (6, @), em relagao a

¢, sao dados por

Re ((ao + bo)e_w)

A1 2(6) = 5 +\/Pi + Qx cos(20) + R sin(20),
onde
1 2 1 2 2
P = g‘ao_b()‘ +Z(’a1’i‘a_1’> (1+’k’ )
1 1 %
Q. = §Re (ap — b0)2 + §(|a1\ + \a_ﬂ)QRek
1 1 T
R. = glm(ao — b0)2 + §(|a1| + ‘a,1|)21mk.
Sejam
1 1
aw=Petghal e Be=Paoghul (25
onde

v = (a0 — bo)?/4 + (Jar| £ |a_1])* k.
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Se Q% + R2 =0, entdo ay = Br = Py e W(Ty) é um disco circular. Se

R
Q% + R% # 0, para cos(T'y) = \/ﬁ, sin(T'y) = @ e, consequen-
temente, I'y = arg(vy+), tem-se que
Py + Q4 cos(20) + Rysin(20) = Py +4/Q3% + R3 cos(I'y — 26)

T r
= g cos? =9 + By sin® = _9).
2 2
Entao,

R ba)e—
Aip(0) = © (a0 +bo)e™™) + \/ozi cos? (F; - 9) + By sin? (P; — 0)

2
—i6
ke ((ao;rbo)e >+\/ﬁi+<ai_ﬁi)cos2(r;_9>.

A envolvente da familia de rectas perpendiculares & direccdo definida pelo
angulo 6 em relacao ao eixo real e a uma distancia A;(#) da origem sdo as

curvas ¢; de equagoes paramétricas

. :A
{mcosﬁ+y81n9 ;(6) . =12 (2.54)

—xsinf + ycosd = A%(0)
Eliminando # em (2.54), obtém-se as equagoes cartesianas

9 2
(Xi _R;( ) )) N <Yi _Imﬂi 3 >) —1, (2.55)

em que Xy = zcos(I'y/2) —ysin(I'1/2) e Yy = zsin(T'y/2) + ycos(I'+/2),

sendo I'y /2 o angulo de rotagao dos eixos. Como

R bo)e i
Py +Q+ cos(20)+ Ry sin(20) = (Aj(e) _ e ((ao—;— o)e )> >0, j=12,

também a4, B+ > 0, porque

1 1

§|’Yﬁ:’ = 5

ao — b\ 27
) (] )7

1
< |a0—b0| + = (|a1|i|a 1)?k] < Py
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A 1ltima desigualdade é vélida, porque

1 1
Py -2 lap — bo|* — 5(\611\ + Ja_1])?[k| =

1 1
=—5(laf £ la—1])?[k| + gl £ Ja—1])*(1 + [k[?)
1

= g (o] £ Ja—1])*(1 — [k])* > 0.

Logo, as curvas (2.55) sao duas elipses (possivelmente degeneradas). As res-

pectivas distancias semi-focais sao dadas por \/ atr — Oy = \/ |7+| e os focos
das elipses (2.55) sao (ag + bg)/2 = v/|y+|eT+/2. Como as elipses estdo en-

caixadas uma na outra, conclui-se o pretendido. |

Ilustramos o teorema 2.4.3 com o seguinte exemplo.

Exemplo 2.4.4. Seja Tt o operador 2-Toeplitz tridiagonal definido por
apg = 3, bo = —1, bl = 4, al = —4, a_1 = 2 e b_1 = —8. (256)

Entao, k = 2 em (2.50), Py = 47, P_ =7, vy = 76 e v— = 12. Logo, de

acordo com (2.53) e (2.55), as curvas 61 = OW (1) e 63 sao as elipses de

equagoes cartesianas, respectivamente,

x —1)? 2 z—1)?
(85)+%:1 e (13)—|—y2:1, (2.57)

representadas na figura 2.4.

Eixo imaginario
o

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
Eixo real

Figura 2.4: OW (Ty) = €1 e 6> (curva a tracejado) relativamente ao operador
2-Toeplitz tridiagonal definido no exemplo 2.4.4.
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Observagao 2.4.5. O contradominio numérico de um operador 2-Toeplitz
tridiagonal permanece inalterdvel se, para algum i, trocarmos as entradas
(i,2+1) e (i+1,4). Portanto, o teorema 2.4.3 continua valido se a_; = kb e

a1 = kb_q1, ou 5_1 =kayea_; =kbj,oua, =kb_;e 61 =ka_1.

Observacao 2.4.6. Se as condigoes (2.50) do teorema 2.4.3 nao se verificarem,

entao W (Ty) nao é necessariamente um disco eliptico. Basta considerar, por

exemplo, Ty tal que ag = by = 0 e a1 = by = a1 = —b_1 = 1. Nestas
condigoes,
0 14 e
T, = ey
1—e @ 0

para 0 < ¢ < 27. Logo

0 = ) )
B , em que z = cos 0 — isin fe’.

Re(e *Ty) =

Portanto, os valores préprios de Re (e_i9T¢) sao dados por

A+ (0, 6) = ++/1 + sin(20) sin ¢
e os valores extremos de \;. (6, ¢), em ordem a ¢, sdo

A1(0) = /1 + |sin(20)] e A2(0) = /1 — |sin(20)|.
Entao,
e para 0 < 0 < 7/2, fi1(0) =sinf + cos f representa o ponto 1 + ;
e para /2 < 0 <, f1(0) =sinf — cosf representa o ponto —1 + i;
e para ™ < 0 < 37w/2, f1(0) = —sinf — cosf representa o ponto —1 — i;
e para 37/2 < 0 < 27, f1(f) = —sin + cos 6 representa o ponto 1 — i.

Logo ¢1 = {1+4+4,1—4,—1+14,—1 —i}. Um argumento semelhante é vélido
para Ay(6), sendo €1 = 6>. Nestas condigoes, W (Ty) é o quadrado de vértices
1+d,1—4, —1+ie—1—q.
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Corolario 2.4.7. Seja Ty nas mesmas condigcoes que no teorema 2.4.5.

Entao W(Ty) € um disco circular (possivelmente degenerado) com centro em

(ap + bo) /2 se e sd se
a()—bo

2(|a1| + [a-11)

¢ a raiz quadrada de —k.

Demonstragao: Observe-se que |ai| + |a—1| = 0 se e s6 se a matriz infinita
(2.4) que representa Ty é diagonal, sendo nesse caso, W(T}) o segmento de

recta com pontos extremos ag e byp. Quando |a;| + |a—1| # 0, a condigao
_p 2 _
(i) +F=0
2(laa] + fa—1])

¢é necessaria e suficiente para garantir que vy = 0 e, portanto, oy = [y
definidos em (2.53), vindo o pretendido. [ |

Exemplo 2.4.8. Seja Ty o operador 2-Toeplitz tridiagonal definido por
a0:2, b0:—2, b_lzblz—l (§ a_1:a1:1.

Entao, £k = —1 em (2.50), P = 4, P_ =2, v+ = 0 e v~ = 4. Logo,
de acordo com (2.53) e (2.55), a curva €1 = OW (T}) é a circunferéncia de
centro na origem e raio 2 e a curva %2 degenera no segmento de recta [—2, 2]

representado na figura 2.5.

2.5 Curvas geradoras de fronteira de W (T%)

O conhecimento da curva geradora de fronteira de um contradominio numé-
rico reveste-se de grande utilidade pratica na anélise das suas propriedades geo-
métricas. Sendo assim, apesar de W(T) estar completamente caracterizado
em (2.46), apresentamos de seguida a dedugao das equagdes paramétricas das

curvas geradoras de fronteira de W (TY).

Teorema 2.5.1. Seja Ty um operador 2-Toeplitz de banda. Seja A(6,¢) um
valor proprio da matriz Re (e_i9T¢), para 6, ¢ € [0,2n[. Considere-se

A1(0) = ¢g[}){gw[k(9,¢) e As(0):= ¢gg}§ﬂ[k(9,¢) (2.58)
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Eixo imaginario
o

-2 -1 0 1 2
Eixo real

Figura 2.5: OW (Ty) = €1 e 6> (segmento de recta a tracejado), sendo T o

operador tridiagonal definido no exemplo 2.4.8.

Entao W(TYy) € o invdlucro convezo das curvas {X;(0) +1Y;(0) : 0 < 6 < 2w},

onde

{ X;(0) = cos(0)A;(8) — Sin(G)AS(Q) j=1,2. (2.59)

Y;(0) = sin(0)A;(0) + cos(9)A(0) ’

Demonstracao: Sabe-se que Re (e_ier,) tem dois valores préprios A (6, @),
mas para caracterizar W (Ty) basta considerar um dos seus valores préprios.
Por isso, nao constitui perda de generalidade considerar, por exemplo, A(6, ¢) =
A+(0,9).

Para 6 € [0,27], seja ¢;(0) tal que A;(0) = X(6,¢;(0)) e seja &;(f) um
vector préprio associado ao valor préprio A;(6), para j = 1,2. De acordo com
(1.17) e (2.46), a imagem das aplicagdes Fj : [0, 2 — C definidas por

F5(0) = X;(0) +Y;(0) =

o [ (B ("0 €10).5,0))

=e +1

(€(0),&(0)) (€(0),&(0))

j = 1,2, descrevem duas curvas, I'j, contidas na fronteira de W (7). Como é
usual, identifica-se cada ponto (z,y) € C? com (z : y : 1) € PC?, e identifica-
-se cada ponto (z :y: z) € PC?, tal que z # 0, com (z/z,y/z) € C2.



Seccao 2.5 79

Como A;(0), j = 1,2, sao dois valores préprios de Re (e_wTd)j(g)), entao

det <Re (e—i9T¢j(9)) ) 12) —0, j=1,2 (2.60)
Por outro lado, .Z;(0) = {eie (Aj(0) +iy) :y € R}, j = 1,2, sdo duas rectas
de suporte de e (e_ieT f) = W (T}), na direccao do angulo 6, de equagoes

xcosf +ysinfd = A;(0), j=1,2.

A medida que @ percorre o intervalo [0, 27[, descrevem-se todas as rectas de
suporte de W (7). Assim, dada uma recta de suporte de W(T) de equagao
ur + vy + w = 0, existem angulos ; € [0,27] e escalares reais nao-nulos 7,
7 =1,2, tais que

u=rjcosbj, v=r;sinl; e w=-r;A;jb;), (2.61)
para j = 1,2. Tomando § = 6; em (2.60), atendendo a que

Re (e_wT(bj(g)) =cosOReT (5 +sinfdImTy. ()
e a (2.61), obtém-se que r; " det(uRe T} (g) + vIm Ty, (p) + wl) = 0. Portanto,
a curva dual, F}f, da curva I'j, é dada no plano projectivo complexo por

I = {(cosf :sinf : —A;(0)) € PC*: 0< 0 <2r}, j=1,2,

ou equivalentemente, para todo o intervalo [01, 6] tal que A;(#) # 0, por

cos @ sin @ > 9 } .
It = — H— 1] ePC:0,<0<byp, j=1,2.
’ {< Aj(0)  A4(0)

Logo as curvas I’ ;‘ sao parametrizadas por

r=a) =i v=u0) =g i-12
e as curvas I'; sao dadas por
(0) = —y'(0) = cos (0) — sin /
X;(0) = x(@)y/(e)/@§(9)$/(9) = cos(6)A;(6) (0)A(0) Ci—1a
Y;(0) = 2@y (0) — g0 0 = sin(0)A;(0) + cos(0)A5(0)
[ |

Definicao 2.5.2. As curvas {X;(0) +1Y;(0) : 0 <0 < 2r}, j = 1,2, de equa-

¢Oes paramétricas (2.59) dizem-se as curvas geradoras de fronteira de W (Ty).



80 Capitulo 2

2.6 Algoritmos e exemplos

Nesta seccao apresentam-se dois algoritmos que permitem tracar o contra-
dominio numérico de um operador 2-Toeplitz de banda. O primeiro algoritmo
é baseado na igualdade (2.46) e consiste em reduzir a caracterizacao do con-
tradominio numérico de um operador 2-Toeplitz de banda, T, ao estudo do
contradominio numérico de uma familia de matrizes 2x2. Mais precisamente, a
familia constituida pelas matrizes simbolo Ty € Ma, 0 < ¢ < 27, definidas em
(2.5). O segundo algoritmo tem como base o conhecimento das equagdes pa-
ramétricas (2.59) das curvas geradoras de fronteira do contradominio numérico
de Tf.

Com base nestes dois algoritmos, procedemos & implementacao de dois
programas computacionais, em Matlab, disponiveis no CD-Rom em anexo.
Ambos permitem tracar, de uma forma eficiente, a fronteira do contradominio
numérico de um operador 2-Toeplitz de banda arbitrario. Ao nivel da rapidez
de execucao, o desempenho dos dois programas implementados é semelhante,
mas ao nivel da precisdo, o programa baseado no algoritmo 1, revelou-se mais
preciso. Com efeito, no programa implementado com base no segundo al-
goritmo, os extremos, em ordem a ¢, da matriz Re (e_wT ¢), assim como a
derivada de A;(f), j = 1,2, sao calculados numericamente o que poderd, em
alguns casos conduzir ao surgimento de eventuais pontos espurios resultantes
de pequenos, mas inevitaveis, erros numéricos. Por este motivo, o programa
baseado no algoritmo 1 revelou-se mais eficiente, mas a importancia do algo-
ritmo 2 deve ser salvaguardada uma vez que permite conhecer a representacao
geométrica das curvas geradoras de fronteira de W(T) e este facto constitui
por si s, um grande progresso.

As figuras apresentadas nesta seccdo foram tragadas por recurso a estes

dois programas implementados.

Algoritmo 1
2(k — )m
n

Passo 1. Calcular ¢ =
n > 20.

, k=1,...,n, para algum inteiro positivo

Passo 2. Para cada k € {1,...,n}, representar 0W (T, ) do seguinte modo:
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2(t —1
e Calcular 6; = u, t = 1,...,m, para algum inteiro positivo

m
m > 20;

e Para cada 6, calcular os valores proprios da matriz Re (e*thqgk) e 08

vectores proprios associados v;(t, k), j = 1,2.

e Calcular

PR GLUi PRTGL)
P T o oy (1, k)

j=1L2et=1,...,m.

Estes pontos pertencem a curva geradora de fronteira de W (Ty, ).

e Representar W (Ty, ), ou seja, representar o invélucro convexo dos pon-
tos pj(t,k), paraj=1,2et=1,...,m.

Passo 3. Representar OW (1), ou seja, representar o invélucro convexo de
W(Ty,), parak=1,...,n.

Algoritmo 2

Passo 1. Calcular a expressao dos valores préprios At (6, ¢) da matriz de
rotacao Re (e_wTd)), para 6, ¢ € [0, 27| arbitrarios.

2k
Passo 2. Calcular 0, = —W, k=0,...,n+ 1, para algum inteiro positivo
n

n > 20.

Passo 3. Para cada 0, determinar os valores extremos (maximo e minimo),

em ordem a ¢, de A;(fk,¢). Suponha-se que os extremos sao atingidos em
$1(0k) € ¢2(0k), e sejam A;(0k) := Ay (0k, ;(0r)), para j =1,2.
Passo 4. Calcular

A(Oky1) — A(Ok—1)
Ory1 — Ok—1

N(Oy) = . j=12 k=1,...,n (2.62)
Passo 5. Representar os pontos X;(0;) +iY;(0k), paraj=1,2ek=1,...,n

tais que

{ X;(0k) = cos(0x)A;(0x) — sin(0x) A (0%) (2.63)

Y;(@k) = sin(@k)Aj (Gk) + COS(Qk)A;- (Hk)
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Passo 6. Representar o invélucro convexo dos pontos (2.63) que descrevem a

curva geradora de fronteira de W (TY).

Tlustramos este dois algoritmos com alguns exemplos.

Exemplo 2.6.1. Considere-se o operador 2-Toeplitz Ty pentadiagonal (i.e.,
com largura de banda 2m + 1 = 5) definido por

agzalzaoza_QZb_QZb():O (§] a_lzblzbzz—b_lzl.
A matriz simbolo de Ty é dada por

0 1

<
| eit o | 0<¢<2m,

Ty =

e a representacgao grafica de 0W (1), por recurso aos dois algoritmos anterior-

mente apresentados, € ilustrada na figura 2.6.

15¢0 15¢

=
Tz T
s =
i i i i i S
i e i i

05f 05k

Eixo imaginario
o
Eixo imaginario
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km —

(a) OW (Ty, ), ¢r = x5 k=1,...,50 (b) Curvas geradoras de fronteira de OW (1)

Figura 2.6: Representacoes de 0W (1), sendo Ty o operador definido no exem-
plo 2.6.1.

Exemplo 2.6.2. Considere-se o operador 2-Toeplitz Ty heptadiagonal (i.e.,
com largura de banda 2m + 1 = 7) definido por

b1 = —bg =a-1 = 1, a_3 = —2,
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e as restantes componentes sao nulas. A matriz simbolo de Ty ¢ dada por

0 1 —2e7
Ty = . , 0< o < 2m.
¢ 1 — ¢i® 0 ¢

Na figura 2.7 ilustra-se OW (1) por recurso aos dois algoritmos anteriormente

descritos.

15

1 1
05 e —————
~.
\\)
0
/
-0.5 \~______,_.’//

-1 -1

Eixo imaginario
=)

Eixo imaginario

Eixo real Eixo real

(a) OW (Ty, ), para ¢ = ]%T, k=1,..,14 (b) Curvas geradoras de fronteira de W (T%)

Figura 2.7: Representacoes de 0W (1), sendo T’ o operador definido no exem-
plo 2.6.2.

Exemplo 2.6.3. Considere-se o operador 2-Toeplitz Tt eneadiagonal (i.e.,

com largura de banda 2m + 1 =9) tal que
a_4=a_1=b=—aq4=1,
e as restantes componentes sao nulas. A matriz simbolo de Ty é dada por

o200 _ 26
T¢ = 1 o |’ 0 < ¢ < 2w,

e a representacao grafica de OW (T), por recurso aos dois algoritmos apresen-

tados, € ilustrada na figura 2.8.
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Eixo imaginério

(a) OW (T,,)

Eixo imaginario

Eixo real

, para ¢ =

M k=1,

46
23 '

2
15
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. S
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! \
= 1 '
\
\ 1
-15 \ 4
’
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2 -~--
-2 -1 0 1 2
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(b) Curvas geradoras de fronteira de W (T)

Figura 2.8: Representacoes de 0W (1), sendo Ty o operador definido no exem-
plo 2.6.3.



J-contradominio numérico de uma
classe de matrizes tridiagonais

3.1 Motivacao

Os elementos nao-nulos de uma matriz tridiagonal situam-se apenas ao
longo da diagonal principal, da primeira subdiagonal e da primeira superdia-
gonal da matriz (cfr. definigdo 2.1.3). Por simplicidade de escrita, representa-

remos os elementos nao-nulos de uma matriz tridiagonal com um tnico indice:

ai by 0 ce 0
c1 ag by :
A=10 ¢ a3 0 . (3.1)
bn—1
0O -+ 0 cp—1 ap

Existem alguns resultados relativos ao contradominio numérico classico e
ao c-contradominio numérico de matrizes tridiagonais. Mais precisamente,

sabe-se que:

e W (tridiag (0,0,1)) é um disco circular centrado na origem de raio
cos(m/(n + 1)) [85, lema 3J;

85
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o W (tridiag («, 0, 3)) é o disco eliptico

{az+pz:2€ C,|z| <cos(r/(n+1))}

[45, coroldrio 4]; uma generalizacao deste resultado ao c-contradominio

numérico foi obtida em [31];

o W.(A), c € R", é um disco circular centrado na origem, se A = [a;;]
é uma matriz tridiagonal com a diagonal principal nula e tal que

ajjt1aj41,; =0, para j =1,...,n —1 [34, coroldrio 3J;

e Em [34, teorema 4] foram deduzidas condigoes suficientes para que W,.(A),

com ¢ € R"™ e A uma matriz tridiagonal, seja um disco eliptico;

e Em [27, 36] encontram-se publicadas generalizagoes destes resultados.

Motivados por esta investigagao, caracterizamos o contradominio numérico de

uma classe especial de matrizes tridiagonais, em espacos de Krein.

3.2 Uma classe de matrizes tridiagonais com con-

tradominio numérico hiperbdlico

O lema que apresentamos a seguir é uma adaptagao de [27, lema 3.1] a

espacos de Krein.
Lema 3.2.1. Sejam A € M,, uma matriz tridiagonal e
J=diag(1,-1,...,1,-1) ou J=diag(1,-1,...,1,—1,1),

consoante n seja par ou impar, respectivamente. O J-contradominio numérico
de A € invariante mediante a troca das entradas j,j+ 1 e j+ 1,5 da matriz

A, para qualquer j =1,...,n— 1.

Demonstracao: Podemos admitir, sem perda de generalidade, que b; troca

com c¢;. Seja A a matriz que difere de A apenas pela troca de by com c1, ou
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seja, ) )
al C1 0 cee 0
by as bg
A=10 ¢ a3 "~ 0 |- (3.2)
bnfl
i 0O -+ 0 cp1 ap |

Considere-se um ponto arbitrério z*JAz € Wj;(A), tal que 2*Jz = 1 onde
= (x1,...,7,)T € C". Entdo
¥ JAx = ay|z1? — aglza> 4 -+ (=D Lagzi2 + -+ (1) Lag |z
+b1Z112 — baToxz + -+ (— D) Ty + -+ (1) by 1Tn_ 120

—C1T2x1 + CcoT3xy + - - - + (—l)kckaJrlwk + -+ (—1)"_1cn_1fnxn_1.
Vamos mostrar que existe & = (#1,...,2,)7 € C" tal que
e Jr=3"J2 e a*JAx=i*JAZ. (3.3)

Para esta ultima igualdade ocorrer terd que

|z1] = [21],  [w2| = [22], Trze = —d122 e Tax1 = —d2d1.
Se z1 = 0, podemos simplesmente considerar £ = x. Caso contrario, considera-

-se
1] = |21l |2] = |wal, arg(d1) = —arg(z1) +7 e arg(22) = — arg(za),

ou seja,

1 =—T e Ig = To. (34)

Além disso, cdlculos simples permitem concluir que para se verificar a igual-
dade *J Az = :fc*Jﬁﬁ;, além de (3.4), terd que

lzk| = |2k e arg(@p) = arg(xy) — 2arg(ze), para k> 2. (3.5)

-~

O vector & definido em (3.4) e (3.5) satisfaz (3.3), logo & € W;(A) e, portanto,

-~

Wi(A) € Wy(A). A inclusdo reciproca obtém-se trocando os papéis de A e
A. n
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O préximo teorema é uma adaptagao de [27, teorema 3.3] a espagos de
Krein e descreve uma classe de matrizes tridiagonais com J-contradominio
numérico hiperbélico. Consiste na classe de todas as matrizes (3.1) com dia-

gonal principal biperiddica, i.e.,

a; se j é par

aj = . (3.6)
az se j é impar

e cujas entradas b;, c; satisfazem a seguinte condigao:

Para cada j =1,...,n—1, kgj = ¢; ou k¢; = bj, para alguma constante k € C.
(3.7)

Teorema 3.2.2. Seja A € M, uma matriz tridiagonal ndo essencialmente

J-hermitica satisfazendo as condigoes (3.6) e (3.7). Considere-se
J=diag(1,-1,...,1,-1) ou J=diag(1,-1,...,1,—1,1),

consoante n seja par ou impar, respectivamente. Seja

2
= <“1 . “2> + kA, (3.8)

onde A1 € a norma espectral da matriz tridiagonal C cuja diagonal princi-

pal € nula e a primeira superdiagonal e primeira subdiagonal tém entradas,

respectivamente,

(b1, —b2, b3, —bs, ..., =bn_1) e (b1, —b2, b3, —bs,...,—bp_1),

ou

(blu_b27b3)_b47"'7bn—1) € (51)_527537_54)---7bn—1)
consoante n Seja par ou Z/mp(l'f’.

1+ |k|? —ay |’
i) e bl > (FE) |

sivelmente degenerada) de centro em (a1 + a2)/2, focos em

, entao OW (A) € a hipérbole (pos-
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(a1 + ag) + \/(a1 — a2)2 + 4k‘)\%
2

e semi-eixo transverso de comprimento
1
2

y o (14 |k]? a; —ag |? . ,
(ii) Se |y| = A 5 - 5 , entao W;(A) € todo o plano com-

plexo excepto a recta que passa por (a1 + az)/2 e que tem a direcgdo de
(arg(y) +7)/2.

2
a] — az
2

1 1
— X214 |K[2) + =]
A+ IR) + 5]

2
a;p — a2

5 , entdo W;(A) é todo o plano com-

1+ |k?
(iii) Se |7 <>\§( +2| | )

plexo.

Demonstragao: Suponha-se em primeiro lugar que A é de ordem par. De
acordo com o lema 3.2.1, podemos assumir, sem perda de generalidade, que as
entradas situadas na primeira subdiagonal e na primeira superdiagonal de A
sdo tais que ¢; = kb;, para j = 1,...,n — 1. Sendo d = (a1 — a2)/2, a matriz
A pode escrever-se na forma A = I,,(a1 + a2)/2 + B, onde B é a matriz que
se obtém de A substituindo a diagonal principal por (d,—d,...,d,—d). Sem

perda de generalidade, podemos assumir que d > 0.

Para 6 € [0,27], considere-se a matriz J-hermitica Re’ (e~ B) definida
em (1.48). Os seus valores préprios definem rectas de suporte de Wj;(A)
perpendiculares a direccao de argumento . Submetendo essas rectas a uma
rotacdo segundo o angulo #, obtém-se as rectas de suporte de eV (e*wA) =
W (A). Comecemos por determinar os valores préprios, denotados por fi;(6)
da matriz Re’ (e_wB). Como n é par, entao det(J) = 1, e como além disso
J? = I, alguns célculos permitem concluir que det (Re‘] (e_wB) — ,u(@)[n) é

igual a
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61 d2 —b2 0
0 —by dy b3 0

2= |~ _ Fe®®|” det 0 0 b3 dy —by - : , (3.9
: , 0
: 0 —gn_g dl bn—l
0 oo e e 0 b, dy

Re (de ) — pu(0)
- — €
‘e—w _ keze}

Re (de ) + u(0)

L . Considere-se
‘6_7'6 —k 87'6{

em que d; = 2 do =2

i\ 2
AQ =4 ((Re(de 19)) 7’UJ2(0)
|e—i0 — Eeief
Entao, o determinante da expressao (3.9) coincide com o determinante de
C — M, em que C é a matriz tridiagonal hermitica definida no enunciado do
teorema. Os valores préprios da matriz hermitica C' ocorrem aos pares de

ndmeros reais simétricos e serao denotados por
AL > o> A > > A, com Ap_jp1 ==X, j=1,...,n.

Os valores préprios, p;(6), da matriz Re’ (e~ B) satisfazem a seguinte condigo

2 PRUIINTS Gl Eew‘z
1;(0) = (Re(de™))” — A v J= 1,...,n. (3.10)
Vamos analisar em que condigoes os valores préprios, (), sao todos reais. Se
o menor valor de MJQ-(H), i.e., u2(0), for ndo-negativo, entio todos os p;() sio
nimeros reais. Logo, basta determinar 6 tal que p3(0) > 0. Simples cilculos

permitem concluir que

p3(0) = P+ Qcos(20) + Rsin(20),
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onde
I R e LY
P=7 ;M
_ Re(d?)  Rek,
@ = 5 t5A
~ Im(d?)  Imk ,

Seja v =2(Q +iR) = d* + kA\? e I = arg(y). Tem-se que

13(0) = acos? <1; - 9> — Bsin? (1; - 9) ,

onde |d|? |k|? el
_ 1+ 2 1Y
‘ |d|? k|2 el
_ 1+ 2, 17

B=—+ N+ (3.12)

Tem-se que 8 > 0. De facto, como

vl 1d? k]
LRARS S b Y
2 = 2 2 "

de (3.12) conclui-se que
1
B2 A= k)= 0.

Mediante as hipdteses, a matriz tridiagonal A seria essencialmente J-hermitica
se e s6 se |k| = 1 e arg(k) = 2arg(d). Como A nao é essencialmente
J-hermitica, entdao |k| # 1. Além disso, para evitar situacoes triviais, po-
demos supor que A1 # 0. Logo 3 > 0.

Se (i) for valido, entao
1+ |kJ?
1> a8 (S0 - e,

e, portanto, a > 0. Logo, existe uma direcgao @ tal que u?(0) > 0 sendo

p1(0) = \/a cos? <1; - 9) — Bsin? <£ - 9), (3.13)
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pin (0) = —pa (0)- (3.14)

Em relacao a essa direc¢ao, todos os (), j = 1,...,n, sdo nlimeros reais,
dois a dois simétricos. A medida que 6 percorre o intervalo I'/2,T'/2+2n] a

condicao (3.13) descreve uma hipérbole de equagbes paramétricas dadas por

x cos(#) + ysin(0) = p;(0) (3.15)
—sin(0) +ycos(0) = p}(0) '
Eliminando 6 em (3.15), obtém-se a equagao cartesiana
X? y?
il —1 1
- -5 =1 (3.16)

em que X = zcos (I'/2) —ysin (I'/2) e Y = zsin (I'/2) +y cos (I'/2). Os focos
da hipérbole sao (a1 +a2)/2 % /7 e o comprimento do semi-eixo transverso é
V.

Resta analisar o sinal da J-norma dos vectores proprios J-anisotropicos as-
sociados a pu;(8), 5 = 1,...,n, e garantir que os valores préprios em
of (Re‘] (e7®B)) e em o (ReJ (e7"B)) néo se entrelagam (cfr. (1.46)). Se
vj = ;Ugj), . ,x%j) é um vector préprio associado a p;(6), entdo vp_j1 =

(sazgj), ZL‘gj), sxéj), xflj), ey 533521, x(j)> é um vector proprio associado a —1;(6),

onde '
. Re(de ) — u;(0)
" Re(de ) + 5;(0)

Calculos simples permitem concluir que a J-norma de v; é

(I P + a1 -+ e D2) (1= ),
enquanto que a J-norma de v,_j11 €
(l21 12§ P 4+ 2D) (s = ).
Podemos admitir, sem perda de generalidade que Re(de™) > 0. Logo,

1i(0) € oF (Re’ (e7¥B)), j=1,....,n/2,
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:U‘](e) = “Hn—j+1 (0) € O-j (ReJ(ein))u J= n/2 +1,...,n.
Consequentemente, como

0<p(l) < oo <pipp(@) e  pppp(l) < - <pp(d) <0,

vem que

wt, (Re‘] (e_iaB» =]—o0,—u1(0)] e Wi (ReJ (e_ieB)) = [p1(60), +o0l.
(3.17)
Logo, W (A) é a hipérbole (3.16).

Suponha-se agora que A tem ordem fmpar. A situacao é andloga a si-
tuacio abordada anteriormente. Os valores préprios de Re’ (e B) ocor-

rem aos pares de numeros reais simétricos, com excepc¢ao do valor préprio

Re(d e*if) que tem vector préprio associado (21,0,23,...,0,2,) em que 21 # 0
o bj_g 0 _ fe—0 A 3 J it P
eaj = i = Tj_2, j = 3,...,n, com J-norma positiva. Para

i _

0 = 0, tem-se que

1
o < P = 301 k)2,

Portanto, \/a < |d|, logo o ponto d pertence ao interior da hipérbole (3.16),

vindo (i).

(ii) Se |y| = A3 (1 + |k|?)/2 — |d|?, entdo o = 0 e p2(6) < 0, para todo o
0 # I'/2. Logo, a matriz Re’ (e~ B) tem valores préprios imaginrios puros
em todas as direcgoes, excepto possivelmente na direcgdo 6 = I'/2. Logo,
Wy (A) sé pode, eventualmente admitir uma recta de suporte na direcgdo do
angulo I'/2. Portanto, a projeccao ortogonal da rotacao de Wj;(A) em todas
as direcgoes é todo a recta real, excepto eventualmente na direc¢ao 6 = I'/2.
Mostremos de seguida que a recta que passa por (a1 + az)/2 e que tem a
direcgao de (arg(y) + 7)/2 nao esta contida em Wj(A).

Como p2(I'/2) = 0, entdo 0 é um valor préprio miltiplo da matriz B'/? :=
Re’(e7'/2B) e usamos a técnica da perturbacio. Seja B2 = Re’(e71/2B,),
onde B, é a matriz que se obtém de B substituindo d por d 4+ ¢, com € € R

escolhido da seguinte maneira. Sabendo que a(e) = a+ ¢ M + O(€?), onde M
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¢ um ndmero real ndo-nulo, escolha-se € tal que e M > 0. Logo a(e) > 0 e por

(3.17) podemos concluir que

W) < e, —/a@] ¢ WHE) = [Va@rao].
Se € — 0, entdo a(e) — 0 e |—00,0[ U |0, +00| estd contido em WJ(BF/Q).

De seguida mostramos que a origem néo é um elemento de W;(B"/?). Su-
ponha-se em primeiro lugar que n é par. Vamos usar a técnica da perturbagao.
. r r/2
Sejam 1(€), .., pinja(€) € aF(BE?) € pnjai1(€)s. .. pn(e) € o7 (BE?) os
valores préprios de BE /% com vectores préprios associados

V1(6)7V2(6)""7Vn/2(6) e Vn/2+1(6)7"'71/n(6)7

respectivamente. Assuma-se que 0 < p(e) < --+ < fi,/9(¢). Considere-se a
base B(e) obtida da base anterior substituindo os vectores v1(€) e vp(€) pelos
correspondentes vectores préprios normalizados, vi(e) e wv,(€), com
J-normas 1 e —1, respectivamente. Nesta base, a matriz Bg 2 ¢ represen-
tada por Bi(e) ® Ba(e) © Bs(e), onde Bi(e) = diag (pp/2(€), - - -, pa(e)),

1 1 —afe) ]

Bale) = [ —v/1—af(e) -1

e Bs(e) = diag (tn—1(€), - - -, fln/2+1(€)). Obviamente,

Bg(e):[_ 11—a(6) 1:104(6)]:3[ 1 1].

Tomando limites em cada elemento de B(€) quando ¢ — 0, obtém-se uma base
n—1
em C" que iremos denotar por B. Seja v = z1v1 + Tpvn + E T;V; um vector
. . . . ~ Z:2
J-anisotropico arbitrario em C" expresso em B. Entao

2
P TB 2 o el 4 (el + e ?) 4 g (g P+ 12 ,)

T a1 — el + 22 — [t s P — feg ]

Como v é J-anisotropico, o denominador é diferente de zero e o numerador
anula-se se € 86 se Ty = Tp—1 =" = Ty /3 = Tpja41 = 0 e 21+ 2, =0, 0 que

é impossivel.
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Se n for impar, usa-se um argumento analogo.

(iii) Se || < A2(1+|k|?)/2—|d|?, entdo a < 0. Logo u?(8) < 0 e, portanto,
11(6) é um numero imaginario puro. Entdo, a projeccao ortogonal da rotacao
de W;(A) em cada direccao é toda a recta real, ou seja, W;(A) = C. [

Exemplo 3.2.3. Sejam J = diag(1,—1,1,—1,1,—1) e A € Mg uma matriz
tridiagonal com entradas
a1:2, a2:—2, bj:ie Cj:—Qi, jzl,...,5.

A matriz A satisfaz as condigoes (3.6) e (3.7), para k = 2. Além disso, de

acordo com o teorema 3.2.2, a matriz C é dada por

[0 i 0 0 0 O]
i 0 =i 0 0 0
c_ |00 a
0 0 =i 0 —i 0
0 0 i 0 i
00 0 0 —i 0|

e A = ||C]|, = max {|A\| : A é valor préprio de C'} ~ 1.80194 (cfr. (2.30). Por-

tanto,
a1 —az\?
(12 2) + kA2

1+ |k|?
A2 —
(5

logo verifica-se a condigao (i) do teorema 3.2.2 segundo o qual Wjy(A) é limi-

vl = ~ 10.49397553

2
a1 — ag
2

~ 4.117469409,

tado pela hipérbole de centro em (0,0) e semi-eixo transverso de comprimento

/s

2
a1 — az

2

1 1
= M+ [R) + 5| ~ 1.785567994.
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Sejam o} (Re’(A)) = {1 < ag < az} e

/Bj:\/fy‘?_aj27 jzlv'”767

onde U}F (A) = {7 < 2 < v3}. Entdo, a equacao de linhas da curva geradora
de fronteira de W;(A) (cfr.(1.56)) é factorizada por

(w? — atu® + fiv?) (w? — adu® + Biv?)(w? — adu’ + B3v*) = 0. (3.18)

Seguindo o processo habitual de dualizagao descrito em (1.29), (1.30) e (1.31),
conclui-se que cada um dos factores da equagao (3.18) representa uma hipérbole
de centro em (0,0) e semi-eixos transverso e nao-transverso de comprimentos
aj e B, j = 1,2,3, respectivamente, representadas na figura 3.1. Os focos das

hipérboles sao os valores préprios da matriz A.

Eixo imaginario
o

Eixo real

Figura 3.1: 0W;(A), pontos que pertencem & curva geradora de fronteira de
W (A) e valores préprios, assinalados com o simbolo “4”, da matriz A definida

no exemplo 3.2.3.

Observe-se que a fronteira do J-contradominio numérico de uma matriz
tridiagonal com a diagonal principal biperiédica pode nao ser uma hipérbole se
nao forem satisfeitas as condigoes do teorema 3.2.2, conforme se pode constatar

através do seguinte exemplo.
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Exemplo 3.2.4. Seja J = diag (1,—1,1,—1,1,—1) e A € Mg a matriz tridia-
gonal definida por

a1 =2, a2=-2,b;=1 e cj:(—l)j, paraj=1,...,6.

Os valores préprios de Re’(A) sdo A\; = v/3 e Ay = —/3, ambos de multipli-
cidade 3. Logo, vao existir dois achatamentos na fronteira de W;(A). Sejam
{v%j),véj),véj)}, J = 1,2, os vectores préprios associados a Aj;, j = 1,2, res-
pectivamente. Considere-se um vector o) pertencente ao subespaco proprio
de Aj, j = 1,2. Tem-se que,

V6 _ 0@ JIm? (A)v) _ V6

6 — U(j)*JU(j) - 6

Logo os dois achatamentos na fronteira de W;(A) sao definidos pelos segmen-

tos de recta

/6 V6
_Z?’\/g—i_Z?

[—ﬁ—i\/é,—ﬁﬂ"/é . j=1,2.
6 6
A equacao de linhas da curva geradora de fronteira de W;(A) (cfr. (1.56)) é
dada por
—27u8 + w?(v? + w?)? + 3u' (80 + 9w?) — u? (4o + 140*w? + 9w?) = 0

e estd representada na figura 3.2. Neste caso, o polinémio (1.57) néao é facto-

rizavel.

Observagao 3.2.5. Seja A = Re’(A)+iIm”(A) € M,,, a decomposicao (1.47)
de A. A transformada de Levinger .J-generalizada de A (ver, [1]) é definida
por

Z1(A, o, B) = aRe’(A) + fIm7 (A), com o, 3 € R.

Para «a, 8 € R, verifica-se facilmente que
Re!W (Z(A,,8)) = aRe! (W (A)) e Im/W (ZL(A,a,p)) = FIm’ (W(A)).
Sendo assim, podemos escrever

Wi(Zs(A,a,B)) ={axz+ify: z,y€R, z+iye W;(A)}.
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Eixo imaginario

Eixo real

Figura 3.2: 0W;(A), pontos que pertencem a curva geradora de fronteira de
W;(A) e valores préprios, assinalados com o simbolo “+”, sendo A a matriz

definida no exemplo 3.2.4.

Existe uma relacao entre W;(A) e W;(Z5(A, a, 3)), no caso de os conjuntos
serem hiperbdlicos. De facto, supondo que a fronteira de W;(A), no plano
(z,y), tem equagao
2 2
x Yy
W_W_:L’ COH’IM,N>O,
para «, 3 € R tais que a # 0 e 8 > 0, efectuando a mudanca de varidveis

lu e y = B~ 1w, conclui-se que a fronteira de W;(Z(A, a,3)) é a

r = o
hipérbole

u? v?

P VERR  E R



Caracterizacao algébrica do
J-contradominio numérico tracial

4.1 Introducao

Ao longo deste capitulo, restringir-nos-emos ao caso de C ser uma matriz
J-hermitica com espectro real e cujos valores proprios nao se entrelagam, ou

seja,

oj(C)={a>>c} 0;(C)={cu > >cn} (4.1)

Cn > C1 OU Cp > Cryl. (4.2)

Mediante estas condigoes, C' é uma matriz J-unitariamente diagonalizavel, i.e.,
diagonalizavel por semelhanca J-unitaria. Por razoes de simplicidade, regra
geral iremos considerar C' = diag (a4, ...,a,) € M,(R) satisfazendo (4.1) e
(4.2). Refira-se que conforme referimos em (1.65), WZ(A) nio depende da
ordenacao dos primeiros r e dos tltimos n — r elementos principais de C, pelo
que nao ha perda de generalidade em considerar que as entradas principais de

C estao ordenadas por ordem decrescente.

Usaremos Alkl] para denotar a matriz 2 x 2 constituida pelas entradas

99
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situadas ao longo das linhas e das colunas k e [ da matriz A, ou seja,

Alkl] = [ Gk Ok ] .

Qi ay

4.2 Sobre a convexidade de W (A)

Nesta seccao enunciamos um teorema relativo a convexidade do J-contra-
dominio numérico tracial de uma matriz. Este teorema deve-se a Bebiano,
Nakazato e Providéncia [93] e é analogo ao teorema de Westwick para espagos
de Hilbert [107]. A sua demonstracao é uma aplicacdo da teoria de Morse
[86, 87]. A teoria de Morse foi introduzida em 1920 pelo matemdtico Marston
Morse e é uma ferramenta fundamental para investigar a topologia de varie-
dades diferenciaveis. Além disso, a teoria de Morse relaciona a analise com
a topologia e, mais recentemente, com a fisica, razao pela qual, ao longo de
décadas, tem desempenhado um papel crucial em novos e importantes desen-
volvimentos matematicos. A convexidade de Wé](A) é estabelecida no teorema

que se segue (cfr. [93, teorema 1.1]).

Teorema 4.2.1. Sejam A € M,, e C uma matriz J-unitariamente diagona-
lizavel e J-hermitica cujos valores proprios ndao se entrelacam (cfr. (4.1) e
(4.2)). Suponha-se que existe 6 € [01,02], com |01 — 62| < 7, tal que a matriz
J-hermitica

Hy := Re”’ (e A)

é J-unitariamente diagonalizdvel e os seus valores préprios nao se entrelagam,

1.€.,
o (H) = (N(6) = 2 MO}, 07 (Ho) = (Aa(0) = - = M(O)),
An(0) > A1(0) ou A (0) > Ag1(0).
Entao WCI(A) € um conjunto convexo fechado em C contido num cone fechado
{z0+rei9 :r >0, 0 <0 <65},

para algum zy € C.



Seccao 4.3 101

Nao incluiremos a demonstracao deste resultado devido a complexidade e
extensao da mesma. No entanto, cumpre referir que a demonstragao é feita

por recurso a fungao de Morse

n

folg) = Z en\j lung|? enej = tr (CgHog™)
hj—1

ondeep, = 1,paral < h <r,e, = —1, parar+1 < h < n. Além disso, supondo
n

que ¢, > ¢1 e A\ > Ay, 0 nimero complexo zg é tal que Re (zg) = Z ciA;(0).
7j=1

Os restantes casos reduzem-se a este substituindo C por —C'e/ou Hg por Hy ..

4.3 Formas especiais de W/ (A)

Um dos aspectos mais importantes no estudo de W‘C](A) consiste na andlise
da relacao existente entre as suas propriedades geométricas e as proprieda-
des algébricas de A. Claro que sendo W@I(A) convexo, para caracterizar
OWZ(A) basta determinar as suas rectas de suporte. Dado 6 € [0, 7[, como
eiOWé (e_wA) = Wé(A), podemos obter, por rotacao de Wé(A), tantos pon-
tos na fronteira de W‘C] (A) quantos queiramos. Mais precisamente, se os valores

préprios das matrizes Re” (e_i‘gA) e C nao se entrelacarem, suponha-se que

o7 (Re’(e7%4)) = (M (0) = -+ > M (0)}

o7 <ReJ(efi9A)) = {Ag1(0) > - > M(0)}
oj (C)={a=>c} e o;(C)={cp1 = >cn}.

Entao a recta
& = {eie (N +iy):y€ IR} )

é uma recta de suporte de WZ(A), em que (cfr. [14, teorema 1.1])
o \g = chAj(H) se e 86 se (Ax(0) — N(0)) (e —¢p) < 0, para todo

j=1
1<k K, <rer+1<[Ll'<mnm
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n

o N\ = ch)w,jﬂ(&) + Z Cidntr—j+1(0) se e s6 se
j=1 j=r+1

(Ae(0) = Ni(0)) (crr — ) >0,
paratodo 1 < k. k. <rer+1<L1I' <n.
Se denotarmos o semi-plano determinado pela recta % por

Hy := {ewz :Rez < Ag} ,

entdo WJ(A) = m He.
0<o<2m

Abordamos, de seguida, algumas condicbes que originam casos degenera-
dos na representacao geométrica de Wé(A) tais como: um conjunto singular,
um subconjunto conexo de uma recta, um semiplano em C ou todo o plano

complexo C.

Teorema 4.3.1. [9, p.223] Seja C' € M,, uma matriz diagonal nao-escalar.
Para A € M,, WZ(A) é um conjunto singular se e sé se A é uma matriz

escalar.

Teorema 4.3.2. [9, p.223] Seja C' € M,, uma matriz diagonal nao-escalar.
Para A € M, WA (A) CR se e sé se A é uma matriz J-hermitica.

Corolario 4.3.3. [9, p.223] Seja C € M,, uma matriz diagonal nao-escalar.
Para A € M,,, WZ(A) é um subconjunto conexo de uma recta se e s6 se A é

uma matriz essencialmente J-hermitica.

De acordo com o teorema 4.3.2, se A é uma matriz J-hermitica, entao
WZ(A) é um subconjunto do eixo real. Apresenta-se de seguida uma condigao

suficiente para a ocorréncia da igualdade W (A) = R.

Teorema 4.3.4. [14, p.135] Sejam J = I, & —I,_p, com 0 < r < n,
e C € M, uma matriz diagonal nao-escalar. Se A € M, €é uma matriz
J-hermitica cujos valores proprios ndo sao todos reais, entdo Wg(A) é toda a

recta real.
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O reciproco de teorema 4.3.4 nao é verdadeiro, pois W@] (A) pode ser toda
a recta real, mesmo com os valores préprios da matriz J-hermitica A todos
reais. Tal acontece, por exemplo, para A = diag(3,1,2), C = diag(1,1,0)
e J = diag(1,1,—1), pois o (A4) = {1,3}, 0;(4) = {2} e, portanto, existe

entrelagamento dos valores préprios de A.

Os dois resultados que se seguem sao consequéncia do teorema 4.3.4 e

generalizam os resultados apresentados em [73, coroldrios 1.2.1, 1.2.2].

Corolario 4.3.5. Sejam J =1, ® —1,_,, 0 <r <n, e C € M, uma matriz
diagonal nao-escalar. Se A € M, € essencialmente J-hermitica e os valores
proprios da matriz J-hermitica al, + BA, o, 8 € C, 8 # 0, nao sdo todos
reais, entdo WZ(A) é a recta que passa por —atr(C)/B e que tem a direc¢do

de —arg(3).

Demonstracao: De acordo com o teorema 4.3.4, Wé(a[n +BA) =R, e
segundo a propriedade WCJ1, Wé](odn + BA) = atr(C) + ﬂWé(A), logo o

resultado segue. |

Corolario 4.3.6. Sejam J =1, ® —1,_,, 0 < r < n, C € M, uma matriz
diagonal néo-escalar, A € M, e 6 € [0,7[. Se WJ(A) tem uma recta de
suporte na direcgao do angulo 0, entao os valores proprios de ReJ(e_i(’A) sao

todos reais.

Demonstragao: (Por reducio ao absurdo) Se a matriz Re”’ (e A) admi-
tisse pelo menos um valor préprio nao real, segundo o teorema 4.3.4 ter-se-ia

W@’ (Re‘] (e*wA)) =IR. Como, além disso,
Re (e_ieW(}J(A)) =W (Re‘](e_wA)) ,

concluir-se-ia que a projeccao ortogonal da rotacao de Wé(A) segundo o
angulo 6 seria todo o eixo real. Portanto, Wé’ (A) néo teria nenhuma recta de

suporte na direccao do angulo #, o que contradiz as hipdteses do corolario. l

Como Re”(e™" A) é uma matriz J-hermitica, o teorema 4.3.4 permite de-

duzir uma condigao suficiente & ocorréncia da igualdade W (A) = C.
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Teorema 4.3.7. Sejam Ae My, J =1, ®—1, ., com 0<r<n,eC e M,

uma matriz diagonal.

(i) Se para todo 6 € R, a matriz Re”’(e™A) tiver valores préprios em
C\R, entdo W (A) € todo o plano complezo;

(ii) Se o espectro de Re” (e="% A) for real, para algum 6 = 6y, e Re” (e 7 A)
tiver valores proprios em C\R, para 0 # 0y, entao WZ(A) ou é um

semi-plano ou € todo o plano complexo.

Demonstragiao: Se para todo o § € R, a matriz Re”(e""? A) tiver valores
préprios em C\R, entdo de acordo com o teorema 4.3.4, Wg (ReJ(e_i(’A)) =
IR e, portanto, a projeccio de W (A) sobre a recta de inclinagio /246 é toda
recta, o que equivale a dizer que WZ(A) = C. Se existir um tnico 6y € R em
relacao ao qual o espectro de Re” (e~ A) é real, entdo a projeccio de WZ(A)
sobre a recta de inclinagao 7/2 4 6y ou é uma semi-recta dessa recta ou é a

proépria recta, vindo o pretendido. |

Os dois resultados que se seguem relacionam a J-normalidade de A com a

forma geométrica de W (A).

Teorema 4.3.8. Sejam J =1, ®—1,_, com 0 <r <n, C €M, uma matriz
diagonal e A € M,,. Se os elementos de C forem todos distintos e existir, pelo

menos, um ponto anguloso em Wé](A), entao A é J-normal.

Demonstracao: Para simplificar, escreva-se Ay = UAUP. Dada uma matriz

J-hermitica arbitraria S € M, e t € R numa vizinhanca de zero, a matriz
" =T+itS+ 0 ()

é J-unitaria em U ,,—r. Seja zp = tr(C'Ay) um ponto anguloso. Considere-se

a fungao diferencidvel

z(t) = tr (Ce*itSAUeitS) .
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Como zy é um ponto anguloso de W@] (A), a derivada de z em relacao a t
no ponto ¢t = 0 é nula. Além disso, devido & propriedade ciclica do traco’

conclui-se que
Z(0) = itr (CAyS — CSAy) =itr (S[C, Ay]),

onde [C, Ay] denota o comutador de C' com Ay. Sendo S arbitraria, de
2'(0) = 0, conclui-se que [C, Ay] = 0 e sendo C = diag (1, ..., ¢p), com ¢q, ..., ¢y,
todos distintos, de [C, Ay] = 0 conclui-se que Ay é uma matriz diagonal e,
portanto, uma matriz J-normal. Consequentemente, A também é uma matriz

J-normal. |

Corolario 4.3.9. Sejam J e C tais como no teorema 4.3.8 e seja A € M,

wma matriz que ndo é J-normal. Entdo, OWZ(A) é uma curva CO-regular.

Demonstragao: (Por redugao ao absurdo) Como W¢ (A) é um conjunto con-
vexo, 0s inicos possiveis pontos nao diferencidveis sao pontos angulosos. Deste
modo, se existisse pelo menos um destes pontos em 8W5(A), entao segundo

o teorema 4.3.8, a matriz A seria J-normal, o que é uma contradigao. |

4.4 Curva geradora de fronteira de W/ (A)

Utilizando o teorema de Tarski-Seidenberg [65] é possivel provar que a
fronteira de Wé](A) é uma uniao finita de arcos algébricos e, portanto, uma
curva de classe C*°, excepto possivelmente num numero finito de pontos [9,
teorema 2.4]. No entanto, a dedugao das equagdes desses arcos algébricos nao
é, de forma alguma, uma tarefa facil, conforme se pode constatar através do

seguinte exemplo.

!'Propriedade ciclica do trago: o traco do produto de um nimero finito de matrizes

quadradas nao se altera por permutacao circular das matrizes

tI‘(AlAgAg e Ak) = tI‘(AQAg e AkAl) = tI‘(Ag cen AkAlAQ) =
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Exemplo 4.4.1. Sejam J = o & —I;, C = diag (1,0,—1) e

2 7 0
A=| ¢ 1 7
0 —7i —2

A fronteira de W@’(A) pertence a curva algébrica L(X,Y) = 0, de ordem 16,
onde

L(X,Y) = —19683X12y* + 76545 X 10Y® — 79542 X8Y® — 8155 X0y 10
+26514X4Y*? 4+ 8505 X2y 14 4+ 729V 16 4 1250964 X 10y 4 — 2579850 X 8Y¢
+2632812X %Y — 2244970 X4Y1° — 315900X2Y'2 4 73710y 14
—30362202X8Y* + 28179060X Y6 — 2850861 X1Y® + 8523515 X2y 10
11233531712 — 186624 X 10 4- 786240 X3Y? + 344964500 X °Y*
—101340750X4Y % — 138483138 X2Y® — 32015970 1Y + 11321856 X8
—25683840X°Y2 — 1775064187 X4Y* — 98335965 X2Y S + 131658345Y®
—255820032X° 4 269156160X*Y 2 + 3366850448 X2Y* + 323668800y °
42578065408 X4 — 920666880 X2Y? — 2084332032Y 4 — 10407481344 X2
—603832320Y2 4 8074100736. (4.3)

Vamos descrever como deduzimos a expressao do polinémio L(X,Y) cuja
representagao gréfica se encontra na figura 4.1. A curva L(X,Y") = 0 é definida
como a curva dual de uma curva algébrica M (z,y,1) = 0 de ordem 6. Por-
tanto, um ponto genérico (Xp, Yp) da curva L(X,Y) = 0 corresponde a recta
tangente Xox + Yoy + 1 = 0 da curva M(z,y,1) = 0 num ponto nao-singular
(zo,y0) da curva M(xz,y,1) = 0. Através desta relacdo, podemos obter o
polinémio L(X,Y) a partir do polinémio homogéneo M (x,y, z) definido por

M(z,y,z) = [z — (¢1(z,y) — d2(z,y))|[z — (d1(z, y) — ¢3(,))]X
[z = (¢2(z,y) — d1(z,9))][z — (d2(2,y) — ¢3(2,9))] *
[Z - (¢3( 7y) - ¢1($,y))][2 - ((ﬁg(.’lf,y) - <Z>2(x,y))]

X X
X X

onde ¢;(z,y), j = 1,2, 3, satisfazem, para todo o (z,y) € C?, a equacio
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det (azReJ(A) + yIm 7 (A) + 2I3) = (z— ¢1(z,9))(z — ¢2(x,9))(z — ¢3(x,Y))

=23 4 222 — 422? — 423 + day?,

onde Re”(A) e Im7(A) sdo as matrizes J-hermiticas definidas em (1.48).
O polinémio M (x,y,z) tem coeficientes inteiros e L(X,Y) é obtido como
um factor do resultado Lo(X,Y) do polinémio YM (z,-1/Y —2X/Y,1) =
M(zY,—1 — 2X,Y) e a sua derivada em relagdo a x. Factorizando Ly em
Z[z,y, z], podemos obter o polinémio L(x,y, z). Recorrendo ao Mathematica

para efectuar essa factorizacao, obtém-se que

M(z,y,z) = 25 — 262122 + 169222 — 1442% — 5602%y? + 4322%y*.

10}

ol

Eixo imaginario
o

(&2}

-10+

-10 —é 0 é 16
Eixo real
Figura 4.1: Curva algébrica L(X,Y) = 0 e rectas de suporte de W (A), para

A,C' e J como no exemplo 4.4.1.

Dada a complexidade que envolve a caracterizacao da fronteira de Wé(A),
o conhecimento da sua curva geradora de fronteira constitui por si sé6 um
grande progresso. No teorema que se segue deduzimos as equagoes paramétricas
da curva geradora de fronteira de Wg (A), resultado que estabelece um para-

lelismo com [33, teorema 2.3].
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Teorema 4.4.2. Sejam J = I, & —I,_,, com 0 < r < n, A € M, uma
matriz que nao € J-normal e C' = diag(cy,...,c,) € Mp(R) com o} (C) =
{1 > >¢}, 0;(C)={cr41 > >cn} ecp > c1. Suponha-se que existe
0 € [01,05], com |6y — 0s| < 7, tal que a matriz J-hermitica Re” (e " A), tem

valores proprios reais, simples e que nao se entrelacam. Suponha-se que
A(0) > >N (0) > N1 (0) > -+ > A (0).
Entao, a funcao
AB) = 3 ei\(6) (4.4)
j=1

é convezra no dominio

{re? :r >0, 6, <0 <6}, (4.5)
e a curva {X(0) +1iY () : 01 <6 <02} parametrizada por

X (0) = cos 0 A(6) —sin O A'(0) (4.6)
Y (#) = sin O A(6) +cos OA'(0) '

estd contida em W (A).

Demonstragiao: Seja A = H + iK, onde H = Re’(A) e K = Im7(A)
sao as matrizes J-hermiticas definidas em (1.48). Mediante as hipéteses, a
matriz J-hermitica Re”’ (e*wA) = cos H + sin 6 K tem valores proprios reais
e simples, para 6 € [f1,02]. Entao, existe uma base J-ortogonal em C",
{1(0),...,£.(0)}, tal que ReJ(e_ieA)fj(G) = X\j(0)&(0),5 = 1,...,n. De
acordo com as hipéteses e segundo [14, teorema 1.1], tem-se que

W (Re”(e74)) = |00, A(9)],

em que A(f) é a funcdo definida em (4.4). Ora, cada valor préprio A;(6)
pode ser visto como uma funcgao analitica em 6. Como, além disso, os valores
préprios A;(6) sdo simples, podemos supor que cada &;(#) é igualmente uma

fungao analitica de 6. A imagem da aplicagao F : [f1,62] — € definida por
F(0) =X(0)+iY(0) =
_ zn:c,eie {[ReJ(e_iaA)fj(G)vfj(G)] w [Tm” (e="0 A)¢&;(6), £;(0)]
- J
7=1

€5(6),6;(6)] ' €5(6),6;(6)] ’
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descreve uma curva I' contida na fronteira de WJ(A).

Como é usual, identifica-se cada ponto (z,y) € C? com (v :y: 1) € PC?, e
cada ponto (z : y : z) € PC? tal que z # 0, com (z/z,y/z) € C2. E ébvio que
Ly = {e (A(0) +iy) : y € R} é uma recta de suporte de eWJ (e70A) =
W@] (A), na direc¢ao do angulo 0, de equagao

zcost + ysinb = A(0). (4.7)

A medida que 6 percorre o intervalo [01,02], descrevem-se todas as rectas de
suporte de WZ(A). Assim, dada uma recta de suporte de W (A) de equagao
uz + vy +w = 0, existe um angulo 6§y € [61,62] e um escalar real nao-nulo r
tais que

u=rcosby, v=rsinfy e w=-—rAf). (4.8)

Tomando 6 = 6y em (4.7), conclui-se que a curva dual da curva I" é dada no

plano projectivo complexo por
I = {(cos® :sinf: —A(0)) € PC*: 0, <0 <6},

ou equivalentemente, para todo o intervalo [0y, 2] tal que A(6) # 0, por

cos sin 6
T = — T — o1 PC?2.0, <0< .
{( A@) T A®) >E v 91—9—92}

Logo a curva I'* é parametrizada por

cos sin @

m:x(Q):—Aw) € Z/:y(g):—w7

e a curva I' é dada por

= —y'(¥) = oS — sin !
Y(0) = 207 @) — g7 ) = sin(0)A(6) + cos(0)A'(0)
Resta demonstrar que a funcao
fle,y) = af (1%) = ¢\j(zH + yK) (4.9)

J=1
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é convexa no dominio (4.5). Para simplificar a notagao, usaremos apenas
f(y/z) para denotar f(1,y/x). Podemos supor, sem perda de generalidade,
que f(x,y) é positiva. A demonstragdo da convexidade da fungao positiva e
homogénea f(z,y) reduz-se a demonstragao da convexidade de f(y/z). Consi-

derem-se dois pontos em (4.5) da forma

(wo,y0) +ti(z1,y1), (zo,y0) + ta(z1,91),

com zor1 + yoy1 = 0. Substituindo H por zoH + yoK e K por z1H + y1 K,
podemos supor que yp = 0 e x; = 0. Pela positividade e homogeneidade de

f(x,y), podemos supor que zy = 1. Entao, a relacao
fAty+ A =t)ye) < tf(Ly) + (1 -0 f(L,y2), 0<t<1,
é reescrita como
Sy + (A =t)y2) <tf(yr) + (1 —1)f(y2), 0<t<1L
Vamos demonstrar a convexidade da fungao f(y). Seja
H =diag (A1, ..., Ar, Aeg1y o+ o5 M),

com Ay > Ay > o> A > Ay > - > Ay e seja K = (py). Para simplificar
a notagao, considere-se iy = py. Por uma perturbagao [68], tomando y uma
quantidade pequena que tende para zero, os valores préprios de ReJ(e_ieA)

podem ser escritos na forma

_ 12 12
MHE K =M bgmt? Y 2l il o)

1< N TN rigien M TN
parat=1,2,...,re
_ 2 |Mtj|2 2 —’MtjP 3
M(H+yK) = e +yue +y E ~— 1 TV E + O(y?),
—~ N =N — i — At
1<j<r 7Y rH1<j<n,j#t Y

parat=r+ 1,7+ 2,...,n. Logo,

B n B n n ) cr — i 2
f(w) —thAt<H+yK>—;ctxwy;ctmy > syl

t=1 1<t<j<r

Ct — Cj Ci — C¢

+yr L P + o7 > L + O(y?)

Py M=\
r+1<t<j<n

Ui >



Seccao 4.4 111

e, portanto, a fungao f(y) satisfaz

1 Ct — C4 Ct — C5
SO = Y P Y
1<t<j<r "t 7 r1<t<j<n "t N
Cj — C¢ 2
4> 0.
r4+1<t<n,1<j<r

Logo, a fungao f(y) é localmente convexa na origem. Como todo o ponto
(x,y) # (0,0) pode ser transformado, por rotagdo, num ponto (zg,0), podemos
concluir que a funcao Y %, ¢;Aj(zH + yK) é convexa no dominio (4.5) e a

curva (4.6) nao tem inflexdes. [ |

Definicao 4.4.3. A curva {X(0) +iY(0) : 0; <6 < 02} definida parametri-

camente em (4.6) é denominada a curva geradora de fronteira de W (A).

Observacao 4.4.4. A suposicio de que os valores préprios de Re”(e % A)
nao se entrelagam implica que A, (6) > Ary1(60) ou A\ (0) > A1(0) (cfr. (1.46)).
No entanto, como é possivel reduzir a segunda alternativa a primeira mediante
uma escolha apropriada de 6 (i.e., substituindo 6 por 6 + 7), podemos tratar

apenas um dos casos anteriores, sem perda de generalidade.

Utilizando as equagoes paramétricas (4.6), podemos retomar o exemplo

4.4.1 e tracar a curva geradora de fronteira de Wé] (A).

Exemplo 4.4.5. Considerem-se as matrizes A, C e J tais como no exemplo
4.4.1. Efectuando a discretizagao do intervalo [0, 7] dada por
w(r—1)

0. =
" 2m

, parar=1,...,2m e, e.g. m =30, (4.10)

é possivel calcular pontos que pertencem & curva parametrizada por (4.6).
Para tal, calculam-se os valores préprios (e os respectivos vectores préprios)
das matrizes J-hermiticas ReJ(e_ierA), r=1,...,2m. Em seguida, para cada
valor de 6, em (4.10), calcula-se A(6,) tal como em (4.4) e, posteriormente,
calculam-se os pontos (X (6,),Y(6,)), r = 1,...,2m, dados por (4.6). Estes
pontos estao assinalados na figura 4.2 e definem a curva geradora de fronteira
de WZ(A).
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Eixo imaginario
o

-3}

-4

Eixo real

Figura 4.2: 8Wé (A) e pontos que pertencem a curva geradora de fronteira de

W'C](A), para A,C e J como no exemplo 4.4.5.

4.5 Porgoes planas em W (A)

Esta seccao é dedicada & anélise da existéncia de porgoes planas (ou acha-
tamentos) em 6W(‘JI (A). Comecamos por apresentar uma condigao suficiente
para a ocorréncia de uma porcao plana em OWJ(A) (cfr. teorema 4.5.2). Se-
guidamente, analisamos o caso das matrizes J-normais. Mais concretamente,
caracterizamos Wé(A) para o caso de A ser J-normal e C ser uma matriz

diagonal real (cfr. teorema 4.5.9).

4.5.1 Uma condicao suficiente
Definicao 4.5.1. Suponha-se que
&L ={(z,y) € R*:ux +vy +w =0, u,v,w € R}

é uma recta de suporte de WZ(A). Se £ N OWZ(A) contém mais que um
ponto, entao
L NOWL(A)

diz-se uma. porc¢ao plana na fronteira de W@I(A)
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Teorema 4.5.2. Sejom J =1, & -1, com0 <r <neA=H+iK,
onde H = Re’(A) e K = Tm7(A) sdo as matrizes J-hermiticas definidas
em (1.48). Suponha-se que H € J-unitariamente diagonalizdvel e que os seus
valores proprios ndao se entrelagam. Sejam | > -+ > X, 0s s valores prdprios
distintos de H com multiplicidades, nq,...,ns, respectivamente. Sejam C =
Ci1o-®Cs, J=S1&--DJs e

Ky Kig -+ Kis
K 21 22 2s 7
Ksl KsQ to Kss
onde Cj, Jj, Kjj € Mp;, j = 1,...,s. Se, pelo menos, um dos conjuntos

Wéﬁ(Ktt) € nao-singular, entdo 8Wé(A) tem uma por¢do plana paralela ao
eizo imagindrio.

Demonstragao: Seja H = diag (A1,...,An), com Ap > -+ > X\ > A\pgq >
o> A e C =diag(cq,...,c) cCOM Cryq > - > ¢ > 1 > -+ > ¢p. Entao,
existe uma recta paralela ao eixo imagindrio separando o} (A4) e o (A4). Logo,
de acordo com [14, teorema 1.1]

{tr (CUHU™) :U € Uppp—r} =]-00,a0], comag =Y _c;;.
j=1

Vamos mostrar que

{tr (CUKU™") : tr (CUHU™") = ap, U € Uy p—r }

De facto, sendo tr (CUHUfl) = ag, entao existem V, W € U, ,_, tais que
WOW-t=C,VHV~'=H e U = WV. Logo, podemos supor, sem perda de
generalidade, que H = (M| I,,) ®- - - ® (A,I,,,). Obviamente, V=V & --- @V,

onde cada V; tem ordem n; e VijVj* =J;,j=1,...,s5. Além disso,
ViKuVvyt oo VK V!

VKV~ = : - :
ViKaVih - ViKWt



114 Capitulo 4

tr (CUKU™) = tr (G355,
j=1
logo verifica-se (4.11). Seja . uma recta de suporte de W/ (A) paralela ao

eixo imaginario. Entao,

S
LNOWHA) = Sao+id> tr (CVEKLVT) ViV = T b (412)
j=1
A interseccao (4.12) é um conjunto singular se e s6 se cada parcela da soma
de Minkowski (4.11) é um conjunto singular. Logo, se em (4.11) existir pelo
menos um conjunto Wé: (Ku) que é nao-singular, entdo £ N OWJ(A) é um
segmento de recta, uma semi-recta ou toda a recta, de acordo com o seguinte

critério:

e Seny+---+mng, = r, entao Wé:(Kkk) = We, (Kji) é um segmento de
recta, para algum 1 < k < s, e portanto £ N W (A) é também um

segmento de recta;

e Senj+--+ng<r<mni+---+mnqe Wé:i(Kt-&-l,t-l-l) ¢ um conjunto
singular, entdo £ N OWJ(A) é um segmento de recta;

e Se nao se verificar nenhuma das condigoes anteriores, entao a interseccao

(4.12) é uma semi-recta contida em . ou a prépria recta Z.

Daqui, resulta o pretendido. |

Exemplo 4.5.3. Sejam J = 1o & —I; e C = C1 & O3, onde C; = diag (1,0) e

Cy = [-1] € M;. Considere-se a matriz A € M3 definida por blocos por
_ | An A
Ay Ay |

onde A1 € My, Ais € Moy, Ao € Mo e Ao € My sdo as matrizes
1 0 1/2

A= LA =
11 [ 00 ] 12 1/2

Ay =[1/2 1/2] e An=1)
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Entao, as matrizes K11 € My e Koo € M7 do teorema 4.5.2 sao
1 0
K1 = e Kos = |0].
11 [ 0 0 ] 22 = [0]

Apesar de WC_211<K22) ser o conjunto singular {0}, como ng(Ku) é o seg-
mento de recta {z : 0 <z < 1}, de acordo com o teorema 4.5.2, Wé(A) tem
uma porcao plana paralela ao eixo imaginario. Mais concretamente, o seg-

mento de recta {—2+ iy : 0 <y < 1}, representada na figura 4.3.

eixo imaginario

-4 -3 -2 -1 0
eixo real

Figura 4.3: Rectas de suporte de WJ(A), para A,C e J, como no exemplo
4.5.3 e segmento de recta {—241iy:0 <y <1} (a vermelho) que define o

achatamento.

4.5.2 Pontos-o e J-normalidade

Sejam A € M,, e C € M,(R) duas matrizes cujos valores préprios nao se

entrelacam. Suponha-se, como é habitual, que
ot (A) ={o, ...}, o (A) ={arq1,.. ., 00} (4.13)

ot (C)={c1 > >c}, 0;(C)={cry1 2> cn}. (4.14)
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Definigao 4.5.4. Designar-se-ao por pontos-o (indefinidos) os r!(n—r)! pontos

da forma

n
2y = Zc]-aa(]-), com o € Sy p_r, (4.15)
j=1

em que S, ¢ o grupo simétrico de grau n e S, ,—, ¢ o conjunto de todas as
permutagoes da forma o = o1 o0 09, onde 01,09 € S, sdo tais que o1(j) = 7,

paraj € {r+1,...,n} eoa(j) =j, paraj € {1,...,r}.

Como consequéncia da propriedade WCJ2 e do teorema da triangula-
rizagdo de Schur [63, teorema 2.3.1], segue-se obviamente que os pontos-o
pertencem a W{(A). Para além de pertencerem a WJ(A), os pontos z, de-

sempenham um papel crucial em toda a teoria que se segue.

Teorema 4.5.5. Se A € M,(C) e C € M,(R), entdo

conv{zs : 0 € Spp_r} C W@I(A)

Demonstracao: O teorema é uma consequéncia imediata do facto de os

pontos-o pertencerem a Wé(A) e de W@] (A) ser um conjunto convexo. |

Doravante, e até ao fim desta subsecgao, caso nada seja dito em contrario,
além das condigoes (4.13) e (4.14) iremos considerar sempre que A é uma
matriz J-normal e J-unitariamente diagonalizdvel o que, de acordo com a

propriedade WCJ2, equivale a considerar
A =diag (g, ..., ap). (4.16)
Iremos igualmente considerar

C =diag(ci,...,cn) € Mp(R), com ¢, > cy. (4.17)

Lema 4.5.6. Sejam C = diag(c1,...,¢n) € My, e A = [ai;] € M,. Entao
WZ(A) contém o conjunto
WEE (Aw) + ) cjagy, (4.18)
Jj#k,l

onde Jy = J[/{?l], Cu = C[k‘l] e Ay = A[kl], 1<k<l<n.
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Demonstracgao [73, p.41-42]: Seja z um elemento arbitrério do conjunto
(4.18), ie.,
z =tr (CklelAklM) + Z cjajj,
J#kl

em que M € M, é uma matriz satisfazendo M*Jy M = Ji;. Sejam

Ay A
Ao Aw

A= e
0 Cu

)

e Ups as matrizes que se obtém de A,C e M @ I,_o, respectivamente, per-
mutando as linhas e colunas 1 e 2 pelas linhas e colunas k e [. Observe-se
que

M_IAMM M_1A12

(M &I, o) " A (M &I, ) = 5
Ay M A

Mediante simples célculos, conclui-se que
z = ftr (CklM_lAklM) + tr (dklAkl) =
= tr (C’ (M@ I_o) " A (Ma® In,Q))
— w(cuavy),

onde Uy € M, satisfaz U}, JUpy = J. Portanto, z € W (A). [ ]

Lema 4.5.7. Para o € S;,—, fizo e
kle{l,....r} ou kjle{r+1,...,n},

tem-se que os r(r —1)/2 4+ (n —r)(n —r —1)/2 segmentos de recta

n

g,l = choza(j) — t(aa(k) - oza(l))(ck —¢):0<t<1 (4.19)
j=1

estio contidos em WZ(A).

Demonstragao: Comecemos por demonstrar que os segmentos de recta (4.19)

sao gerados pelas matrizes de rotagao J-unitarias obtidas da matriz identidade
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por substituigao das entradas (k, k), (k,1), (I,k), (I,1) por cosf, —sin6, sinf
(k1)

e cosf, respectivamente. Seja z, = Z}Ll CjQg(j) € Zg ~ O ponto-o que se
obtém de z, por substituigao das parcelas ¢y, (r), C1Qy(;) Tespectivamente por

Cl% (k), CkOo(1)- Simbolicamente,
2 = 25 — (0 () + €l (1)) + O ) T CR (1) = 2o — Q) — Qo) (e — 1)
Tem-se,
{zo—t(zg—zg.kl)) 0<t< 1} =
={2o — t (20 — (20 — (ozo(k) — aa(l)) (ck—a)):0<t <1}

={z —t (aa(k) — ag(l)) (ch—c):0<t <1}

e, portanto, a expressao (4.19) representa o segmento de recta que une os

pontos z, e 2. Resta provar que (4.19) estd contido em WZ(A). Sejam

C = C[in], A= A[ln] e J = J[1n]. Segundo o lema 4.5.6,
. n—1
WE(A) + ) cjoy € WE(A). (4.20)

=2

Além disso, de [14, teorema 1.1] conclui-se que Wg([l) contém os segmentos

de recta gerados pelo grupo J-unitério

cosf) —sind
) 0eR . (4.21)
sinf cos@

Logo, de (4.20) e (4.21) segue o pretendido. |

Lema 4.5.8. Para 0 € Syp—y fito el € {1,....r}, k € {r+1,...,n}, as
r(n —r) semi-rectas
n
L8 =13 gy +Htlag— ) 0<t< oo (4.22)

J=1

estio contidas em WZ(A).
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Demonstragcao: Como as semi-rectas f,;’ ; sao geradas pelas matrizes
J-unitérias obtidas da matriz identidade pela substituicao das entradas (k, k),
(k,1), (I, k), (1,1), respectivamente, por cosh 6, sinh 8, sinh # e cosh #, a demons-
tragao prossegue usando um raciocinio analoga ao utilizado na demonstragao
do lema 4.5.7. [ ]

No préximo teorema caracterizamos W (A) como sendo o invélucro con-
vexo das semi-rectas (4.22), no caso de A ser uma matriz J-normal e
C = diag(cy,...,c,) € M,(R). Trata-se de uma generalizagao de [7, teo-
rema 4.4, p.56].

Teorema 4.5.9. Seja A uma matriz J-normal e J-unitariamente diagona-
lizavel cujos valores proprios nao se entrelacam, digamos aj (A) ={a1,...,a}
e 0;(A) = {opy1,...,0n}. Seja C = diag(cy,...,cn) € Mp(R) com
Crg1 2> -2 cCp>c1 2> > cp. Entao,

W@](A):conv{.jf,gl: o€ Srn—r l=1,...,7, k::r+1,...,n}. (4.23)

Demonstragao: Como A é J-normal e J-unitariamente diagonalizavel, po-
demos supor sem perda de generalidade que A = diag(aq,...,a,). Como

WZ(A) é um conjunto convexo, entiao
conv{.f,gl 0 €Sy, L=1,...,1, k:r—l—l,...n,} C WZ(A).

Mostremos a inclusao reciproca. Seja z um ponto arbitrario em 8W({(A).
Necessariamente z serd ou um ponto anguloso ou um ponto regular. Se z
for um ponto anguloso, entao z é um ponto-o e a inclusao pretendida é tri-
vial. Se z for um ponto regular, existe uma unica recta de suporte de Wé (A)
que passa em z. Sejam Hy = Re’(e7A) e Ky = Im” (e A), para algum
0 € [0, 7[, entdao Hy e Ky comutam devido a J-normalidade de A. Suponha-
-se que Hy tem s valores préprios distintos, Aj(6) = A1(0) > M5(0) = Ay +1(0)
> ... > No(0) = Ay +otmey+1(6) com multiplicidades nq, ..., ng, respectiva-
mente. Entao Hy e Ky sao J-unitariamente diagonalizaveis sendo ni,...,ng
as ordens dos blocos diagonais. Sejam C =C1 @ --- @ Cs, J=J1P--- D Js e
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Ki1(0) Ki2(0) --- Kis(6)
Ky — K21 (9) K22(9) s KQS(H)
0 = ;
Ksl (0) KSQ(G) Tt KSS(Q)
onde Cj, J;, Kj;(0) € My;, j =1,...,s. Usando um raciocinio analogo ao

utilizado no teorema 4.5.2, podemos concluir que

{tr (CUKoU™") : tr (CUHU ™) = 2, U € Up—r}
= WZHE1(0)) + W (K (0)) + -+ + W (Kus(0)) (4.24)

s

Ly NOWE(A) = 2+ 3t (CVK OV ) ViV =y o (4.25)

j=1

onde % é a recta de suporte perpendicular a direcgao arg(z) = 6. A inter-
secgao (4.25) é um conjunto singular se e s6 se cada parcela da soma do tipo
de Minkowski (4.24) for um conjunto singular e, nesse caso, (4.25) reduz-se
a Z?Zl Cj0y(5), Para algum o € S, ,—,. Se em (4.24) existir pelo menos um
conjunto WéZ(Ktt(Q)) que nio é um conjunto singular, entdao £ N OWJ(A) é

um segmento de recta, uma semi-recta ou a prépria recta .%p. |

De acordo com o teorema 4.5.9, W (A) é um poligono convexo, se A for
J-normal e J-unitariamente diagonalizavel. No entanto, cumpre referir que
existem matrizes A ndo J-normais em relagao as quais IW{(A) é igualmente

um poligono convexo, conforme se ilustra no préximo exemplo.

Exemplo 4.5.10. Considere-se J = diag (1,1,1,1, —1), C' = diag(1,0,0,0,0)

[§]

144 0 0 0 0
0 1—i 00 0
A= 0 0o 2b 0 |,
0 0 02 0
0 0 00 -1 |

com b € R. Alguns célculos permitem concluir que
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[ cos 6 + sin 6 0 0 0 0
0 cosf) — sin 6 0 0 0
Re/(e7¥A) = 0 0 2cosf bei 0 :
0 0 % e 2cosb 0
i 0 0 0 0 —cosf |
com

. b b
aj(ReJ(e*wA)) = {2 cosf + |2|,20089 — |2|,(2089 + sinf, cos§ — sin@}

Jj(ReJ(e_wA)) = {—cosb}.

Como C = Ey1, onde {Eny, ..., E,,} denota a base canénica de M, e j; = 1,
entdo WZ(A) = er(A) Logo, podemos recorrer ao polinémio (1.57) para
determinar a curva geradora de fronteira de Wj“ (A). A equagao de linhas da

curva geradora de fronteira de W;(A) é
(u—w) (u—v+w)(u+v+w) (—42u+w)* + [b]*(u® +v*)) =0. (4.26)

Recorrendo ao método da dualizagao descrito em (1.29), (1.30) e (1.31) conclui-
-se que os trés primeiros factores de (4.26) representam os pontos (—1,0),
(1,—1) e (1,1), respectivamente. O tultimo factor de (4.26) corresponde a
circunferéncia de centro em (2,0) e raio [b|/2. Note-se que como W (A) =
W7 (A), a curva geradora de fronteira de W (A) nao inclui o ponto (—1,0).

Portanto,
e Para [b| < 2, WZ(A) é o poligono

WZ(A) = [1—i,1+i]U{l+i+ 2+t :t>0}U{l—i+(2—d)t: t > 0};

e Para 2 < |b] < 6, WJ(A) ndo é um poligono. Alguns calculos permitem

concluir que

7 bl o d d
W =24 e g <Oh<m+
o (A) {2 5 © arctan <2 c) 0 arctan <2 -
U{c+id+ ((c+1)+id)t : t >0 U{c—di+ ((c+1)—id)t:t >0}
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5 v? J V36b% — bt

emquec=2——ed=———:;

d 12 12

e Para [b| = 6, WZ(A) é o semi-plano direito definido pela recta vertical
Rez = —1, porque existe uma tnica direcgao, § = 0, em relagdao a qual

os valores préprios de Re’ (e=" A) néio se entrelacam;

e Para |b| > 6, WZ(A) é todo o plano complexo, porque nao existe ne-
nhuma direccéo em relacéo & qual os valores préprios de Re” (e_wA) nao

se entrelacam.

Tlustramos as representacoes geométricas de Wg (A), para alguns valores de b,

na figura 4.4.

Teorema 4.5.11. Seja A uma matriz J-normal e J-unitariamente diagona-
lizdvel cujos valores préprios nio se entrelagam, digamos oy (A) = {au, ..., o}
eo;(A) ={ary1,...,an}. Seja C =diag(c1,...,cn) € Mu(R) com

Crq1 = "2 Cy>C1 2 2 Cp.

Se z € OWL(A), entdo verifica-se uma das sequintes condigoes:

(i) z € um ponto-o;

(ii) z € (247, 2o7], onde o’ e 0" sao duas permutagoes em Sy n—r que diferem
apenas em dois pontos k,l € {1,....r} ouk,l € {r+1,...,n};

(i1i) z € {zo +t(ar —oq):t >0}, paral e {1,...;r} eke{r+1,...,n}.

Demonstragao: De acordo com o teorema 4.5.9, WZ(A) é o invélucro con-
vexo fechado das semi-rectas (4.22). Se z € OWZ(A), tendo em conta que
8Wé’ (A) é uma curva convexa, segue-se que z ou é um ponto anguloso ou é
um ponto regular. No primeiro caso, z é um ponto-o e verifica-se (i). Se z
for um ponto regular, seja 7/2 + 6 a inclinagao da recta de suporte que passa
em z. Cada par de valores proprios de A define uma direcgéo, logo existem

Cy direccoes diferentes. Por uma perturbacao, podemos admitir sem perda de
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generalidade que Re”’ (e7" A) tem precisamente um valor préprio duplo, logo
a interseccao da recta de suporte perpendicular & direccao de argumento 6
com BWé(A) ou é um segmento de recta cujas extremidades sao pontos-o que
diferem por uma transposi¢ao, ou é uma semi-recta, verificando-se respectiva-

mente (ii) ou (iii). [ |

~
~

Eixo imaginario
o
J

Eixo imaginario
o

-2 0 2 4 6 8 -2 0 2 4 6 8
Eixo real Eixo real

(a) b=—-1/2 (b) b=1

Eixo imaginario
)
Eixo imaginario

2 4 2 4 6 8
Eixo real Eixo real

() b=3 (d) b=11/2

Figura 4.4: Rectas de suporte e curva geradora de fronteira de W(‘J] (A), para

diferentes valores de b, sendo A a matriz definida no exemplo 4.5.10.
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4.6 Algoritmo e exemplos

Baseado no teorema de Westwick, Li et al [80] desenvolveram um algoritmo
que permite representar graficamente OW¢(A) no caso de C' ser uma matriz
diagonal real. No que se refere a Wé] (A), até ao presente, apenas se conhece
a sua representacao grafica em alguns casos particulares, pelo que a imple-
mentacao de um algoritmo e respectivo cédigo computacional que funcione
para uma qualquer matriz A € M, e uma qualquer matriz real J-unitariamente
diagonalizavel C é um desafio importante, nao sé pela utilidade pratica, como
também pela sua originalidade. Esta seccao versa, portanto, a descricao de
um algoritmo que permite tragar a fronteira de WJ(A). Os teoremas 1.1 e
2.1 de [14] contém o principio geral da nossa abordagem e o algoritmo tem
como ideia elementar o facto de a fronteira de Wé] (A) poder ser tragada por
recurso ao célculo das rectas de suporte de WZ(A). Por tltimo, refira-se que
o programa, em Matlab, implementado (disponivel no CD-Rom em anexo) é
muito eficiente em termos de velocidade e de desempenho. Todas as figuras

apresentadas nesta seccao foram geradas pelo programa implementado.

Descricao do algoritmo

Sejam A € M, uma matriz complexa arbitraria, J = I, & —I,,_,, para
algum 0 <7 <n, e C =diag (c1,...,cn) € Mp(R).

Passo 1: Calcular os valores préprios de C' em o (C) e em o (C). Se os
valores proprios de C' nao se entrelagarem, o algoritmo prossegue para o passo

2; caso contrario, avangar para o passo 7 (casos degenerados).

Passo 2: Calcular os valores préprios da matriz Hy, := Re”(e”" A), com

k-1
o="E-D g am (4.27)

2m

para algum inteiro positivo m > 10. Se existir algum valor de k tal que a
matriz Hy, tem espectro real com vectores préprios anisotrépicos, o algoritmo
prossegue para o passo 3; caso contrario, avangar para o passo 7 (casos dege-

nerados).
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Passo 3: Para cada 6j descrito em (4.27), calcular os valores préprios da
matriz Hy, em o (Hp,) e em o (Hp,). Verificar se existem direcces em
relagao as quais os valores préprios de Hp, nao se entrelacam. Caso existam
tais direcgoes, digamos k = ki, ..., k,s, o algoritmo prossegue para o passo 4;

caso contrario, avancar para o passo 7 (casos degenerados).

Passo 4: Para cada k = kq, ..., ks, calcular os r! (n — r)! pontos

ch(ek) = Z Cs /\U(s) (H@k),
s=1

onde 0 = 01009 € Sy € Ai(Hp, ), ..., \n(Hp,) sao os valores préprios de
Hy

e

Passo 5: Como os valores préprios de C, assim como os valores proprios de
cada Hg,, k = k1,...,k,, nao se entrelacam, podemos ter uma de entre as
duas relagoes dadas em (1.46). Se a relagao (1.46) for a mesma para os valores

proprios das matrizes C' e Hy,, k = ki, ..., k,, considera-se
A(k) := min 2z, (6);
caso contrario, considera-se
A(k) := max z,(6).
Passo 6: Para cada k = ky,...,ky, tracar a recta de suporte de W (A)

definida por
x cos(0) + ysin(0;) = A(k).

Passo 7: No que se refere aos casos degenerados, vamos apenas apresentar

uma mensagem que descreve a sua forma geométrica. Para tal, calculam-se os

pontos .
* .
Z Cs stj{égjs )
s=1 Js < Ss
para uma amostra de [m]/2 vectores proprios anisotrépicos ¢; = ((jy,- -, C),

j = 1,...,[m]/2, arbitrariamente escolhidos. A distribuigao destes pontos



126 Capitulo 4

permite concluir se W(‘j] (A) é todo o plano complexo (ou possivelmente um

semi-plano), ou uma recta (possivelmente uma semi-recta).

Observagao 4.6.1. Obviamente que se J = £I, entdao WJ(A) reduz-se ao
C-contradominio numérico e o algoritmo anteriormente descrito continua igual-

mente valido.

De seguida, ilustramos o algoritmo com alguns exemplos.

Exemplo 4.6.2. Seja J = [b®—1I, C = diag (2,1,—1,—2) e A € M, a matriz
dada por

2 4+ 0
Ao |l 1 v 0
- =1 —3

0 0 — =2

10¢

Eixo imaginario
o

2 4 6 8 10 12 14 16 18
Eixo real

Figura 4.5: Rectas de suporte de W‘C] (A), sendo A, C e J as matrizes definidas

no exemplo 4.6.2.
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Exemplo 4.6.3. Sejam J = Iy @& —I, C = diag(2,1,—1,—-2) e A € My a
matriz dada por

2 i 0 0

i 2 1 0

0 —i -1 —i

0 0 —i -2
A fronteira de W‘CI (A) estd representada na figure 4.6. Esta figura tem uma

porgao plana que é definida pelo segmento de recta [10 —14, 10+14] que pertence
a fronteira de WZ(A).

6
/
4 ///
1y
v
o 2 0
S
5 o
2o Xsu
: o
g ol
) .QW
hgxx
A\
l\\\
4 \\\\
-6
é 8 10 1‘2 1‘4 1‘6

Eixo real

Figura 4.6: Rectas de suporte de W (A), sendo A, C e J as matrizes definidas

no exemplo 4.6.3.

Exemplo 4.6.4. Sejam J = I @& —I, C = diag(2,1,—1,-2) e A € My a
matriz dada por A = diag (3+2i,1 —14, —1+1i, —3 — 2i). Neste caso, de acordo

com (4.23), conclui-se que
OWZ(A) = {10+ (1 — i)t : t > 0} U[10,14 4 64] U {14 4 61 + (34 2i)t : t > 0}.

A fronteira de 8W(°)7 (A) esta representada na figure 4.7. Os pontos-o, cujas
coordenadas e processo de calculo estao na tabela 4.1, sao igualmente incluidos

nessa figura.
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1
or(A)={3+2i,1—i} Z Cj0q(;) | Numeragao
o;(A) ={-1+41i,-3 —2i} j=1
0;(C)={2,1} 0;(C)={-1,-2}
3+ 2 1—14 -1+ —3—-2¢ 14 + 64 (1)
3+ 2 1—1 —-3—-2 —1+1 12+ 3¢ (2)
1—1 3+ 21 -1+ -3 —2i 12+ 30 (2)
1—1 3+ -3—-2 -1+ 10 (3)
Tabela 4.1: Pontos-o para as matrizes do exemplo 4.6.4

10¢

6K /4 (1)
at //////

2 l’///

£, \\\““,‘“’,’7// @

2

of (3)
_of

-4t

-8

Eixo real

6 8 10 12 14 16 18

Figura 4.7: Rectas de suporte de W (A), sendo A, C e J as matrizes definidas

no exemplo 4.6.4.



Contradominios numéricos e respectiva
implementacao computacional

5.1 Descricao do algoritmo

A criacao de algoritmos e a implementacdo de programas que permitem
tragar graficamente a fronteira do contradominio numérico é um tema que tem
sido abordado por varios autores. No que se refere ao contradominio numérico
cldssico e suas generalizagoes veja-se, e.g. [43, 67, 77, 80, 84].

Em [78], foi apresentado um programa, em Matlab, que permite tragar a
fronteira de W (A), para A € M,, e J uma matriz hermitica. No entanto, os
autores mencionam que haveria melhorias a fazer no programa. Efectivamente,
em alguns casos, como nos exemplos 5.2.1 e 5.2.2 e também nos casos em que
A é uma matriz diagonal, detectdmos que o programa desenvolvido em [78§]
falha.

Em [9] descreve-se um algoritmo que permite representar graficamente uma
aproximagao do J-contradominio numérico com base no conceito de curva
geradora de fronteira.

O objectivo deste capitulo consiste em apresentar um algoritmo que vem
colmatar certas lacunas dos programas existentes. O programa, em Matlab,

implementado segue uma abordagem semelhante & apresentada em [9], mas

129
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constitui um indubitdvel progresso, na medida em que além de serem trata-
dos os casos degenerados, foi criada uma rotina relativa ao invélucro pseudo-
-convexo de um conjunto finito de pontos que permite representar a fronteira
do J-contradominio numérico. A precisao do nosso programa é muito boa e a
sua velocidade ao nivel da execucao é equivalente a do programa implementado
em [78]. As rotinas que constituem o programa encontram-se no CD-Rom em

anexo.

Cumpre referir que, em certos casos degenerados, o programa implemen-
tado em vez de tragar W;(A), pode apresentar uma mensagem descrevendo a
forma geométrica do conjunto. Tal sucede quando nao existem rectas de su-
porte de W;(A). Nesse caso, W;(A) pode ser uma recta (em alguns casos, com
excepgao de um subconjunto conexo dessa recta) ou todo o plano complexo

(em alguns casos, com excepgao de uma recta).

A nossa abordagem usa a ideia elementar, descrita em (1.61) e (1.62),
de que a fronteira de W;(A) pode ser tragada por recurso ao célculo dos
valores préprios extremos da matriz Re”’ (e7A), em ot (Re’ (e7A)) e em
oy (Re‘] (e_i(’A)), e do calculo dos respectivos vectores préprios associados, 1/;
e v, , com f percorrendo uma discretizacao finita do intervalo [0, 7[. Nestas

condicoes, os pontos

<A1/+, 1/;' J <A1/9_,y9_>J

<V3_’V3_>J <V9_7V0_>J

pertencem & curva geradora de fronteira das componentes W (A) e =W (A),
respectivamente. De acordo com o lema 1.2.15, & medida que 6 varia no inter-
valo [0, 7[, se existirem direcgdes (cosf,sinf), em relagdo as quais os valores
préprios da matriz Re” (e_ieA) nao sao todos reais, entdao W;(A) nao tem
nenhuma recta de suporte nessa direccao e estamos perante um caso degene-
rado. Por este motivo, procuraremos apenas as direcgcoes ¢ para as quais os
valores préprios da matriz Re’ (e*ieA) sao todos reais. Certificar-nos-emos
igualmente de que os vectores préoprios associados sao J-anisotrépicos. Nestas
condigbes, a curva geradora da fronteira de Wj;(A) existe e W;(A) é o seu

invélucro pseudo-convexo.
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Descricao do algoritmo

Passo 1: Sejam J =1, —1I,_, e A € M, arbitraria. Calcular

-1
HSZM, s=1,...,2m,
2m

para algum inteiro positivo m > 20. Para cada escolha de s, calcular os valores

proprios da matriz

ReJ(efiesA) _ e_ZGSA + ezes JA*J
2

Construir o vector, denominado “direc”, constituido por todos os valores de
s tais que a matriz Re”’ (e*wSA) tem, pelo menos, um valor préprio real com
vector proprio associado J-anisotropico. Para cada valor de s nessas condigoes,
fixo, testar a multiplicidade dos valores préprios de Re”’ (e_iGSA). Se existir,
pelo menos, um valor préprio miltiplo de Re” (e_ws A), perturbar ligeiramente
essa direccdo, com incremento € = 107'°, com o intuito de eliminar eventuais
pontos espirios que possam aparecer e que nao pertencem a curva geradora
de fronteira de Wj;(A). Se nao existir nenhum valor de s tal que os valo-
res préprios da matriz Re” (e_i(’SA) sao todos reais, simples e com vectores
préprios associados J—anisotréopicos, estd-se perante um caso degenerado e
avanga-se para o passo 5. Caso contrario, o algoritmo prossegue para o passo
2. Repare-se que o ntimero de vectores proprios com J-norma positiva é fixado

pela inércia da matriz J e é independente da escolha considerada para 6.

Passo 2: Verificar se existe alguma direcc¢ao (cos s, sin fs), com s pertencente
ao vector “direc”, tal que os valores préprios da matriz Re”’ (e_’aé‘A) nao se
entrelacam. Se existir, o algoritmo prossegue para o passo 3. Caso contrario,

esté-se na presenca de um caso degenerado e avanga-se para o passo 5.

Passo 3: Para cada valor de s pertencente ao vector “direc”, calcular os n
vectores proprios, v4(s), i = 1,...,n, linearmente independentes associados

aos valores préprios da matriz Re”’ (e*wSA). Calcular os pontos

(o (Avi(s), Vi)
Pl = S mls),

i=1,...,n, (5.1)
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e construir dois vectores, denotados por X7 e Xo, constituidos pelos elementos
pi(s) tais que (vi(s),vi(s)); > 0 e (vi(s),vi(s)); < 0, respectivamente. As
componentes destes vectores sao pontos que pertencem a curva geradora de
fronteira de W;(A). Como a matriz J tem assinatura (r,n—r), entao em (5.1)

sdo gerados r pontos em er(A) e n —r pontos em —W (A).

Passo 4: Para gerar o inv6lucro pseudo-convexo dos pontos (5.1), procede-se
do seguinte modo. Se os elementos dos vectores X; e Xo forem colineares,
basta tracar a semi-recta definida pelos pontos em X7 e a semi-recta definida
pelos pontos em Xy, para obter o invélucro pseudo-convexo dos pontos (5.1)
que nesse caso sera uma recta, com excepgao possivelmente de um subconjunto
conexo dessa recta. Caso contrério, consideram-se alguns valores o < 0, e.g.

a=-3,—2,—1,0, e armazenam-se os valores de
aXi(t) + (1 — a)Xa(ta)

numa matriz My, para t; = 1,...,n1 e t5 = 1,...,n3, onde n; e ny sao as
ordens dos vectores X7 e Xo, respectivamente. Efectua-se o mesmo procedi-
mento para a > 1, e.g. a = 1,2, 3,4, construindo deste modo uma matriz Ms.
Nestas condigoes, as matrizes M7 e My sao ambas de ordem 4 X nine e cada
coluna representa uma semi-recta X (t1)+(1—a)Xs(t2), paraa < 0ea > 1,
respectivamente. Deste modo, tracar o invélucro pseudo-convexo dos pontos
(5.1) equivale a tragar o invélucro pseudo-convexo dos elementos das matrizes
M e M,. Para tal, aplica-se a rotina “convhull”, incorporada no software
Matlab, aos elementos de M; e Ms, obtendo-se dois vectores Ind; e Inds
constituidos pelos elementos que definem o invélucro convexo de My e Mo,
respectivamente. Seguidamente, reordenam-se os elementos de Indy, k=1, 2,
de modo que os elementos que pertencem simultaneamente a Indy e a Xy
aparecam consecutivamente. Uma vez reordenados, para obter o invélucro
pseudo-convexo de (5.1) basta unir os pontos que pertencem simultaneamente
a Indg e a X}, acrescido do elemento de Indy imediatamente antecedente
ao primeiro elemento de X em Indg e do elemento de Ind; imediatamente

subsequente ao iltimo elemento de X em Indy, para k =1, 2.
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Passo 5: No que se refere aos casos degenerados, nao vamos proceder a sua
representagao grafica. Vamos apenas apresentar uma mensagem que descreve

a sua forma geométrica. Para tal, calculam-se os pontos

<AC17 <1>J

(GinGidy
para uma amostra de [m/2] vectores J-anisotrépicos ¢;, i = 1,...,[m/2], esco-
lhidos aleatoriamente. A distribuicao destes pontos permitira concluir quando
Wy (A) é todo o plano complexo (possivelmente excepto uma recta) ou uma

recta (possivelmente excepto um subconjunto conexo dessa recta).

Observacao 5.1.1. Obviamente que se J = +I, entdo W;(A) reduz-se ao
contradominio numérico cléssico e nesse caso, o algoritmo consiste apenas
nos passos 1, 3 e 4, com as devidas adaptacoes, sendo que o invélucro pseudo-
-convexo d& lugar ao invélucro convexo dos pontos (5.1). Portanto, o algoritmo
apresentado representa o contradominio numérico tanto em espacos de Hilber

como em espagos de Krein (de dimensao finita).

5.2 Exemplos

Ilustramos o algoritmo apresentado com alguns exemplos. Em todas as
figuras, os pontos assinalados com uma cruz representam os valores proprios
da matriz A que coincidem com os focos da curva geradora de fronteira de
Wi(A).

Exemplo 5.2.1. Seja

1 0
A= 1 -1 0
0 0 =2

Para J = I3 e J = diag(1,1,—1), cdlculos simples permitem concluir que
os polinémios fa(u,v,w) e fi(u,v,w) definidos em (1.24) e (1.57), respec-
tivamente, coincidem e sdo dados por (2u — w) (u2 + 0% — w2). Portanto, a
equacao de linhas da curva geradora de fronteira de W(A) e de W;(A) é a
mesma

(2u — w) (u? +v* —w?) = 0. (5.2)
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Seguindo o método habitual de dualizagao descrito em (1.29), (1.30) e (1.31),
conclui-se que o primeiro factor de (5.2) representa o ponto (—2,0) e o segundo
factor representa a circunferéncia de centro na origem e raio 1. A matriz A
tem valores préprios, A\ = —2 e Ay = 0 (duplo). A fronteira de W;(A), para
J =13 e J=diag(1,1,—1) estd representada na figura 5.1.

Eixo imaginario
o

Eixo imaginario
S

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
Eixo real Eixo real

(a) J =13 (b) J = diag(1,1,-1)

Figura 5.1: 0W;(A) (curva a cheio), Cj(A) (curva a ponteado) e o(A) (pontos

assinalados com uma cruz), sendo A a matriz definida no exemplo 5.2.1.

Exemplo 5.2.2. Seja

2 01 O
-2 1
e 0 0
2 02 0
0 -2 0 -2

Para J = Iy e J = diag (1,—1,1,—1), alguns cédlculos permitem concluir que
a equagao de linhas da curva geradora de fronteira de W(A) e de W;(A)

coincidem
(15u® — 9v* — 16uw + w?) (Tu® — v* + 16uw + 4w?) = 0. (5.3)

O primeiro factor de (5.3) representa a elipse de eixo vertical centrada em

(—2,0) cujos eixos maior e menor tém comprimento 3 e 1, respectivamente. O
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segundo factor representa a elipse de eixo horizontal centrada em (2,0) e com
o mesmo comprimento de eixos da elipse anterior (cfr. figura 5.2). Os valores
préprios de A coincidem com os focos das elipses e sdo as raizes da equagao
caracterfstica \* — 8\2 — 16\ 4+ 12 = 0.

Eixo imaginario
o
Eixo imaginario
|

Eixo real Eixo real

(a) J=14 (b) J =diag(1,-1,1,-1)

Figura 5.2: 0W;(A) (curva a cheio), Cj(A) (curva a ponteado) e o(A) (pontos

assinalados com uma cruz), sendo A a matriz definida no exemplo 5.2.2.

Exemplo 5.2.3. Seja

1 01 0
0 -1 0 1
A=
-1 0 1 0
0 -1 0 -1

Para J = Iy e J = diag(1,—1,1,—1), alguns célculos permitem concluir a
equacao de linhas da curva geradora de fronteira de W(A) e de W;(A) é a
mesma

(u—v—w)(u+v—w)(u—v+w)(u+v+w)=0. (5.4)

Cada um dos factores de (5.4) representam, respectivamente, os pontos (—1, 1),
(—=1,-1), (1,—1) e (1,1) representados na figura 5.3.
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Eixo imaginario
o

Eixo imaginario
=)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Eixo real Eixo real

(a) J=14 (b) J =diag(1,—-1,1,-1)

Figura 5.3: 0W;(A) (curva a cheio), os quatro pontos que constituem a curva
geradora de fronteira de W;(A) e o(A) (pontos assinalados com uma cruz),

sendo A a matriz definida no exemplo 5.2.3.

Exemplo 5.2.4. Seja

1 -1 0
A= -1 -1
0 -1 -1

Célculos simples permitem concluir que o polinémio de Kippenhahn (1.24) é

dado por

2

falu,v,w) = 2u® — wv? — 20w — v*w — uw? 4+ w3,

enquanto que para J = diag (1,—1, —1) o polinémio (1.57) é dado por

2

fA(u, v, w) = u® = 2uv? — vw — vw? + w’.

As curvas geradoras de fronteira fa(u,v,w) =0 e fi(u,v,w) =0 de W(A) e

W;(A) estao representadas, respectivamente, na figura 5.4 (a) e (b).
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5r 5
4 4
3r 3
2r 2
2 ol g,
£ E
o o
gt &t
-2t -2
-3 -3
-4 -4
5l . . . . . . . . . . . gl . . . . . . . . . . .
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
Eixo real Eixo real
(a) J =13 (b) J =diag(1,—1,-1)

Figura 5.4: OW;(A) (curva a cheio), pontos que constituem a curva geradora
de fronteira de W;(A) e o(A) (pontos assinalados com uma cruz), sendo A a

matriz definida no exemplo 5.2.4.






Consideracoes finais

No final desta dissertacao cumpre fazer um balanco do trabalho desenvol-
vido. Tendo por base o conceito de contradominio numérico investigdmos no
presente trabalho duas vertentes fundamentais: a vertente tedrica e a vertente

computacional.

O ponto de partida para esta dissertagdo foi o estudo do contradominio
numérico de operadores de Toeplitz biperiédicos (capitulo 2). Com o decorrer
da investigagao surgiram temas paralelos e fomos, deste modo, conduzidos aos
problemas tratados nos capitulos 3, 4 e 5, originais na sua totalidade. Assim, os
temas investigados englobam a caracterizacao do contradominio numérico de
operadores 2-Toeplitz de banda, a caracterizagao do J-contradominio numérico
de uma classe especial de matrizes tridiagonais e o estudo do J-contradominio

numérico tracial.

A vertente computacional é assegurada pela implementacao, em Matlab, de
quatro algoritmos relativos as diversas matérias analisadas. Os dois primeiros
algoritmos tracam a fronteira do contradominio numérico de um operador
2-Toeplitz de banda baseados, respectivamente, na redugao ao caso 2 X 2 e no
conceito de curva geradora de fronteira (secgao 2.6). O terceiro algoritmo traga
a fronteira do J-contradominio numérico tracial de uma matriz arbitréria,
baseado no conceito de recta de suporte (secgao 4.6). O quarto algoritmo
traca a fronteira do contradominio numérico, definido e indefinido, de uma
matriz arbitraria tendo por base o conceito de curva geradora de fronteira

(secgao 5.1).

139
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A temética dos contradominios numéricos em espacos de Krein é muito
recente, razao pela qual proporciona um leque alargado de questoes em aberto
e constitui uma matéria promissora na investigacao. Nesta linha, em traba-
lhos futuros pretendemos estender os resultados relativos ao contradominio
numérico de operadores 2-Toeplitz de banda ao caso indefinido, investigar
condicgoes suficientes para a ocorréncia de J-contradominios hiperbélicos e in-

vestigar a ocorréncia de achatamentos na fronteira

Parece-nos igualmente interessante referir que os resultados relativos a
operadores de Toeplitz biperiddicos apresentados no capitulo 2, podem ser
estendidos a operadores de Toeplitz p-periddicos, ou sucintamente, operado-
res p-Toeplitz. Nesse caso, a matriz simbolo T} serd uma matriz p x p. Por

exemplo, no caso de um operador 3-Toeplitz associado & matriz infinita

ag G_1 G_9 a_3

by by b1 b_a b_3

(&) C1 Co cC_1 C_9 C_3

as a9 aj ag a1 a-—2 a-3
by b3 by b1 bop b_1 b_o --- ’

Cs Cq4 C3 Cc2 C1 Co Cc_1

tem-se que
E a3keik¢ E a3k—1eik¢ E GSk—Qeikd)
—m<3k<m —m<3k—1<m —m<3k—2<m
T, = > bk 116" > by’ > bg—1€"™?
—m<3k+1<m —m<3k<m —m<3k—1<m
E Capgoe’™® E capy1e? E care’?
L —m<3k+2<m —m<3k+1<m —m<3k<m |

supondo que Ty tem de largura de banda 2m + 1.
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Outras questoes em aberto nesta linha de investigacao irao obviamente sur-
gir. Nao seria realista da nossa parte crermos esgotar todas as possibilidades
de estudo que o tema desta dissertacao oferece. Acreditamos, no entanto, que
o trabalho constitui um contributo para uma melhor compreensao do conceito

de contradominio numeérico.
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