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RESUMO

O comportamento e¢stdtico de uma estrutura constituida por malhas de cabos
pré-esforcadas apresenta uma forte nfdo-linearidade em consequéncia das
deformag@es provocadas pelas cargas aplicadas. Além da nZo-lincaridade geoméirica
tem de se incluir no seu estudo a ndo-linearidade fisica, que corresponde a perda de
pré-esforgo efou i cedéncia dos cabos. Pretende-se minimizar a forgca de pé6s-tensdo
de modo a garantir uma capacidade resistente as cargas aplicadas sem exceder os
limites impostos na deformabilidade da estrutura e evitando tensdes de compressdo
nos cabos de pré-esforgo. Este trabalho apresenta um método para o
dimensionamento deste tipe de estruturas resolvendo o problema multicritério

correspondente com auxilio do principio da entropia mdxima.

ABSTRACT

The static behaviour of a prestressed cable mnet exhibits a strong nonlinearity
due to the configuration changes caused by the applied loading. Besides this
geometric mnonlinearity, a physical nonlinearity also occurs when slackening
and/or yielding of cables is taken into account. The prestressing forces should be
reduced in. order to reduce. costs for given requirements on the nodal deflections
and member forces in terms of a suvitably defined stiffness. In this work a method
for the sizing of cable net structures is presented that solves the corresponding

multicriteria problem by using the maximum entropy principle.
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1. INTRODUCAO

Aé estruluras constituidas por malhas de cabos pré-esforgados interessam a
campos distintos: ao arquitecto, o potencial considerivel do ponto de vista da
economia, funcionalidade e estética; ao construtor em virtude da complexidade de
detalhes e processos de execugdo; ao engenheiro de estruturas em virtude do
comportamento ndo-linear com gque se tem de entrar na .andlise e no
dimensionamento. Este trabalho tem em- vista o iltimo deses aspectos. Admite-se um
carregamento gquasi-estitico caracterizado por uma combinagdo de nio-
linearidades geométricas e fisicas. As primeiras que sdo devidas a grandes
deformagdes (embora associadas a pequenas exiensOes) caracteristicas deste tipo de
estruturas supensas. A n#o-lincaridade fisica diz respeito a deformabilidade

localizada de segmentos dos cabos de pré-esforgo entre os nés que ndo podem estar

“sujeitos a compressdes.

A determinagdo da resposta da estrutura as cargas aplicadas a partir de uma
dada posi¢io de equilibric nfo ¢ o dnico problema que se pde no dimensionamento
de coberturas pré-esforgadas por malhas de cabos. O projectista tem de resolver pelo
menos dois problemas distintos: (i) a determinagdo da posigdo inicial quando a
estrutura estd descarregada e se aplica o pré-esforgo inicial (optimizagio de forma).
(ii) A minimizagdo da forga de pré-esforgo (e por consequéncia do custo dos cabos de
pré-esforgo, ligacdo e estruturas rigidas de apoio) de modo a garanlitr que a
gstrutura aprescnte caracteristicas resistentes adequadas. Estes dois assuntos vio ser

abordades neste ‘trabalho.

Dois tipos de metodologia tém sido adoptados para analisar o comportamento
deste tipo de estruturas; algoritmos de programagdo matemdtica (ref.[1]) e o mélodo
de Newton-Raphson ou as suas variantes (ref.[2]). No primeiro caso, as telagdes que
determinam a resposta da estrutura a cargas quase-estdticas e distorgdes (cleitos
térmicos, operagdes de pré-esforgo e assentamento de apoios) dos cabos de pré-
esforgo podem ser interpretadas através de condigdes de Karush-Kuhn-Tucker de
um problema de optimizago n#o-linear. A fungido objectivo representa uma
generalizagdo do principio da energia potencial total. Em alternativa, as nio-
linearidades geométricas e fisicas podem também ser analisadas resolvendo-se as

relagdes fundamentais através do método de Newton-Raphson. O processo de
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resolugio é iniciado através de uma aproximagdo que suaviza a ndo-linearidade no
comportamento de cada trogo dos cabos de pré-esforco. A formulagio do problema da
optimizagdo da forga de pré-esforgo foi inicialmente apreseniada na ref.[3]. O
problema nao-linear (e ndo-convexo) daf resultante foi resolvido através de uma
sequéncia de programas lineares que satisfazem certas condi¢des de optimalidade.
Por esse motivo na ref.[4] foi aplicado um algoritmo que garante a convergéncia
para o minimo global deste tipo de problemas. Contudo verifica-se que a linearzagio
das cgquagbes de compatibilidade pode introduzir erros relativamente importantes no
calculo da estrutura, Por outro lado, o comportamento da estrutura para a solugdo
optimizada é nommalmente extremamente sensivel a pequenas oscilagbes nos valores

das varidveis de decisdo.

Em lugar de se tomar como (dnico objectivo a redugio da forga de pré-esforco,
para se encontrar o dimensionamento Optimo das coberturas com malhas de cabos,
devem considerar-se vdrios critérios para dimensionamento. Com base no principio
da entropia méxima é definido um programa multicritério que se verfica partilhar
as solugbes com a minimizagdo de unma fungdo escalar ndo-linear. Nos problemas
testados, a solucdo inicial foi substancialmente melhorada ao fim de apenas uma
iteracio. Para um estudo mais completo dever-se-ia atender contudo a restrigges
genéricas que esldo associadas a técnicas de construgdo bem como condicionantes

tecnolégicas ¢ limites nos deslocamentos impostos.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA DE ANALISE DA ESTRUTURA

2.1 - Equacio de Equilibrio dos Membros

A rigidez da estrutura no seu conjunto pode ser caracierizada pelos valores
absolutos dos deslocamentos nodais ao passb que a rigidez localizada ¢é calculada a
partir da relagio entre os deslocamentos dos nés relevantes. Coensidere-se um nd q
numa estrutura pré-esforcada por cabos que estd ligada ao né p pelo segmento de
cabo i, considere-se para a for¢a de pré-csforco Fi e o comprimento do cabo sj. As
coordenadas iniciais dos nos p e q sdo Xp, ¥p, Zp € Xq.¥q.-Zg» respectivamente. Se¢ um
sistema de for¢as Pxgq, Pyq, Pzq for aplicado em g, os noés p e q modificam a sua
posigdo de up, vp, wp ¢ ug, Vq ¢ wq. respectivamente, relativamenie aos eixos X, ¥ e
z. A forga Fi & o comprimento 8 sdo alterados das quantidades A Fie A si e passam a

ser Fi' e sy,




A Fy =E A; (s'/s;- 1) (1)
onde E Aj;é a rigidez do segmento i ao enlongamento. Considerando m

scgmentos de cabo, as eguagdes de equilibrio do né q antes da aplicagdo das cargas

sio,
m F;
S — [Gp-xpl= 0 (2a)
=1 g
m F
L — [Gp-yg)l = 0 ' : (2b)
i=l s
m Fi
T — [p-zl=0 (2¢)
=l 5

Straight weightiass
cable elements

g \ ~====Initial position
Defiected position

Figura 1
Estas cxpressOes pressuple que a estrutura estd em equilibrio com as cargas

aplicadas. Ap6s a aplicagdo das cargas, (2) vem:

m F{
) I [(xp+up-'xq-uq)] +qu:O (3a)
i=1 s
m Fy
T
m '
% — [p+wp-2q-Wg)] +Ppq =0 (3c)
=1 s




Substiturndo,

si = [(xp - xq)2 + (yp - yq-)2 +(zp - Zq)21 (4)
em,
sit = [(xp + up - Xq - uq):2 +({yp-Vp-Yq- vq)2 + (zp + wp -z - wq)z] (5)
chega-se a,
s;' = s; (1 +2a+by /2 (6)
onde,
1
aj = — [(xp - xg) (Wp - ug) + yp - ¥q) (8p Vq) + (p - zg) (wp ~wg)l (D
5;2
1
by = —— [up - ug)2 + (vp ~vg)2 + (wp - wg)?] (8)
5;2
Expandindo o lado dircite da equagdo (6) e substituindo em (1) tem-se,
1 1 1 1
AF; = EAjGa+- bj-— 52 -— ajbj+— ad +..) (9)
2 2 2 2
Do mesmo modo, escrevendo (6) na forma,
1/si' = 1/fs; (1 +2 a5 + by) -1/2 (10)
Expandindo a expres'sﬁo, tem-se: )
1 1 1 3 3 ]
= (1-aj-— bj+— a2 +— ajbj-— 33 -..) (11)
Si Si 2 2 2 2

As equacdes de equilibrio no né q depois da carga ser aplicada podem escrever-
se de forma a que s6 os termos de 1* ordem em u, v, W enirem para a matriz de
rigidez do segmento i. Agrupando estas relaghes para m Segmentos de cabo, tem-se:

m up - Ug Xp - %q
S [Ff—+(EA -F)——— a] = -Pyy +Ryq (12a)
i=1 $i &

m VP Yq Yp =4 _
Z [Fj — +(BAj-F) ——— &) = -Pyg +Ryq _ (12b)

i=1 85 S




m Wp - Wq Zp = Zq
L [Fj————+EA-F)—— aj] = -Pz + Ry (12¢)
i=1 5; 5i
onde,
m Up “ Uq Xp = Xq
Ryg =-2 EA-FI + dj} (13a)
i=1 8 28
o YprV¥qg  Yp-Yq
Ryqg =-2 (EA-F)[ + dil (13b)
i=1 5i 2 5
m Wp - Wq Zp £ Z.q
Rzq = -& EA-FI + dj] (13c)
i=] i 25
1 3
ci = aj+— bj-— a2 (14)
2 2
dj = bj-3a2-3ab;+5a3 : (15)

As expressGes para qu, qu ch.q sdo obtidas considerando os termos até i
lerceira poténecia de u, v ¢ w e desprezando os de ordem superior. Podem ser  vistos
como forgas residuais que correspondem & diferenga entre a andlise ndo-linear e os

resultados que scriam obtidos se s¢ proccdem a uma andlise eldstica linear.

2.2 - Anflise de Estrutura

Considere-se a estrutura sujeita a 1condigdes de carregamento. Se o ndmero de

graus de liberdade dos nds for n, os deslocamentos ¢ cargas nodais para a condigdo
de carregamento j, sdo representados por uj = [Uj Vi Wj]t e Pj = [Pxj, Pyj, Pzjl,
respectivamente, O problema da andlise deste tipo de estrutura reduz-se a resolugdo
de um sistema de 3xN equagfes ndo-lineares (trés equaces por né) que se pode
representar de forma matricial,

K uj=-Pj+R; (16)

onde K ¢ a matriz de rigidez constituida pelos coeficientes das incégnitas u e Rj




& um vector coluna que contém os termos residuais Pxq. Pyq, Pzq- A solugdo destas
equagbes pretende obter os valores dew, v, W, que por sua vez substituidos em (9)

permitem calcular a variagdo da forga de pré-esforgo.

2.3 - Método de Newton Raphson

Nio existe solugdo directa do sistema de equagdes (16), em virtude de do vector R
que ¢ fungdo das incégnitas ser um dos termos do lado direito. O cédlculo com base no
Método de Newton-Raphson utiliza a rigidez instantanca da estrutura calculada em
cada nova iteracio. Embora os resultados de aplicagdo deste método se tenham
traduzido por uma convergéncia rdpida, ele estd associado a um esforgo
computacional considerdvel em virtude de ser necessdrio calcular e inverter a
matriz de rigidez em cada iteragdo. Este método tem a vantagem de permitir que as
mudatigas nas caracteristicas eldsticas ou fisicas da estrutura possam Ser
introduzidas no calculo sem qualquer dificuldade. Este método foi adoptado em
virtude dos resultados das variantes deste procedimento piorarem a convergéncia e
4 andlise incremental estar associada a um tempo de computagdo superior. O

algoritmo para a andlise de estrutura consiste nos seguintes passos:

Passo 1. lteragio k = 0. Super que, Uj(o) = ijo) =0
Passo 2. k = 1. Resolver K;(0) uj(1) = - P; para calcular u;(1)
Passo 3. Obter  Rj(k) a parir de u(k)
a) Se Rj(k) < €, Teminar.
b) Doutro modo ir para o Passo 4.
Passo 4. Resolver Kj(k) A Hj(k) = R(k) para caleular A u j(k)
a) Se Auk) < €9, Terminar.
b) Doutro modo, iteragio k = k+1. Calcular:
uj(k) = Ayl + uj(k'])

e ir para o Passo 3.

7.4 - Determinacio da Geogmetria Inicial

As equagbes dos pardgrafos anteriores foram formuladas com base na hipdtese
da geometria do sistema ser conmhecida para um conjunto de forcas de pré-esforgo
especificadas. Como a geometria inicial da estrutura nio ¢ normalmente conhecida,
é mnecessdrio calculd-la para se¢ puder ecfectuar a andlise do comportamento da
estrutura sujeita ao carregamento Tteal. Este problema pode ser analizado pelo

algoritmo de Newion-Raphson anteriormente descrito, alterando algumas das




cxpressdes indicadas em 2.1-. Supde-se que a estrulura de apoio, bem como as forgas
de pré-esforge nos cabos sdo conhecidas e pretende-se calcular o posicionamento
dos trogos de cabos pré-esforgados. As coordenadas dos nds da malha vio sendo
sucessivamente modificadas até se chegar a uma situagdio de equilibrio com as forcas
dc pré-esforgo aplicadas 4 estrutura. Por outro lado, supde-se gue na cobertura nio
actuam quaisquer cargas, permanentes ou acidentais, e que as forgas de pré-esforgo
sc manlem constanies durante o processo lleratlivo. Como a geometria inicial pode
nio satisfazer o equilfbrio estitico, nio € necessério considerar o conjunto de
cquagdes (2). Além disso, como em todos os trogos se¢ mantém constantes as forgas de
pré-eslorco, tem-sc; .
AF =0 e Fi=TF (17)

As equagdes (12) modificam-se para:

m F;

B e [(up-ug) - (xp-xq) 2] = Ryy (18a)

=1 s

m F;

Z — lvp-vg) - (p-¥g) al = Ryg (18b)

=1 s

m F

2 — [(wp-wg) - (zp-2q) a] = Ry (18¢)

i=1 s -

onde,

m F;

Ryq = - b [(xp ~%q) - (up-ug) aj - U2 (xp +up - xq -ug) g]  (192)
=1 s
m F;

Rxq = - & —— Wyp -yq) - (vp -vq) & - 12 (yp + vp - ¥q = vg) ¢i] (19b)
i=1 s
m F;

qu = -2 [zp - 2¢) - (wp - wq) aj - 172 (zp + wp - zq - wq) el (19¢c)
i=1 s

cj = -bj+3abj-53a3 (20)

Claro que o método de Newton-Raphson vai apenas determinar uma solugio do
sistema de equagdes ndo-lineares. Contudo, como as estimativas iniciais das
coordenadas dio uma forma préxima da configurag3o estdvel, o risco de encontrar

outra forma & muito baixo.




3, FORMULACAO DO PROBLEMA DE OPTIMIZACAO

3.1 - Optimizacio da_cobertura pré-esforcada por malhas de cabos

Como as forcas de pré-esforgo vio influenciar as cstruturas de apoio € ©0S custos
é desejdvel a sua redugdo. Em particular, como o cusio das ancoragens e eslruturas
de apoio se reduzem de umma forma directa em relagdo as deformagles da estrutura
suspensa ¢ inversa em relagio 2 relaxagdo dos cabos, pode concluir-se que o pré-
esforco ¢ uma propriedade que deveria ser optimizada. O posicionamento dos cabos
de pré-esforgo neste tipo de estruturas sugere como varidveis de decisio D as d
componentes horizontais das forgas de pré-esfor¢o aplicadas em cada uma das
extremidades dos cabos. Estas varidveis nfo sio negativas em virtude dos segmentos
de cabos estarem sempre traccionados. Supondo que ¢ dada a geometria inicial da
estrutira que cstd em equilibrio com as forgas de pré-esforgo aplicadas, pretende-se
minimizar um conjunto de objectivos (custo, deslocamentos nodais, etc.) através da
determinacio dos valores do pré-esforgo inicial. Considera-se que o custo da
estrutura € directamente proporcional ao valor das projecgdes horizontal das forgas

de pré-esforgo inicial multiplicadas pelos seus comprimentos.

w=clD (21)
Impondo limites superiores em e de entre n deslocamentos nodais,
Au = Ay +Auy<ut (22)

onde A é uma matriz e por n e Ug, Up $30 08 deslocamentos nodais em relagdo a
uma superficie de referéncia que correspondem & geometria inicial da estrutura e
deformagio provocada pelas cargas aplicadas, respectivamente. Outro critério a ser
considerado estd associado a imposicdo de limites para os esforgcos a que ficam
sujeitos os segmentos dos cabos apdés a aplicaglo do pré-esforgo. Os limites inferiores

impedem os cabos de deixarem de estar traccionados,

D+ AF = D+ AF, > (23)
Os limites superiores nio permitem que' os cabos atinjam a cedéncia,
D+ AF = D+ AF,<Fu (24)

De notar que os esforgos nos cabos sdo fungdio apenas do carregamento. Todos
esses objectivos podem ser reescritos numa forma normalizada. Se w representar um
custo de referéncia, a equacgdo (21) vem,

ctD
cdtDSw = gD = —— -1£0 (23)

W




De um modo andlogo (Z1) - (23) vem,

Au .
g2 (D) = ——-1<0 (26)
gu
D+ AF
g3 (D) = - +1<0 (27)
Fl
D+ AF
gaD) = — _-1<0 (28)
Fu

Esle problema multicritério pode ser enunciado no formato minimax,
min  max {(gr, .. Lk, - 24) (29)
F k

3.2 - Oplimizacdo Minimax e Multicritério

Para um conjunto qualquer de ndmeros reais positives Uj, j=1, .., J, ¢ um real p
2 q2 1, a desigualdade de Jensen, igualmente designada desigualdade de norma p
(rel.[5]), delinc-se pela ineguagdo, : _'
J ] 1
(2 up)p ¢ (T um | (30) ;

j=1 j=1

A desigualdade (30) implica que a norma p do conjunte U diminui

monotonicamente quando a sua ordem aumenta. Outra propriedade importante de
norma p estd relacionada com o limite, quando p tende para infinito,
¥
lim (ZuP) e = Max <uj> (31)
p— 00 j=1 iej

Considere-se o problema de optimizagdo minimax,
Min Max <gj(x)> (32)
xeEX jEIJ

e a desigualdade de Jensen. Fazendo Uj = exp [gj(x)], j=1, ..., J e deste modo
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impondo que U;j > 0, qualquer que seja gi(x), tem-se:
p q i q ]

J J
(Z uP) WP = (T explpgitol }17P (33)
j=1 =
Aplicando limites ao lado esquerdo, vem:
J
lim { Z explpg®I}/P = Max <explgx] > (34)
p— 00 j=1 jEJ

Em virtude de:
log lim(f) = lim log(f) e log Max(f) = Max log(f) (35)

Calculando o logaritmo natural da expressdo (34) vem,
J
lim (1/p) log {2 explp gj(x)]} = Max < gj(x) > (36)
p— 00 j=1 JE]
O resultado (36) ¢ verdadeiro para qualquer conjunto de vectores g(x),
incluindo o conjunto que resulta da minimizagdo de ambos os lados da igualdade (36)

qualquer que seja x € X. Deste modo esta igualdade ¢ aplicdvel ao programa

matemitico:
J
Min Max<gj(x)> = Min (1/p) log{Z cxp[pgj(x}]} (37)
XxEX jEJ xEX =1

para valores crescentes de p no intervalo 1 fpt o0,

Este resultado indica que o problema de optimizagdo minimax (32) pode ser
résolvido através da minimizacio da fungdo escalar,
J
(1/p) log{2 explp gj(x)]} (38)
=1
no domfnio definido por x€ X ¢ para uma sequéncia ndo decrescente de valores

p21

Nos problemas de optimizagdo multicritério,
Min | gj(x} ] =1 ..1 (39)
xeEX

pretende-se variar os valores do vector x de modo que todos os elementos do

i



vector de critérios ou objectivos scjam 130 pequenos quanto possfvel.

x* ¢ uma solugdo Optima de Parcto de (39) se ndo existir qualquer outro x€ X 1al
que,
gj(x) £ gjx*) Vij=1u,3 (40)
Um 6ptimo de Pareto (ref.[6]) para o problema (39) pode ser encontrada através

da resolugdo do programa de optimizagdo escalar:

J
Min I Ajgjx) | : (41)
xeX j=1
no qual }‘j- j=1, .., T sdo multiplicadores que satisfazem as condigdes:
J
Z Aj=1 ; A j20 (42)
j=1

O programa de optimizagdo multicritério tem diversas solugdes de Pareto, cada

uma das quais correspondendo a um conjunto de mulliplicadores A

Para chegar s rela¢Ses que ligam os problemas de optimizagdo minimax (32) e
multicritério ¢ necessdrio considerar a desigualdade de Cauchy, também designada
desigualdade aritmélica-geométrica. Considere-se um conjunto de mimeros reais
positivos Uj, j=1,...,J e os muliiplicadores >\j' =1, . 1. Tem-se:

J J
Ty 2 I .(Uj/kj)kj (43)
j=1 j=1

A relagdo (43) € satisleita como igualdade se o lado direito for maximizado em
ordem a valores de A que satisfazem as condigBes (42). Como ambos os lados de (43)
sdo positivos e p 2 1,

J J ]
(S u) Uy (T phphiy Up =TTy Aie xRy (44)
j=1 j=1 j=1

Substituindo Uj { cxp[gj(x)] ) Pem (44), vem:

] J J

(Z explp g0l ) VP 2 exp(Z Ajgioo) TT A=Ay (45)
=1 =1 =1

|
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Aplicando logaritmos a ambos os lados déa:

J J J
(UUp) los{E explp gi)]) 1P 2 T Njgj-Wp) T Ajlogh; (40
el =1 j=1

0 lado esquerdo da desigualdade (46) € a fungdo escalar (38), que sendo
minimizada em ordem 3s varidveis x& X para uma sequéncia nfo decrescente de p,
converge para a solugdo do problema minimax (32). A desigualdade pode ser alterada
para,

J J .
Min Max < gj(x)> 2 Min 2 )\jg_j(x)—(lfp) 2 >\j log )\j 47)
xeX JEI x€X j=1 =1

para valores de p 2 | ndio decrescentes. O lado direito de (47) ¢ um problema
multicritério na forma de Pareto e que contém um termo adicional que ¢ fungdo dos
multiplicadores A e do pardmetro p. Este termo adicional € constante relativamente
4 minimizacio nas varidveis x€ X ¢ tende para 0 2 medida que p—> ©0 . A forma deste

termo adicional é pois idémtica a fungdo de entropia de Shannon (ref.[7]), onde

k=1/p

J
S:-kZ)\jIOg,Aj (48)
=1
onde S ¢ a entropia, k € uma constante positiva ¢ 0s A i j=1, ..., J satisfazem o

conjunto de condigdes (42). A fungio de entropia de Shannon ¢ medida da incerteza
associada a um processo aleatério  discretizado na qual >‘j ¢ a probabilidade
associada ao acontecimento j. Jaynes utilizou a fungdo de entropia (48) para definir
o principio da entropia méxima segundo o qual,
J
N = explp g1/ {Z explp g1} k=1, .., I (49)
j=1
Para um conjunto de multiplicadores gqualquer A o lado direito de (47) ¢ um
éptimo de Pareto do problema multicritério (39). A desigualdade (47) foi deduzida
utilizando-se a desigualdade de Cauchy que se transforma em igualdade se o lado
direito for maximizado em ordem a A e desde que satisfaga as condigdes (42).
J J
Max 2 )\jgj(x) -(fp) )\j log >‘j | (50a)
A=l =1
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sujeito a,
J
EoN=1 5 MO 5 =L (50b)
j=1
Subtraindo os multiplicadores associados & entropia méxima (49) na fun¢io
objectivo (50a) chega-se a fungdo escalar (38) que se viu ser idéntica ao problema

de optimizagie minimax (32).

33 - Optimizacdo da funcio escalar

Como se verificou, minimizar a fungdo escalar (38) € idéntico 2 optimizagio
minimax (32) e multicritério (39). Este tipo de fungdo possui propriedades muito
importantes do ponto de visia da optimizagio. Trata-se de uma aproximacio cenvexa
dos critérios, o que permile a utilizagio de métodos para optimizagdo convexa. Por

outro lado, a qualidade das aproximagSes melhora para valores de p mais elevados.

Como o dominio em que esid definida € determinado pelo intervalo de variagfo
das incdgnitas, ulilizam-se métodos apropriados 2 minimizagdo sem restri¢des. As
derivadas da fungdo escalar vdo possuir (ermos exponenciais com valores mais
crescentes que os das fungbes primitivas, pelo que sdo particularmente
desaconselhados algoritmos que utilizem aproximagdes de 22 ordem. Hd um grande
ndamero de métodos que podem ser utilizados para resolver problemas de optimizagiio
sem restrigdes © que sdo classificados em duas catcgorias: métodos 7dc pesquiza
directa e métodos descendentes. Os méiodos de pesquiza directa s6 necessitam do
cdlculo da fungdo objective e ndo utilizam a informagdo relativa as suas derivadas
parciais para obter o extremo. Por esse motivo sdo mais aconselhados para a
resolugdo de problemas de pequena dimensio ou que envolyam fungdes nio
difercncidveis ¢ a sua eficiéncia € normalmente menor que a dos mélodos
descendentes, Estes dltimos, além do cdlculo da fungio objectivo utilizam

normalmente a primeira derivada e em alguns casos derivadas de ordem superior,

Contudo, para a fungdo escalar(38) o cédlculo do gradiente da fungdo objectivo
coloca alguns problemas. Embora seja sempre diferencidvel, a determinagio das
derivadas nfo € muito pritica, pois envelve um grande esforgo computacional na
sua determinagdo. Por esse motivo foi adoptado um método gradiente que utiliza
diferengas finitas A frente para obter uma estimativa das derivadas. Este método tem

como vantagem relativamente as diferengas finitas centrais necessitar de metade
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dos cilculos. Assim como as diferengas na fungio objectivo contem informagdes
relativas as primeiras derivadas, as diferengas nos gradientes permitem calcular
aproximacdes para as segundas derivadas. Como a func¢do objectivo é diferencidvel
pelo menos duas vezes, optou-se por um método que utiliza as segundas derivadas em
prejuizo de métodos que utilizam apenas as primeiras derivadas tals como Gradientes
Conjugados ou Fletcher and Reeves. Todos os minimos locais de uma fungdo
diferencidvel f satisfazem as condiges necessédrias,
P f(x*) =0 (51)
Eq. (51) representa um conjunto de n equagdes ndo-lineares cuja solugdo € x*.
Um dos procedimentos mais conhecidos para resolver este sistema € o método de
Newton. Como este método requer o cdlculo da matriz das segundas derivadas e da
inversa em cada iteragio, adopta-se uma aproximagio designada método quase-
Newton. Em primeiro lugar ¢ linearizado o sistema de equagbes em ordem a um ponto
tomando xj como primeira estimativa do minimo. A expansio em série de Taylor di,
P i(x) = V f(xi+s) = V f(xp) + in s+ ..=0 (52)

onde in ¢ a matriz de segundas derivadas de f no ponto x;. Desprezando o0s

termos de ordem superior,
V f(x)) + JXi's =0 (53)
Se in for mma matriz nio singular, o sistema de equagbes lincares (53) tem por
solugdo,
s = - Jx, P 1(xp) (54) .
e o minimo pretendido seria x* = x; + s. Como os termos de ordem superior na
expansdo de Taylor ndo podem ser desprezados, é necessdrio efectvar mais iteracdces
com o fim de melhorar as aproximagdes. Se Xj € Xj4] representarem as aproximages

do minimo obtidas em duas iteraghes consecutivas,

V f(xjs1) - P EGxp) = T8 = Ix; (Kig1 - %) (55)
Desprezando,
V ixj 1)~ VIxD=G & si=%xjy1-% = §= in‘l G;j - (56)

desde que J; nio seja singular e fazendo,
s; = H; G (57)
onde Hj é a aproximagdo de .TXi'I na iteragdo i e supondo que (57) também €
gatisfeita na iteragdo seguinte,
siv1 = Hig1 Gig1 = Hig1 [V flxj40) - P (x4 (58)
Se o ponto obtido na iteragio i+1 for estaciondrio, ¥ IXM2 =0 ¢ (58) vem,

si+1 =~ Hiy1 V £(x41) (59)
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Como csta hipétese nde € geralmente correcta, 0 ponto xj47p pode ndo ser uma
boa estimativa do ponto estaciondrio. Por esse motivo, utiliza-se (59) como direcgio

da pesquiza e oblem-se uma nova solugdo através das seguintes fdrmulas de

recorréncia,
Xit2 = Xi+1 * it (60a)

sipq =" Niel* Hip1 P fxigp) | (60b)

onde Ajs1* & o comprimento de passo Optimo na direcgio - Hijpp ¥- fx-i_l-_--l.-Dra—s ‘

diversas subrotinas expcrimentadas, verificou-s¢ ser a subrotina EQ4JAF da ;

biblioteca NAG a mais eficiente do ponto de vista computacional. |

4., ANALISE DAS SENSIBILIDADES

Fa

E necessirio determinar as. relagles que ligam as varidveis de decis@io a0
comportamento de estrutura expresso através das variaveis de estado: deslocamentos
nodais e esforgos nos segmentos dos cabos pré-esforgados.

A partir de (14),tem-se para os deslocamentos nodais

JK 8Uj 3Rj 3uJ' BRj dK
uJ-+K—=— = e =K-1 (- uj) (61)
d Dg oD 0Dy 3 Dg oDk dDg
dup Sug 3 sk
(— - —) 8¢ -(up~uq) — €}
3Rj m up - ug Xp - Xq m 8Dk 9Dk dDy
=% [— okt dk] - & Fil +
9k k=1 s 2 8y k=1 sk2
ack 'up~uq 3 di Xp-Xq ‘ (xp-xq) d sk
+ ( -+ ( ) - dk (—=)1 (62)
0 Dy Sk dDk 2k 252 0Dy

Diferenciando a expressdo que d4 os valores dos esforgos nos cabos apds a

deformagio, vem:
d(D+AF) day, 1 Oby dap 1 3d ay
=1+EA(— + — ——— - ag ——— = — by ——
oDy D 2 9Dy oD 2 oDy




1 d by 3 day

a4 — B2 ) (63)
2 o Dy 2 d Dy
e,
dup dug 0 s
(——— = =) sg - (up-ug)
K m  uplg 8D ODg O Dy
=21 + Py ]
8D k=1 s %
3 ay d s
xpxg) [ — sk - a&k—- |
m XpXg 3Dy 3Dy
-2 [ ag + Ik ] (64)
k=1 s skZ

Sé alguns dos termos podem secr obtidos directamente. Os outros sdo calculados
através de um processo iterativo quc se inicia supondo que s¢ as derivadas directas
de Dy, k=1,..d ndo sdo nulas, Como o nimero de varidveis de decisio ndo € elevado,

foi adoptado um outro esquema para anilise das sensibilidades baseado em

diferencas finitas ¢ que requer d anilises pelo método de Newton-Raphson em cada

iteragio do algoritmo de optimizagdo. Seria igualmente necessdrio avaliar as

modificacdes na geometria inicial da estrutura que sdo provocadas pela variagio das

varidveis de decisio.  Utilizando igualmente diferengas finitas & frente seriam

necessirias mais d determinagdes da geometria inicial em cada iteragdo. A

morosidade desta aproximagdo seria compensada pelo elevado ndmero de cdlculo que

0 processo iterativo que corresponde ao cdlculo analitico das sensibilidades envolve.

3. .ALGORITMO DE OPTIMIZACAQO DA FUNCAO ESCALAR

Inicializacio

Toma-se¢ para ponio de partida uma solugio de pré-esforgo horizontal comnstante
em todos os cabos, sendo preferivel que alguns dos critérios para a optimizagdo nao
sejam cumpridos. Verilica-se um comportamento satisfatério do algoritmo para
valores de p entre 30. e 100. na primeira iteragao. A sua escolha terd em atengdo o

ntmero de critérios violados e o seu valor numérico. Se esse numero for elevado ou
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os crilérios estiverern longe de ser satisfeitos escolher um valor de p baixo. Um wvalor

de p mais elevado estd associado a uma solugdo de menor peso.

%

Iteraciog

1. Detlerminar a geometria da eslrutura antes da aplicagio das cargas em
relacio A superficie de referéncia. Aquela corresponde A aplicagdo das forgas de
pré-csforgo inicial que sdo 'os valores das varidveis de decisfo. Analisar a estrutura
para as condigGes de carregamento especificadas.

2.  Efectuar a analise das sensibilidades. Considerando apenas os primeiros
termos do descnvolvimento em série de Taylor dos c¢ critérios, obter o minimo da
fungdio escalar em d varidveis:

min 1/p log Zj=1c exp(pla(x)+Z i=1,d (9 8/9 x)x  (x-x0)]) (65)

3. Analizar o resultado obtido;

a) Se o ponto inicial pertencer ao dominio e o resultado da minimizacdo
-conduzir a uma estrutura gque possui membros n#o traccionados, fazer uma
interpolagdo linear entre estes dois pontos para obter uma solugdo mais préxima da
{rontcira do dominio e utilizd-la na iteragdo seguinte como ponto de partida.

b-1) Se o resultado da optimizagio for uma solugZo do problema com menor
custo, reter essa solugdo como dimensionamento optimizado. Neste caso, se todos os
condicionamentos forem ultrapassados, diminuir proporcionalmente os valores do
pré-esforgo inicial até que um dos critérios deixe de ser satisfeito. Ulilizar esta
solugio como ponlo de partida para a nova iteraglio, .

b-2) Se a diferenga de custos entre as solugdes for pequena, aumentar p. Se se
mantiver c¢ssa pcquena diferenga entre custos, terminar o algoritmo. A solugdo nfo
pode ser melhorada.

¢) Se o ponto de partida pertencer ao domfnio e o resultado da oplimizagio for
uma solugdo do problema com maior custo, awmentar o valor do parametro p e
reoptimizar com o mesmo ponto de partida.

d-1) Se o ponte de partida ndo pertencer ao domfnio e o resultado da
optimizagio violar mais as restrigdes parar o algoritmo. A solugido existente ndo pode
ser melhorada.

d-2) Se o ponto de partida ndo pertencer ao dominio e o resultado da
optimizagdo viplar menos as restricdes reduzir o valor do parametro p e rcoptimizar

com o mesmd ponto de partida.
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6. EXEMPLO NUMERICO

O método de optimizagao indicado foi aplicado tendo em vista a determinagdo das
[orgas de pré-esforgo inicial que podem melhorar o dimensionamento de um
paraboloide hiperbélico submetido a uma forga de pré-esforgo constante em todos os
cabos. A geometria e rigidez ao alongamento de cabos positivos € negativos sdo

idénticos aos da ref.[2].

Sagging cabls

Hogging coble b ! 2

I
| 73z m

366 m
366m

J
. 1

Figura 2
A simetria da distribuigio de cabos conduz a d=8 wvaridveis de decisdo D, cada
qual associada aos membros externos de cada alinhamento de cabos. Consideram-se
para coeficientes de custo das varidveis de decisio as projecgdes horizontais dos
comprimcntds dos cabos. A estrutura ¢ dimensionada para trés condigBes de carga
aliernativas, que correspondem ao peso proprio ¢ sobrecarga, peso préprio e vento

normal, peso prépric e vento excepcional, respectivamente.

N | AN
AN ;

[

® 500 kN

4 60 xn
Vertical loads O 70 ki

< 40 kN

Figura3
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Consideram-se quatro problemas que correspondem 2 combinagdo dos critérios
de dimensionamento correspondentes aos limites inferiores dos esforgos nos cabos
de 335 kN ¢ 75 kN e limites superiores nos afundamento dos nés livies em rclagio 2
superficie de referéncia de 1.0 m e 0.8 m. O limite inferior nos afundamentos
conirola a deformabilidade da estrutura. O limite infcrior na forga final de cada cabo
tem como consequéncia impedir que alguns dos trogos de cabo deixem de estar
traccionados. Toma-se para ponto de partida de todos os problemas, o paraboloide
hiperbélico sujeito a um pré-esforgo de 670 kN em todos os alinhamentos de cabos--
Pretende-se determinar a distribuigio . da projecgdo horizontal da forga de pré-

esforgo inicial pelas oito varidveis de decisdo.

P1 Pumin=190kN ;  upax=10m
1* iteracio p = 100,

Hy=913; Hp=606; H3=280; Hy=338; Hs5= 746; Hg=670; H7=521; Hg =271
w=674100kN ; Ppip=213kN ; ugp.x=090m

Como este ponto perience ao dominic de problema, para iniciar a 2% iteragfo
seria necessério rteduzir proporcionalmente a forga de pré-esforgo em todos os
cabos. Alguns dos critérios passariam a ser satisfeitos no limite ou seriam violados,
de modo a 'conseguir-se na iteragdo seguinte uwma solugdo resistente com uma
distribuigdo mais uniforme de esforges. Por outro lade este procedimento permitiria

a utilizagdo de valores de p mais reduzidos.
O ponto de partida para a 2* iteragdo:

Hy=809; Hyp=537; H3=248; H4=299; Hs= 661; Hg=593; Hy=461; Hg =240
w=597103kN ; Phip=190kN ; upa=091m

pertence ao dominio. Supondo que este resultado nao poderia ser melhorado, a
solugdo para uma forga constante estd associada ao custo 776 103 kN que corresponde
ao pré-esforgo de 663 kN em todos os alinhamentos de cabos. Conclui-se ser possivel

mclhorar o dimensionamento inicial de 13% e 23% apds uma tnica iteragio.
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P2 Prin =335kN i  upax=10m

1# iteragdo p = 50.

Hy=855; Hp=656;: Hy=469; Hy=487; Hs= 865; Hg=795; Hy=617; Hg =404
w=795 103 kN ; Ppin=351kN ; upax=098m

O ponto de partida para a 2* iteragdo:

H;=834; Hy=640; Hy=458; Hy=475; Hs= 844; Hg=776; Hy=602; Hg=39%4
w=775 13 kKN ; Ppin=329kN ; upax=101lm

nio pertence ao dominio. Na segunda iteragdo, ter-sc-ia para p = 100,

Hy;=919; Hy=696; H3=296; Hy=1329; Hs= 872; Hg=789; Hy=601; Hg =423
w=T15103kN ; Puin=344kN ; up,x=099m

Prosseguindo o algoritmo nfo se conseguiriam melhorias sensfveis. Apés a 4*

iteragio ¢ utilizando p = 200., vem:

Hi=844; Hy=716; H3=362; Hq=107; Hg5= 874; Hg=780; H7=3596; Hg =390
w=T75T 103 kN ; Ppin=337kN ; Upax=09m

a que corresponderia um ponto de pariida para a 5* iteragdo periencente ao

dominio:

Hy=838; Hp=711; H3=360; Hq=106; Hs= 868; Hg=775; Hy=592; Hg =387
- w=T51103kN ; Py =335kN- ; upax=099 m

A solugio para uma forga constante estd associada ao custo 925 103 kN que
corresponde a0 pré-esforgo de 790 kN em todos os alinhamentos de cabos. Conclui-se

ser possivel melhorar o dimensionamento inicial de 14, 16, 18 ¢ 19% nas 4 iteragOes.

P3 Poin =190kN ;  upay=08m
1* iteragdo p = 100.
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- !
Hy=787; Hy=640; H3=564; Hy=578; Hs= 691; Hg=637; Hy=465; Hg =527
w=T28103kN ; Ppip=204kN ; upax=071m |

|
O ponto de partida para a 2' iteragio: f

|
Hy=732; Hy=595; H3=524; Hy=537; H5= 642; Hg=592; Hy=432; Hg =490 |
w=676 103kN ; Pnin=89kN ; up.x=074m |

ndo pericnce ao domfnio. Na segutida iteiagdo com p = 100., a solugio:

Hy=818; Hy=667; H3=391; Hy=396; Hs= 689; Hg=640; Hy=468; Hg =304
w=684 103KkN ; Ppin=190kN ; upax=080m

pertence ao domifnio. Supondo que este resultado nio poderia ser melhorado, a
solugio para uma forga conslante estd associada ao custo 1145 103 kN que
" corresponde ao pré-esforco de 978 kN em todos os alinhamentos de cabos. Conclui-se

ser possivel meclhorar o dimensionamento inicial de 36% e 40% nas 2 iteragdes

indicadas,
: |
P4 Ppin=335kN ; upax=08m
i
1% iteragio p = 30.

Hy=905; Hp=804; H3=484; Hy=454; Hs5= 860; Hg=785; Hy=620; Hg =418
w=2833 103kN ; Ppin=360kN ; upax=080m

Este resultado pode servir de ponto de partida para a 2* iteragio com p = 100,

H)=906; Hy=836; H3=494; Hy=187; Hs= 855; Hg=769; Hy=601; Hg=406
w=2814 103 kN ; Pyuin=34TkN ; tpax=077m

a quc corresponderia o ponto de partida para a iteragdo seguinle pertencente

ao dominia:

Hy=890; Hy=821; H3=485; Hy=184; Hs= 840; Hg=756; Hy=591; Hg=399
w =800 103 kN ; Ppijn=335kN ; wug.x=077m
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A solugio para uma forga constante estd associada ao custo 1145 103 kN que
corresponde ao pré-esforgo de 978 kN em todos os alivhamentos de cabos. Conclui-se

ser possfvel melhorar o dimensionamento inicial de 27% e 30% nas 2 iteragbes

indicadas.

Os resultados obtidos nio podem ser comparados aos da ref.[3]. Verifica-se que
nesse artigo os problemas Pl e P3 ddo soluges incorrectas, em virtude de alguns dos
trocos dos cabos deixarem de estar traccionados. Nos problemas P2 e P4 os resultados
indicados, embora ndo ultrapassem o afundamento mdximo no nd 13, excedem em

quaisquer dos casos no ndé 12 ¢ 14 a deformagdo permitida.

7. CONCLUSOES

Por chas as solugdes sdo caracterizadas por um pré-esforco que € muito
elevado em relagdo A rigidez que seria necessdria para manter todos os vardes
traccionados ¢ para que os deslocamentos em certos pontos ndo excedam certos
valores limites, Em relagdo 2os algoritmos de optimizagZo tradicionalmente utilizados
no dimensionamento de estruturas, a principal vantagem deste método consiste em
reduzir o nimero de parimetros independentes que tem de ser calculados em cada
iteracio. Assim, nos métodos de oplimizacdo convencionais € necessdrio estabelecer
um conjunto de restrigBes activas e os valores dos multiplicadores a elas associadcs.
No algoritmo descrito mneste trabalho os multiplicadores sdo automaticamente
calculados de modo a maximizar a entropia, ou seja diminuir a incerteza com que 80
determinados, tendo por base o seu comportamento nas iieragdes anteriores. O
parametro p € pois o dnico valer que € necessdrio especificar. Em problemas
convexos e em alguns casos de comportamento localmente convexo € normalmente
possivel estabelecer regras a que os p devem obedecer. Contudo, em coberturas
constitufdas por malhas de cabos pré-esforcadas a ndo-linearidade geométrica ¢
fisica conduz a um procedimento mais heuristico: O valor de p depende do

posicionamento do ponto de partida relativamente ao dominio do problema.

As coberturas de malhas de cabos sd3o por vezes muito sensiveis a pequenas
variagdes da forca de pré-esforgo inicial. Tem como consequencia que localmente
alguns trogos deixem de estar traccionados por alteragdo ao modo como a estrutura

resiste as cargas aplicadas sem que ecsse fendmeno seja acompanhado de variagGes
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scnsfveis na deformada da estrutura. Face ao comportamento deste lipo de estrutura
julga-se ndo scr objectivo a obtengio de um éptimo que, para diferentes condigdcs
de carregamento, esteja proximo da ndo-linearidade fisica, mas sim reduzir o custo
do dimensionamento inicial sem por em causa a seguranga. A utilizagio de um valor
clevado de p tem a vantagem de reduzir todos os objectivos simultaneaments. A
redugdo dos objectivos € acompanhada de uma rcdugdo nos valores das varidveis de
decisdio, o que aumenta a probabilidade de se encontrar uma boa solugdo junto a
fronteira do dominio. Para os problemas testados foram encontrados bons resultados
com uma unica iteragio, o que torna este método particularmente recomenddvel

face ao grande nimero andlises que s3o necessdrias para estudar as sensibilidades

em cada iteragiio,
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