e

£
i
-

£
=
e
!
=

o A e

sy,

il

B =

Dimensionamento de Estruturas Diicteis
com Base em Critérios Probabilisticos

Reability-Based Synthesis of Ductile Structures

Luis Miguel da Cruz Simdes *

SUMARIO

Consideram-se nesle artige pdrticos com comportamento pléstico
perfeilo e lajes discretizadas em elementos finitos Lriangolares cujo
comporiamento ¢std de acordo comt a 180ra das linhas de rotura, Des-
creve-Se uma técnica de programagés matemdiica que minimiza o volu-
me médio total de apo de uma esulura metdiica ou o volume médio total
de armadura de uma estratura em betdio armade, de modo 4 parantir uma
probabilidade de roura infedor a um valer estipulado. S resolvidos
altzmatamente uma minimizagdo convexa e uma maximizagio quadrdica

‘convexa alé se obler 2 solugao de volume minime gue cumpte os condi-

cionamentos probabilistices. O algeritmo ¢ impleménlado através de
exempios numéricos.

ABSTRACT

A portal frame and a reinforced conerete slab discretized into trian:
gular finile elements both exhibiiing perfect y-plastic behavionr are
considered in this work. A mathematical programming techmque is
deseribed which minimizes the total average volume of steel of a portal
frame or the total average volume of reinforcement of a reinforeed conerete
siab for a speeified failure probabilily, It consists of solving altematively
2 quadratic convex maximization and 2 convex minimization until ihe
best reliahility-based design against collapse ocours, The proposed com-
putstional lechnique is illustrated by means of numerical examples.

i — INTRODUCAO

Os métodos de opumizagio que se baseiam ent critérios
de seguranga deterministicos podem diminuir o nivel de
seguranga de uma estrulira aoc minimizar o scu volume.
Esta limitagio ¢ significativa porque os critérics de segu-
ranga nao sdo especificados em termoes do risco da rotura
enquanic as caracteristicas do camregamenio ¢ a resisténcia
da estrutura sfio aleatdrias. Por conseguinte os métodos mais
apropriados para analizar s incertezas associadas 20 com-
portamento zleatdrio baseiam-se em conceitos de fiabili-
dade. Ainda que este raciocinio szja naturalmente aceite, 0s
programas de optimizagio baseados em conceitos de fiabi-
lidade ndo tem gozado da mesma popularidade que os
deterministicos. Pelo menos u@s razdes se sugerem: Em
primeiro lugar hd varios métodos para avalidr a inseguranga
para situagdes serelhantes ¢ que conduzem a resultados
diferentes (Ellingwood e Galambos!, Shirozuka®). Em
segundo lugar, 08 projectisias consideram que um sistema
estrutural tem uma seguran¢a 1déatica A dos seus membros;
contudo, o gesenvelvimenio de métodos para avaliacio da
fiabilidade das estruturas onde sg estabelece a diferenca
entre comportamento dietll e frigil ¢ 4 inclusio das corre-
lages entre cargas e eutre resisténcias, tem permitido ultra-
pagsar ¢ssa dificuldade (Diilevsen®, Ang e Ma?, Chou,
McIntosh ¢ Corotis?). Em ¢liimo lugar, é necessirio iden-
tificar os cendrios de rotura mais importanies do ponto de
vista probabilistico que sao problemas do tipo NP. Alguns
autores que uillizam modelos baseados na andlise plastica
limite (Nafday, Corotis ¢ Cohon®, Rashedi e Moses”) nio
conseguem encontrar alguns dos mecanismos de rotura mais
importantes do ponto de vista estocdstico.

* Professor Assosiado, Depanamenio de Engenharia Civil
Faculdade de Cigneias ¢ Teenologia, Universidade de Coimbra

Reviste Portuguess de Engenhaela de Estruturas (RPEE) Ano X (989) N.! 30

“

Nesle arligo utiliza-se aproximagdo dos. momentos de
2.# ordem para calcular a fiabilidade da estrutura, cujo
volume de material (ou armadura, no caso de estruturas em
betdio armado) ¢ minimo. As variiveis aleatdrss sio as
cargas e resisi€neias ¢ o colapso de estrutura verifica-se
quando a acgio do carregamento excede a capacidade de
resisténeia pléstica da estrutura. Admite-se que o compri-
mento dos membros nas estruturas meidlicas e as dimensées
da secgio, brago de momentos e comprimenio da armadura
nas estruturas em beldo armado tem um comportamento
deterministico. £ indicada a probabilidade de rotura mdxima
que a estrutura oplimizada nio pode uitrapassar. Para cal-
cular a probabilidade de rowra € necessdrio 1denui" icar o8
mecanismos com fndices de fiabilidade mais baixos e forcar
que estes valores nfo sejam inferiores a valores astipulados.
Para se resolver este programa mateméiico com optimi-
zagho nas restricdes, utiliza-se um métedo baseado em planos
de corte.

DIMENSIOCNAMENTO COM CONDICIONAN-
TES PROBABILISTICAS

72—

2.1 — Hipéteses de Caleulo

As hipdteses bisicas que s3o consideradas para a opli-
mizagdo de estruturas de modo a satisfazer condicionantes
probabilisticas s3o: a) Geometria da estrutura, posiciona-
menio das cargas, localizagfio das secgdes criticds (no caso
de estruturas recticuladas) e linhas de rotura (em estrururas
laminares) sZo dados deterministicos; &) Nao se consideram
as deformagGes devidas ao esforgo transverso; ¢) Admite-
-8¢ que as cargas ¢ 0S momentos tesistentes 530 as Unicds
varidveis aleatdnias; d) A dependéncia estatistica entre as
cargas € entre 08 momentos resdistentes node ser analizada
através da matriz de correlagio; e) Além da formagdo de
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mecanismos de rotura, ndo se consideram outras causas
possiveis para cedéncia, nomeadamente a fractura local e
instabilidade.

2.2 — Formu!lacao

O problema de dimensionamento satisfazendo a critérios
probabilisticos tem, em termos genéricos, a seguinte formu-

lagdo:

Min V = f (d) ' (1a)
sujeito a,
& dm A 8,160,u)=0  (1b)
g dm 2 6,u,8,u)<0 (ic)
& =0 (1d)

PIZ,<0<p, k=1, ..m (1&

PU,_, . Z<01<p, (1)

onde &, m, A, 0, 1, 8 _, u¥* s3o respectivaments, vectores de
varidvels de decisio, momentos resisientes, cargas, rotagdes
das secgdes crilicas (ou das linhas de rotra, no caso das
lajes), deslocamentos nodais, rotagbes totais das seccdes
criticas associadas & mesma varigvel aleatéria e deslocamen-
tos totais associados 4 mesma varidvel aleatéria. A funcio
objectivo e as restrigdes (1b)-(1d) sdo lineares, Esta formu-
lag#o ¢ diferente da que corresponde  sintese plastica limite,
em virtude das restriches que correspondem aos modos
individoais de rotura (le) e probabilidade de rotura de
esirutura (1f), para a qual contribuem os diferentes modos
de colapso.

2.3 — Restrigdes que correspondem a modos individuais
de rotura

A probabilidade de rotura p, que corresponde ao me-
canismo de & define-se como sendo a probabilidade de que
a fungao de estado limie Z, seja negativa.

Z=U-E=m"8 +m 6 -Fu (2

Na equagdo (2), U, £, 580 os trabalhos alcaidrios e
externos, respectivamente, produzidos pelo mecanismo k.
Utilizando a formulagio probabilistica dos momentos de 2.2
ordem, a probabilidade de rotura s6 é fungdo das médias e
dos desvios padrio das varidveis aleatérias. Assim sendo, a
seguranga a rotura segundo o mecanismo £ estd dircctamente
relacionada com o indice de fiabilidade B, que se define
como scndo a distAncia eatre a origem e a superficie de
rotura no sisiema de coordenadas das varidveis normais
reduzidas,

Pe=lzioy €
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A restrigdo que corresponde ao modo individual de
rotura pode ser re-escrita;
1-@@)<p, = B z@ (1-p) (@
onde @ ()¢ a fungdo normal. E conveniente assinalar que
a probabilidade de ocorréncia de um mecanismo vai aumen-
tando se houver uma correlagio positiva entre 0s momentos
resistentes ¢/ou entre as cargas. Para verificar se as restrigdes
respetiantes a medos de rotura individuais s8o satisfeitas é
necessdrio resolver um programa de optimizacdo dznomi-
nado problema interior.

2.4 — Restricao respeitante a modos de rotura miiltiplos

O cdleulo de probabilidade de rotura da estrutura para
a qual contribuem vdrios mecanismos ¢ a inequagfio a ela
associada € um dos maiores problemas gue se colocam no
dimensionamento com restrigoes probabilisticas. O cdlculo
exacto de P [ | € praticamente impossivel, porque é ne-
cessdrio integrar em ordem as varidveis aleatérias e con-
hecer “a priori” as correlagbes entre os diferentes mecanis-
mos. Por esse motivo utilizam-se métodos aproximados,
Como a probabilidade de rotura méxima da estrutura é de
um modo geral muilo pequena utiliza-se o limite superior
de 1.* ordem de Cornell como aproximacio da probabili-
dade dos modos de rotura miiltiplos, € que € de lado de
seguranga:

NP E W] < pf < T0,, [1-P Z, =0)] (5

O limite inferior indicado em (5) representa a proba-
bilidade de rotura do mecanismo estocasticamente mais im-
porianie € $6 seria exacto se houvesse uma correlagio
perfeita entre todos os cenrios de rotura Z,. Deste modo,
a probabilidade de rolura de estrutura que co:‘responde 08
vdrios modos de rotura é igual i soma das probabilidades

de rotura dos modos mdmdums e (le) vem,

zi =IﬂP[ZkSO}=Z.E=1npk SPO (6}

Para ulilizagio de um algoritmo de optimizagio e como
as probabilidades de rotura tem valcres numéricos muito
reduzidos em comparagdo com as outrds varidveis a restricio
(le) pode ser aproximada pela fungio,

In Z, , 6 ePe,B“<np, (M

onde p_ € a probabilidade de rotura admissivel da estrutura,
£, €; € ¢, SRO constantes.

Cornell demonstrou que nas regites onde a probabii-
dade de rowra p, = 107, o valor de ¢,, que depende da
sime(ria da fungao de densidade probablhsuca varig entre
C.5 e 1.5 para as distribuigdes probabilisticas mais utili-
zadas, A constante ¢, é aproximadamente 2, para a dis-
tribuigio normal.

Estes limites de 1.* ordem podem ser methorados cal-
culando a probabilidade dos mecanismos i e & se verifi-
carem simultaneaments, P (F,nF)=P (Z.20nZ <0).
Os limiles inferior e supertor de 2 * ordem s$d0, respecti-
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vainente:

(®)
2y 2_>P(F1)+§Max{[P F EP (FiﬁFj)}O}

pfgip (F,')— i Mﬂ'P(Fif"le) (9)

=1 i=2f <i

Se as varidveis aleatdrias forem Gaussianas, a proba-
bilidade P(F, m F,) pode ser aproximada pelo método de
Ditlevsen®, onde se calculam, para cada par de mecanis-
mos, os valores:

BBy BBy

PFieF)) 2Maz ] ©5) -_“2’ DEBD] - “; (10)
bpy; v by
o BBy BrBip;;

PEAF)SO R © _4‘—“;’ + OB ——fﬁf‘; an

B B; sdo os indices de fiabilidade dos mecanismos i e je
P;; exprime a correlagdo entre 0s modos de rotara i e J. Para
uma correlagdo positiva, os limites superior ¢ inferior de jel
sdo calculados substituindo (il) em (8) e (10) em (9).

A probabilidade de rotura da estrura pode ser
igualmente calculada através do método de decomposicdo
dos modos de rotura baseado numa filosofia diferente (Moses
¢ Kinser®):

. (12)
pr=P(F)+Ya;P(F)
em gue, w2
=P ¢ 0 508, [F) {13)

¢ a probabilidade condicional que os primeiros i — 1 mecan-
1Smos ndo ocorram, quando se verilica o mecanismo i. Para
avaliar a fiabilidade da estrutura para modos de rotura mdlti-
plos € necessdrio ordenar as probabilidades dos vdrios me-
canismos de rotura P (FIEPFHL ... £P Fy=...<P
(F ). dado que o valor da probabilidade condicional vai
depender da ordenagio efectuada. O método de Vanmarke?
reduz o nimero de mecanismos considerados em (13) a um
tnico, de modo que:

| (14)
a; SMin F (SJ,-'F.-):CI*,-
=
Tem-se que, a* =a, = 1, a*, = a,

O valor,

m (15)
PEI+Ya;P (F))
i=2
¢ um limite superior para a probabilidade de rotura da
estrutura. Supondo que a probabilidade do mecanismo i 56
depende de B, a probabilidade condicional P (. | ) 4
calculada a partir dos indices de fiabilidade B.. B, e do
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coeficiente de correlac@o p; entre os mecanisni. F, Fl.
utilizando a aproximagio:

{3)
X e

3 — METODO DE RESOLUCAO

A estratégia para a resolugio do problema (1) pode ser
dividida em duas operagdes que se realizam alternadamente
até se obter o épiimo pretendido:

a} Método de optimizago para o problema interior nio
convexo que identifica para um dado conjunto de
varidveis de decisdio (momentos plisticos resisten-
tes) 0 mecanismo a que corresponde a probabilidade
de rotura mais elevada e enumera 08 Oulros meeanis-
mos dominantes do ponto de vista estocistico.

b) Método de optimizagfio convexo para ¢ problems
global que tem por solucfio o dimensionamento de
custo minimo que satisfaz condicionamentos
tecnoldgicos e relativos aos esiados limites de utili-
zagdo ¢ as restrigles probabilisticas. Para que estas
sejam satisfeitas é necessirio expandir o nimero de
restrighes de modo a inclnir outros modos de rotura
dominantas,

Este procedimento € repetido a6 que se verifique
convergéneia nos valores das varidveis de decisao. A op-
timizagao satisfazendo critérios probabilisticos & semelhante
ao problema de optimizagio paramétrica desenvolvido por
Kwak e Haug'®, embora neste caso os dominios dos proble-
mas interiores sejam funglo das varidveis de decisao, bem
como das varidvels aleatdrias. Esta dificuldade foi ulrapas-
sada por Lee e Kwak'! para trelicas com comportamento
eldstico € em que os problemas interiores tem uma solugio
tnica. Esta hipdiese ndo é vilida para estruturas com
compeortamento plastico perfeito, porque cada mecanismo é
uma solu¢fo local do problema interior.

4 — PROBLEMA INTERIOR
4.1 — Deserigio Nodal da Cinematica

No caso de pérticos com comportamento pléstico per-
feito a deserigdo nodal tem por base o conceito de meca-
nismos elementares. Estes sdo do tipo viga, do Lipo painel
& combinagdes deste para porticos rectangulares (Fig. 1),

Figura 1
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As deformagdes plisticas est3o neste caso concentradas
nas secgOes criticas ¢, sendo estas associadas através das
equaclOes de compatibilidade ao vector de deslocamentos
nodais que tem b elementos,

8=C, (17)
onde C € uma matriz, ¢, xb. c,, b = ¢, — & e o $A0, respe-
ctivamente, 0 niimero de secgdes criticas, o mimero do me-
canismo bdsice e o grau de indeterminagio estética.

Como o deslocamento em qualquer Sec¢&p critica é
linearmente dependente dos deslocamentos nodais,

u=C, . (18)
A discretizago de uma laje conduz a uma aproximagio
do modelo continuo, embora a sua existéncia e qualidade
sejam fungo da modelagfo por elementos finilos. Uma das
formulagbes cinematicas mais simples corresponde & auto-
matizagio do método das linhas de rotura. Qualquer que
seja o padrao escolhido para os elementos finitos as defor-
magoes plasticas sdo confinadas aos lados dos elementos,
enquanto que o interior dos elementos se mantém inde-
formdvel. Um conjunto de deformagtes pldsiicas que con-
duz & formagfo de um mecanismo constitui um modo de
colapso. Estas deformagdes podem ser escritas em termos
dos deslocamentos dos nds dos elementos finilos ridngu-
lares, através das equagdes de compatibilidade. As rotagoes
6, ¢ (das normais) aos trés lados do elemento da Fig. 2
estdo relacionados com os deslocamentos verticais g; do
segninte modo (Munro ¢ Da Fonseca!®):

—Uh, b)Y afih)| |q, |(29)

o
®
"

byJ(1,F T'z) G,

Be| by h) afh) -1/ |q
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Figura2

A descentinnidade angular 9, € a soma algébrica das
rotagdes 6, e das duas normais dos elementos [initos que
pariilham o mesmo lado. Entrando com as condigoes de
fronteira, 0 ndmero dos deslocamentos verticals gue deve
ser censiderado € o mimero de cantos (NC) que pode sofrer
esse tipo de deformag3a. O vector § contém uma compeo-
nente para cada lado capaz de resistir a momentos fleciores,
Se 0 sen nimero for NS, o agrupamento das relagdes (19)
em ordem a todos os elementos finitos pode ser eserita na
forma matricial,

86=Cqg 20

onde C € a matriz de transformagfio cinemética. Como estas
deformagdes nodais sto fungzo de deslocamentos nodais
linearmente independentes, pode concluir-se que as defor-
mages plsticas sd0 compativeis e as relagdes enire as
rotagdes e os deslocamentos sdo relagdes de compatibili-
dade.

4.2 — Descrigao Malha da Estitica e Cinemética para
porticos

Um pértico hiperestdtico pode reduzir-se por diversos
meios 2 uma estrutura isostdtica. Qs momentos flectores
nas seccdes criticas sfo obtidos a partir das coordenadas
dos diagramas de influéncia associados com intensidades
unitdrias das cargas ¢ dos esforgos indeterminados (Fig. 3),

m= BF + ba F ‘ (21)
B ot S S |
f 2 T 6
| L
ke 3 L 19 7
3 e TT T
~ L

Figora3

Se um mecanismo se produzir como consequéncia de
deformagSes por [lexdo, as relagbes cinemdlicas que ‘as-
scguram compalibilidade sao,

0=80 {22}

Os deslocamentos das secgles criticas sao linearmente
dependentes das rotagdes das secgdes crilicas e podem ser
obtidos através do produto matricial:

w=B'8 (23)

A familaridade dos engenheiros de esuniuras com as
estruturas reduzidas a isostaticas através de sistemas de li-
bertagbes fisicas tem impedide que a descrigio malha tenha
uma divalgagio mais ampla, uma vez que para pértices
com maiores dimensGes a determinagio das mairizes B e b
torna-s¢ um processo moroso. Deste modo, a selecgio do
sistema de libertago mais apropriado € um pinblema da
maior importincia. Para o pdriico da Fig, 4, a base mais
convenienie é composta pelas malhas regionais indicadas
(Munro'3).

| L =t -1 -1

N -1 . =% -1
v % =1\ o | B
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A matriz das malhas B resultante da aplicagio dos dia-
gramas unitdrios b1, b2 e b3 da Fig. 4 & de simples deter-
minagdo. E necess4rio contudo ter em atengdo a convengiio
de sinais para os momentos flectores associada a arientagdo
dos membros representados na Fig. 5.

3 4 s
27 19]

3
tls 7 g 9011 12 12

at_L ‘SJ‘_ " i L Jl;

Pasilive bending

mgrment

Memoer  orientation

Figira 5

As submatrizes sio:
B=1-1 -1 0 : B,= 0 -1 -l
0 -1 -1 0-1/2 -1
0 0=l
B,=|+1 +1 0 : B,=[+1 0 0
“1+1/2 0 0 0+l

+1 0 0

e a matriz das malhas vem:

B=|8 0 0
B, 0 0
B, B, 0
B, 0 0
0 0 B,
0 B, 0
0 B, B
0 0 B,

Desde que as secgdes crilicas se mantenham nas mesmas
posigdes relativas os valores dos elententos na matriz B sio
independentes das dimensdes das malhas rectangolares, Os
elementos da matriz 5, podem ser obtidos a partir de qualquer
conjuntode momentos em ¢quilibrio com as cargas aplicadas.

A principal vantagem da utilizagfio da descrigio damalha
em porticos consiste em reduzir substancialmenie o ndmero
de equagbes de compatibilidade e varidveis em relagio A
descrigio nodal, aumentando a eficiéncia dos programas de
oplimizag3o.

4.3 — Relacoes Constitutivas
A plastificagio de pdrticos com comportamento dictil
fica reswringida s secgdes criticas. O critério de cedéncia

impde limites nosmomentos a que podem estar sujeitas as
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secgies criticas. Se o momento pldstico resistente positivo
& negativo na secgdo i for m*i* ¢ m *r tem-se:

—m* S s 24)

Em virtude das rotages 8 serem varidveis reais e como
os algoritmos de programagio matematica funicionam com
varidveis ndo-negativas, a rotagio 6, da seécglio critica | é
obtida a partir das varidveis 0% e 8, :

6,=87-0,- (25)

Deste modo, a secgdo i pode ser:

a) uma rétula pldstica positiva que participa no mecan-

ismo de rotura, se:

>0 ; 8,=6'>0 ; m = m* * (26a)

b) uma rétula pldstica negativa que participa no me-
canismo de rotura, se:

8.->0 ; 8, =-8," <0 smo= —m* - (26h)

I

€) uma $¢ccAo com comportamento eldstico ou uma
rétula pldstica que nio participa no mecanismo de rotura
se:
8*'=0=8-; 86 =0 m*TSm, <m**  (26c)

A teoria das linhas de rotura considera um critério de
cedéncia muito simples que diz respeito apenas ao momi-
ento flector e a rolagio do lado a ele associado. As con-
digbes de cedéncia impdem pois limites para os valores
absolutos dos momentos em cada lado. Para o lado i, tem-
se:

—m* " Sm < om* ot @7

onde m*,* e m* ~ sio respectivamente os valores dos mom-
entos pidsticos resistentes positivos e negativos do lado 7.
Se o, for o dngulo enwe o lado i cujo comprimento é leo
eixo dos ¥;

m*.* =1 (cos* &) m> + 1 (sin* o) m,* (28)

m. =1 {cos* o) m> +l (sin? o) m, " (28b)

As deformagdes que contribuem para a formagio dos
mecanismos sé se verificam nos lados em que ¢ momento
flector atinge um dos limites. Isto significa que a descontini-
dade angular 6, do lado i tem um valor positivo 6 se m,
igualar m*,* e € 0 siméirico de 6, ~ se m_ igualar m* ~. Nio
¢ necessdrio entrar com deformagGes elastopldsticas, dado
que na fase de colapso pldstico as deformagtes séio sufi-
cientemente pequenas para o comportamento plastico se
basear na geometria da estrutura anies da aplicagio do car-
regamento, Como, em geral, o comportamento pldstico das




lajes mao se restringe aos lados dos elementos, esta repre-
sentagdo por elementos finitos triangulares conduz a um
modelo aproximado no caso das Iajes.

4.4 — Identificacdo do mecanismo estocasticamente
mais importante

O programa determina o padrio de linhas de rotura
com maior probabilidade de ocorréncia, pressupondo que
as linhas de rotura coincidem com alguns dos lados dos
elementos finitos triangulares. Deste modo obiem-se a
probabilidade de rotura condicional da estrutura para um
dado carregamento. Para as varidveis normais m*-, F es-
taticamente independentes, a identificagiio do mecanismo
estocasticamente mais importante resume-se a minimizar o
indice de fiabilidade f3:

m+e-++ m_e"_‘ *]
Ll K Hpi (29)

min f=

2 2 2

Vo) oY (o (o + o )

sujeito &s equagdes de compatibilidade (20) ou (22), as
restrigdes de sinal:

0°20,820,¢20,0%200*20,4*20 (30
¢ as relacdes de incidéncis,

% =7 o @ “=J 0 ; u*=J ¢ (31)

As mairizes de incidéncia J o /4 € J, sdo calculadas
adrcionando, respectivamentie, ratages dos lados represen-
tados pela mesma varidvel aleatdria e deslocamentos dos
pontos de aplicagio das cargas (ou dos centros de gravi-
dade dos elementos finitos no caso de cargas distribuidas)
associados & mesma varidvel aleatdria.

Se as correlagbes entre 0s momentos plasticos resisten-
tes e entre as cargas forem representados pelas matrizes
Gy, Gy e C,, o indice de fiabilidade ¢ obtido mmimizando
0 quociente

L S S |
Hoptl 8 w18 —ppm

B=

Wi 4 *_ -
’\/(B G+ CB4g, 40 }+(3 0,~Ch-o,-0 j«a—mcsp_cuopu-

Varidveis normais correlacionadas podem ser transfor-
madas num conjunto de varidveis normais reduzidas nio
correlacionadas através de uma transformagio ortogonal.
Se o comportamento das varigveis aleatdrias no for Gats-
siano, pode utilizar-se a transformagao de Rosenblau', que
consiste em estabelecer uma distribuigae normal equivalente.

O programa matemdlico interior é um programa (rac-
ciondrio. Minimizar 3 € equivalente a resolver o programa

de maximizagio de uma fun¢io convexa quadratica:

2 2 - 2 2 2

amts={oL o7 oz ) e om0

sujeito a,
-

*4 -

.I-Lm+9 +“'m-e _u'Fu*zl (33b)

0¥ =0 18 8% =T 0 5 uv=J g (330
8=CgqgoubB9=0 (33d)

8+20620,¢g20,0%20,020,u*>0 (33e)

Este programa nao pode ser resolvido através de 1éeni-
cas de programagao convexa em virtude da possibilidade
de ocorréncia de minimos locais, Os valores das varifveis
no minimo global destc programa dio as deformagtes
plasticas do mecanismo estocasticamente mais importante e
a partir destes valores obtém-se os valores das varidveis
normais reduzidas,

mEY = — gt a2 (343)
m* ' = - ¢ - f* p? (340}
A = o, ut B (34c)

4.5 — Resolugao do Programa de Maximizagio de uma
Fung¢ao Quadratica Convexa

Ha dois méiodos baseados em filosofias diferentes gue
s3o utilizados na resolugdo de problemas nio-convexos:
“branch and bound” e 1écnicas de planc de corte, A pri-
meira estralégia consiste em substituir a fangio objectivo
por uma aproximagdo convexa que subestime a fungéo
quadrdtica concava de que se parte. Os ingredientes princi-
pais desta metodologia s80 uma 4rvore combinatoria (cujos
nds estao associados a subiniervalos em que as varidveis
sdo definidas) e limites superiores ¢ inferiores obtidos em
cada um dos nds da drvore. Em cada né & resolvide o
programa linear cuja fungio objectivo € a sobrestimativa da
fungdo convexa inicial no subintervalo associado a esse n6,
Esie algoritmo estd descrito em maior detalhe na ref. [15].
Com base num algoritmo deste tipo foram resolvidos proble-
mas de maximizagio de uma acgiio quadritica convexa com
50 varidveis ndo-lincares e 400 varidveis lineares num
computador CRAY2 com processamento paralelo em 15
seg, (Phillips e Rosen'®). A necessicade de gerar solugdes
suboptimas (ou seja: oulros mecanisimos importantes do
ponto de vista eslocdstico) sem sc reiniciar o problema,
justifica a wiilizagdo da técnica de piano de corte que a
seguir se indica. No métods de plano de corie de Konno!
define-s¢ um programa com uma fungio objectivo bilinear
equivalenie 4 maximizagho da funcio quadritica. O al-
goritmo funciona fixando de cada vez um dos conjuntos de
variaveis e utilizando a teoria da dualidade de programagio
lincar. Chega-se a um méaximo local e aproveitando a
estrutura simétrica do BLP ¢ gerado um plano de corte a
partir deste ponic. Na ileracciio seguinte ou se obtém um
miximo local com um valor superior ao obtido na iteracgio
anlerior ou gera um plano de corte mais profundo. Este
algoritmo € repelido até que se chegue a uma solugio que
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cumpra o critério de convergéncia, O plano de corte gerado
por este método € mais eficiente do gue o indicado por
Tui'® que utiliza apenas a informagdo local e que se loma
menos eficiente & medida que a dimensio do problema
aumenta. Embora ndo seja habitual a utilizagio dos méto-
dos de plano, que se tornam menos eficientes 4 medida que
0 mimero de varidveis e restrigBes cresce, a natureza
especifica deste problema justifica que tenha sido adop-
tado: possibilidade de gerar planos de corte muito profun-
dos e capacidade de obter outros miximos locais {gue cor-
respondent a outros modos de rotura dominantes) sem grande
esforgo computacienal.

4.6 — Ennmeracio de outros mecanismos estocas-
ticamente importantes

O método de Konno para programagio bilinear divide
0 dominio em vectores bdsicos e ndo basicos. A seleccdo da
varidvel que entra na base para gerar outras solugdes ou
para prosseguir para a iteracgio séguinie ¢ feita com base
na informagdo fornecida pelo programa dual. E pois mais
sficiente do que o algoritmo de Murly”® que enumera e
ordena todos os vértices possiveis (solugtes locais) do
dominio sem atender & forma explicita da fungio objectivo
do programa bilinear que pode ser utilizada para definir o
dominio do programa dual. Deste programa parte a infor-
magdo relativa & escolha de outras regides que poderiam
entrar em cedéncia plastica e contribuir para a formagdo de
outros mecanismos dominantes do ponto de vista aleatério.

5 — PROBLEMA EXTERIOR
5.1 — Funcio Ojectivo

A imporidncia na escolha da fungiio objectivo é ainda
um assunto em estudo, com consequéncias importantes
relativas a solugdo dptima (Surahman e Rojiani®). a deter-
minagdo do menor volume médio de material em estruturas
metdlicas pode considerar-se proporcional ao produto dos
momentos médios resistentes pelo comprimento dos mem-
bros correspondentes, ou seja:

Min V=1 (35)

Pretende-se que o dimensionamento assim obtido satis-
faga as restrigdes probabilisticas relativas aos modos de
rotura individuais e miltiplos. Para uma estrutura em betio
armado, o problema de dimensionamento com restrigdes
probabilisticas consiste em minimizar o volume total de
armadura. Para secgdes subarmadas com COmportamento
dicl em que o brago dos momentos ¢ conhecido, o
momento plastico resistente & dircctamente proporcional i
drea de armadura:

Mt'm V= I umo + 1 }'L'm (36)

S¢ numa laje em bet#o armado for colocada a armadura
ortordpica e p_* (1) for o momento plistico resistente
por unidade de comprimenio do elemento | na direcgio x ¢
que resisiem aos momentos positivos (negativos) e LM
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{17 for 0 momento pldstico resistznte por unidade de
comprimento do elemento i na direcgdo y e que tesistem
a4 momentos positivos (negativos), o volume total de
armadura é:

+ +H

V:p}:f:L‘FE A #m.:‘ +#mi‘+um: -i—#mi_ (37)
ax a, a, a

onde a*, 'aj“' 830 o0s bragos dé momerntos, A. ¢ adrea do
clemento linito e p & um factor de proporcicnalidade. Deste
modo, em lajes de betio armado o volume de armadura
pode escrever-se em termos de fungio linear,

MinV=Cld=a"p *+a' u, - (38)

onde at ¢ a so veclores de constantes e L * W16 sdo os
vectores das varidveis de decisfio: médias dos mnmentos
pldsticos resistentcs positivos e negativos.

3.2 — Restrigdes Tecnol6gicas e de Utilizacao

Para atender a situagdes de simetria e simplificar
pormenores construtives, pode reduzir-se o niimero de sec-
¢des dilerentes a dimensionar em pérticos metdlicos, Estas
restrigdes sio do lipo tecnoldgico,

Tw =0 39

Em estruturas de betdo amado estabelecem-se “a pri-
ori” relagdes entre as armaduras em vérias secgoes crilicas
(ou regides nas lajes) de modo a simplificar as pegas desen-
hadas,

U+ T p-=0 (40)

onde T, T* ¢ T~ sdio malrizes lecnoldgicas. Se a armadura
for escolhida tendo apenas em atengdo O comportamento
pldstico ¢ sem atender ao comportamento da estrutura para
cargas de servigo, o resultado obtido podera nio satisfazer
0s estados limites de utilizagdo. Estes condicionamentos
podem scr garantidos através do estudo probabilistico
simplificado de Parimi e Cohn®, Para efeito de calculo do
cstado limite de utilizacdo considera-se a formag#o da
primeira rétula plstica (ou linha de rotura) e para garantir
que esies esiados limites ndo sdo viclados sio impostos
valores minimos &s varidveis de decisio.

5.3 — Restrigoes de Fiabilidade

Ao fixar os valores das varidveis de decisdo, o problema
inlerior calcula as rotagGes pldsticas das secgOes (linhas de
rotura) ¢ 0s deslocamentos nodais associados ao mecan-
ismo estocasticamente mais importante ¢ a outros modos de
rotura dominantes. A andlise de fiabilidade de ima estrutura
para um outro conjunto de varidveis de decisio (mas para
0 mesmo mecanismo de rolura) conduzird a rotagdes e
deslocamentos nodais proporcionais. Por este motivo se for
especificado o limite minimo para o indice de fiabilidade B,
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(ou seja um lmite méAximo para a probabilidade de rotura
de um modo individual), as resirig6es de fiabilidade para os
modos individuais de rotura sdo satisfeilas se (41),

i + 6%k +Hy — 6%~ 15t o 2B

{'\/ 0;2 8 *+k2+0’;2 6 _k2+ciu *kz} parak =1, ..., m.
Estas restrigdes s3o convexas em ordem as varidveis de
decisdo d'= {p_*p_~]. Como também & convexa a aproxi-
magHo para a restrigio que corresponde aos modos de rotura
miitplos, o problema exterior pode ser resolvido por
qualquer técnica para programagiio convexa, A fungio
objecto € linear ¢ o domfnio estd definido por resirigoes
lincares e ndo lineares, que podem ser linearizadas utili-
zando 0s primeiros termos do desenvolvimento em série de
Taylor. O problema dai resultante poderia ser resolvido por
programagio linear. Com os resultados obtidos efectuava-
se uma nova linearizagio e resolvia-se o programa linear
dai resultante até que verifique a convergéncia do resul-
tado. Como as variagdes maximas dos valores das varidveis
de decis@io em cada iteragdo podem ser criticas para uma
convergéncia rapida, este método pode ser substitufdo com
vaniagem por uma sequéncia de programas quadriticos em
que se utilizam termos de série de Taylor de 2.2 ordem na
fungiio objectivo ou por uma sequéncia de programas
convexos em que se ullizam varidveis reciprocas dag
varidveis de decisio (Vanderplaats®).

6 — EXEMPLOS NUMERICOS

Pértico nav-simétrice com dois andares e dois
vaos

6.1 —

Pretende-se dimensionar o pértico metdlico represen-
tado nz Fig. 6 de modo a satisfazer delerminadas condi-
cionantes probabilisticas. Consideram-se 5 varidveis de
decisao que correspondem aos momentos resistentes dos
pilares andar e das vigas.

dlzuml-ﬁ-:umlS:umlﬁ:HmI?: m]8=“m19
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Figura 6
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As cargas tem as caracteristicas aleat6rias a seguir in-
dicadas:

My = 169 KN ; Q, =0.15; p, = 89 kN ; O, = 0.25
ey = 116 KN ; Q,, =025
Wy, = 62 kN ; Qm=0.25;um=3]kN;ﬂm=0.25

Consideram-se as situagdes a seguir indicadas, que ex-
primem diversos tipos de correlacfio entre as varidveis e
enlre as cargas:

Caso I - Correlago perfeita dentro e entre os pilares (e
vigas) representados pela mesma varidvel de decisio,
Varidveis de decisao estatisticamente independentes, Car-
gas eslatisticamente independentes excepto as cargas hori-
zontais gue se supde perfeitamente correlacionadas.,

Caso I - Correlagdo perfeita entre todas as varidveis de
decisdo. Cargas estatisticamente independentes ‘exceplo as
cargas horizontais que se supde perfeitamente correlaciona-
das.

Caso IiI - Correlagao perfeita dentro ¢ entre os pilares
(e vigas) representados pela mesma varidvel de decisfo.
Varidveis de decisdo estalisticamente independentes. Cor-
relagio perfeita entre todas as cargas.

Caso 1V - Correlagiio perfeita enlre todas as varidveis
de decisiio. Correlagio perfeita entre todas as cargas.

A Fig. 7 waduz a variagio do volume de material
minimo em fungie da probabilidade de rotura da estrutura,
calculada através do método do limite superior de Ditlevsen,

Consideram-sc os Casos I e 11 para um cocliciente de
variagdo dos momentos resistentes,

Q,=Q, =0, =0, =Q, =0, =0.15
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Na Fig. 8 estd representada a variagio do custo minimo
em fungdo da probabilidade de rotura da estrutura {calcu-
lada através do métoda do limite superior de Ditevsen)
para o Caso 1, supondo gue os coeficientes de variagdo dos
momentos resistentes sao 0.10, 0.15 e 0.20.

Na Fig. 9 para 0 Caso I e um coeficiente de variagio
dos momentos resistentes de 0.15 indica-se a variagio de
volume minimo em fungiio da probabilidads de rotura da
estrutura calculada através dos métedos de Comell (limite
superior), Vanmarcke (limite superior), Ditlevsan {limite
superior), Ditlevsen (limite inferior) ¢ Cormnell (limite infe-
rior).
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5004 4

4000 - T 1

1072 o 074 i = Py
Figura ¢

Supondo que $6 se considera as restrigtes relativas aos
modos individuais de rotura (limite inferior de Cornell) e
Q_ =0.15, na Fig. 10 estd representado o volume de material
minimo em fun¢io da probabilidade de rotura desses me-
canismos para os Casos I, II, 1l & TV,
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Figura 10

Admitindo-se apenas modos individuais, a Fig. 11 indica
a forma como o coeficiente de variaggo das cargas verticais
pode afectar o dimensionamento minimo.
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As Fig. 12 e 13 traduzem o modo como o coeficiente
de variagio das cargas horizontais e o tipo de distribui¢io
probabilistica (de Gauss ou Assintética do tipo 1) pode
afectar o dimensionamento minimo para os Casos I e IV,
respectivamente, considerando apenas os modos de rotura
individuais
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Figura 13

As Fig. 14 e 15 reflectem a forma como o coeficiente
de variagio dos momentos resistentes ¢ o fipo de distribuigdo
probabilistica (de Gauss ou Lognormal) pode afectar o di-
mensionamento minimo para os Casos I e IV, respecti-
vamente, considerando apenas os modos de rotura individ-
uals,
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6.2 — Laje Quadrada Encastrada sujeita a uma carga
uniformemente distribuida

Pretende-se calcular a armadura de tracgiio e de com-
pressdo em regiGes distintas de uma laje quadrada (1 = 10
m) encastrada nos quatro bordos que satisfaz condicionantes
probabilisticas. A simetria isotrdpica das propriedades dos
materiais € a simetria da geometria da laje, armadura e
carregamento permile que se considere apenas um quarto
da laje. Neste exemplo consideram-se 3 varidveis de de-
cisAp para cada tipo de armadura (X, X,, armadura de teaccio
€ compressio), como se representa na Fig, 16, totalizando
12 momentos pldsticos resistentes.

ToP LAYER TOP LAYER

reipforcemant X; relnforcement

F’

( il

Xy reinforcement
SOTTOM LAYER

X

()

&

i

37

—{a

i

i
@

XI reinforcemns
BOTTOM LAYER

Fig. 16 — Regifes para ¢ dimensionamento das armaduras

Admilte-se que as varidveis aleat6rias, carregamento (U.F
= 5§ kN/m? ; Q. =0,3) e varidveis de decisio (€2 =9 -
=0.15) seguem a distribuigdo de Gauss e s30 estatisticamente
independentes, A discretizagdo do guarto da laje é cfec-
tuada através de 16 elementos finitos (Fig. 17), de modo
gue 0s lados entre elementos estejam colocados na zona de
variagdo de armaduras, ou seja nas linhas que dividem as
regides distintas.

Utiliza-se o limite superior de Vanmarcke para calcular
a probabilidade de rotura da estrutura com vérios modos de
rotura, limitando-se esse valor a Po = 3.75 x 102, A proba-
silidade de rotura mdxima para cada um dos modos indi-
viduais ¢ de 2. x 107 (B, = 2.865). Foram utilizadas as
restrigGes tecnoldgicas a seguir indicadas e que evitam um
dimensionamento de armaduras inaceitdvel ao impor certas
relages entre as varidvels de decisio,
dzzdet;dz:ds; dy=dg d, = dy d, = d,; =d:dy =

dyd, =34 d

26

#= 2.897 0= 2.896

Fig. 17 — Discrelizagio e mecanismos mais imporantes
estocasticamente

A solugdo Gptima (em kNm/m),

dy=d,=1333d,=d,=d = d, =20.d,=d,=15d =
d,=2667dy=d, = 0.

foi obtida considerande a contribuigio de 16 mEecanismos,
dos quais os 5 principais tem indices de fiabilidade 2.863,
2.892, 2.896 e 3.175 (2), respeclivamente. De notar que as
probabilidades de rotura da laje para este dimensionamento
obtidas a partir dos métodos de Comell e Ditdevsen (limites
superior ¢ inferior) 3o 8.94 107, 4.03 10~ e 2.25 102

7 — CONCLUSOES

Neste artigo foi aplicada uma téenica de programagio
maiemdtica ao dimensionamento de pérticos e lajes com
comportamento dictil, de modo a minimizar o volume médio
total de ago numa estrutura metilica ou de armadura numa
estrutpra em belfo armado, sem deixar de satisfazer um
conjunto de condicionantes probabilisticas. O método de
resolugdo pode ser dividido em dois programas de optimi-
Zagdo que se resolvem alicrnadamente: @) Optimizagdo do
programa fracciondrio interior ndo convexo que permite cal-
cular o indice de fiabilidade do mecanismo cstocasticamente
mais importante {¢ gue enumera as resianies solugdes lo-
cais com Indices de fiabilidade significativos); b) Optimi-
zag@o do programa convexo exterior em que ¢ minimizado
o volume de 250 ou armadura.

A apiicabilidade desta técnica foi exemplificada num
pértico metdlico e numa laje em betdo armado. Trata-se de
um utensilio poderoso com aplicacdes praticas tendo em
vista a implementagie de um regulamento de nivel 2, tendo
como base o comportamento aleatdrio dos materiais ¢ das
cargas.
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