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Resumo

Neste artigo sdo descritas duas estratégias que permitemn a obtengio do Gptinmo global de estrutoras
calculadas para wm consumo minimo de material. $fio apresentados, pela primeira vez, em
problemas de optimizagio de estruturas, exemplos de comporntamento ndo convexo deste programa
bilinear. Indicam-se duas versdes da primeira metodologia, do tipo "branch and bound" (B & B). A
segunda, que corresponde a um desenvolvimento original, € do tipo "cutting plane” {plano de
corte), deduzida a partir de uma generalizagio do algoritmo de Benders, que é resoldvel por
cidigos para programas lineares mistos. Se a escolha das secgies se limitar a um conjunto discreto
de alternalivas, verfica-se uma convergéncia mais ripida para o minimo global, num niimero finito
de passos,

1. Introducao

No 25% ano & seguir ao trabalho publicade per Schmidt na segunda Conferéncia em Métodos de
Computagio Electrénica [16], pode dizer-se que as técnicas de programagio matemdtica tveram nm
lugar privilegiado no desenvolvimento de navas metodologias para o cilculo estrutural auxiliado
percomputadores. Entre as aplicagoes mais correntes, refere-se a determinagio do peso minimo de
uma estrumura de topologia constante. A literatira especifica € io numerosa que se poderd remeter o
leitor para a recolha bibliogrdfica [19].

Os métodos que tém sido apresentados mais frequentemente para solucionar esses problemas
podem ser catalogados em duas categorias: critério de optimalidade e programagio matemdtica. O
primeiro ¢ baseado na minimizagdo do Lagrangeano e o ontro decorre da aplicagio de métodos de

optimizagio nfo-linear.
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De um modo geral, aceita-se que qualquer das alternativas possui falhas devidas A natureza
nfio-linear e ndo-convexa do problema. Nio € possivel garantir que o minimo local, fornecido por
métodos que assentam num comportanmento convexo, ¢ também o minimo global.

A determinagio do volume minimo de uma treliga que se comporta de uma forma eldstica ¢ um
exemplo desses problemas. Contudo, como na literatura néio existem referéneias relativas a0
comportamento ndo-convexo deste tipo de estruturas, este trabalho foi iniciado com a apresentagio
de situagdes em que se verifica a nao convexidade do domiinio, em sintese de estruturas.

Foram escolhidas duas das estratégias mais apropriadas i optimizagio nfio-convexa. O método de
B&RB, que permite a convergéneia para o minimo global, pode ser aplicado 4 solugiio de problemas
com varidveis separdveis (por exemplo, as fungdes de uma varidvel e o produto destas). Este
algoritmo é competitivo, dado que em cada né s¢ resolve um programa linear. Sio resolvidos
problemas por esta metodologia e apresentados alguns resultados da experiéncia computacional do
autor.

Em alternativa, propde-se numa generalizagdo do algoritmo de Benders em que s@o utilizadas
fungBes duais em lugar de varidveis duais. Deduz-se um programa "master” que € equivalente ao
programa mateméatico do peso minimo, O "master” é um programa linear misto (varidveis reais e
0-1), que se pode resolver de um modo eficiente. O desenvolvimento apresentado € original, sendo
complementado com um exemplo de aplicagio.

2. Exemplos de comportamentos nio-convexos em programas bilineares de optimizagio de
estruturas

Os exemplos a seguir indicados servem para ilustrar alguns dos problemas que surgem, quando se
pretende efectuar a sintese de estruturas que se comportam de um modo eldstico.

2.1. Caleulo de uma grelha

A grelha representada na figura 1 € constituida por vigas "sandwich” ortogonais e suporta um
carregamento perpendicular ao seu plano.

Supondo que a geomeiria da estrutura é conhecida, incluindo o niimero de vigas, comprimento dos
vios e condighes de apoio, as restrigBes vio estar relacionadas com as tenses por flexdo noné B

(provocadas pelos momentos my ¢ m3) € tensdes por flexdo nas secgdes criticas entre os nds ABe
BC (provocadas pelos momentos my € 1y, respectivamente).

Pretende-se calcular a drea das secgdes yy ¢ y9. de modo a minimizar o volume da grelha, isto é:

min 11 ¥yt ]'2 ¥2 (1
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Fig. 1 - Grelha.

onde 1) & lp sfo os comprimentos das vigas que se cruzam perpendicularmente. Variando
simplesmente y| € 3, de modo a representar o dominio admissivel da grelha, indicam-se a seguir

duas situaghes em que o comportamento € nio CoNvexo.

1 CASO
Supde-se a actuar em toda a grelha, uma carga uniformemente distribuida qq = 0.8 =qg, sendoa

carga pontual P nula.
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Fig. 2 - Dominio da grelha para o 1° caso.
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Os comprimentos das vigas sfo 17 =30 e Iy =31. Considera-se que quer os momentos estdticos

Wi, (UET 08 momentos de inéreia Ij sdo directamente proporcionais & drea das secgdes, ou seja:
= Sy: = » ~ 3 =
W 0.5 yj ¢ IJ 0.3 yj 3] 1,2 (2)
O problema daf resultante possui os wés dptimos locais indicados na figura 2.
22 CASO

Considera-se outra situagio de carregamento a que corresponde uma carga uniformiemente

distribuida q) = 1.2 = q3 e uma carga concentrada P =25.0
Os comprimentos das vigas passam a ser 1y = 21. e 1y = 24. As novas relagbes que ligam as

caracteristicas geométricas das secgdes sio:
wj= 5.y; P L= 25. ¥j 3

Nestas condigGes seriam apenas obtidos os dois minimos locais representados na figura 3.
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Fig. 3 - Dominio da grelha para o 22 caso.
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2.2. Minimizagio do peso de uma trelica com dez barras

O segundo exemplo diz respeito & minimizagdio da treliga hiperstdtica da figura 4 que estd sujeita &

acgdo de duas cargas verticais. Limitando as tensdes admissiveis a =+ 2.5, os deslocamentos

méximos d; = + 3.5 e para um vector das cargas nodais higual a:

2T =10. 0. 0.-10. 0. 0. 0. -10.]

Para manter a topologia da estrutura, imp&e-se um limite inferior na 4drea das barras & de 0.1

Fig. 4 - Treliga de dez barras.

Obtém-se duas solugdes optimas a seguir indicadas:
OF = 21993

a 487 0.1 356 241 01 1.2 94 343 341 0.1
s 04 -03 -06 04 22 00 29 -08 08 0.7
d 02 35 -1.0 -35 04 -13 06 3.5
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OF =22334

a 487 0.1 381 233 01 0.1 137 331 330 0.1
s 04 00 -05 04 13 00 20 09 09 00
d 04 35 10 35 04 -13 05 -2.6

Qualquer destes pontos ¢ uma solugio das equagdes de Kuhn-Tucker e corresponde a umn conjunto
especifico de multiplicadores de Lagrange. Ambos minimizam localmente o volume da estrutura,
Qualquer direcgio que ligue estas solugdes possuird, pelo menos, um ponto fora do dominio do

problema, ou entdo um volume superior ao minimo local.

3. Métodos de "branch and bound"

Em face da existéncia de minimos locais nos problemas de optimizagio com restriches bilineares, €
necessdrio desenvolver métodos de programacgio matemdtica adaptados a ¢sse tipo de
comportamento nio-convexo. A estratégia B & B converge para o minimo global dado que o
dominio inicial, nfo-convexo, € substituido por uma sequéncia de dominios convexos que se
intersectam (utilizam-se para isso fun¢des convexas, que subestimam as fungdes ndo-convexas do
problema inicial). Como se sabe, se um programa matemitico tiver uma fung#o objectivo convexa e
um dominio convexo, qualguer solugio local € também a global.

Os dois ingredientes principais desta metodologia sio uma érvore combinatéria (cujos nés vio
sendo definidos) e limites superiores e inferiores associados a cada né da drvore. Nestas condigdes
& possivel eliminar um grande nimero de solugBes possiveis setn ser necessdrio calculd-las.
Tratando-se de um algoritmo de enumeracio imnplicita, a sua eficiencia pode ser bastante melhorada
se se partir de uma bea solugdo inicial, pertencente ao dominio do problema (que fomece um limite
superior adequado).

Pode-se eliminar vma solugao parcial em cada uma das situagdes seguintes:

1. Chega-se a uma solugéo que pertence ao dominio do problema inicial;

2. O subprograma em que s¢ utilizam subestimativas, nfo tem solugdo;

3. Nio & possivel encontrar uma solugio nesse dominio com um peso inferior ao da estrutura
utilizada come limite superior.

Se uma sologdo parcial for eliminada, isto significa que todas as continuagdes desse né foram
enumeradas de um modo implicito (e por esse motivo ndo € necessdrio enumeré-las explicitamente).
O algoritmo termina quando o Wltimo né for eliminado; o éptimo global corresponde & estrutura que
dd o menor limite superior.

Tem de sc assegurar que nenhum dos nés ¢ estudado mais de uma vez, ou omitido no céleulo,
sendo necessdrio varrer a drvore combinatéria.
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3.1. Transformacio de funcies factoriveis em subestimativas convexas
As expressoes bilineares do tipo:
px+qy+kxy “

sio casos particulares do tipo de programas que envolvem fungdes factordveis.

~ Come a subestimativa convexa de uma expressio linear € ela propria, € necessdrio determinar a
envolvente dos termos em que surgem produtos de varidveis. Considere-se a fungfo f(x,y) =x y
definida entre os limites:

a<x<h - c<y<d (3)

Nos semi-espagos em que as varidveis sdo todas ndo-negativas, os valores da fungio nos cantos do
domfnio coincidem com a subestimativa. Como so suficientes trés pontos para definir um plano
em 3-D, a fungiio é subestimada por um de dois planos que se intersectam, segundo uma recta
determinada a partir dos cantos que correspondem a valores intermédios da fungfo bilinear.
Toma-se para subestimativa convexa a coordenada z no plano mais préximo da expressio
factordvel:

ZI=CK+aY‘ac (6)
zy=dx+by-bd @
z=max [ 2],z ) <f(xy)=xy @

De um modo semelhante para sobrestimativas cdncavas, consideram-se dois planos que se
intersectam segundo umia recta determinada a partir dos cantos 2 que correspondem os valores mais
elevado ¢ mais baixo da fungfo bilinear. Tira-se a coordenada no plano mais préximo da fungio
inicial:

z{®=dx+ay-ad ®
z°=cx+by-bc (10)
Z%=min { /%, " } 2 fxy)=xy (1)

Note-se que 18m que adaptar-se estas aproximagGes quando se consideram os outros quadrantes.
De realgar que a fungfo subestimativa z (e sobrestimativa 20y niio € diferencifvel em todos os
pontos do sen dominio. E contudo possivel ulrapassar esse obsticulo através da construgio de um
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programa linear (PL) equivalente. A maneira mais simples de o fazer consiste em adicionar algumas
Testrigdes e varidveis. O programa matematico:

min ¢l x (12)
sa Ax=b 13)
fTx+max {gTx,gTx)<h (14)
pTx+min[q1Tx,q2Tx)2r (15)
€ pois equivalente ao PL. :
min ¢ x (16)
sa Dx2>e (17)
flx+ugh 18)
plx+var (19)
u 2g1Tx u2g2Tx (20)
v<qTx vgylx @1)

Esta formulagdo nfo € a tinica possivel. Recomenda-se a introdugio de mais varidveis gquando
aparecer o mesmo termo ndo-diferencidvel em vdrias restrigdes.

Se as relagbes em que entram termos bilineares forem igualdades, como é o caso das equacdes de
equilibrio no método dos deslocamentos, essas equagdes devem ser substitufdas pelo par de
inequagdes equivalenies. Isto conduz a um grande aumento do nidmero de varidveis e restrigdes.
Pode-se contudo demonstrar que nos problemas de optimizacio de estruturas uma dessas
inequagdes ¢ sempre ndo-activa, pelo que ndo & necessdrio considerd-la, o que reduz de um modo
significativo a dimensfo de cada PL.

3.2. Sequéncia de fora para deniro

E apresentado a seguir-o algoritmo de Soland [18] para restrigbes separdveis, que foi adaptado pelo
autor s fungdes subestimativas convexas acima descritas.

Na primeira iteragio, considera-se o programa lingar (Pp), cujas restri¢des sfo as subestimativas
convexas que substituem as restricoes do programa bilinear. A solugfo xP de (Pp) € um limite

inferior do 6ptimo que s¢ pretende determinar,

min ¢l x (22)
sa Ax>2b (23)
1p <x< LIJ (24)
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Se xP nio pertencer ao dominio do problema bilingar inicial, tem de se restringir o dominio do
problema, de modo a ser obtida uma solugfo que se encontre no dominio do programa bilinear,

(Pp) € pois substitufdo por um conjunto de subproblemas definidos de entre os limites do problema

inicial, dado que existe uma solugfio ptima x* para pelo menos um dos problemas j ¢ WP .
Calculando as solugfes de todos os subproblemas dai resultantes, seja:

x5 = ming ¢ e ¢Tud (25)

Se x® for uma solugdo gue nio pertence ao dominio do programa bilinear, vai-se substituir um dos
problemas correspondendo a um subdominio de WP por um conjunto de subproblemas,
Entdio, faz-s¢e p=p+1. O problema s ¢ substituido pelo conjunto WP, de modo que

WP = (WP-1 . {5]) U WS contenha uma solucio éptima do problema inicial para pelo menos um
dos programas WP .

Paracada j & WP, ou xl nio pertence ao dominio do programa bilinear, ou el x> el x%, Isto
significa que se realizou algum progresso para a solugio final.

A drvore combinatéria vai ter um dos seus nds identificado pelo subproblemia j & os problemas que
substituem j no conjunto WP estio nas extremidades dos ramos que partem para baixo desse nd.
Em qualquer situagdo intermédia, no decurso da resolugio do problema, pede-se identificar o
conjunto WP como sendo o conjunto de nds que constituem folhas da drvore.

Cada né depende do limite superior v, determinado pela solugio até ai encontrada de minimo
volume. Qualquer folha cujo limite inferior seja estritamente inferior a v estd activa. Se isso nfo
acontecer, corta-se esse nd, o qual nunca mais € considerado nas iteragdes seguintes do algoritmo.
Prossegue-se esta metodologia até que cada folha seja cortada.

Além disso, € necessdrio definir (de nm modo heuristico) nma regra de refinamento, que permita
dividir os limites das varidveis que vdo originar os novos subproblemas: Escolhe-se o indice i da
varidvel que maximiza a diferenga entre o termo bilinear e a subestimativa convexa na restri¢io que
mais violaria as restri¢@es do programa bilinear usando x5 . O intervalo [1;,E] ¢ pois subdividido
nos intervalos [1;,x] e [x;.L4] .

Deste modo, logo que se escolhe um nd para ramificar, a partigo do seu dominio s6 depende da
solucio do subproblema onde surgem as subestimativas convexas, ndo estando relacionado com

outras parti¢bes ao mesmo nivel da frvore. Este procedimento corresponde a uma forma mais fraca

do teorema de convergéncia, dado que néo € obrigatdrio completar as partigGes dos intervalos no
mesmo nivel da drvore, reduzindo assim o nimero total de subproblemas que vai ser necessdrio

Tesolver.
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3.3, Aplicacio

O problema matemitico seguinte possui restrigSes bilineares e ¢ semelhante & determinagio do
volume minimo de treligas (as varidveis x e y representam dreas das secgdes e tensBes nas barras,
respectivamenie):

min Xy + Xo + X3

sa Xy x4+X3x6=10
Ixyxy # 12%p x5-%3x5=10
SXg+Xg+x5S2.5
.1'5)&155. 2 .15x2$5. E .1Sx355.

O.SX4£2.5;0.SJ(5S2.5 1-25 x5 0.

Este problema possui trés minimos locais;

OF X

3.53 01 333 0.1 0.0 25 00
3,60 05 30 01 05 25 -25
360 25 01 10 10 00 -25

Para representar este problema néio convexo graficamente, nio € possivel ir além de duas equagdes
a trés incognitas sem se ser colocado dentro de um subespago do problema. A figura 5 representa
uma perspectiva onde sdo imprimidos todos os valores da fun¢fo objectivo abaixo de um dado
nivel,

Substituindo as fungdes factordveis pelas suas subestimativas convexas (dado que a determinacio
das envolventes das fungies lineares & trivial), obtém-se (na formulagfio mais extensa) um PL com
10 varidveis e 15 inequagdes. Qualquer dos nds da drvore combinatéria € definido pelos Hmites nas

varidveis X1 a xg . Na drvore combinatéria da figura 6, estdio representados os resultados da

estratégia B & B, utilizando uma regra de refinamento fraca e uma ramificagio do tipo alargado
(escolher em primeiro lugar o limite inferior mais baixo).

3.4. Experiénda de computacio
Foram ntilizadas outras subestimnativas convexas [17], que conduziram por vezes a problemas cuja

dimensfo € menor. Contudo, o niimero de subproblemas que seria necessério resolver cresce de

uma forma significativa, em virtide dessas aproximacGes serem mais grosseiras.
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Fig. 5 - Gréfico para diversos valores de x5 € x5 mantendo xg constante.

Nesse trabalho foram igualmente abordados outros tipos de exploragdo da drvere combinatdria.
Utilizou-se uma estratégia alternativa, que consistia em escolher sempre o nd direito do nivel
inferior até se chegar a um né que seria eliminado; voltava-se atrds na drvore ¢ prosseguia-se,
utilizando a mesma regra até serem percorridos os nés remanescentes, Esta estratégia (oposta & que
consiste na escolha do né associado i subestimativa cuja fungdo objectivo € mais baixa), embora
reduzisse o espago de armazenagem necessdrio, iria aumentar o nimero de programas lineares que
seria necessdrio resolver entre 30 ¢ 35%.

A regra de ramificagio que € seguida para subdividir o intervalo da varidvel, cuja aproximagio mais
se afasta do valor real, tein uma influéncia mais marcante. Se o intervalo for dividido ao meio, em
lugar de se utilizar a informagdo do programa que utiliza subestimativas convexas, o niimero de
problemas necessdrio para obter o minimo global cresceria entre 70 ¢ 80%.
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Fig. 6 - Arvore combinatéria correspondente 4 sequéricia de fora para deniro.

3.5. Sequéncia de dentro para fora

Um algeritmo alternativo de B & B que foi inicialmente desenvolvido por Reeves [14] para o tipo
de programagio em que, guer a fungio objectivo, quer as restrighes presentes, sio quadraticas pode
ser igualmente aplicdve] a problemas nos quais as restriges e/ou a fungio objectivo sio redutiveis a
formias factordveis. Cada iteragio vai ser efectuada sobre um subintervalo do domifnio inicial, dado
pelos limites nos valores das varidveis.

Basicamente este algoritmo & constituido por trés passos:

No primeiro passo de cada iteragio determina-se um ponto base a partir se efectnam as operacbes
de "branch and bound". Os ¢ptimos locais de programias convexos que determinam o volume
minimo 530 valores que asseguram A partida melhores resultados, embora seja possivel iniciar o
algoritmo em pontos que ndo sejam minimos locais (ou mesmo pertencentes ao dominio do
problema com restrigdes bilineares). Quando se utiliza este tipo de algoritmo como verificagdo do
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resultado obtido pela aplicagio de métodos convexos, o minimo local encontrado € um ponto de
partida ideal.
Logo que seja especificado um ponto de partida, ne segundo passo elimina-se o intervalo que o

todeia. Se o ponto xV

,'onde V representa o mimero de iteragBes do algoritmo, pertencer ao
dominio do programa bilinear, elimina-se o intervalo para o gual x¥ éa solugdio global do
programa de optimizagdo em que se utilizam as subestimativas convexas, Este segundo passo
consiste em wrés operagdes:

1. Divide-se o intervalo considerado em subintervalos que rodeiam o ponto base,

2. Define-se uma regiio em cada subintervalo para a qual o ponio de partida é também o minimo
global do problema inicial.

3. Obtém-se um intervalo de eliminagio a partir da unifio das regides eliminadas dos subintervalos
individuais,

No caso de se partir de um valor de xY, gue nfo pertenga ao dominio do programa inicial, define-se
um intervalo para o qual o PL obtido utilizando subestimativas convexas (LLCE) ndo possui
qualquer solugdo; esse intervalo € igualmente eliminado.

No iiltimo passo do algoritmo, procede-se ao B & B. As regides que ainda niio foram eliminadas
sdo divididas em subintervalos ¢ para cada um destes resolve-se um LCE. Os limites inferiores daf
resultantes, sio comparados com o valor do limite superior mais baixo v que percente ao dominio
do programa bilinear e s3o eliminados, caso o igualem ou excedam, Se ainda restar algum
subconjunto do dominio inicial do problema inicia-se nova iteragdo, tomando um ponto base
sitnado dentro do intervalo nio eliminado.

Na figura 7 estio representadas as duas estratégias B & B descritas.

N

NSNS
VN

Reeves Soland

Fig. 7 - Estratégias de Reeves e Soland.

O critério de paragem, que permite a verificagio do minimo global para valores limites fixados,
requer que a solugio xY dada pelo LCE nesse intervalo esteja também no dominio do programa
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bilinear. Isto implica, atendendo 4s subestimativas convexas donde se partiu, que o valor éptimo
das varidveis de decisdo se encontra num ponto extremo.

3.6, Aplicacao

Nesta secgio aplica-se o método de Reeves como verificagio do volume minimo de uma trelica de
trés barras, obtido por rotinas de programagio convexa. Considera-se a trelica de irés barras
represéntada na figura 8 e que estd sujeita a duas condi¢oes alternativas de carregamento. Supde-se
qque as varidveis de decisfio (dreas das secgdes), podem variar de uma forma continua.

Y 7 X

1%congicao 40
de carregamento

<21‘?‘(:(31'1‘:1i:;a'm ‘1%

e carregame 20

L 1 2 ‘ 1/
/ £ |

Fig. 8 - Trelica de tés barras sujeita a duas condig@es alternativas de carrégamento.
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Utilizando o métedo dos deslocamentos, pode escrever-se o programa:

min v24dy +ap +v2ay

s2 (v2/2)apdyl+ 122y (dy ! +dp]y =40.
122y (11 +dyl) + 2/ 2y agdyl = 0.
(V2/2)a; di2 + 123y (d;2 + dy%) = 0.

1/2 4y (412 +dy2) + (v2/ 2) ag dy? = 20.

0<(2/2d;l<s ;o 52(w2/2d2<0
0<(2/D Wl +d1)<5 ¢ 052/ @2 +dyPy<s
S5<(v2/2)dy' <0 5 0s(2/2)dy2<5

lL.ag£1l. ; L£ay<€4 ; l.<Sags$

Depois de aproximar os termos nfo-convexos com as envolventes convexas dadas para fungdes
factordveis e estabelecendo para um dos limites do dominio os valores Optimos das varidveis de
decisfio no LCE daf resultante, tem-se para V = 1:

12PASSO
O valor éptimo vai ser
OF =15.969 ; a; =7.024 ; ap=2.138 ; a3 =2756

22 PASSO

Em primeiro lugar, tenta-se eliminar tode o dominio de 4 e [ajl,aju] para tantos valores de j
quantos seja possivel. A intengo deste procedimento € saber se é ou nio possivel reduozir as
operagdes de B & B do 32 PASSO, de modo a minimizar o nimero total de LCE. Limita-se a
violagdo médxima das restrigdes pertencentes ao programa bilinear & eliminam-se os pontos que
pertencam a este com um volume superior a0 minimo local, O intervalo de eliminagdo € obtido
depois de se resolverem 8§ LCE duas vezes.

O intervalo de eliminagiio serd:

el =[5.691.852.221 ; e ! =[7972543.14]
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Az
5.0
3.1 = e
L~» [ ]
L~

2.24 . A
1.04

1.00 1.85 2.54 4.00 1.00 5.59 7.97 11.0C

A Ay
2
Fig. 9 - Intervalo de eliminagfo no 22 passo, V = 1.
32 PASSO

Em seguida toma-se a regifio remanescente depois de ser removido o intervalo de eliminagdo e
efectua-se a sua partigio em 3x2 = 6 regides. Podem ser eliminados os subintervalos 1,2,5e6 (1 e
5, porque o LCE ndo tem solugfio nos dominios respectivos; 2 € 6, porque as solugtes dos LCE

excedem o valor do minimo local).

A3

e L $ind A ¥
4 A 77

2.22 . . y
:LS.e:Xi’n/f-Ls-oe ’/ %

L on

1l 185 2.54 4

=

5.69 7.97 11
Ay Ay

Fig. 10 - Intervalo de eliminagdo no 32 passo, V = 1.

Na iteracio seguinte do algoritmo, V =2, parte-se para o intervalo 4 a que corresponde o limite
inferior mais baixo. Como o ponto base niio pertence 2o dominio do problema, o procedimento €
simplificado. Ndo é necessdrio proceder a gualguer subdivisio e s6 se considera um intervalo.

O algoritmo prosseguiria, terminando apds § ciclos que compreenderiam 78 LCE.
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3.7. Discussio

Muitas vezes em problemas de optimizagfo de treligas, o dptimo que € encontrado por rotinas de
programagao convexa € o éptime global. A sequéncia de dentro para fora serve como processo de
verificagfio, em que se estabelece se esse minimo € global ou se ¢ possivel encontrar um valor
melhor. Além disso, tomar como ponto de partida um minimo local aumenta a possibilidade de os
problemas que utilizam subestimativas convexas niio terem solugfio, ou de a solugio obtida exceder
o valor do mifnimo loeal.

Do ponto de vista teérico,0 nimero de subintervalos de elimina¢io definidos & volta do ponto base
(no 2% Passo do algoritmo) cresce exponencialmente com o nimero de varidveis, o que constitui
uma grinde desvantagem desta metodologia. Um factor gue tende a diminuir a importincia deste
argumento € que i medida que aumentam as dimensGes do problema, aumenta também a
possibilidade de nfio ser necessério explorar grande parte destes subintervalos. Outro aspecto
negativo deste algoritmo, tem a ver com a determinagdo do intervalo a eliminar, que rodeia o ponto
base. Este intervalo € obtido por tentativas, o que significa que os subproblemas (cujo niimero

cresce, em potencial, exponencialmente) tém de ser resolvidos mais do que uma vez.
4. Método da Decomposicao de Recursos

O algoritmo da decomposi¢ic de recursos de Benders tem sido até agora utilizado para resolver
problemas convexos € parcialmente convexos (eg: [7]) que envolvam deis tipos de varidveis. Tem
uma interpretacéio em termos econémicos, vendo os ¢Mﬁplicadores de Lagrange como pregos
sombra de uma estratégia de decomposigio gne ndo € totaimente descentralizada. O 6rgiéio central
produz as decises finais atribuindo pesos dplimos &s propostas de cada um dos subsistemas,
tendo sempre em atengdo as ofertas anteriores.

Se o conjunto de varidveis y na minimizagio com restriges bilineares for fixado, 0 problema nas
varidveis x dai resultante € bastante simples. Embora o problema inicial seja n3o-convexo
considerando simultaneamente as varidveis x e y , mantendo y constante ter-se-4 um problema
linear em termos de x para resolver. A ideia fundamental, que permite a0 problema (P) :

T

min ¢’y (26)
sa giT x+xL Hyy2b; ; i=1l..m 27)
0Ly < ¥max ie: yeY (28)
X Sx<xy ie: xeX 29)

ser visto no espago das varidveis x € o conceito de projecgio:
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min v(x) (30-)
sa xeXnV (31)
onde

v(x) =infimumel y (32)
sa glx+xTHjy-b;20 (32)
0<y<Yrax (33)

€8¢ term:
V={x:giTx+xTHiy-bi20paraer] (34)

Note-se que v(x) é o 6ptimo de (P), mantendo x fixo. Determinar v(x) € conseqoentemente muito
maais fécil do que resolver o programa com restriges bilineares.
Considere-se (P(x)) o problema de optimizagio:

54 giTx+XT Hiy-b;20 ; i=1,..,m (36)
0<Y <¥max (37)

O conjunto V consiste nos valores de x para os quais (P(x))pertence ao dominio do problema e a

intersecclio X' n 'V € a projecgio do dominio do problema (P) no espago dos X. Como a fungio v e
o conjunto V s6 sio conhecidos de um modo implicito através das suas definigdes, torna-se dificil
utilizar o conceito de projec¢fo do problema como forma de o resolver.,

Para ultrapassar esta dificuldade utiliza-se um método de plano de corte que permita construir
aproximages para v e V. A ideia base consiste na utilizagdo da dualidade existente na programagio
linear aplicada a v e V, depois de projectar o problema inicial.

Resolve-se o problema "master” daf resultante, através de um processo de relaxagiio, o qual vai
gerar aproximacBesave V conirergindo 0 processo para o 6ptimo global. Assim, determinam-se
os multiplicadores de Lagrange para (P(x)) correspondentes a diversos valores de x e que vio
sendo obtidos sucessivamente, adicionando-se tantos planos de corte ao programa "master”
relaxado quantos os necessdrios até satisfazer o critério de convergencia,
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4.1. Formulacio do problema " master"

O programa "master” (PM) que € equivalente a (P) € deduzido & custa de trés teoremas.

(A) Projectar (P) sobre x dai resultando (P(x)) .
(B) Invocar a representagio dual de V em termos do conjunto de regies que o contem.
(C) Invocar a representagfio dual de v em termos do infimo do conjunto de fungdes que o domiriam.

Manipulando estes resultados obtem-se o PM a seguir indicado:

min (38)
B 0T U b g0+ oy g [+ T i=1,m8 O THDT" Yjmax 2 0
(39)

-2t m 0 O~ B0 + 2 jop 0 L2 immtCOTHIY Yimax 20 (40)

Zictmu®=1 5 5’20 ;5 uf20 1)

onde u;€ ¢ u;5 sfo multiplicadores de Lagrange correspondentes 3s fungdes de corte e apoio,

respectivamente.

O PM tem apenas interesse tedrico, jd que possui um niimero enomme de resirigdes. No entanto,
pode ser resolvido através de uma sequencia de subprgblemas: em cada iteragiio € resolvida uma
versio relaxada do PM, que contém apenas algumas das restrigoes dos tipos (39) e (40).

Testa-se a solugdio (g,x) a fim de se verificar se pertence ou nfo ao dominio do problema, sendo
para isso tesolvido o subproblema (P(x)) ou o seu dual. Acrescentam-se entdo novos cortes ou
fungbes de suporte, até que se chegue a uma solugfo final que satisfaga o critério de convergéncia,

Quer as fungdes de apoio, quer as de corte definem uma regido linear conecava, consistindo cada
programa "master” relaxado (PMR) da minimizagio sobre uma regido linear cbncava (ie:
programagio nio-convexa), do tipo representado na figura 11. Os termos [I’Tx+e]+ que
representam disjungdes, quer nas fungbes de apoio quer nas fungdes de corte, podem ser

linearizados através das varidveis bindrias 8, de modo a transformar cada PMR num programa
linear misto (com varidveis reais e 0-1). Tomando para limite inferior e superior da expressao
dentro de paréntesis L e U, respectivamente,

Leflx4e<U 42)
0ss5<1 (43)
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¢ introduzindoe a varidvel r, tem-se que T x+e1té equivalente a:

r<sU : r<G-DL+E x+¢e) (44)

4

FC // Fgc 7/ FC
ny NF/

X
Fig. 11 - Interpretacao fisica do dominio do programa “master"”.

Em alternativa a esta operagio, que transforma o PMR num programa linear misto, pode reduzir-se
este a um programa de complementaridade linear. Para isso intreduzem-se duas varidveistreqea
condigfio de complementaridade tr q = 0, correspodentes a termo do tipo [fo +e] ™. Estas novas

varidveis estfo relacionadas do seguinte modo:

'q=r-fo-e (45)

Por este processo, reduz-se o nimero de restrigdes € evita-se a utilizagiio de varidveis bindrias.
Para aplicar 2 extensio do método de Benders & optimizagdo de weligas, € necessdrio que cada
varidvel ¥j esteja situada no semi-espago ndo-negativo, o que obriga a que x represente o vector
das tensbes.
Contudo, numa treliga, uma barra pode estar sujeita a compressdes ou tracgbes, mas nfo a esses
dois esforgos em simultineo. Restringe-se a variagio das tensGes em cada membro ao semi-espago
que ¢ nfo-positivo, se o membro estiver comprimido e positivo, se estiver traccionado. A
expressio:

[uTij -l + Vigax O< ¥§ < Yjmax (46)

pode ser ransformada em:
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[uTH; - ) Ojmin + Vjmadl™ 5 Vionin <) < Yjmax @7)

onde x e y representam as varidveis de decisfo e de estado, respectivamente, € se tém Yjrin 00

¥imax nulo.

4.2, Algoritmo de convergéncia ripida para optimizagio de estruturas

Os esforgos internos numa estrutura hiperstitica sfo fun¢io das secgdes das pegas. Uma trelica com
comportamento eldstico, possui como caracterfstica a invaridncia do vector das

tensdes/deslocamentos: se todas as dreas forem multiplicadas por um factor de escala p positivo e
para que as forgas dos membros permanegam constantes, € necessario multiplicar as tensbes nos

membros por 1/ ¢; dado que os deslocamentos nodais sdo nma combinagfo linear das tensdes nos

membros, seriam também multiplicados por 1/ p.

Tendo em ateng¢io estas propriedades, € possivel deduzir uma versio simplificada do algoritmo de
decomposigfo de recursos. Fixando o conjunto x das 4dreas, é possivel determinar de uma forma
iinica o vector das tensdes que lhe corresponderia por inversiio das equagdes de equilibrio. Se as
tensbes/deslocamentos forem todas inferiores aos seus valores maximos seria possivel aumentd-las

(0< p <1) , de modo a reduzir o volume da pega até que aquelas encontrem a fronteira do seu
dominio. Caso contrdrio, isto &, se as tensdes/deslocamentos forem snperiores aos seus valores

méximos(em valor absoluto), as varidveis de decisdo teriam de ser multiplicadas por p> 1 de
modo a reduzir as tensdes/deslocamentos resultantes serem admissiveis. Deste modo, o vector das

dreas p x tem pelo menos um dos seus membros sujeito a urha tensio admissivel extrema, o nm
deslocamento méxirmo/minismo.

Cada PMR vai forecer um limite inferior, que em cada iteragdo se aproxima do resultado final. Por
esse motivo, as varidveis de estado que correspondem 3s 4reas obtidas pelos PMR estdo fora do
dominio do problema. Esse conjunto de dreas permite obter um limite inferior 1Txea partir destes

valores determinar um factor de escala p > 1 . Isto acontece até que o valor de x obtido pelo PMR
seja o 6ptimo global do problema.

Pode ent3o calcular-se o raio dual associado ao vector x, multiplicando por p as varidveis duais que
correspondem as equagSes bilineares de equilibrio ¢ mantendo constantes os muitiplicadores
ligados 2s restantes restrigGes lineares activas.

Destas consideragtes resulta o program (ARC):
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min n = 1T x (48)
B Ty 0O+ Ty (g v GTH + 6 (1 + 95000720 (49)

xeX i e=l..er (50)

que se pode converter do mesmoe modo, quer num programa linear misto (com vardvels reais ¢
bindrias), quer num programa de complementaridade linear.

4.3. Aplicac@o ao cilculo de trelicas cujas secgies sio escolhidas de entre um conjunto finito de
pegas

O algoritmo descrito no pardgrafo anterior € facilmente convertivel  resolugfio de problemas de
sintese de estruturas em que as vdriaveis de decisfo assumam valores discretos. Em cada iteragio €
resolvido um programa linear misto (com varidveis reais e bindrias) (ARD).

A natureza de cada problema faz com que a solug@o de cada ARD multiplicada por p niio constitua
uma solugo do problema inicial; por esse motivo nio tem sentido desenvolver um critério de
teiminagio que se baseie na aproximagio dada pelo limite superior do problema. Deve-se contudo
realgar que, pelo facto das secgbes das pecas serem escolhidas de entre um conjunto finito de
alternativas, se garante a convergéncia de ARD para o éptimo global num nimero finito de passos.
Este programa € muito mais eficiente do que ARC, em que ndo € possivel garantir que a
convergéncia seja finita, em virtude de todas as varidveis relacionadas com o comportamento da
estrutura serem coentinuas.

A wrelia de trés barras que foi resolvida atrds, vai servir para mostrar como funciona este método
de plano de corte. Se se considerar que os membros diferem entre si de um valor constante e o
custo € proporcional & area das secgGes, torna-se apenas necessdrio introduzir a restri¢do que obriga
aque aj, ap ¢ a3 sejam varidvels inteiras .

Fazendo no programa "master” relaxado:
X] =21 .Xp=ay;%x3=2a3

representar as vardveis de decisdo (4reas) e,

1 1

yi=diliyp=dpl iy3 =475 y4=072

os deslocamentos correspondentes, tem-se:
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INICIALIZACAQ DO ALGORITMO:
Faz-s¢ UB =+, LB = 3.828 (que corresponde a ap=ay=a3=1)
¢ € =0.000 (em virtude de se terminar com a solugfo exacta).
De dk=k-1:K k=12) temse:
dl =40. -16.67 ; d? = [-8.3 20T

Para determinar um conjunto de deslocamentos nodais pertencente a0 dominio do problema,

conclui-se que fazendo p = 5.657 aumentaria as dreas até que o conjunto de tensées ficasse dentro
dos limites permitidos no problema. Isto significa que o membro 1 teria uma tenséo de tracgio
mdxima quando se aplicava i estrutura a primeira condigiio de carregamento.

A restri¢iio ep = 1 € construida, fazendo:

wl = [1. 0414 0. 0. v2 0. 0. 0. 0. 0T
xTHy= [(v22%) + 1/2%y) 1/2%5 0. 0]
xTHy = [12xy (V2[2x3+1/2x3) 0. 0]
xTHy= [0. 0. 2/2x)+1/2%p) 1/2x7)
xTHy=[0. 0. 1/2xy (v2/2x3+ 1/2x7)]

fs =[-v2/2 0. 0. 0]

fg =1-v2/2 Y22 0. 0]

f7 =10. ~¥222 0. 0]

fg =[0. 0. V272 0]

fg =[0. 0. /272 -/2/2]

fi9=10. 0. 0. ~v272]
bT=[40. 0. 0. 20. -5. -5. 5. 5. -5. -5]

Chega-se & desigualdade que corta a solugio inicial:



176 L. M. Simdes | Determinacdo do minimo global em problemas de sintese de estruturas

-40. + 572 + [V2/2 Xy + 1/2 x9 - 0.414 1/2 %9 - ¥ 2 v2/2]* 5¢2

+[1/2 a9 - 0.414 (v2/2 x3 + 12 x9)]* (-5v2)2 0
Bpd

-32.929 + (5x1 + 2.071xg - 7.071)* + (-2.071xp + 2.071x3) + 20

Linearizando a restrigio, quer introduzindo varidveis bindrias, quer por adigio de varidveis reais e

imponde a condig@o de complementaridade, a solug@o do programa "master" relaxado, f=LB é
13.728 :

x1=8 ; xp=1; x3=1
Invertendo as relagdes de equilibrio, obtem-se:

dl = (6724 -2.784]F ; d% =[-1.392 17.148]T
concluindo-se que p = 2.42 , para mobilizar o limite superior do deslocamento d22 . O vector

relativo aos multiplicadores de Lagrange para ep=2 vai ser:

u=[0. 0. -0.07 0857 0. 0. 0. 0. 0. 27T

Sendo a nova restri¢io:
20.(-0.857) + 5v2 + {[-0.07(1/2x9 + ¥2/2x) + 0.857 1/2x9] (-5 v 2)}*
+ [-0.07 1/2x5 + 0.857(1/2 x9 + v2/2 x3) - 2v2] (-5v2)]T 20

ou:
-10.069 + [0.35x] - 2.784x,)]" + [4.235x3 - 2.784x, - 7.0711F 20

Q programa ARD tem por solugion=LB = 16.142 ¢
x]= 7 1 Xy = 2 X3 = 3
o parimetro p = 1.005 , correspondente ae limite superior em dll . Vai ser portanto acrescentada

uma nova restrigio ao ARD.

O algoritmo termina apds a 4* iteragio (a que corresponder 4 planos de corte no ARD), para a qual
n= LB = 16.728 correspondendo a:
x;=T7 ; x2=4 5 x3=2

de modo que p =0996 < 1 , donde UB = 16.728 =LB.
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4.4, Discussio

Para se resolver o problema que surge por relaxacio do "master” em cada iteragdo, pode utilizar-se
o método da decomposicio de Benders convencional, que teria a vantagem de reduzir
sensivelmente a metade o nimero de varidveis envolvidas em cada RMP. Além disso, por se
resolver em cada iteragdo um programa interrelacionado como RMP das iteragdes anteriores, é
conveniente tirar partido dessas solugbes. A introdugdo de novos cortes € feita introduzindo
pequenas alteragbes no problema da iteragio anterior ¢ utilizando a capacidade de reoptimizar, Deste
modo, reduz-se o tempo de computagiio em relagio ao que seria necessdrio para resolver todos os
RMP, independentemente uns dos outros.

5. Conclusbes

Muiras vezes, quando se resolve um problema de sintese deé treligas com comportamento eldstico
linear e cujas secgbes podem varar de um modo continue, o resultado obtide utilizando um
algoritmo de programagio convexa coincide com o minimo global. Por esse motivo as
metodologias apresentadas neste artigo servem de técnicas para verificar os resuitados obtidos. B
possivel do utilizador controlar de um modo interactivo as aplicactes destas técnicas que requerem
mais iempo de computagio (e espago de meméria) do que qualquer algoritmo que fornega minimos
locais.

A introdug#o de restriges que condicionam a escolha da secgio a um conjunte discreto, o que é
alids a situagio real no projecto, aumenta a competitividade destes métedos de programacio
nao-convexa. Em qualquer destas estratégias & possivel garantir a convergéncia para o minimo
global num nimero fintto de iteragdes.
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