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Nota Introdutoria

O problema do Trajecto Mais Curto é um cléassico de Optimizacao em Redes que
vem merecendo a atencao de muitos investigadores desde meados dos anos 50. O
mesmo nao tem acontecido com a sua generalizacao, o problema da Determinacgao
Ordenada dos K (K > 1) Trajectos Mais Curtos, muito embora seja vasto o campo
de potenciais aplicagoes praticas. Por exemplo e para além da imediata aplicacao
na determinacao de solucoes alternativas, em analise de sensibilidade, na resolucao
do problema do Trajecto mais Curto com restri¢oes adicionais, como subproblema
do problema do Trajecto Mais Curto Multiobjectivos, etc..

Surgido ainda nos anos 50, parece dever-se a Hoffman, [12], o algoritmo mais
antigo para determinar os K trajectos mais curtos. Alguns anos mais tarde, Dreyfus
propos um algoritmo que determina ordenadamente nao os K trajectos entre um
dado par de nés mas os K trajectos de um dado né para todos os restantes, [8]. Este
algoritmo baseia-se no facto do k%M trajecto mais curto ser constituido por jéimos
trajectos mais curtos, com j < k e pode ser considerado como um melhoramento do

algoritmo proposto por Hoffman.

Ja no inicio dos anos 70, Yen propos um algoritmo para determinar os K cami-
nhos (trajectos sem ciclos) mais curtos entre um dado par de néds, [26, 27], algoritmo
esse tido como o mais eficiente para este problema até aos nossos dias. De notar que
a determinacao dos K caminhos é um problema de maior dificuldade, o que serd
devido ao facto de poder existir um A%M° caminho que nio seja constituido apenas

por jEM% caminhos mais curtos, com j < k.

Nos fins da década de 70, Shier propos algoritmos para a determinagao ordenada
de trajectos, [22, 23, 24], que sao generalizagoes de algoritmos para o problema do
trajecto mais curto, conhecidos por algoritmos dos rétulos. Os algoritmos propostos
por Shier tém também por suporte a propriedade atrds enunciada.

Mais recentemente, o problema dos K Trajectos Mais Curtos foi abordado por
Martins, [14], que propds um algoritmo baseado no “apagamento” de trajectos.
Este algoritmo tem sofrido sucessivos melhoramentos, tendo em vista a diminui¢ao
do espaco de memoria necessario ao seu funcionamento. Curiosamente, tais melho-
ramentos resultaram também numa diminuicao significativa do tempo de resolucao,
[1, 2, 3]. Num artigo ainda em fase de publicacao, Martins e Santos, [17], propoem
um novo melhoramento que reduz substancialmente o espaco de memoria permitindo
a resolucao de problemas de grandes dimensoes.

Entretanto, o problema dos K caminhos nao tem sido abordado, excepto para
se proporem diferentes implementagoes do algoritmo de Yen, [21], e num artigo de

il
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Katoh, Ibaraki e Mine, [13], onde se propoe um algoritmo para redes nao orientadas,
tentando-se tirar partido desta caracteristica para obter uma maior eficiéncia.

Também recentemente, Eppstein, [9], propos um algoritmo em que utiliza uma
mudanca de variavel que permite fazer a ordenacao dos trajectos evitando vérias
operacoes aritméticas, o que se traduz numa maior eficiéncia computacional. Este
algoritmo ¢é o que apresenta a melhor ordem de complexidade, no que respeita ao
tempo de execucao.

Este trabalho inicia-se com uma breve abordagem ao problema do Trajecto Mais
Curto, nao sé por ser um subproblema do problema dos K Trajectos Mais Curtos
mas também por ser um caso particular deste (K = 1).

Ap0s a descricao do problema da Determinacao Ordenada de Trajectos, passa-se
ao estudo deste problema, classificando-se os algoritmos em dois grupos: algoritmos
que se baseiam na construcao de uma arvore e algoritmos cujo suporte é o Principio
de Optimalidade. Da analise do primeiro grupo de algoritmos, resultaram nao sé6
novos algoritmos mas também concluimos que todos os desta classe sao particu-
larizaveis para a determinagao ordenada de caminhos, desde que se tenham alguns
cuidados. Assim, os algoritmos que se baseiam na construcao de uma arvore sao
apresentados de um modo sistematico, desde o menos eficiente e mais facil até ao
mais eficiente e mais complexo, quase sempre por introducao de melhoramentos no
algoritmo apresentado anteriormente. No que respeita aos algoritmos que se baseiam
no Principio de Optimalidade, descrevem-se as varias versoes do algoritmo inicial-
mente proposto por Martins, passando-se de uma versao a seguinte apresentando-se
a motivagao e o0 melhoramento que esta originou.

Estuda-se ainda o problema da Determinacao Ordenada de Caminhos, dando-se
especial énfase ao modo como a particularizacao dos algoritmos que se baseiam na
construcao de uma arvore é obtida em cada caso. De notar que para este problema,
apenas eram conhecidos o algoritmo de Yen (vdlido para qualquer tipo de redes) e
o algoritmo de Katoh, Ibaraki e Mine (valido apenas para redes nao orientadas). O
algoritmo de Yen (para ordenar caminhos) foi generalizado para o problema da de-
terminacao ordenada de trajectos e nao o contrario. Foi ainda estudado o algoritmo
de Katoh, Ibaraki e Mine. Note-se que os algoritmos que se baseiam no Principio de
Optimalidade nao podem ser adaptados para a determinacao ordenada de caminhos,
dado este principio nao ser valido para este problema.

Finalmente, apresentam-se alguns resultados computacionais quer para a or-
denacao de trajectos quer para a ordenacao de caminhos. No primeiro caso, sao
comparados o algoritmo de Eppstein com o algoritmo de Martins e Santos. A es-
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colha do algoritmo de Eppstein deveu-se ao facto deste ser o que apresenta a melhor
ordem de complexidade. Para a ordenacao de caminhos, o algoritmo de Martins,
Pascoal e Santos foi comparado computacionalmente com o algoritmo de Yen e com o
algoritmo de Katoh, Ibaraki e Mine, tendo-se utilizado apenas redes nao orientadas.

De realcar o facto da maior parte dos algoritmos que se apresentam serem, tanto
quanto sabemos, originais.



vi
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1 Conceitos de Teoria de Grafos

Nesta seccao introduzimos algumas nocgoes elementares de Teoria de Grafos, que
serao utilizadas ao longo deste trabalho.

Um grafo é um par (N, A), onde N = {vy,...,v,} é um conjunto finito, cujos
elementos denominaremos por nés e A = {ay, ..., a,} é também um conjunto finito,
cujos elementos denominaremos por arcos.

Para facilitar a representacao dos nés e dos arcos de um grafo, geralmente iremos
associar a v; € N o nimero natural i, com i € {1,...,n}, e a ax € A o natural k,
com k € {1,...,m}. Esta identificacdo facilita a implementacao computacional de
grafos, servindo como base a sua representacao nos programas que foram elaborados.

Cada arco a; pode ainda ser identificado por um par, ordenado ou nao, [, j]
onde i e j sao dois nés do grafo. Se [, j] for um par ordenado serd representado por
(i,7) e diz-se um arco orientado; caso contririo diz-se um arco nao orientado.
O n6 i é denominado o antecessor do arco (i,j) e j 0 seu sucessor.

O grafo (N, A) diz-se ndo orientado se A contiver apenas pares nao ordenados,
diz-se orientado se contiver apenas pares ordenados e diz-se misto se contiver pares
ordenados e pares nao ordenados.

Dado um grafo (N, A) qualquer, designamos por grafo associado de (N, A)
um grafo nao orientado, constituido pelo mesmo conjunto de nés e cujos arcos sao
os arcos de A nao tendo em conta a sua orientacao. Se (N, .A) for nao orientado o
seu grafo associado coincidird obviamente com (N, A).

Graficamente um grafo pode ser representado como na figura 1, onde os nés sao
representados por circulos, enquanto que os arcos orientados sao representados por
uma seta e os nao orientados por um segmento de recta.

@ @

® @

Figura 1

O conceito de grafo que foi apresentado pode ser usado como um modelo mate-
matico representando algumas entidades do quotidiano. Um exemplo simples é o de
uma rede de metropolitano ou ferroviaria, que pode ser vista como um grafo onde
os nos sao as estacoes, e onde existe um arco entre dois nds se existir ligacao entre
as duas estacoes respectivas.
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A menos que seja dito algo em contrario, iremos considerar no que se segue,
que (N, A) é um grafo orientado e que s e t sao dois nds fixos de (N, .A), que
denominaremos, respectivamente, por né inicial e né terminal. Iremos considerar
ainda, sem perda de generalidade, que existe um tnico arco entre cada par de nos
distintos do grafo, e que sendo i € A/, ndo existem arcos da forma (i,7) em (N, A).

Um trajecto de s para t em (N, A) é uma sequéncia, constituida alternadamente
por nds e arcos, da forma p = (v}, al,v},...,a, |,v}), onde £ > 2 e:

e vl e N,paraie {l,...,(};
e vl =sev, =t
e a; = (vj,vj,,) € A parai e {l,...,0 —1}.

Convencionamos ainda que para ¢ = 1, (v}) é um trajecto de um né v para ele
mesmo, isto é, é um trajecto em que nao é utilizado nenhum arco.

Caso nao haja ambiguidade, um trajecto p podera ser identificado apenas pelos
seus nos.

Sejam i e j nés de N, (i,7) um arco de A e p um trajecto em (N, A). Es-
creveremos i € p se i for um né do trajecto p e (4,5) € p se (i,7) for um arco de
p.

Sejam v; e v; dois nés do trajecto p. Um subtrajecto ¢ de p é um trajecto

!

%) E de notar que

: : !/ 4 !/ !/
que coincide com p de v; até v;. Denotaremos ¢ por sub, (v}, v
! !/ _ !/ _ ! !/
sub, (vy, v;,) = (vg) para k € {1,...,¢}, e que p = sub, (v}, vy).
Consideremos dois trajectos num grafo (N, A), p = (v, af,v},...,a) _;,v]) e
q = (vi,ai,v3,...,aj _y,v} ). Se o dltimo né de p coincide com o primeiro de g,

definimos concatenagao de p e ¢, que denotamos por p ¢ ¢, como sendo o trajecto

p

— p P 4 4 q
poq=(vi,ai,...,vp =i,ai,...,vg).

Um caminho de s para ¢t em (N, A) é um trajecto com inicio em s e fim em ¢, onde:
e v # v, parai,j € {2,...,0 — 1} tais que i # j ;
e sFuvlet#u, parai € {2,...,0—1}.

Um ciclo é um caminho de um qualquer né para ele mesmo. Um caminho pode
pois ser visto como um trajecto sem ciclos. Dado um ciclo C definimos recursiva-
mente C¥ = C* 1o C, com C! =C, e k € N —{1}. E de notar que C*¥ nao é um ciclo

mas um trajecto constituido pela concatenacao de k ciclos C.



A nocao de trajecto que foi introduzida para grafos orientados, é extendida na-
turalmente para grafos nao orientados e para grafos mistos. Por exemplo, no grafo
da figura 1 a sequéncia (1,[1,2],2, (2,4),4,[4,3],3,(3,1),1,[1,2],2) é um trajecto de
1 para 2, que pode ser identificado apenas por (1,2,4,3,1,2). O ciclo (1,2,4,3,1) e
o caminho de 1 para 3 (1,2,4, 3) sdo exemplos de subtrajectos daquele trajecto.

Uma arvore é um grafo cujo grafo associado nao tem ciclos e onde existe um sé
caminho entre qualquer par de nés. Arvore com raiz num né s, que designaremos
simplesmente por arvore, é uma arvore tal que a partir de s existe um caminho para
todos os restantes nos.

Denominamos por ramo de uma arvore com raiz em s um caminho na arvore
desde s até outro né ao qual s6 chega ou sai um unico arco. Numa arvore com raiz
em s, definimos nivel de um n6 ¢ como sendo o nimero de arcos que existem no
caminho de s para i, que se define na arvore. Por conveniéncia, diz-se que o nivel
da raiz de uma arvore é zero.

Os conceitos de trajecto, caminho e ciclo, que foram introduzidos, podem ser
interpretados, no exemplo de uma rede do metropolitano, como os conceitos que
utilizamos usualmente. Um trajecto entre duas estacoes é uma sequéncia de estacoes
e ligacoes entre elas, desde a estacao de partida até a estacao de chegada. Um
trajecto € um caminho se nao passarmos mais que uma vez na mesma estacao e, por
fim, um ciclo é um caminho comecando numa estacao, em que sao utilizadas varias
ligacoes e se volta a estacao inicial.

Em geral, numa rede deste tipo poderiamos pensar em descrever algo mais, além
de estacoes e ligacoes entre elas. Por exemplo, é natural encontrar associados a
cada ligacao entre estagcoes alguns parametros tais como a sua distancia, o tempo
necessario para ir de uma estacao a outra, ou ainda o preco do bilhete. Analoga-
mente, a cada estagao podemos, por exemplo, associar o nimero de bilhetes que
nela se vendem por dia, ou mesmo o numero de ligacoes dali para outras estagoes.

Assim, é natural e por vezes de toda a conveniéncia, que possamos associar
valores numéricos aos nds e/ou arcos de um grafo. A um grafo a cujos nés e/ou
arcos se associam valores numéricos denominamos rede.

Uma rede serd representada simplesmente pelo grafo que lhe estd subjacente
dizendo-se orientada, nao orientada ou mista se este o for.

Consideremos que a cada arco (i, j) duma rede estao associados os valores reais
c}j,...,cﬁ, com R > 1.

No que se segue e sem perda de generalidade, um arco nao orientado [i,j] é
substituido por dois arcos orientados, (i,j) e (j,7). Assim, neste trabalho iremos
considerar redes mistas e redes nao orientadas como sendo redes orientadas e onde



4 2 PROBLEMA DO TRAJECTO OPTIMO

cada par [z, j] é um arco da rede se e s6 se (i,7) e (j,4) forem ambos arcos da rede

e tiverem associados os mesmos valores, isto é, ij = cg?i, para k € {1,..., R}.

Graficamente uma rede serd representada como na figura 2, onde aos arcos do
k
(X
k € {1,...,R}. Na figura em questao consideramos apenas trés valores associados
a cada arco, ou seja, R = 3.

grafo que lhe estd associado (i,j) acrescentamos os respectivos valores c¥., para

Figura 2

2 Problema do Trajecto ()ptimo

Nesta seccao vamos descrever um problema classico da Optimizacao em Redes, co-
nhecido por problema do Trajecto C)ptimo.

Sao inumeros os problemas de optimizacao que podem ser formulados e resolvidos
como um problema deste tipo. Além disso, problemas de maior complexidade podem
ser resolvidos recorrendo a procedimentos que tém por base a determinacao de um
trajecto o6ptimo. Por esta razao, vamos apresentar, ainda que sumariamente, alguns
exemplos de problemas do Trajecto Optimo.

No que se segue, e caso nao seja dito nada em contrario, iremos considerar sem
perda de generalidade, que (N,.A) é uma rede orientada e que s e t, com s # t,
sao, respectivamente, os nés inicial e terminal de qualquer trajecto que se define em
(N, A). Ao arco (i, ) de (N, A) iremos associar o nimero real ¢;;.

Dados dois nés u,v € N, designaremos por P,, o conjunto dos trajectos que se
definem de u para v em (N, .A) e por P o conjunto Pg. Iremos supor, no que se
segue, que existe pelo menos um trajecto em (N, A) de s para i e pelo menos um
trajecto de ¢ para t, onde i é um qualquer né da rede, isto é, que P,; # 0 e Py # 0,
para todo o i € N.

Seja ¢ : Py, — IR, uma funcao que atribui, de algum modo, um valor real a
cada trajecto definido de u para v em (N, A).

O problema do Trajecto Optimo tem por objectivo determinar um trajecto
p* € Pyy tal que ¢(p*) seja éptimo em Py,.
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Nos problemas do Trajecto Optimo podemos considerar diversas funcoes c, e a
minimizac¢ao ou maximizacao de cada uma dessas fungoes. Para cada definicao de ¢
e da optimizacao pretendida, teremos um problema do Trajecto Optimo.

Estes problemas tém varias aplicacoes praticas, o que é evidenciado pelos nomes
pelos quais sao conhecidos e que sao alusivos as respectivas aplicagoes.

Iremos descrever em seguida alguns dos problemas do Trajecto Optimo mais
conhecidos, e que podem ser encontrados em [16].

2.1 Problema do Trajecto Mais Curto

Voltando ao exemplo da rede do metropolitano, suponhamos que pretendiamos en-
contrar uma forma de ir de uma estagao para outra percorrendo a menor distancia
possivel (ou pagando o menos possivel).

Utilizando (N, .A) para representar a rede em questao, podemos associar a cada
arco (i, j) de (N, .A) um valor real ¢;;, que designaremos por distancia (ou custo) do
arco (i, 7), por analogia com a questao apresentada.

Como ¢ natural, a distancia (ou custo) de um trajecto entre duas estacoes serd
a soma das distancias (ou custos) de todas as ligacOes entre estagoes intermédias
desse trajecto. Assim, dados dois nés u,v € N, consideremos a funcao

c: Pw—R :p —clp= Z Cijs
(4,9)€p

denominada também funcao distancia ou custo.

Por forma a simplificar a nota¢ao escreveremos ¢(p) = Y ¢;;.
p

No problema do Trajecto Mais Curto, dados dois nés u e v de (N, A), pretende-
mos pois determinar um trajecto p* de w para v, cuja distancia (ou custo) seja
minima, isto é, tal que ¢(p*) < ¢(p), para todo 0 p € P,.

De modo analogo poderiamos formular problemas como o de encontrar a forma
menos dispendiosa, ou a mais rdpida, de ir de uma estagao para outra, se c;; re-
presentar, respectivamente, o custo ou o tempo necessario para ir de cada né ¢ a j
utilizando o arco (i, j).

Este problema serd utilizado em problemas como o dos K Trajectos Mais Cur-
tos, pelo que adiante serd apresentada a sua descricao mais pormenorizada, sendo
também apresentados, ainda que resumidamente, alguns algoritmos para a sua re-
solucao. Um estudo mais aprofundado pode ser conseguido recorrendo a vasta lite-
ratura existente e da qual salientamos [4, 6, 7, 10, 19, 20].
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Sem perda de generalidade, quando nos referirmos a este problema iremos con-
siderar ¢;; como sendo um valor inteiro, apenas com o objectivo de tornar mais
simples os programas elaborados.

Se o0 objectivo pretendido fosse o de maximizar a fungao ¢(p) obteriamos o pro-
blema do Trajecto Mais Longo, Mais Caro, Mais Lento, etc. ..

2.2 Problema do Trajecto de Capacidade Maxima

Suponhamos agora, e de acordo com o exemplo anterior, que pretendiamos encontrar
uma forma de transportar o maior nimero possivel de pessoas de uma estacao para
outra, considerando que em cada ligagao existe um limite méximo de pessoas a
transportar.

Assim, neste problema associamos a cada arco (4, j) de (N, A) um valor ¢;; € R™,
que designamos por capacidade do arco (3, 7).

Como é natural, o nimero de pessoas a transportar, seguindo um dado trajecto
entre duas estagoes, sera condicionado pela capacidade das ligacoes entre as estacoes
desse trajecto. Iremos entao considerar a funcao

¢ : Pw—R" : p — c(p) = min ¢,
(i.j)ep
que denominaremos por fun¢ao capacidade. Dado p € P,,, o valor ¢(p) representa
o numero de pessoas que é possivel transportar da estacao u para a estacao v,
seguindo o trajecto p, isto é, representa a capacidade do trajecto p de u para v.

Por forma a simplificar a notacao escreveremos ¢(p) = H%Din Cij-

O objectivo deste problema é pois, e como o préprio nome indica, determinar um
trajecto p* de u para v, cuja capacidade seja maxima, isto é, tal que c(p*) > c(p),
para todo o p € Py,.

O problema do Trajecto de Capacidade Maxima diz-se do tipo MAXMIN uma
vez que pretendemos maximizar uma funcao definida como sendo o minimo de um
conjunto finito; isto é, queremos obter

Jps cp) = mppmmin i

Analogamente poderiamos considerar um problema do tipo MINMAX. Nesse

caso teriamos c(p) = max c;j € 0 objectivo seria encontrar

min max ¢;;.
2

uv

Este problema é conhecido por problema do Trajecto de Fiabilidade Minima.
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2.3 Problema do Trajecto de Menor Custo por Unidade de
Tempo

Voltando ao exemplo da rede do metropolitano, suponhamos que pretendiamos de-
terminar a forma mais barata de ir de uma estacao para outra, em termos de custo
por unidade de tempo, isto é, com menor custo mas tendo em conta a duracao da
viagem.

Neste caso serd necessério associar a cada arco (i, j) da rede dois valores numéricos,
c}j € R, e c?j € IR". O primeiro valor representa o custo do arco e o segundo o
tempo que é necessario para o0 percorrer.

Assim, iremos considerar duas funcoes ¢! e ¢?. A primeira é definida por:

¢ Pw—TR :p —>cl(p):Zc%j
p

e representa o custo de percorrer o trajecto p.
A segunda funcao é definida por:
¢ Pw—RY:p —p) = Zc?j
p
e representa o tempo necessario para percorrer o trajecto p.
O objectivo deste problema consiste pois em determinar um trajecto p* de u
para v, que tenha um menor custo por unidade de tempo, isto é, que minimize

c'(p)

c(p) = 200) no conjunto Py,.

2.4 Problema do Trajecto de Menor Custo por Unidade de
Capacidade

Este problema ¢é andlogo ao anterior, embora neste caso se pretenda determinar a
forma mais barata de ir de uma estacao para outra, em termos de custo por unidade
de capacidade.

Neste problema, a cada arco (i,j) da rede sdo associados dois valores c}j clRe
c?j € R". Geralmente, designamos o primeiro valor por custo do arco e o segundo
por capacidade.

Consideremos entao duas funcoes c' e 2. A funcio ¢! é definida por:

¢ Py — R p —c(p) = ¢
p

e representa o custo em percorrer o trajecto p; a funcao ¢ é definida por:

& Pw—R" :p —>02(p):rr;inc?j
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e representa a capacidade do trajecto p.

O objectivo deste problema é determinar um trajecto p* de u para v, que tenha

1
c

o menor custo por unidade de capacidade, isto é, que minimize c(p) = QEP; no
c\p

conjunto Pys,.

Tal como o anterior, este problema por ser interpretado como um problema
de Multiobjectivos. Sem pretendermos abordar este tipo de problemas, referimos
apenas que ¢ necessario obter uma optimizagao relativa a duas fungoes, c¢'(p) e ¢(p)
(ou mais, se associarmos mais valores a cada arco).

3 Problema do Trajecto Mais Curto

Na seccao anterior foi descrito, resumidamente, o problema do Trajecto Mais Curto.
Dada a importancia deste problema, na presente seccao vamos apresenta-lo de forma
um pouco mais aprofundada, sendo ainda descritos alguns dos algoritmos conhecidos
para a sua resolucao.

Relembrando este problema, a cada arco (i, ) associamos o valor ¢;j, que con-
sideramos ser inteiro, sem perda de generalidade. Pretendemos entao minimizar em
P a fungao custo ¢(p) = > p Cij- E de notar que se p nao contiver arcos, isto €, se o
trajecto p for constituido apenas por um né, entao convencionamos que ¢(p) = 0.

Seja C um ciclo de (N,.A), C diz-se um ciclo negativo para o problema do
Trajecto Mais Curto se ¢(C) = 3¢ ¢;; < 0. Uma vez que estamos a supor que P # (),
o problema do Trajecto Mais Curto tera sempre solucao éptima. Dizemos que este
problema é finito se tem solucao 6ptima de custo finito. E demonstrado no lema 3.1
que o problema do Trajecto Mais Curto é finito se e s6 se a rede nao contiver ciclos
negativos.

Lema 3.1 O problema do Trajecto Mais Curto € finito se e s se nao existem ciclos
negativos em (N, A).

Demonstragao: Comecemos por demonstrar que se o problema tem solucao
6ptima de custo finito entao nao existem ciclos negativos na rede.

Suponhamos entao que ¢(C) < 0, para um dado ciclo C da rede.

Consideremos um né v de C. Como foi referido anteriormente, supomos que
Py # 0 e que Py # 0, para todo o né i de (N, A); portanto, podemos considerar um
trajecto de s para v, que denotaremos por p;, e outro de v para t, que denotaremos
por p,. Assim, qualquer que seja k > 1, g, = p1 ©C¥ opy é um trajecto de s para t, e

c(ge) = c(p1) + ¢(C*) + c(p2) = c(p1) + k c(C) + c(p2),



pelo que,
i e(a) = elp) + clp) + lim_kelC).
Dado que ¢(C) < 0, entdo limy_, 1 ¢(gx) = —oc e o problema nao é finito.

Para mostrar a implicacao contraria devemos mostrar que se nao existem ciclos
negativos em (N, .A), entdo o problema do Trajecto Mais Curto é finito. Como
veremos adiante, neste caso os algoritmos de rotulagao calculam uma solucao 6ptima
finita, isto é, uma solucao constituida por um nimero finito de arcos e de nés. Dado
que ¢;; € finito, qualquer que seja o arco (i, j), fica garantida a existéncia de uma
solucao 6ptima de custo finito. 0O

No que se segue, iremos supor que as redes consideradas nao contém ciclos ne-
gativos, isto é, ¢(C) > 0, para todo o ciclo C em (N, A), o que garante a finitude do
problema.

Caso nao existam ciclos negativos em (N, .A) o problema do Trajecto Mais Curto
tem sempre uma solucao optima que é um trajecto que nao contém ciclos, ou seja,
um caminho. Este resultado é demonstrado no lema 3.2.

Lema 3.2 Suponhamos que ¢(C) > 0, para todo o ciclo C em (N, A). Entio existe
uma solugdo dptima do problema do Trajecto Mais Curto de s parat em (N, A) que
¢ um caminho.

Demonstragdo: Dado que P # (), pelo lema 3.1 existe p* € P que é solucao
6ptima finita do problema em questdao. Ou seja, ¢(p*) < ¢(p), para todoop € P e
c(p*) é finito.

Suponhamos que p* nao é um caminho, isto é, que p* se pode escrever na forma

pr=p1oCiopyoCoo...0proCropp,

onde Cy, ..., Cy sao ciclos de (N, A) e py,...,pey1 sa0 caminhos na mesma rede, com
¢ > 1. Entdo, c(p*) = S e(pi) + S5, ¢(Ch).

Por hipétese nao existem ciclos negativos na rede, pelo que ¢(C;) > 0, para
XS {17 e '76}7 e Zf:l C(Cz) Z 0, ou Seja’ Zfill C(pi) S C(p*)a €PLoO... O P ¢ um
caminho de s para t, tal que

c(pro...opp1) < e(p*) <e(p), paratodoop € P.

Concluimos portanto que p; ¢ ... o pyyq1 € solucao 6ptima do problema do Trajecto
Mais Curto e é um caminho de s para t. O
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Um outro problema classico da Optimizacao em Redes é o problema do Caminho
Mais Curto, em que se pretende encontrar um caminho de custo minimo. O problema,
do Caminho Mais Curto tem sempre uma solucao 6ptima finita, uma vez que o
dominio da respectiva funcao objectivo é constituido pelo conjunto dos caminhos de
s para t, e um caminho nao contém ciclos. Além disso, o niimero de caminhos entre
dois nos distintos de uma rede é sempre finito.

De facto, as redes com maior nimero de caminhos entre dois nés distintos,
supondo que existe um unico arco entre dois nos, sao aquelas que contém um arco
entre quaisquer dois noés distintos da rede, pelo que o seu nimero de arcos sera
n(n —1). Estas redes sao denominadas redes completas.

O numero de caminhos entre dois dados nés de uma rede deste tipo é superior
a (n — 2)!. De facto, dados dois nds numa rede deste tipo, existe 1 caminho com 2
nés, n — 2 caminhos com 3 nés, (n — 2)(n — 3) caminhos com 4 ndés, ..., e (n —2)!
caminhos com os n nés da rede. Assim, o numero de caminhos entre dois nés de uma
rede completa ¢ dado por 1+ Y7 5 [Ti2h(n—j) e 1+ X705 [Tih(n — j) > (n —2)!.

O facto de (N, A) conter ou nao ciclos negativos nao altera a finitude do problema
do Caminho Mais Curto, uma vez que, desde que exista um caminho de s para t,
este problema tem sempre solucao éptima de custo finito.

Existem varios processos para a resolucao do problema do Trajecto Mais Curto.
Um deles tem por base a formulacao do problema em termos de um programa linear,
que pode ser resolvido por algoritmos do tipo simplex, que tiram partido da estru-
tura especial das matrizes dos coeficientes.! No entanto, varios outros algoritmos,
baseados no chamado Principio de Optimalidade, permitem também resolver este
problema de modo eficiente. Voltaremos a referir-nos a estes algoritmos, com algum
pormenor, mais a frente.

Diz-se que o problema do Trajecto Optimo verifica o Principio de Optimali-
dade se qualquer trajecto 6ptimo é constituido por subtrajectos éptimos.

A nao existéncia de ciclos negativos numa rede é condi¢ao necessaria e suficiente
para que o problema do Trajecto Mais Curto verifique o Principio de Optimalidade,
como é demonstrado no lema 3.3.

Lema 3.3 Qualquer trajecto mais curto de s para t em (N, A) é constituido por
subtrajectos mais curtos se e somente se nao existem ciclos negativos em (N, A).
Demonstragdo: Suponhamos que a rede (N,.A) contém pelo menos um ciclo
negativo, C, e seja v um né de C. Uma vez que Py, # 0 e Py # 0, podemos
considerar dois trajectos p; e py, de s para u e de u para t, respectivamente.

!Dado néo terem interesse na resolucdo do problema dos K Trajectos Mais Curtos, os algoritmos
do tipo simplex nao sdo abordados neste trabalho.
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O problema do Trajecto Mais Curto de s para t nesta rede nao é finito. De
facto, seja q; = p1 ©CF o py, k > 1, uma sucessao de trajectos de s para t na rede
considerada; designando por o, 0 limg_, o g € dado que limy_, o c(gr) = —o0,
entao ¢, € solucdo 6ptima do problema, embora nao seja finita. Além disso, o
subtrajecto p; de gx nao é o mais curto de s para u, para todo o k£ > 1, uma vez que
p1 ©C? é também trajecto de s para u e c(p;) > c(p; o CF).

Consideremos agora que a rede (N, A) ndo contém ciclo negativos. Entao, pelo
lema 3.1, o problema do Trajecto Mais Curto é finito. Seja p* € P um trajecto mais
curto de s para t em (N, A); isto é, ¢(p*) < ¢(p), para todo o p € P. Quaisquer que
sejam u e v, nés distintos de p*, pretendemos mostrar que sub,«(u,v) é um trajecto
mais curto de u para v.

Suponhamos o contrario, isto é, que existe um trajecto ¢, de u para v, tal que
c(q) < e(subys (u,v)). Entao sub,«(s,u) ¢ ¢ ¢ suby(v,t) é um trajecto de s para t e

c(subys (s, u) © g o suby (v, 1)) = c(suby«(s,u)) + c(q) + c(suby (v, 1))

< c(subys (s, u)) + c(subys (u, v)) + ¢(subys (v, t)
= c(p*),
pelo que p* nao é o trajecto mais curto, o que contraria a hipotese. O

A primeira parte deste lema pode ser exemplificada considerando a rede da
figura 3, contendo o ciclo C = (1,2,1) de custo ¢(C) = —1.

Figura 3

Seja qp = (s, 1)oCko(1,t), com k > 1, uma sucessdo de trajectos de s para 1 nesta
rede. A solugao 6ptima deste problema é limy_, | o, g € 0 subtrajecto (s, 1) de g nao
é o mais curto de s para 1, para todo o k > 1, uma vez que c((s, 1)) > c¢((s, 1) oCF).

Tendo por base o Principio de Optimalidade, podemos definir uma classe de
algoritmos designados por algoritmos de rotulagao. Estes algoritmos determinam
nao sé o trajecto mais curto de s para ¢, mas também uma arvore com raiz em s
e onde o trajecto de s para i, qualquer que seja i € N — {s}, é o mais curto. A
esta arvore damos o nome de arvore dos trajectos mais curtos com raiz em
s. E de notar que esta arvore contém o trajecto pretendido, ou seja, o trajecto mais
curto de s para t.
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3.1 Algoritmo Geral de Rotulacgao

Iremos em seguida descrever o algoritmo geral de rotulagao que, dada uma rede sem
ciclos negativos, determina a arvore dos caminhos mais curtos com raiz em s.

Consideremos o conjunto auxiliar X, constituido pelos nés para os quais ja se
determinou um trajecto a partir de s e a partir dos quais ainda se poderao determinar
melhores alternativas para os trajectos determinados.

A cada né i da rede associamos um par, (7}, &F), que denominamos por rétulo
de i (daf o nome de algoritmo de rotulac¢do). O valor de 7§ representard o custo do
melhor trajecto de s para ¢ determinado numa dada altura da execucao do algoritmo;
o valor de & designara o né que antecede 7 nesse trajecto. Inicialmente, para ¢ # s,
é atribuido a 7§ o valor +o00 que é um majorante dos seus possiveis valores. (Sempre
que possivel é atribuido a 7 um valor melhor, ou seja, um valor inferior.)

O algoritmo geral de rotulacao é apresentado em seguida no algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1: Algoritmo geral de rotulagao
my +— 0;
Para (todo o i € N — {s}) Fazer ©{ +— +o0;
X« {sh
Enquanto (X # () Fazer
1 <— um dos nés do conjunto X;
X — X —{i};
Para (todo o (i,j) € A tal que 7] > 7} + ¢;;) Fazer
T T + Cij
& 4
Se (j ¢ X) Entdo X «+— X U{j};
FimPara
FimEnquanto

Este algoritmo pode ser implementado computacionalmente de varias formas,
dependendo cada uma delas da estrutura de dados utilizada para representar o
conjunto X. Essa estrutura determina, em principio, nao sé o né a retirar de X em
cada passo, mas também o modo como X é manipulado, o que nao é especificado
no algoritmo.

Supondo que ¢;; > 0 para todos os arcos (i, j) da rede, o algoritmo de Dijkstra,
[5, 7], é uma variante do algoritmo de rotulagao onde o né, i € N, escolhido em X
é o de menor custo naquele conjunto. Este algoritmo é descrito resumidamente em
3.2.
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Algoritmo 3.2: Algoritmo de Dijkstra
s <— 0;
Para (todo o i € N — {s}) Fazer ©{ +— +o0;
X — {sh;
Enquanto (X # ()) Fazer
t +— no6 de X tal que ] < 7rj-, qualquer que seja j € X;
X X - {i};
Para (todo o (i,j) € A tal que 7} + ¢;; < m}) Fazer
71'; — 7Tf + ¢ij;
£ 4
Se (j  X) Entdo X «+— X U{j};
FimPara
FimEnquanto

Ao contrario do algoritmo geral de rotulacao, o algoritmo de Dijkstra é dito de
rotulos definitivos. Esta denominagao é devida ao facto de a partir do momento em
que um né ¢ é retirado do conjunto X, 7} é o valor do trajecto mais curto de s para
1, isto é, o rétulo de ¢ nao voltara a ser alterado. Este resultado é demonstrado no
lema 3.4.

Lema 3.4 Admitamos que c¢;; > 0, para todo o arco (i,j) € A. No algoritmo de
Dijkstra, o rotulo de um no nao é melhorado a partir do momento em que este é
escolhido no conjunto X.
Demonstracao: Seja v um né que num passo do algoritmo de Dijkstra foi re-
movido do conjunto X. Suponhamos que existe um né i, retirado posteriormente
de X, a partir do qual é possivel rotular novamente v, ou seja, 7} + ¢;, < 7.
Suponhamos que, quando v foi retirado de X, o n6 i pertencia a X. Entao v foi
o n6 escolhido com menor rétulo, logo 7} > m, e, como por hipdtese ¢;; > 0 para
todos os arcos (i,7) da rede, teriamos 7} + ¢;, > 7.
Suponhamos agora que, quando v foi retirado de X, o né ¢ ainda nao tinha
pertencido a X. Entao i foi rotulado, directa ou indirectamente, a partir de um noé
j, pertencente a X naquele momento. Assim, sendo os custos dos arcos da rede nao

1 S S S S S S. S S
negativos, 7} > m; e como 7} > 7, temos m; > m,; logo m + ¢; > 7, e portanto v
nao pode ser rotulado a partir de %.

Concluimos portanto que o rétulo de v é definitivo. O

Sendo um algoritmo de rotulacao, este algoritmo determina a arvore dos cami-
nhos mais curtos com raiz em s. Se pretendermos obter apenas o caminho mais curto
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de s para t podemos interromper o ciclo quando o né t é rotulado definitivamente,
isto é, quando ¢ é retirado de X.

Também este algoritmo pode ser implementado utilizando diferentes estruturas
de dados para o conjunto X. Em cada passo do algoritmo pretendemos retirar de
X 0 seu n6 com menor rétulo. Assim, é natural pensar, por exemplo, em duas
hipdteses: manter o conjunto ordenado ou nao ordenado, segundo os valores de 77,
com i € N. O facto de X ser um conjunto ordenado facilita a remocao dos nds
em cada passo, tornando-a imediata. No entanto, manter a ordenacao de X implica
também um maior esforco computacional.

Estudemos em seguida a ordem de complexidade deste algoritmo.

O ciclo Enquanto do algoritmo é executado (n — 1) vezes, uma vez que basta
rotular, ou seja, remover de X, (n — 1) nds.

A partir de um n6 retirado de X podemos tentar rotular, no maximo, (n — 1)
novos noés, supondo que existe um arco entre todos os pares de nos distintos. Temos
portanto, no mdximo, (n — 1)? tentativas de rotulagao, pelo que o processo de
rotulagao é de O(n?), no pior dos casos.

Além das tentativas de rotulacao temos ainda de considerar as operacoes efec-
tuadas na pesquisa do né a retirar em cada passo do ciclo. Admitamos que X nao é
mantido ordenado, sendo pois necessario efectuar uma pesquisa exaustiva em cada
passo do algoritmo, de modo a encontrar o né de X com menor rétulo.

Supondo que a partir do primeiro n6é em X foram colocados (n — 1) novos nds, a
primeira pesquisa exaustiva realizar-se-ia sobre um conjunto com (n — 1) elementos,
a segunda sobre um conjunto com (n — 2), a k%2 gobre um conjunto com (n — k),
e assim sucessivamente até que na ultima, X teria apenas 1 elemento. Ou seja, o
nimero de comparacoes efectuadas seria Y77 (n—i) = 1(n?—n), pelo que o niimero
de comparagoes efectuadas seria de O(n?).

Ou seja, o algoritmo de Dijkstra para determinacao do trajecto mais curto de s
para t tem, no pior dos casos, uma complexidade de O(n?) +O(n?), isto é, de O(n?).

Um estudo bastante pormenorizado sobre possiveis implementacoes dos algorit-
mos de rotulagao pode ser visto em [5].

3.2 Arvore dos Trajectos Mais Curtos com Raiz em ¢

Um problema analogo ao anterior é o problema do trajecto mais curto de todos os
nés de (N, .A) para t.

Ambos os algoritmos descritos anteriormente podem determinar, apds conve-
nientes alteragoes, uma arvore com raiz em t e onde o trajecto de todo o no
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i € N — {t} para t é o mais curto. A esta drvore damos o nome de drvore dos
trajectos mais curtos de todos os nés para t.

Este problema é analogo ao da determinacao da arvore dos trajectos mais curtos
de s para todos os nds, com as diferencas de que a raiz da arvore procurada é o no ¢
e de que pretendemos determinar trajectos de todos os nés para um outro, t. Como
no problema anterior, esta arvore contém também o trajecto mais curto de s para ¢

em (N, A).

Apesar de a adaptagao do algoritmo geral de rotulacao e do algoritmo de Dijkstra
a resolucao deste problema ser relativamente simples, parece-nos conveniente a des-
cricao de pelo menos uma delas, dada a sua utilizacao em problemas apresentados
mais adiante.

A cada né i da rede associamos o par (n}, &), onde o valor de 7! representa o
custo do melhor trajecto de ¢ para t determinado numa dada altura da execucao do
algoritmo e o valor de & designa o né que se segue a i nesse trajecto. Como nos
algoritmos anteriores, inicialmente é atribuido a 7! o valor 0 e a 7! o valor +o0o, para
i € N —{t}. Sempre que possivel esse valor é melhorado.

A adaptacao do algoritmo de Dijkstra para determinacao da arvore dos trajectos
mais curtos de todos os nés para t é apresentada em 3.3.

Algoritmo 3.3: Algoritmo de Dijkstra, para determinacdo da drvore dos trajectos
mais curtos com raiz em t
it «— 0;
Para (todo 0 i € N — {t}) Fazer ! +— +o0;
X «— {t}
Enquanto (X # () Fazer
i +— n6 de X tal que «} < 7r§, qualquer que seja 7 € X;
X +— X —{i}
Para (todo o (j,7) € A tal que 7} + ¢j; < 7}) Fazer
7r§- — w4 Cji;
& «— 4;
Se (j  X) Entdo X +— X U{j};
FimPara
FimEnquanto
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4 Problema dos K Trajectos Mais Curtos

Neste paragrafo iremos descrever o problema dos K Trajectos Mais Curtos e alguns
dos seus casos particulares. Este problema é uma generalizacao do problema do
Trajecto Mais Curto, descrito anteriormente.

Voltando ao exemplo que temos vindo a utilizar, suponhamos que pretendiamos
viajar o mais rapidamente possivel entre duas estacoes, mas que s6 o poderiamos
fazer a partir das 13 horas. A determinacao do trajecto mais rapido entre aquelas
estacoes poderia nao ser suficiente para resolver o problema; no entanto poderiamos
pensar em encontrar, nao apenas a via mais rapida, mas as K mais rapidas para ir
de uma estacao a outra, sendo K um nimero natural, que pode ser ou nao conhecido
previamente. Obter-se-ia assim, por ordem nao decrescente de custos, uma sequéncia
de K trajectos, na qual poderiamos escolher o que tivesse o horario mais adequado.

No que se segue, iremos considerar que K é um numero natural dado e K > 1.

No problema dos K Trajectos Mais Curtos pretendemos enumerar K trajectos
entre s e t, por ordem nao decrescente de custos; isto é, pretendemos determinar

um conjunto {p1,...,px} C P constituido por K trajectos distintos de s para t e
tais que:
e p; é determinado exactamente antes de p; 1, para todoo i € {1,..., K — 1};

e ¢(p;) < c(piy1), qualquer que sejai € {1,..., K —1};

e ¢(pg) < ¢(p), paratodoop € P —{p1,...,px}-

Para K =1 este problema reduz-se ao problema do Trajecto Mais Curto.

Dado que neste problema pretendemos determinar os K trajectos mais curtos,
sao permitidas repeticoes de nés em cada um dos trajectos, pelo que é possivel
determinar trajectos com ou sem ciclos. Trata-se pois do problema dos K Trajectos
Mais Curtos, dito sem restricoes. Podemos no entanto considerar variantes deste
problema impondo restrigoes aos trajectos a determinar. Algumas destas variantes
sao descritas abreviadamente de seguida.

4.1 Problema dos K Trajectos Disjuntos

Apesar do objectivo deste trabalho nao ser o estudo deste problema vamos descrever
neste paragrafo, dois subproblemas do problema dos K Trajectos Disjuntos, dado
serem exemplos de problemas dos K trajectos com restricoes.
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Diremos que dois trajectos de s para t sao disjuntos se nao tiverem noés e arcos
em comum, excepto obviamente os nos inicial e terminal. Este conceito pode ser
extendido trivialmente para mais do que dois trajectos.

De modo a simplificar a notagao iremos considerar associados a todo o né i
duma rede (N, A) os conjuntos D(i) = {j € N : (i,j) € A}, conjunto dos nés
sucessores de arcos com inicio em i, e R(i) = {j € N : (j,i) € A}, conjunto dos nés
antecessores de arcos terminando em i.

O objectivo deste problema é determinar os K trajectos disjuntos mais curtos
de s para t. Mais pormenores podem ser encontrados em [25].

4.1.1 Problema dos K Trajectos Arco-Disjuntos

De acordo com a definicao dada anteriormente, dizemos que dois trajectos de s para
t sao arco-disjuntos se nao tiverem arcos em comum.

O objectivo do problema dos K Trajectos Arco-Disjuntos, é determinar os K
trajectos mais curtos que nao contém arcos em comum. Este problema pode ser
formulado, em termos de um programa linear, na forma:

min Z CijTij
(1.j)eA

K se 1=s,

S.a. Z ZTij — Z Tj; = 0 se ’iEN—{S,t},

JeD(i) JER(i) —K se 1=t
0 < Lij < 1, V(Z,j) e A

Da solugao deste programa linear obtém-se os K trajectos mais curtos de s para
t, arco-disjuntos. E de notar que na solucao do programa linear acima, em geral, é
necessario identificar ainda cada um dos trajectos.

Estamos assim a assumir que o problema dos K Trajectos Arco-Disjuntos Mais
Curtos tem solucao. No caso desta nao existir, o mesmo acontece ao programa linear
acima.

E ainda de realcar que determinar o trajecto mais curto, elimina-lo da rede e
determinar o trajecto mais curto na rede resultante, nao resolve o problema. Tal
facto pode ser constatado no exemplo apresentado na rede da figura 4, onde o né
inicial é 1 e o terminal é 4.

Nesta rede, os dois trajectos arco-disjuntos mais curtos sao p; = (1,2,4) e
pa = (1,3,4). No entanto, p = (1,2, 3,4) é o trajecto mais curto de 1 para 4 naquela
rede, e nem sequer faz parte da solucao 6ptima do problema.
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Figura 4

4.1.2 Problema dos K Trajectos No6-Disjuntos

Ainda de acordo com a definicao dada, dizemos que dois trajectos de s para t sao
no-disjuntos se nao tiverem ndés em comum, excepto o inicial e o terminal. Todos
os trajectos no-disjuntos sao ainda arco-disjuntos, embora o inverso nao seja em
geral verdade.

O objectivo do Problema dos K Trajectos N6-Disjuntos é determinar os K tra-
jectos mais curtos de s para t que nao contém noés intermédios em comum.

Este problema pode ser reduzido ao anterior, bastando para isso alterar de forma
conveniente a rede (N, .A) dada.

Com base em (N, A) é construida uma nova rede (N*,,A4*), como se segue. Todo
o né i € N origina dois nés da nova rede, tais que ;7" € N* e (¢,i") € A*
Finalmente, todo o arco (i,j) € A dé origem ao arco (i",j') € A*.

E de notar que A* é constituido apenas por arcos da forma (¢',4"), para todo o
i € N, e por arcos da forma (i, '), para todo o (i,7) € A. Além disso, os custos
associados a cada arco sao ¢y;» = 0, para todo o i € N, e ¢;njr = ¢4, para (i, j) € A.

Representando por D*(i) e R*(i) os conjuntos D(i) e R(i) na rede (N*,A*),
respectivamente, o problema pode entao ser formulado, do seguinte modo:

min Z CijTij
(i,j)eA*
K se i=4¢,
sa. Y Ty— Y, Tji= 0 se ie N*—{s,t"},
JED*(3) JER* (i) —K se i=1",
zi; < 1, ¥(i,7) = (2',2") € A,
Tij Z 0, \V/(Z,]) S ./4*.

E de notar que cada par de trajectos arco-disjuntos em (N*,A4*) estd associado
a um par de trajectos né-disjuntos em (N, A).

Também neste caso as solucoes nao sao obtidas ordenadamente, sendo necessario
identificar cada trajecto na solucao éptima do programa linear.
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4.2 Problema dos K Caminhos Mais Curtos

Outro tipo de problema dos K trajectos mais curtos com restricoes é o problema
dos K Caminhos Mais Curtos, em que se pretende enumerar os K caminhos mais
curtos entre dois dados nés de uma rede; isto é, determinar, de forma ordenada, os
K caminhos mais curtos entre dois n6s de uma dada rede.

Este problema difere do problema dos K Trajectos Mais Curtos por nao serem
admitidos trajectos com ciclos. Claramente, se a rede nao contiver ciclos, todos os
trajectos sao também caminhos o que implica que os dois problemas sejam equiva-
lentes.

Uma estratégia simples para a resolucao deste problema consiste em ir enu-
merando os trajectos mais curtos e, de entre estes, considerar apenas 0os que sao
caminhos. Com base nesta e noutras estratégias é possivel considerar vérios algo-
ritmos para resolucao deste problema.

Mais adiante iremos descrever este problema mais pormenorizadamente, bem
como alguns algoritmos para a sua resolugao.

5 Enumeracao dos K Trajectos Mais Curtos

Na seccao anterior foi descrito resumidamente, o problema dos K Trajectos Mais
Curtos. Nesta seccao iremos apresentar este problema de forma mais aprofundada,
descrevendo ainda alguns algoritmos para a sua resolugao.

Recordemos que, neste problema, para um dado K > 1, pretendemos determinar,
por ordem nao decrescente de custos, os K trajectos mais curtos entre dois dados
nés. Ou seja, pretendemos determinar um conjunto de trajectos {pi,...,px} C P
tais que ¢(p;) < ¢(pit1), sendo p; determinado exactamente antes de p;, 1, para todo

oie{l,...,K -1}, e c(px) < ¢(p), paratodoop € P —{p1,...,px}-

5.1 Arvore dos Trajectos Entre Dois No6s

O conjunto dos trajectos entre dois dados nés de uma rede pode ser organizado numa
estrutura que forma uma arvore. Com base nesta estrutura é possivel desenvolver
algoritmos para a resolucao do problema dos K Trajectos Mais Curtos.

Iremos descrever em seguida esta arvore.

Consideremos entao uma rede (N, A) e dois dados nds, s e t, dessa rede. Admi-
tamos ainda que s # t, e que pretendemos enumerar os K trajectos mais curtos de
s para t.



20 5 ENUMERACAO DOS K TRAJECTOS MAIS CURTOS

Sejam p e ¢ dois trajectos distintos de s para t em (N, A); entdo p e ¢ tém uma
parte inicial comum, que é simultaneamente um subtrajecto de p e ¢, e podendo
eventualmente ser constituido apenas pelo né inicial, s.

Este resultado pode ser generalizado para qualquer nimero de trajectos.

Seja k um dado numero natural tal que k£ > 1, e sejam pq,...,px trajectos
distintos de s para t em (N, A). Parai € {1,...,k}, consideremos que p; é da forma
pi = (v}, a4, v, ..., aj_,,v;). Para ndo sobrecarregar a notagao, representemos por
sub; (v}, v}) o subtrajecto de p; desde o né v}, até ao né v, com z,y € {1,...,0}.
O trajecto p; coincide com p; desde s até um seu né de ordem n;, ou seja, até vﬁi,

para todo o ¢ € {1,...,k —1}. O conjunto {vf ,...,vf } é constituido pelos nés
de py, onde este trajecto se separa de py,...,pe—1. O né de {v},...,vi 1} parao

qual n; é maximo serd designado por né desvio de p; e serd denotado por v’oik. @)
k

subtrajecto suby(s,vg ) é o subtrajecto com maior nimero de ndés que p; tem em
comum com algum dos trajectos de {py,...,pg 1}
Cada trajecto pr € {pi1,...,prx} pode pois ser caracterizado por uma parte

inicial, um né desvio e uma parte final. A parte inicial de p; é subk(s,v(’;k), 0 né
k

Qp
que a parte inicial é constituida apenas por s e que o né desvio é o né inicial s.

desvio é v* e a parte final, subk(vﬁk,t). Para o trajecto p; consideramos em geral
Neste caso a parte final coincide com o proprio trajecto.

Para clarificar, consideremos por exemplo a rede da figura 5, onde os nos inicial
e terminal sao, respectivamente, s =1 e t = 5.

Figura 5

A figura 6 representa o modo como se organizam os trajectos pi,...,ps que se
definem de s para t na rede da figura 5.

Como podemos observar na figura 6, na representacao grafica daqueles trajectos
juntamos a cada né i € N o valor do custo do trajecto de s para ¢ em questao.

E de notar, por exemplo, que o trajecto ps se desvia de p; no né v3 =3, e de p
no né v} = 1. Dizemos entao que v = 3 é 0 né desvio de p3 e a sua ordem é az = 3.

Podemos entao considerar uma arvore formada a partir dos trajectos py, ..., pg,
a que daremos o nome de arvore dos K trajectos mais curtos para ¢t com raiz
em s.
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Figura 6

Se (N, A) ndo contiver ciclos (como no caso da rede representada na figura 5)
todos os trajectos de (N, A) sdao caminhos, pelo que podemos considerar um valor
qualquer para K, nao superior ao nimero de caminhos de s para t. No entanto, se
(N, A) contiver ciclos, o nimero de trajectos que podemos definir de s para ¢ nao
é finito, nao sendo pois possivel construir a arvore de todos os trajectos para ¢t com
raiz em s.

E importante salientar que para assegurar a estrutura de arvore, o mesmo no6 da
rede deve ser representado de forma diferente quando nela surge mais do que uma
vez; isto é, quando pertence a mais do que um trajecto ou quando aparece repetido
num mesmo trajecto.

Seja X um conjunto de niimeros naturais representando os nés de uma arvore de
trajectos. Como foi referido, é possivel (e provavel) que um né da rede faga parte
de mais do que um trajecto de s para t. De modo a distinguir os nos da rede que
surgem mais do que uma vez nesta arvore, definimos uma funcao h : X — N, por
forma a que cada né da arvore seja representado por um nimero natural em X,
todos distintos entre si. A aplicacao h indica o né de (N, A) que corresponde a um
certo né da arvore.

Utilizando a aplicagao h, a arvore dos trajectos de 1 para 5 em (N, .A) pode ser
representada como na figura 7, sendo a aplicagao h utilizada definida na tabela 1.
Poderiamos no entanto ter considerado h definida de modo diferente; desde que
associemos diferentes niimeros naturais a cada n6 da arvore.

Graficamente é clara a diferenca entre o mesmo né quando este surge em locais
diferentes da arvore. Assim, no que se segue a sua representagao grafica serd por isso
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ieX 1]2[3][4[5[6]7[8]9[10]11[12]13
Wi)EN |1|2|3]4|3[5|4(5(5| 4|55 ]5

Tabela 1

realizada apenas com base no nimero natural que o representa na rede, tal como na
figura 6.

Os algoritmos para o problema da enumeracao dos K trajectos mais curtos po-
dem ser divididos em dois grupos. O primeiro é constituido pelos algoritmos que
se baseiam na forma em arvore como se organizam os trajectos a determinar; estes
algoritmos constroem uma sobredrvore da arvore dos K trajectos mais curtos de s
para t, isto é, uma arvore que contém a arvore a determinar. O segundo grupo é
constituido pelos algoritmos que tém por base o Principio de Optimalidade, que serda
enunciado mais adiante, e que é uma generalizacao do Principio de Optimalidade
para o problema do Trajecto Mais Curto.

Antes de descrever estes algoritmos é de notar que iremos considerar, no que
se segue e sem perda de generalidade, que nao existem arcos que terminem no né
inicial, s, nem arcos que se iniciem no né terminal £. Podemos assim considerar
também que todos os trajectos de s para t tém, pelo menos, trés arcos. De facto,
é sempre possivel acrescentar dois ndés ao conjunto N, S e T, que denominamos
respectivamente por super-no inicial e super-né terminal, acrescentando ainda
os arcos de custo nulo, (S,s) e (¢,T).
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Voltando a considerar a rede da figura 5, e apos terem sido acrescentados os
super-nos inicial e terminal, obtemos a rede da figura 8.

0 8
0
@ 0 1 1 )3 5 0 @
0
1 b)
Figura 8

Se p for um trajecto de s para ¢t em (N, A), entdo (S, s) opo(t,T) é um trajecto
de S para T na rede aumentada, exactamente com o mesmo custo de p. E de notar
que, como foi referido, este trajecto tem no minimo trés arcos e que, além disso, os
novos nos inicial e terminal se encontram nas condicoes pretendidas.

Descreveremos em seguida os algoritmos destes dois grupos.

5.2 Algoritmos com Suporte na Construcao da Arvore dos
Trajectos

Como referimos anteriormente, um processo para determinar os trajectos de s para
t em (N, A) é baseado na construgio da drvore dos K trajectos mais curtos ja
descrita, ou na construcao de uma arvore que a contenha. Nesta subseccao iremos
descrever varios algoritmos baseados nesta construcao.

Nos dois primeiros algoritmos a serem apresentados, é realizada praticamente
uma pesquisa exaustiva dos trajectos de s para t; isto é, tenta-se ir construindo
a arvore de todos os trajectos para t com raiz em s. Esta construcao pode ser
conseguida de varias formas, como por exemplo, por niveis ou em profundidade; no
entanto todas as formas tém em comum o facto de a partir de um né ¢ da arvore se
colocarem todos os nés de (N, .A) que sdo sucessores de arcos com inicio em h(7).

No terceiro algoritmo que se apresenta, a arvore é construida a partir da deter-
minacao de trajectos e seus desvios. E utilizado um conjunto onde sao guardados
os trajectos com menor custo que vao sendo calculados.

No quarto algoritmo é utilizado um conjunto analogo. Este algoritmo, embora
apresente algumas semelhancas com o terceiro, realiza uma mudanca de variavel que
permite alterar o processo de determinacao dos K trajectos pretendidos.

Por fim, o ultimo algoritmo apresentado dentro deste grupo combina, de certa
forma, o terceiro e quarto algoritmos. A mudanca de varidvel utilizada no quarto
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algoritmo é aproveitada para facilitar a determinacao dos desvios de trajectos, que
é realizada no terceiro algoritmo.

Os cinco algoritmos deste grupo serao estudados de seguida, mais pormenorizada-
mente.

E de notar que a maior parte destes algoritmos é, tanto quanto temos conheci-
mento, original, ndao existindo por isso bibliografia a referenciar. As excepcoes serao
indicadas na altura devida.

5.2.1 Algoritmo de Pesquisa Exaustiva

Como referimos anteriormente, a determinacao dos K trajectos mais curtos de s
para t passa pela construgao da arvore dos trajectos com raiz em s. Neste paragrafo
iremos descrever um algoritmo que tenta realizar essa constru¢ao dum modo exaus-
tivo, isto é, constréi toda a drvore dos trajectos de s para t em (N, A).

Os nés da arvore em construcao que poderao ainda vir a ser analisados, sao
guardados num conjunto X', tal que X’ C X, sendo posteriormente dai retirados.

Inicialmente, o inico elemento em X' é o né s. Este no é retirado de X' e a partir
dele sao acrescentados a X', como novos nds a analisar, todos os sucessores de arcos
de (N, .A) com inicio em s, que passam assim a pertencer a arvore. O procedimento
é repetido para os novos nés que ainda nao foram analisados.

De um modo genérico, em cada passo do algoritmo é retirado um né de X', até
que este conjunto fique vazio. Se esse no for o terminal, entao foi encontrado um
trajecto de s para t em (N, A).

Como referimos anteriormente, uma vez que estamos a construir uma arvore, de
cada vez que o mesmo né da rede é inserido nesta, essa insercao deverd ser referente
a um no diferente da drvore, pelo que devemos designa-lo de forma diferente.

De modo a distinguir estes casos o algoritmo ira utilizar, para representar cada
n6 que é colocado na arvore, a respectiva ordem de colocagao; isto é, o né s serd
o de ordem 1; os nos colocados na arvore a partir de s serao os de ordem 2, ..., e
assim sucessivamente. O conjunto X' é constituido pelos valores das ordens dos nos
da arvore por analisar.

Para conhecermos o né da rede ao qual esta associada uma certa ordem, definimos
uma funcao h : X — N, onde X C IN. Na implementacao computacional deste
algoritmo, h pode ser representada por um vector que na componente ¢ € X contém
o valor de h(7).

Dado um n6 na arvore de ordem ¢, isto é, dado ¢ € X, consideremos que u ¢é o
n6 da rede que lhe estd associado, ou seja, h(i) = u, com u € N. Ao né i de X
associamos o par (7f,£7), que designaremos por rétulo de i. Esta designagao serd
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por vezes utilizada apenas para referir o valor 77, ao qual &’ esta implicitamente
associado. O valor de 7] representa o custo do trajecto na arvore de 1 para ¢, ou
seja, de um trajecto em (N, A) de s para u, e & designa o né que antecede i nesse
trajecto da arvore, ou seja o n6 que antecede u no trajecto em questao.

Ao contrario do que acontecia para o problema do Trajecto Mais Curto, neste
caso nao é necessario melhorar os valores de 7}, uma vez que se pretendem guardar
todos os trajectos possiveis com inicio em s. Deste modo nao é necessario comecar
por atribuir a 77 um majorante para o valor do trajecto mais curto de s para ¢, para
todooné i € N — {s}.

Como referimos, neste algoritmo um novo trajecto para t é identificado sempre
que seja retirado de X’ um n6 i tal que h(i) = t. Supomos por isso, e sem perda de
generalidade, que o né ¢t nao pode aparecer mais do que uma vez num trajecto. De
facto, se existisse um ciclo em (N, A) contendo ¢ poderiamos acrescentar & rede um
super-né terminal 7' ¢ A e o arco (¢,T) de custo zero. O super-né terminal seria
o né terminal da rede alterada, nao pertencendo a nenhum ciclo, uma vez que nao
existem arcos com inicio em 7.

Além disso, para que este algoritmo seja finito, a rede (N, .A) ndao pode conter
ciclos. De facto, este algoritmo exige que seja construida toda a arvore dos trajectos
de s para t pelo que é finito se e s6 se o conjunto dos trajectos de s para t o for. No
entanto, o conjunto P é finito se e somente se nao existem ciclos na rede, resultado
que é enunciado no lema 5.1.

Lema 5.1 Admitamos que Py # 0 e Py # 0, para todo o né i € N. O conjunto
dos trajectos de s para t em (N, A) é finito se e s¢ se (N, A) nio contiver ciclos.
Demonstragao: Comecemos por demonstrar que se Py é finito entdao (N, .A) nao
contém ciclos.

Suponhamos entao que (N, .A) contém pelo menos um ciclo C.

Seja v um dos nés do ciclo C. Como, por hipétese, Py, # 0 e P, # 0, existem
trajectos p e ¢ de s para v e de v para t, respectivamente. Entao pog,...,poCFoq, .. .,
com k € IN, sdo trajectos distintos de s para t em (AN, .A), pelo que o nimero de
trajectos de s para t nao ¢ finito.

Para mostrar a implicagao contraria devemos mostrar que se nao existem ciclos
em (N, A), entdo P é finito.

Se a rede nao contém ciclos, todo o trajecto entre quaisquer dois nds de (N, A)
¢ também um caminho. No entanto, como referimos na seccao 3, o numero de
caminhos numa rede é sempre finito, portanto o conjunto P é também finito. O

Do lema 5.1 concluimos que este algoritmo, quando aplicavel, resolve simulta-
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neamente o problema dos K Trajectos Mais Curtos e dos K Caminhos Mais Curtos,
uma vez que s6 é aplicavel em redes sem ciclos.
O algoritmo de pesquisa exaustiva é descrito no algoritmo 5.1.

Algoritmo 5.1: Algoritmo de pesquisa eraustiva
ordem <+— 1;
7Tzrdem — 0;
X' +— {ordem};
h(ordem) +— s;
Enquanto (X' # () Fazer
i +— um dos nés do conjunto X’;
X' +— X' —{i};
u — h(i);
Se (u # t) Enté&o
Para (todo o (u,v) € A) Fazer
ordem <— ordem + 1;
X' +— X'U{ordem};
h(ordem) «— v;
A Wf + Cuo;
— 1

s
Tordem

s
ordem

FimPara
Sendo
identificar trajecto de 1 para 7 na arvore;
FimSe
FimEnquanto
identificar os K trajectos mais curtos de s para t em (N, A);

O conjunto X' pode ser manipulado de duas formas:

e Se X' for manipulado como uma lista na forma FIFO (first in first out), entdo
X' é um conjunto ordenado de acordo com a posi¢ao dos seus elementos. As
insercoes sao realizadas no final do conjunto X' e as remocoes no inicio de X'.
Neste caso a construcao da arvore é realizada por niveis.

e Se X' for manipulado como uma lista na forma LIFO (last in first out), os nés
sao inseridos e removidos do inicio de X’ e a construgao da arvore realiza-se
em profundidade.

Com este algoritmo a determinagao dos trajectos de s para t em (N, .A) nao é
realizada de forma ordenada; o que significa que, s6 no final se podem enumerar os
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K trajectos pretendidos. De facto, esta pesquisa de trajectos na arvore é efectuada
dependendo da forma como X' é manipulado, e nao obrigatoriamente por ordem do
custo dos trajectos. No final da execugao do algoritmo os vectores h e £° irao conter
toda a informacao que permite conhecer a arvore dos trajectos, ou seja, todos os
trajectos de s para t em (N, .A). No conjunto destes trajectos podem escolher-se os
K de menor custo.

Este algoritmo, como qualquer algoritmo de pesquisa exaustiva, é extremamente
ineficiente em relacao ao nimero de operacoes efectuadas bem como ao espacgo de
memoria ocupado. De facto, as operagoes realizadas neste algoritmo sao essencial-
mente as rotulacoes dos nés da arvore. Uma vez que é construida a arvore de todos
os trajectos para t com raiz em s, o numero de rotulagoes efectuadas é exactamente
o nimero de nés daquela arvore. Para cada né rotulado é realizada ainda uma com-
paragao; portanto, o nimero de operacoes realizadas por este algoritmo é o dobro
do ntiimero de nés da arvore.

Considerando que (N, A) é uma rede completa, referimos anteriormente que
o nimero de caminhos que se define de s para t em (N, A) é da O(n!). Assim,
considerando o pior caso (redes completas), a complexidade do algoritmo, é da
O(n!).

E no entanto de notar que redes completas contém ciclos, nao sendo nesse caso
possivel aplicar este algoritmo. De facto, como foi referido, o algoritmo de pesquisa
exaustiva é valido apenas para redes aciclicas, isto é, para redes sem ciclos. No
lema 5.2 é demonstrado que numa rede deste tipo com n nés existem, no maximo,
272 trajectos entre um dado par de nds. Este caso é atingido quando a rede é
aciclica completa, isto é, quando A contém o maior nimero de arcos possivel,
embora nao contenha ciclos.

Lema 5.2 Seja (N, A) uma rede aciclica completa com n nds, com n > 2. Ezistem
quando muito 272 trajectos entre dois dados nds de (N, A).
Demonstragdo: Seja (N, A) uma rede completa e sem ciclos. E possivel ordenar
o conjunto A" de modo a que N = {1,...,n} e (i,j) € A, com i,j € N, se e 86
se i < j, [11]2. O pior dos casos é atingido quando s = 1 e t = n, para n > 2.
Mostremos, por indugio sobre n, que existem 2"~2 trajectos entre 1 e n em (N, A).
E de notar que estes trajectos sao também caminhos uma vez que (N, .A) é aciclica.
Comecemos por considerar que n = 2, ou seja, que (N, .A) é constituida apenas
por dois nés, s =1 e t = 2. Entao, A = {(1,2)} e existe apenas o trajecto (1,2) em
(N, A), ou seja, o niimero de trajectos é¢ 2° = 1.

2Pode ser consultado no enderego http://queue.JEOR.Berkeley. EDU/~hochbaum/.
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Suponhamos que em redes aciclicas completas com n nés, existem 2" 2 trajectos
de s para t. Consideremos agora uma rede (N, A), do mesmo tipo, com n + 1 nés
e mostremos que existem 2"~! trajectos em (N, A).

Como (N, .A) contém n + 1 nds, podemos considerar que foi obtida a partir de
uma rede com n nés, acrescentando o n6 0 (que passa a ser o inicial) e os arcos (0, 7),
para todo o i € {1,...,n}. Entao os trajectos de s = 0 para t = n em (N, .A) sao
da forma p; = (0,i) ¢ ¢;, onde i € {1,...,n} e ¢; é um trajecto de i para n.

Para i« = 1, os trajectos ¢;, de 1 para n, sao trajectos numa rede com n nés e, por
hipétese de indugao, sao 2" 2. Por outro lado, parai € {2,...,n}, os trajectos g;, de
¢ para n sao trajectos numa rede aciclica com n — 1 nés, e portanto p; sao trajectos
numa rede aciclica com n nés. Ou seja, novamente por hipdtese de inducao, existem
2"=2 trajectos da forma p;, com i > 2.

Concluimos pois que o nimero de trajectos em (N, A), que se definem de 0 para
n, é 2 x 22 = 27! como pretendiamos demonstrar. O

Utilizando um raciocinio semelhante poderiamos demonstrar o lema 5.3.

Lema 5.3 Seja (N, A) uma rede aciclica completa com n nds, comn > 2. A drvore
resultante do algoritmo de pesquisa exaustiva para a determinacao dos K trajectos
mais curtos de s para t em (N, A) € constituida por 2"~ nés.

Deste lema podemos concluir de imediato que a complexidade do algoritmo de
pesquisa exaustiva é, no pior dos casos, e para redes aciclicas, da O(2")

Relativamente ao espaco de memdria necessario para a execucao deste algoritmo,
é preciso guardar a rede e além disso, para cada né i da arvore, guardar o par (77, £7)
e o valor h(7). E necessério ainda utilizar o conjunto X' anteriormente referido, capaz
de guardar os nos a colocar na arvore. Este conjunto devera poder pois conter, todos
os nés da arvore, excepto quando muito a sua raiz. O espaco de memoria utilizado
por este algoritmo, além do utilizado para armazenar a estrutura de rede, é entao
da mesma ordem que o nimero de nés da arvore de pesquisa exaustiva, ou seja, da

o).

5.2.2 Generalizacao do Algoritmo de Dijkstra

Neste paragrafo iremos descrever um algoritmo para determinacao dos K trajectos
mais curtos de s para t em (N, A) que pode ser considerado uma generalizagao do
algoritmo de Dijkstra para o problema do Trajecto Mais Curto.

No que se segue este algoritmo poderé ser designado abreviadamente por algo-
ritmo GD.
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De entre as muitas desvantagens do algoritmo de pesquisa exaustiva, podemos
referir a necessidade de construir toda a arvore de trajectos de s para t o que, além
de ineficiente em termos do tempo utilizado, exige igualmente grande espago de
memoria. Poderiamos tentar minimizar esta ineficiéncia tentando evitar a constru-
cao completa da arvore dos trajectos com raiz em s. Isto pode eventualmente ser
conseguido se os trajectos forem calculados por ordem nao decrescente dos custos.

Analogamente ao que foi feito no algoritmo de Dijkstra para o problema do
Trajecto Mais Curto, vamos admitir que ¢;; > 0 para todos os arcos (i, j) de (N, A)
e considerar que o elemento a retirar de X’ é sempre o elemento de menor rétulo.
Como veremos adiante, isto garante que a determinacao dos trajectos se efectue
ordenadamente, o que, regra geral, evita a determinacao de todos os trajectos de s
para t em (N, A).

Este algoritmo apresenta grandes semelhancas com o descrito no paragrafo ante-
rior. O conjunto X' continua a guardar as ordens dos nés por analisar que pertencem
a arvore dos trajectos, pelo que ainda é utilizada a funcao h.

Além disso, como os nés a analisar estao guardados em X', a todo o elemento i
de X' associamos um par indicando o custo do trajecto de 1 para i e a ordem do né
que antecede i nesse trajecto.

Como foi referido, em cada novo passo deste algoritmo, e tal como acontecia no
algoritmo de Dijkstra, é escolhido o né em X’ com menor custo.

A generalizacao do algoritmo de Dijkstra é descrita no algoritmo 5.2.

Este algoritmo funciona de modo andlogo ao anterior, realizando a construgao
da drvore dos trajectos de s para t em (N,.A). No entanto, dada a forma como
o conjunto X' é manipulado, ou seja, uma vez que é sempre escolhido o né de X’
cujo rotulo tenha menor valor, a construcao daquela arvore permite que os trajectos
sejam determinados por ordem nao decrescente de custos, o que é demonstrado em
seguida.

Lema 5.4 Admita-se que sao retirados { ({ > K ) nés do conjunto X' na generali-
zagdo do algoritmo de Dijkstra. Entao, a sequéncia {m3, ..., 75} dos rétulos dos nds
retirados de X' € nao decrescente.
Demonstragao: Mostremos, por indugao sobre £ € IN, que 7}, > 7.

A primeira rotula¢ao realizada é a de s e como h(1l) = s, 7§ = 0. Como 75 é
o r6tulo de um né da arvore associado ao né v de (N, .A), colocado a partir de s,
entdo w5 = m§ + ¢gy. Uma vez que, por hipétese, todos os arcos de (N, .A) tém custo
nao negativo, entao w5 > my.

Suponhamos agora que 77, ; > 7] para: < k, ou seja, que os rotulos dos primeiros
k nés retirados de X' neste algoritmo foram obtidos por ordem nao decrescente.
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Algoritmo 5.2: Generalizacao do algoritmo de Digkstra
k+— 0;
ordem <+— 1;
grdem 0
X' +— {ordem};
h(ordem) +— s;
Enquanto (k < K) e (X' # () Fazer
i «— n6 de X' tal que 7} < 77, qualquer que seja j € X';
X' +— X' {i};
u — h(i);
Se (u # t) Enté&o
Para (todo o (u,v) € A) Fazer
ordem <— ordem + 1;
X' +— X'U{ordem};
h(ordem) +— v;
ordem < Ti T Cuv;
Srdem — i;
FimPara
Sendo
k<+—k+1;
P, <— trajecto de 1 para i na drvore;

™

™

pi, <— trajecto correspondente a p) em (N, A);
FimSe
FimEnquanto

Mostremos que, neste caso, a desigualdade também é valida para ¢ = k, isto é, que
Thy1 2 T

Seja 7 o rétulo do kMO n§ retirado de X', digamos i € X' tal que h(i) = u;
consideremos também que 75, é o rétulo do (k+ 1)&22 ng retirado de X, digamos
j € X' tal que h(j) = v. Admitamos que 7}, < 7.

No passo do algoritmo em que o né i é retirado de X', o né j ou estava em X' ou
foi rotulado a partir de 7.> Suponhamos que j estava em X’ quando ¢ foi retirado.
Entao i foi escolhido de modo a que 7 < 7, para todo o x € X', donde 7} < 7},
o que contraria a hipétese. Concluimos entao que j foi rotulado a partir de i, pelo
que 75 = ;] + Cyup; isto é, mi ;= T + cy. Como por hipdtese os custos dos arcos

j
sao nao negativos, entao mj, | > mj. O

3Identificamos um passo do algoritmo com o ciclo “Enquanto”.
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Teorema 5.1 Os trajectos py,...,pK, enumerados pela generalizacao do algoritmo
de Digkstra sao determinados por ordem nao decrescente de custos.

Demonstragao: O custo, ¢(py), do trajecto pg, é o rétulo de um né da arvore que
corresponde ao né terminal da rede, para 1 < k < K. Assim, {c(p1),...,c(pk)} é
uma subsequéncia da sequéncia dos rétulos dos nés retirados de X', {n§,..., 7},
mas contendo apenas os rotulos de nés da arvore correspondendo a t. Pelo lema 5.4,
aquela sucessao é nao decrescente, pelo que ¢(p;) < ¢(p2) < --- < ¢(pk), como

pretendiamos. O

A utilizacao do algoritmo GD exige que a rede (N, A) ndo contenha ciclos nulos,
isto é, ciclos de custo nulo. De facto, se tal ndo acontecer nao é possivel garantir que
o algoritmo termine num numero finito de passos, como é demonstrado no lema 5.5.

Lema 5.5 Se ¢(C) = Y¢cci; > 0, para todo o ciclo C de (N, A), entdo a genera-
lizacao do algoritmo de Dijkstra € finita.

Demonstracao: Suponhamos que o algoritmo GD nao é finito e mostremos que
entao existe pelo menos um ciclo C em (N, A) tal que ¢(C) = 0.

Se o algoritmo nao é finito, ou seja, se o algoritmo nao termina num numero
finito de passos, entdao o né t nao é rotulado K vezes e o conjunto X' nunca fica
vazio. Como o nimero de nés e o niimero de caminhos numa rede ¢ finito, existe pelo
menos um ciclo C em (N, A), que é acrescentado & drvore em construgdo um nimero
nao finito de vezes. Este ciclo nao contém o noé ¢ dado que, se tal acontecesse, ¢ seria
rotulado K vezes e entao o algoritmo terminaria.

Seja i € A um dos nds de C e, consequentemente, um né rotulado e escolhido
em X' um nimero nao finito de vezes. Por hipdtese existe um caminho, p, de i para
t, dado que Pj; # 0, e portanto p,C o p, ..., C* o p sdo também trajectos de i para
t em (N, A), com k > 0. Consideremos ainda, sem perda de generalidade, que o
trajecto p e o ciclo C se separam imediatamente a seguir a i, isto é, que o segundo
n6 de p, digamos u, nao coincide com o né seguinte a i em C, j.

Sejam {iy,1s,...} as ordens dos nés da drvore tais que h(igx) = i, para k € IN,

relativas a um trajecto na arvore contendo esse ciclo. Entao {7} ,n;,...} é uma
sucessao tal que m; = m} + kc(C), para k > 1. Analogamente, o né j é rotulado
um numero nao finito de vezes, dado que também estd em C. Sejam {ji, jo,...}
as ordens dos nés da arvore tais que h(jx) = j, para k € IN, relativas a0 mesmo
trajecto na arvore.

Admitindo que ¢(C) > 0, entao limy_, ;o 7}, = +00, € como 75, = 7} + c;j, com
k € IN, também limy_, oo 7, = +00.
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Suponhamos ainda que o né u de p é rotulado e seja v o n6 da arvore para o
qual h(v) = u.

Dado que o ciclo C é acrescentado a arvore um nimero nao finito de vezes,
podemos concluir que p nao é acrescentado. Como a partir de ¢ sao rotulados os
nos j e u, e o escolhido € j, entao 7, < m, = 7 + ¢y, para todo o k € IN, e
limg 100 m; = +00.

Sendo os custos dos arcos da rede finitos, 75 tem de ser finito, pelo que ¢(C) < 0.
Dado que admitimos que (N,.A) nao contém ciclos negativos concluimos, como

pretendiamos, que ¢(C) = 0. O

Para exemplificar o resultado enunciado no lema 5.5 consideremos a rede da
figura 9, onde C = (1,2,3,1) é um ciclo nulo e onde s =1 é 0 n6 inicial e t =5 é o
terminal. Vamos em seguida “simular” o algoritmo apresentado quando aplicado a
rede descrita naquela figura.

Figura 9

Inicialmente X' = {1} e h(1) = s = 1. A partir de 1 € X’ sdo rotulados os nés
2 e 3, respectivamente com 75 = 0 e 75 = 1; 2 e 3 sao inseridos em X'. Entao, no
final do primeiro passo, X' = {2,3}, h(2) = 2 e h(3) = 4. Neste momento a arvore
construida é a apresentada na figura 10. (E de notar que, como referimos atras,
nesta figura o indice do né i € X é h(i), para facilitar a identificacao dos trajectos
considerados.)

Figura 10

De seguida é retirado de X' o né com menor rétulo, ou seja i = 2, e a partir
deste né é rotulado o n6 4, com 7§ = 0. No final deste passo, X' = {3,4} e h(4) = 3.
Neste momento a arvore é a apresentada na figura 11.

No préximo passo do algoritmo 4 é retirado de X', e a partir de h(4) = 3 sao
rotulados os ndés 5 e 6, com 75 = 0 e 7§ = 1. Ap0s este passo o conjunto X' é



5.2 Algoritmos com Suporte na Construgao da Arvore dos Trajectos 33

Figura 11

constituido por X’ = {3,5,6} com h(5) =1 e h(6) = 5. A arvore neste momento é
a apresentada na figura 12.

Figura 12

Podemos agora verificar facilmente que, continuando o algoritmo, seria retirado
oné 5 € X', sendo repetidos sucessivamente o segundo e terceiro passos, nunca
sendo encontrado qualquer trajecto de 1 para 5, isto é, nunca escolhendo em X' um
n6 associado ao terminal, ¢ = 5. Concluimos pois que o algoritmo nao terminaria se
aplicado a rede da figura 9.

Note-se que a condicao enunciada no lema 5.5 é suficiente mas nao é necessaria.
De facto, o algoritmo pode ser finito e existir um ciclo nulo na rede. Para tal basta
que nenhum né de C seja escolhido em X' antes da determinacao de pg.

Tal pode ser verificado se considerarmos, por exemplo, a rede apresentada na
figura 13, onde s = 1 e t = 6, notando que o ciclo C = (2,3,5,2) desta rede tem
custo ¢(C) = 0.

Se nesta rede pretendermos encontrar os K = 2 trajectos mais curtos de 1 para
6, o ciclo Enquanto do algoritmo é executado um nimero finito de vezes (cinco) e a
arvore obtida sera a apresentada na figura 14.

A semelhanca do que acontecia no algoritmo de pesquisa exaustiva, para cada
n6 i da drvore é necessario guardar os valores de 77, £ e h(i) e utilizar ainda um
conjunto X’ constituido por todos os nés da arvore.
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(61

Figura 14

4 mas, na pior das hipSteses, é

O ciclo Enquanto deve ser executado K vezes
necessario construir a arvore de todos os trajectos para t com raiz em s, tal como

acontece no algoritmo de pesquisa exaustiva.

Além das rotulacoes realizadas, tantas quantos os nés da drvore construida, é
ainda necessdrio escolher o né em X' com menor rétulo, de cada vez que é exe-
cutado um ciclo Enquanto. O conjunto X' pode ser mantido de forma ordenada
ou desordenada. No segundo caso aquela escolha pode ser morosa se X' contiver
muitos elementos, uma vez que sera necessario efectuar uma pesquisa exaustiva do
elemento com menor rétulo em X'.

Assim, a ordem de complexidade deste algoritmo é, no pior dos casos, a ordem
de complexidade do algoritmo de pesquisa exaustiva. Esta ordem de complexidade
depende, como foi referido, do nimero de nés da arvore dos trajectos construida e
é, no pior dos casos, de O(n!).

A vantagem deste algoritmo em relagao ao da pesquisa exaustiva é que pode
suceder que nao seja necessario realizar a pesquisa exaustiva, sendo construida ape-
nas parte da arvore de todos os trajectos de s para t.

40 ciclo Enquanto s6 é executado menos de K vezes se o conjunto X' se tornar vazio, o que
significa que o ndmero de trajectos de s para t em (N, A) é inferior a K.
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5.2.3 Generalizacao do Algoritmo de Yen

Neste paragrafo iremos descrever um algoritmo para a determinagao ordenada dos
K trajectos mais curtos de s para ¢ numa rede, que se baseia ainda na construcao
da arvore dos trajectos de s para t, ou de parte dela.

Este algoritmo generaliza o algoritmo de Yen, [26, 27], para a enumeracao dos
K caminhos mais curtos, que serd descrito na altura conveniente. No que se segue
este algoritmo poderd ser designado abreviadamente por algoritmo GY.

De um modo genérico, podemos dizer que a ideia base desta generalizagao con-
siste em determinar sucessivos trajectos de s para t comecando pelo mais curto e, a
partir de cada um dos determinados, calcular outros. Cada um destes novos trajec-
tos poderd ser um dos k mais curtos, pelo que dizemos que sio candidatos ao k&ime
trajecto mais curto, com k € {2,..., K}. O procedimento é repetido e com base
no candidato de menor custo sao calculados novos trajectos, candidatos ao trajecto
mais curto seguinte.

Este algoritmo utiliza um conjunto, que designaremos por P, que contém os
trajectos candidatos ao k&M mais curto, com 1 < k < K, ainda por analisar. De
modo a obter a ordenacgao dos trajectos, em cada passo do algoritmo serd retirado
de P aquele que tiver custo minimo. O trajecto retirado de P no k%M passo é py,
com k€ {1,...,K}.

P designa pois um conjunto constituido pelos trajectos que vao sendo calculados
e que nao foram ainda analisados, enquanto que k indica o nimero de trajectos
mais curtos determinados até um dado momento, ou seja, o niimero de trajectos
analisados.

Consideremos que py é o k%M trajecto mais curto de s para t em (N, A), com
ke{l,...,K}, e que

pr = (VF ak ok algk_l, vfk>

No k&M passo do algoritmo, py é escolhido como o elemento de P de menor
custo, e a partir de p, sao calculados varios novos trajectos que se desviam de pg
em algum dos seus nos.

Seja v¥ # ¢t um né de py coincidente com o seu né desvio ou com um dos nds que
lhe seguem, isto é, oy < i < £ — 1. E de notar que para i = {;, v¥ é 0 n6 terminal e
uma vez que assumimos que nao existem arcos iniciados em ¢, basta analisar os nés
coincidentes ou seguintes ao n6 desvio de pp mas anteriores ao terminal.

Consideremos que existem trajectos de v¥ para t, cujo primeiro arco ¢ diferente
do arco af de py e seja ¢ o mais curto desses trajectos. Entao subg(s,v¥) o ¢ é um

trajecto de s para t, que coincide com p; de s até v¥, mas que se separa de pj, nesse
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mesmo no. Se obrigarmos ainda a que o primeiro arco de ¢ nao pertenca a arvore
dos trajectos com raiz em s construida até ao momento, obtemos um trajecto que
denotaremos por ¢F. Assim, o trajecto pf = suby(s,v¥) ¢ ¢, de s para t, é diferente
de todos os anteriormente determinados, e é por isso um candidato a r&2° trajecto
mais curto, com r > k.

Deste modo, a determinagdo de ¢¥, e consequentemente de p¥, depende do calculo
do trajecto mais curto de v¥ para t, cujo primeiro arco nao pertence & drvore dos
trajectos construida até ao momento.

A ideia que surge de imediato para a determinacdo de ¢F consiste em calcular
simplesmente o trajecto mais curto de v¥ para ¢, numa rede obtida de (N, .A) re-
movendo os arcos da arvore formada por pi,...,pg, com inicio no né dessa arvore
associado ao né v¥ de py. No entanto este processo nio é vélido, uma vez que deste
modo ¢F poderia nao conter qualquer desses arcos, o que poderia comprometer a
possibilidade de determinacao de alguns trajectos.

Para clarificar, consideremos por exemplo a rede da figura 15, onde os nés inicial
e terminal sao, respectivamente, s =1 et = 3.

ey

Figura 15

Nesta rede, o trajecto mais curto de 1 para 3 é p; = (1, 3). Além disso, o trajecto
mais curto de 1 para 3 cujo primeiro arco nao é (1,3) é o trajecto p = (1,2,1, 3),
com custo ¢(p) = 1. No entanto, removendo o arco (1,3) de (N, .A) e determinando
entao o trajecto mais curto de 1 para 3 obtemos ¢ = (1,2, 3), que tem custo ¢(q) = 5,
superior ao custo de p.

Iremos em seguida descrever uma forma de calcular o trajecto mais curto entre
dois nés, cujo primeiro arco nao pertence a um dado conjunto.

Dado k € {1,..., K}, denotemos por P, = {pi1,...,px} 0 conjunto dos k trajec-
tos mais curtos de s para t. O conjunto P UPj contém todos os trajectos determina-
dos até ao passo k; nomeadamente, os k trajectos mais curtos, elementos de Py, e os
candidatos a &M majs curto, com r > k, determinados até ao momento, elementos
de P. Em suma, o conjunto P U Pj contém todos os trajectos que constituem a
arvore dos trajectos de s para t, no passo k do algoritmo.

Consideremos que X* e T* sao, respectivamente, o conjunto dos nés e o conjunto
dos arcos na arvore dos trajectos de s para t, no final da execucao do passo k do
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algoritmo; isto é,

X*={ue X :h(u)énédepec PUP}

T" = {(u,v) € X* x X*: (h(u), h(v)) é arco de p € P U Py }.

E de notar que X* C X é um subconjunto préprio de IN e que h(X*) é um sub-
conjunto de N. E de notar ainda que podemos considerar uma aplicacao associada
a h, a que chamaremos ¢, que relaciona os arcos da arvore com os arcos na rede, da
seguinte forma

g: XXX —NXxN:(i,7) — g(i,7) = (h(2), h())).

Ao considerar um trajecto da arvore com raiz em s referimo-nos a um trajecto
pem (N, A) ou ao trajecto constituido pelos nés e arcos associados aos nds e arcos
de p na arvore em questao, dependendo do contexto. Estes dois trajectos serao pois
identificados por vezes um com o outro.

Dado um né u € X*, denotemos por A*(u) = {(u,v) € T* : v € X*} o conjunto
dos arcos na arvore obtida no passo k do algoritmo, com inicio naquele né, e por
DF(u) = {v € X* : (u,v) € A¥(u)} o conjunto dos nés da &rvore sucessores dos
arcos de AF(u).

Voltemos a considerar que vf é um né de py = (vf,...,v) e que u € X* &

13

o n6 da 4rvore correspondente a v¥, tal que h(u) = vF. Denotemos por P¥(i) o
conjunto constituido pelos trajectos em (N, .A) de v¥ para t, cujo primeiro arco nao
pertence ainda a arvore dos trajectos no passo k do algoritmo. Os elementos de
P*(i) sdo trajectos da forma (vF, j) o ¢;, onde j é um né da rede (N, A), ¢; 6 um
trajecto em (N, .A) desde esse né até ao né terminal ¢, e onde o arco (vF,j) é um
arco da rede nao pertencente a arvore dos trajectos no passo k do algoritmo; isto é,
(vF,5) € A— g(A*(u)), ou ainda j € D(vF) — h(D*(u)).

Para determinarmos ¢¥ deveremos pois determinar o trajecto mais curto em
P*%(i), podendo para tal utilizar o lema 5.6.

Lema 5.6 O trajecto de menor custo de entre os elementos do conjunto P*(i) é da
forma ¢f = (vF,j) o q;, onde j € D(vF) — h(D*(u)) e onde q; € o trajecto mais curto
de j parat em (N, A).
Demonstragio: Pela definigao de P*(i), todos os seus elementos sao da forma
q = (vF,j) o gqj, onde j € D(vF) — h(DF(u)) e q; € Pjs.

Mostremos que se ¢ é o trajecto de menor custo em P*(i), ¢; é o trajecto mais
curto de j para t em (N, A).
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Suponhamos que g; nao ¢ o trajecto mais curto de j para t, isto é, existe um
outro trajecto p; em P}, tal que c(p;) < c(g;). Assim, p = (vF, ) ¢ p; é um trajecto
de P*(i) e, por hipStese,

c(p) = Cokj + c(p;) < Cokj + c(q;) = c(q),

pelo que entdo ¢ nao seria o mais curto em P (7). O

Se no inicio do algoritmo for construida a arvore dos trajectos mais curtos de
todos os nos para t, conhecemos também o custo de todos esses trajectos. Deste
modo, para encontrar o trajecto qf basta procurar o arco (vf,j), nao pertencente
a arvore dos trajectos no passo k do algoritmo, que minimiza Coj + c(g;), onde g;
é o trajecto mais curto de j para t e que pertence a arvore construida no inicio do
algoritmo.

No que se segue denotaremos por 7T; a arvore dos trajectos mais curtos de todos
os nés para t. Dados dois nds i e j da rede, iremos ainda representar por T(i,j) o
trajecto de 7 para j na arvore 7; e por T;(i) o trajecto em 7; de i para t. Analoga-
mente, 7, representara a arvore dos trajectos mais curtos de s para os restantes nos
de (N, A), T,(i,7) e Ts(i) representardo, respectivamente os trajectos de i para j e
de s para i em 7;. E de notar que nem sempre existem os trajectos Ts(i,7) e Te(iy 7)
nas arvores 7y e T;, respectivamente.

Resumindo, sabemos entdo que o trajecto obtido a partir do né v* de p; é dado
por pf = suby (s, vF) o ¢F, onde ¢F é o trajecto mais curto do conjunto P*(i) e é da
forma ¢f = (vF, j) o T;(j), com j € D(vF) — h(D*(u)).

Este é um novo trajecto, isto é, diferente de todos os outros pertencentes a
arvore com raiz em s construida até ao passo k do algoritmo, como é demonstrado
no teorema 5.2.

Teorema 5.2 Seja qf o trajecto mais curto no conjunto Pk(z) Entao o trajecto
pF = suby(s,vF) o qF nao pertence a Py U P, isto é, nao foi determinado em nenhum
passo anterior ao k&M,
Demonstragao: Seja pf = suby(s,vF) o ¢¥, onde ¢F é o trajecto mais curto no
conjunto P¥(i). Entao p¥ coincide com py desde o né inicial, s, até ao né vF.

Por definigao, ¢f = (v¥, j) o T;(j) € P*(i), com j € D(vF) — h(D*(u)), onde u é
o né da arvore associado ao né v¥ de p.

Mas entao o trajecto suby(s,vF) o (vF j) nao pertence & arvore formada pelos

trajectos em P e por pi, ..., p, donde p¥ & P, U P, como pretendiamos mostrar. [
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E ainda de realcar que se o conjunto P*(i) for vazio nao é possivel definir novos
trajectos nas condicoes que foram referidas, pelo que nesse caso nao é acrescentado
nenhum candidato ao conjunto P.

De acordo com o raciocinio apresentado é possivel obter uma generalizacao do
algoritmo de Yen, que enumera os K trajectos mais curtos entre dois nés de uma
rede. Este raciocinio é descrito no algoritmo 5.3.

Algoritmo 5.3: Generaliza¢ao do algoritmo de Yen
Ti +— &rvore dos trajectos mais curtos de todos os nés para t em (N, A);
p <— Ti(s) (trajecto mais curto de s para t em (N, A));
P« {p}
k<+—1;
Enquanto (k < K) e (P # () Fazer
pr <— trajecto de P tal que c¢(pg) < ¢(p), qualquer que seja p € P;
P «— P —{py};
ap <— ordem do nd desvio de py;
Para (todo o i € {ag,...,ly — 1}) Fazer
X «— {{(vF,5) o T;(j) : (vF, ;) ndo pertence & drvore construida};
Se (X # 0) Ent&o
qf +— trajecto mais curto em X;
p¥ +— subg(s,vF) o ¢F;
P +— PU{pf};
FimSe
FimPara
k+—Ek+1;
FimEnquanto

E demonstrado, no teorema 5.3, que segundo este algoritmo os trajectos py, ..., px
sao determinados ordenadamente.

Teorema 5.3 Na generalizagao do algoritmo de Yen os trajectos py,...,px $G0
enumerados por ordem nao decrescente de custos.
Demonstragdo: Sejam py, ..., px 0s trajectos de s para t em (N, A), determina-

dos pela generalizagao do algoritmo de Yen. Mostremos, por inducao sobre k, que
c(pr) < c(pry1), para 1 < k < K.

Para k = 1, p; é o trajecto mais curto de s para ¢t em (N,.A), e portanto, por
defini¢ao, ¢(p1) < ¢(p) para todo o p € P, logo ¢(p1) < ¢(p2).

Suponhamos que p; é o trajecto retirado de P no k%M passo do algoritmo e
mostremos que ¢(pg) < ¢(pg+1), com k > 1.
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Suponhamos entao que ¢(pgi1) < c(pg).

Se no k%M passo do algoritmo pjy; pertencia a P, entdo, como por hipétese
c(prs1) < c(py), o trajecto escolhido deveria ter sido pgy; e nao py.

Se o trajecto pry+1 nao pertencia a P, entao foi calculado a partir de pg, ou seja,
Pry1 = subg (s, vF) o ¢F, com ap < i <l — 1, onde ¢F é o trajecto mais curto de v¥,
n6 de pg, para t, cujo primeiro arco nao pertence a arvore contendo os trajectos de
P.UP.

Como k > 1, o trajecto py foi obtido a partir de um outro, digamos p,, com
1 <r < k. Ou seja,

pr = subg(s,vf) o suby(vf,t) = sub,(s,vf ) o subg(vf ,1).

) Ty,

Se a < 1, entao

Pry1 = subg(s,vF) oqF = sub,(s,v(’;k) o subg(vf vF) o gF;

ap? 7t
se o = 1, entao o nd v’oik coincide com o né v¥, e
_ kY o ok k k
Pr1 = suby(s,v;) o ¢ = subg(s,v, ) o g

Em qualquer dos casos, quer pr quer pg,; contéem subtrajectos de v’oik até t.

Designemos estes dois subtrajectos por g e g1, respectivamente.
k

Como, por hipdtese, ¢(prt1) < c(px) e px coincide com pgy; desde s até vy, |

entao também c(ggi1) < c(qy)-

Por outro lado, pelo algoritmo apresentado, g é o trajecto mais curto em P"(ay).
Tentemos pois mostrar que, além disso, g1 € P"(ag).

Se ay < i, 0 primeiro arco de g1 coincide com o de g e portanto gx1 € P" ().

Se ay, = 14, entdo gp41 coincide com ¢F, onde ¢ é um elemento de P*(i), o que
significa que o primeiro arco de ¢* ndo pertence & drvore construida no passo k do
algoritmo; logo também ndo pertence & arvore que foi construida no r&me passo,
uma vez que r < k.

Em qualquer dos casos concluimos, como pretendiamos, que qx1 € P"(cy), pelo

que g nado seria o trajecto mais curto em P"(«ay), aquando do calculo de py. O

Uma vez que os trajectos sao determinados de forma ordenada, o algoritmo ira
terminar assim que forem encontrados os K primeiros trajectos, ou seja, os K mais
curtos. Se o niimero de trajectos de s para t em (N, A) for inferior a K o algoritmo
termina assim que tiverem sido calculados todos os trajectos da rede.

O resultado que se segue é uma consequéncia imediata do teorema 5.3, pelo que
¢ omitida a sua demonstragao.
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Corolario 5.3.1 Sejam py,...,px 0s trajectos determinados pela generalizagao do
algoritmo de Yen. Entdo, qualquer que seja o trajecto p de P — {p1,...,px},

c(pr) < c(p).

E de notar que o conjunto P contém trajectos candidatos a k&M trajecto mais
curto para valores de k em {1,..., K}. Ou seja, uma vez determinados & trajectos,
é suficiente que se guardem apenas os K — k melhores trajectos candidatos obtidos
até a execucao daquele passo.

Para ilustrar a execucao deste algoritmo, vamos apresentar alguns dos seus passos
quando aplicado a determinacao dos K trajectos mais curtos de s = 1 para t = 6
na rede (N, A), representada na figura 13.

Antes de mais é calculada a arvore 7; dos trajectos mais curtos de todos os nés
para t, representada na figura 16.

0(6)
1(3) 0(7)
1(2) 0(4)
1(5) 1(1)
Figura 16

Apos ter sido determinada esta arvore, é iniciado o calculo dos trajectos mais
curtos de 1 para 6. O primeiro trajecto calculado é p; = (1,4,7,6), que passa a
ser elemento de P. No primeiro passo do algoritmo, p; é retirado de P e a partir
de p; sao calculados alguns trajectos. No final deste passo a arvore de trajectos de
1 para 6 é a representada na figura 17. E de notar que esta arvore é constituida
por p; e por candidatos a po. E ainda de notar, que para determinar o trajecto
(1,2,3,6) desta arvore é necessério calcular o minimo entre ¢((1,2)) + ¢(7;(2)) = 4
e c((1,3)) +¢(T:(3)) = 4.

No passo seguinte da execucao da generalizacao do algoritmo de Yen, isto é,
no final do segundo passo a drvore mantém-se inalterada uma vez que a partir do
segundo trajecto mais curto, ps = (1,4, 6), ndo sao calculados novos trajectos. De
facto, sendo 4 o n6 desvio de py, serd necessario determinar o trajecto mais curto
de 4 para 6, cujo primeiro arco nao seja (4,6) nem (4,7). Uma vez que nao existe
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01
3(2) (4n
3(3) ©2 1

4(6) (6)1

D1

Figura 17

nenhum trajecto nestas condicoes, somente apds o terceiro passo obtemos a arvore
representada na figura 18.

Apesar de terminarmos aqui esta simulacao, o algoritmo poderia continuar até
que tivessem sido executados K passos, para qualquer valor de K. Isto acontece
uma vez que nesta rede pode ser definido um nimero nao finito de trajectos entre 1
e 6, dada a existéncia do ciclo (2, 3,5, 2).

Como foi referido, e como é possivel constatar nas figuras 17 e 18, neste algoritmo,
dado um novo trajecto pg, é calculado um trajecto para o seu n6 desvio e seguintes.
Para cada um daqueles nés, é acrescentado um novo ramo ou parte dele a arvore
dos trajectos. Podemos por isso dizer que a construcao da arvore se realiza em
“profundidade”.

Neste algoritmo, caso existam, sao determinados K trajectos mais curtos de s
para t, sendo o ciclo Enquanto nesse caso executado K vezes.

Cada execucao do ciclo implica uma pesquisa no conjunto P dos candidatos a
ESImo mais curto, com 1 < k < K, e a determinacao de, quando muito, n — 1
trajectos que sao desvios.

O conjunto P, dos candidatos a k&™° trajecto mais curto, com k € {1,..., K},
contém, no maximo, K elementos. Por utilizacao do método adressed calculation
sort de Dijkstra, [6], a pesquisa do trajecto com menor custo em P pode ser realizada
utilizando um numero constante de operacoes, nao influenciando portanto a ordem
de complexidade do algoritmo GY.

O pior dos casos para a generalizacao do algoritmo de Yen ocorre para uma rede
do tipo da representada na figura 19, em que todo o trajecto mais curto passa por
todos os nos e onde, além disso existe um arco com origem em t e que termina em
s, que designamos em geral por arco de retorno, com custo nulo.

Consideremos entao que p; é o trajecto mais curto na rede da figura 19, e que
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Figura 18

Figura 19

passa por todos os nés dessa rede. O k&I trajecto mais curto é p, = py_10(t, s)opy,
para k > 2, que foi obtido a partir de p;_1, utilizando o arco de retorno e voltando
a realizar o trajecto p;.

Assim, a determinacao de um desvio consiste na pesquisa do trajecto com menor
custo num conjunto P¥(i), para um certo v¥ € NV, o que obriga a realizagao de uma
pesquisa exaustiva no conjunto dos arcos com inicio em v¥. Esta pesquisa exige, no
pior dos casos, que seja necessario analisar todos os arcos da rede, o que implica que
sejam executadas m operacoes, para cada trajecto py.

O numero total de operagoes realizadas pelo algoritmo é entao K'm, no pior dos
casos, pelo que a generalizagao do algoritmo de Yen é de complexidade O(Km). A
este valor é ainda de acrescentar o nimero de operacoes da construcao da arvore 7;,
que é, no pior dos casos, de ordem O(n?), se utilizarmos o algoritmo de Dijkstra,
apresentado do paragrafo 3.2.

Em termos do espago de memoria ocupado, além do que é utilizado para re-
presentar a rede, é necessario ainda representar K trajectos, a arvore dos trajectos
mais curtos de todos os nés para t e saber, para cada né i de X*, com 1 < k < K,
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quais os arcos com inicio em i no conjunto 7%. O espaco de memdria utilizado neste
algoritmo é pois Kn +n + Kn?, ou seja, da O(Kn?).

5.2.4 Algoritmo de Eppstein

Neste pardgrafo iremos descrever um algoritmo para a enumeragao dos K trajectos
mais curtos de s para t em (N, A), que foi recentemente proposto por Eppstein,
[9]. Este algoritmo, tal como os apresentados anteriormente nesta subsecgio, é
baseado na construcao da arvore dos trajectos entre s e t ou apenas de parte dela.
A forma como é realizada esta construcao apresenta algumas semelhancas com a
generalizacao do algoritmo de Yen, descrita no paragrafo anterior.

A ideia base deste algoritmo continua pois a ser a determinacao de sucessivos
trajectos de s para t, a partir de outros previamente determinados.

E utilizado um conjunto, que designamos por P, constituido pelos candidatos a
kSImo. trajecto mais curto, com k € {1,..., K}.

Inicialmente é determinado o trajecto mais curto de s para t e P = {p;}. De
um modo genérico, no k&M passo do algoritmo, para k € {1,..., K}, é retirado o
trajecto com menor custo em P, trajecto esse que é py, 0 kS0 trajecto mais curto
de s para t. Consideraremos no que se segue que p; € da forma

Pr = (vf, a’f, vé“, ce afrl, UZ)
A partir de p; sao determinados outros trajectos, que se desviam de p, num certo
no, trajectos esses que passam a ser elementos de P, uma vez que sao candidatos a
r&Imo trajecto mais curto, para algum r > k.

Este procedimento ¢ andlogo ao utilizado na generalizacao do algoritmo de Yen.
A diferenca entre estes dois algoritmos reside no facto de em cada um deles serem
calculados diferentes trajectos a partir de cada pg, como descreveremos em seguida.

Como referimos, o primeiro trajecto determinado é p;. Este trajecto passa a ser
elemento de P, de onde é retirado no primeiro passo do algoritmo, uma vez que é o
seu unico elemento nesse momento.

Comecemos entao por considerar o trajecto mais curto, p;. A partir de p; vamos
calcular novos trajectos, entre os quais devera estar py, que coincide com p; até um
dos seus nos.

Seja vil um dos nés de pq, tal que 1 < i < /4 — 1. Podemos determinar varios
novos trajectos de s para t que coincidam com p; desde s até v}, e que se separam
dele nesse mesmo no, sendo todos eles diferentes de p;. Para isso basta calcular

1

trajectos de v} para t, efectuando entdo a sua concatenagio com subi(s,v}). De
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modo a nao obter novamente p;, os trajectos calculados de v} para ¢ nao devem
coincidir com sub (v}, t).

Uma vez que pretendemos encontrar os trajectos com menor custo possivel, de-

vemos procurar trajectos entre os nés v} e ¢ com o menor custo, & excepgao de
suby (v}, t). Os trajectos que se separam de sub; (v}, t) no né v} sdo entdo da forma
p = (v},J) ©qj, onde (v},j) é um arco de (N, A) e ¢; é um trajecto de j para
t. Se j # v}y, isto é, se (v},j) # al, entdo p ndo coincide com suby (v}, 1), como
pretendiamos. Podemos entdao procurar trajectos da forma p = (v}, j) ¢ ¢;, com
(vf,7) € A—{(v},v},1)}, ¢j € Pji e com o menor custo. Para isso iremos escolher
os trajectos tais que ¢; tem o menor custo possivel. Como nao é imposta nenhuma
restricao a este tultimo trajecto, g; pode ser escolhido simplesmente como sendo o
trajecto mais curto de j para t em (N, A), ou seja, utilizando a notagao introduzida
no paragrafo anterior, ¢; = 7;(j).

Lembremos que dado um né i € N, D(i) denota o conjunto dos nés da rede
(N, A) nos quais termina um arco com inicio no né i.

Resumindo, cada né v} de p;, com 1 < i < ¢y, da origem aos trajectos em (N, .A)

da forma

subi (s, v;) o (v, 7) © Ti(j),
para todo o né j do conjunto D(v}) — {v},,}. Para o caso particular de i = 1
obtemos, de modo andlogo, os trajectos da forma (s, 7) o T;(j), com j € D(s) — {vi}.

E de notar que na generalizacao do algoritmo de Yen procuravamos apenas, para
cada né v}, o trajecto da forma indicada com menor custo.

O modo como ¢ tratado o trajecto pg, com 1 < k < K, é andlogo ao utilizado
para k =1 e serd descrito em seguida.

De um modo geral iremos determinar varios trajectos a partir de cada trajecto
k&SmO mais curto, pg, com 1 < k < K.

Como k > 1, p; foi obtido a partir de um certo trajecto p,, com 1 < r < k.
Entao py coincide com p, desde s até um n6 que € o seu no6 desvio, vy, , ou seja,
suby (s, vE ) = sub, (s, v}, ).

Devemos em seguida determinar trajectos que se desviem de pp em algum dos
seus n6s. No entanto, quando py, foi calculado, ou seja, quando p,., que o originou, foi
analisado, foram determinados os trajectos que se desviavam de p,, em alguns dos
seus nos anteriores a v’oik. Ao analisar pg, para que nao sejam calculados novamente
alguns trajectos, basta determinar apenas aqueles que se separem de p; na parte
nao comum com p,, ou seja, em noés seguintes ao seu n6 de desvio, v(';k, isto é, em
cada v¥, com oy, < i < ;.5

5Novamente, pela razdo indicada no pardgrafo anterior, ndo é necessério analisar ¢, o Gltimo né
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Como anteriormente, para cada um desses nés v¥ sdo determinados os trajectos
da forma

suby (s, vF) o (vF, 7) o q;,

onde j é um né qualquer da rede tal que j € D(vF) — {vF,,}. Mais uma vez, de
modo a determinar os trajectos com o menor custo possivel escolhemos trajectos g;
tais que ¢; = T;(j).

E de notar que, como foi descrito, o primeiro né a analisar a partir de p; deve
ser o inicial, s, e a partir de pg, para k > 1, deve ser U§k+1- Assim, por conveniéncia,
neste algoritmo iremos considerar que a ordem do né desvio do trajecto p; é a; = 0.

Fica assim concluida a descrigcao sumaria do raciocinio seguido no algoritmo de
Eppstein.

Para além do que foi referido, e com o intuito de simplificar a implementacao
computacional do algoritmo, Eppstein utiliza ainda uma mudanca de variavel, que
serd descrita no que se segue.

Tal como no algoritmo de Yen generalizado, no inicio deste algoritmo é determi-
nada a arvore dos trajectos mais curtos de todos os nés da rede para t. Esta arvore
¢ mantida durante a resolugao do problema, o que permite conhecer de imediato os
trajectos T;(j), de j para t, com j € N — {t}, necessdrios. Além disso, a arvore T;
é necessaria para a realizacao da mudanca de variavel.

Sejam i e j dois nés de (N, A) e (4,j) um arco da mesma rede. Denotemos, mais
uma vez, por 7 o custo do trajecto mais curto de i para t na rede (N, .A), isto é,
™ = c(Te(d))-

Associemos a cada arco (i, j) da rede o valor ¢;; = 7} — 7} + ¢;; que designaremos
por custo reduzido de (3, j).

Por analogia com a nogao de custo de um trajecto podemos considerar a de custo
reduzido de um trajecto, definido por ¢(p) = X, ¢i;.

Como referimos anteriormente, a figura 16 representa graficamente a arvore dos
trajectos mais curtos de todos os nos para t na rede que é representada na figura 13.
Esta arvore é utilizada para calcular os custos reduzidos de cada arco. Para exem-
plificar a nocao de custo reduzido que foi apresentada, a figura 20 mostra a rede
da figura 13, onde o custo usual de cada arco foi substituido pelo respectivo custo
reduzido.

Como podemos verificar pela observacao daquelas figuras, o custo reduzido de
qualquer arco da rede é nao negativo. Se o arco em questao pertencer a arvore 7T;
podemos ainda observar que o respectivo custo reduzido é nulo. Esta propriedade é
valida em qualquer rede, sendo demonstrada em seguida.

de Pk-
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Figura 20

Lema 5.7 Seja wt a distancia do trajecto mais curto de i para t numa dada rede
(N, A) e seja & = T — mf + ¢ij. Bntao ¢;; > 0, qualquer que seja (i,7) € A, e
¢i; =0, qualquer que seja (1, 7) arco da drvore dos trajectos mais curtos de todos os
nés para t, em (N, A).
Demonstragido: Seja p; = (i,j) ¢ T;(j) um trajecto de i para t em (N, .A).
Uma vez que T;(i) é o trajecto de menor custo em Py, ¢(T;(i)) < ¢(p;). Por outro
lado ¢(7:(7)) = 7} e c(p;) = cij + 7}, logo c(pi) — ¢(Ti(i)) > 0, ou seja, ¢;; > 0.
Suponhamos agora que (i,j) pertence a arvore dos trajectos mais curtos com
raiz em ¢t. Entao p; coincide com 7;(¢), tendo-se c(p;) = ¢(7:(4)), pelo que &; = 0,
como pretendiamos mostrar. O

O reciproco deste lema nem sempre é valido. De facto, como podemos verificar
nas figuras 16 e 20, podem existir arcos que nao pertencam a arvore 7;, embora os
seus custos reduzidos sejam nulos. Este é o caso, por exemplo, do arco (3,5).

O custo reduzido ¢, de um arco (i, j), representa o custo acrescentado ao custo
do trajecto mais curto de i para t, 7;(i), quando pretendemos seguir p; = (7, j)oT;(j),
ou seja, quando nos desviamos de 7;(i) apenas no arco (i, j).

Consideremos por exemplo p; = (1,4,7,6), o trajecto mais curto de 1 para 6,
na rede da figura 20. O trajecto p = (1, 3,6), onde T5(3) = (3,6) é o trajecto com
menor custo de 3 para 6, e embora tenha inicio em 1 e termine em 6, é diferente de
p1. Entao, pelo que foi enunciado, o custo de p é dado por ¢(p) = 13 + c(p1) = 4.
Este resultado é demonstrado, no lema 5.8.

Lema 5.8 Seja (i,7) um arco de (N, A), e sejam p; = (i,7) ¢ Te(j) e Ti(i) dois
trajectos de i para t naquela rede. Entdo c(p;) = ¢;; + c(T,(7)).
Demonstragao: Sob as hipdteses enunciadas podemos concluir que

c(pi) = e(Ti()) = cij + (Ti(4)) — e(Ti(i)) = i + ) — m;

e, entdo, pela definicao de custo reduzido, ¢(p;) — ¢(7¢(7)) = ¢;, como pretendiamos
demonstrar. 0O
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Como é demonstrado no lema 5.9, conhecendo o custo do trajecto mais curto de
s para t, em (N, .A), e o custo reduzido de um trajecto qualquer, p, é possivel saber
também o respectivo custo, ¢(p).

Lema 5.9 Seja p um trajecto de s para t, e seja py o trajecto mais curto, também

entre s e t, na rede (N, A). Entio c(p) = c(p1) + &(p).

Demonstragao: Sejam p = (vi,a1,vs,...,0a7,-1,V,) € p; dois trajectos de P,

sendo p; o de menor custo naquele conjunto. Por definicao de custo de um trajecto,
t

c(p) = X2, cij; logo, por definicdo de custo reduzido, ¢; = T — Tt + ¢;;, podemos

deduzir sucessivamente:
c(p) = X, cij

= Y,(mf — 7} + )
=2, Cij + (7] — )
=¢c(p) + (mf, —mh, +mh, —mh +-+ Wf}[pA — wf}[p)
=¢(p) +mp, — wzlp
=é(p) + 7t — .

Como 7} = 0, entao ¢(p) = é(p) + 7t = ¢(p) + ¢(p1), como pretendiamos mostrar. O

O lema 5.10, onde é demonstrado que é indiferente enumerar trajectos utilizando
0 seu custo ou o seu custo reduzido, é consequéncia imediata do lema 5.9.

Lema 5.10 Sejam p e q trajectos de s para t em (N, A); entio c(p) < c(q) se e sé

se ¢(p) < ¢(q).
Demonstragao: Pelo lema 5.9,

c(q) = c(q) — c(pr),

onde p; é o trajecto mais curto de s para t em (N, A), sendo entdo imediato que
c(p) < ¢(q) se e sé se &(p) < €(q), como pretendiamos. O

A utilizacao dos custos reduzidos dos arcos em substituicao dos seus custos usuais
permitira simplificar a forma de guardar os trajectos calculados. Assim, no inicio do
algoritmo ¢ determinada a arvore dos trajectos mais curtos de todos os nos para t e,
de acordo com a arvore construida, o custo de cada arco da rede é substituido pelo
respectivo custo reduzido. Em seguida ¢ utilizado o raciocinio apresentado, segundo
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o qual cada trajecto py dé origem, a partir do né v¥ de pg, com ap < i < ¥, a
trajectos da forma
suby (s, vF) o (vF, 5) o TL(4),

para todo o j € D(vF) — {vfﬂ}. Estes trajectos, obtidos a partir de p;, tém custo
nao inferior ao custo de pg, como é demonstrado no lema 5.11.

Lema 5.11 Para k € {1,...,K}, seja pr um dos trajectos de s para t retirados
de P durante a execucao do algoritmo de Eppstein, e sejam ty,...,t. 0s trajectos
determinados pelo mesmo algoritmo a partir de p,. Entao, para todo o 1 <1 < r,
e(pr) < clt).
Demonstracdo: Para k = 1, p; é o trajecto mais curto de s para t em (N, A),
pelo que pertence a arvore 7;. Entao, pelo lema 5.7, todos os arcos de p; tém custo
reduzido nulo, pelo que é(p;) = 0.

Os trajectos calculados a partir de p; separam-se deste num né x e sao da forma

ty = suby(s,x) o (z,7) o T¢(4).

O trajecto T;(j) pertence também a 7y, tendo portanto custo reduzido nulo. Assim,
t; contém quando muito um arco que nao estd naquela arvore, o arco (z,j) com
custo reduzido ¢,; > 0; logo ¢(p1) < ¢(t;) e consequentemente, pelo lema 5.10,
e(pr) < clt).
Para k£ > 1, para cada n6 x que se segue ao né desvio de pg, sao calculados
trajectos da forma
t, = subg(s,z) o (x, 5) o T (j).

Como anteriormente, T;(j) é um trajecto da drvore 7;. Entao os arcos de py que nao
pertencem a esta arvore sao também arcos de t,. Além disso (x, j), que nao estd em
Pk, pode pertencer ou nao a 7y, logo

c(te) = e(px) + Coj + e(Ti(5)) = e(pk) + Cuj-

Como ¢,; > 0, entao c(py) < ¢(t;), e portanto, ¢(py) < ¢(t;), novamente pelo
lema 5.10, como pretendiamos concluir. O

De acordo com o raciocinio descrito, cada trajecto p, obtido a partir de py, pode
ser identificado por pg, pelo né desvio e/ou pelo arco em que p se separa de p;. Entao,
para conhecer o custo desse trajecto p, e considerando que p = suby(s, 7)o (i, 7)o T;(4),
devemos calcular

c(p) = c(subg(s, i) + cij + 7.
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Isto obrigaria a conhecer o custo de suby(s, ), para varios nds i de pi. Se o custo
de cada arco ¢;; fosse substituido pelo respectivo custo reduzido, ¢;;, entao o custo
de p obter-se-ia facilmente a partir de

c(p) = c(p) + ep) = g + &(p).

Como p tem, quando muito, mais um arco nao pertencente a 7; relativamente aos
arcos de pg, e uma vez que ¢(p) indica o acréscimo do custo do trajecto ao optar por
utilizar os arcos acrescentados na obtencao de p, é(p) = é(px) + €j, logo

c(p) = 7o + &(pr) + &y

Utilizando a mudanca de varidvel indicada basta entao conhecer o custo reduzido
de cada arco da rede e o custo de cada um dos trajectos p.

Deste modo, no inicio deste algoritmo é determinada a arvore 7; e, de acordo
com a drvore construida, sao alterados os custos dos arcos de (N, .A), passando
cada um a ter o valor do respectivo custo reduzido. Como foi referido, isto permite
simplificar a identificacao de cada trajecto determinado.

O algoritmo de Eppstein utilizando a mudanca de varidvel indicada é descrito
no algoritmo 5.4.

Teorema 5.4 Sejam pi,...,px 0s trajectos de s para t na rede (N, A) enumerados
pelo algoritmo de Eppstein; entdo c¢(p1) < ¢(p2) < --- < c(pk)-
Demonstragao: Seja k£ = 1; dado que p; é o trajecto mais curto em P, entao
c(p1) < ¢(p) é vélido para todo o trajecto p de s para t em (N, .A), e portanto
c(p1) < c(p2).

Demonstremos agora que ¢(px) < ¢(pgs1)-

Admitamos que no passo k do algoritmo pry; € P; entdao, como o trajecto
escolhido foi py, verifica-se que ¢(pg) < c(prs1)-

Se no passo k do algoritmo py.1 € P, pry1 foi determinado a partir de py; logo,
pelo lema 5.11, ¢(pg) < ¢(pgs1), como pretendiamos. O

Para ilustrar o funcionamento do algoritmo de Eppstein vamos simular apenas
trées dos seus passos, quando é aplicado a determinacao dos K = 3 trajectos mais
curtos de s = 1 para t = 6 na rede da figura 13.

O algoritmo inicia-se com a determinacao da arvore dos trajectos mais curtos de
todos os nds para t, representada anteriormente na figura 16.

Uma vez determinada esta arvore, inicia-se o cdlculo dos trajectos mais curtos de
1 para 6. O primeiro trajecto calculado é p; = (1,4,7,6), donde resulta P = {p; }.
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Algoritmo 5.4: Algoritmo de Eppstein
Ti +— &rvore dos trajectos mais curtos de todos os nés para t em (N, A);
Para (todo o (i,) € A) Fazer ¢;; +— mt — 7} + cij;
p < Ti(s);
P« {p}
k<+—1;
Enquanto (k < K) e (P # () Fazer
pr <— trajecto de P tal que ¢(pg) < ¢(p), qualquer que seja p € P;
P«— P —{pi};
Se (k = 1) Ent&o aj +— 0;
Sendo oy «— ordem do nd desvio de pg;
FimSe
Para (todooi € {oy, +1,...,4;, — 1}) Fazer
Para (todo o j € D(vF) — {vf,|}) Fazer
qf +— (vf,4) o Te(5);
p¥ «— subg(s,vF) o ¢F;
P« PU{pf};
FimPara
FimPara
k<+—k+1;
FimEnquanto

No primeiro passo deste algoritmo, p; é retirado do conjunto P e a partir dele sao
calculados alguns trajectos. A arvore da figura 21 representa os trajectos calculados
de 1 para 6 em (N, .A), no final do primeiro passo deste algoritmo.

Ao ser executado o segundo passo, é determinado o trajecto p, = (1,4,6). No
entanto, como nao é possivel obter trajectos a partir de p,, a arvore construida
permanece inalterada. Assim, a arvore obtida apds a a conclusao do terceiro passo
coincide com a obtida apds a a conclusao do terceiro passo utilizando a generalizagao
do algoritmo de Yen, representada anteriormente na figura 18.

Terminamos aqui esta simulacao que poderia continuar durante o nimero de
passos pretendido, de acordo com o algoritmo 5.4.

O pior dos casos para a execucao do algoritmo de Eppstein ocorre, como para
o algoritmo GY, para uma rede do tipo da figura 19, em que todo o trajecto mais
curto passa por todos os nés da rede e onde, além disso existe um arco de retorno,
com custo nulo.

Para cada n6 do subtrajecto de py seguinte ao n6 desvio é necessario determinar
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Figura 21

todos os trajectos de s para t que se desviem nesse né. Ora, existem m — n arcos da
rede que nao pertencem a py; isto é, dado um trajecto p sao calculados m —n novos
trajectos. Assim, podemos afirmar que, no pior dos casos, o algoritmo de Eppstein
tem uma complexidade de O(K (m — n)).

5.2.5 Algoritmo MPS

No que se segue iremos descrever um algoritmo que enumera os K trajectos mais
curtos entre dois nés, s e ¢, numa rede (N, A). Este algoritmo é devido a Martins,
Pascoal e Santos e serd por vezes designado, no que se segue, por algoritmo MPS.

Como foi referido no paragrafo anterior, no algoritmo de Eppstein, dado um
trajecto p, sao calculados vérios trajectos, a partir dos nds seguintes ao seu né
desvio. Em termos da construcao da arvore dos trajectos isto significa que para
cada um daqueles nés sao acrescentados varios ramos a arvore referida. Dizemos
por isso que a construcao da arvore se realiza quase em “nivel”. Se relembrarmos
que sao calculados alguns dos trajectos constituidos pela concatenacao de um arco
e do trajecto mais curto desde o sucessor desse arco até t, que se separam de pg
em cada no, é simples observar que facilmente este tipo de construcao pode levar
a determinacao de um elevado nimero de trajectos p tais que c¢(p) > c(pk). A
generalizacao do algoritmo de Yen tenta minimizar as hipdteses de determinacao
desses trajectos, calculando apenas um trajecto para cada né seguinte ao né desvio
de pi. No entanto isto s6 é conseguido com contrapartidas. De facto, a reducao do
numero de trajectos calculados pela generalizacao do algoritmo de Yen é conseguida
a custa da escolha de um né j por forma a que ¢;; + ¢(7;(j)) seja minimo num certo
conjunto.

Como foi referido, o algoritmo MPS tenta combinar a generalizacao do algoritmo
de Yen e o algoritmo de Eppstein, tirando partido de uma ordenacgao especial do
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conjunto dos arcos da rede.

Em qualquer destes algoritmos sao calculados sucessivos trajectos, que sao guarda-
ésimo

dos como elementos de um conjunto P, de candidatos ao k trajecto mais curto,
para um certo k, com 1 < k < K. Em cada passo é escolhido em P o trajecto de
menor custo ou de menor custo reduzido, conforme o algoritmo. O trajecto escolhido
serd pi e a partir dele sao calculados varios novos trajectos.

Relembremos sucintamente aqueles dois algoritmos.

Na generalizagao do algoritmo de Yen ¢ calculado, para todo o né v¥ de py, com
ay < i <l —1, o trajecto mais curto que coincide com py de s até v¥, desviando-se
nesse n6, e nao estando o seu primeiro arco na arvore constituida por {py, ..., px}UP.

O novo trajecto considerado é do tipo

pF = suby(s,vF) o ¢,
onde ¢f = (vF, ) o T;(j) é o trajecto de menor custo com aquela forma, e (vF,7) é
um arco que nao pertence a arvore dos trajectos mais curtos de s para ¢ nesse passo
do algoritmo.

Como foi referido, calculando no inicio do algoritmo a arvore dos trajectos
mais curtos de todos os nés para t, sao conhecidos todos os trajectos 7;(j), com
j € N —{t}. Para determinar um tal trajecto ¢¥, é necessario efectuar uma pesquisa,
de modo a escolher de entre as combinagoes possiveis de arcos do tipo indicado e
trajectos da forma 7;(j), aquela que tem menor custo.

Também no algoritmo de Eppstein, para cada né v¥ de py com ap+1 < i < £, —1,
sao calculados todos os trajectos que coincidem com py, de s até vF e dele se desviam
nesse n6 . Entre os novos trajectos calculados encontra-se aquele que é determinado
no algoritmo GY.

Além disso, no algoritmo de Eppstein, é realizada uma mudanca de variavel
que facilita a identificacao dos trajectos mais curtos determinados. Esta mudanca
de varidvel permite ainda obter uma certa ordenacao do conjunto dos arcos da
rede. Como iremos descrever em seguida, esta ordenagao permite facilitar o calculo
dos trajectos pretendidos, simplificando a pesquisa efectuada pela generalizagao do
algoritmo de Yen.

Pretendemos que os arcos que irao dar origem a trajectos com menor custo sejam
os primeiros a ser escolhidos. Se relembramos que o custo reduzido de cada arco
representa a distancia a adicionar ao custo do trajecto mais curto quando aquele
arco é utilizado no novo trajecto, parece natural pensar em ordenar o conjunto dos
arcos da rede por ordem crescente dos seus custos reduzidos.

Seja ¢ um n6 de uma rede (N, .A), e consideremos F(i) = {(j,7) : (j,7) € A}
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o conjunto dos arcos da rede que terminam no né z; analogamente, consideremos
ainda Z(i) = {(i,7) : (i,7) € A} o conjunto dos arcos da rede que se iniciam em
1. Denotemos por m; o nimero de arcos que tém inicio em %, ou seja, o nimero
de elementos de Z(7). E de notar que o nimero total de arcos da rede é dado por
m = Y,enmi. Para cada i € N, o conjunto Z(i) pode ser ordenado da forma

seguinte
Z() = {0 51), -5 (0 G 3
onde ¢;;i < Ciji ,,» Para 1<u<m;—1.
Consideremos que o conjunto dos nés é dado por N'= {1,...,n}. Iremos entao

organizar o conjunto dos arcos da seguinte forma

A - {(17j11)7 ctt (]‘7]"}]’1,1)7 (2717.%)7 ctt (27j72n2)7 ctt (n7j?)7 st (n7]:’bn)}'

Esta representacao da rede permite obter os arcos que se iniciam num né ¢ por
ordem nao decrescente dos respectivos custos reduzidos. Organizar o conjunto A
da forma indicada equivale ainda a impor uma ordenacao entre os arcos da rede, de
acordo com as condigoes que se seguem. Dados dois arcos (i, ), (7,y) € A, diremos
que (i,x) é anterior a (j,y) se ¢ < j ou i =j e Gz < Cjy.

Quando o conjunto dos arcos de uma rede estd ordenado desta forma dizemos
que estd na sorted forward star form; para mais pormenores acerca desta estrutura
de dados consultar [6].

Com esta ordenacao dos arcos da rede torna-se possivel a escolha imediata do
arco que ird aumentar o menos possivel o custo de um trajecto que o venha a conter.

Depois de ordenar a rede nesta forma é possivel iniciar a determinacgao dos tra-
jectos p, de acordo com o processo utilizado na generalizagao do algoritmo de Yen.
A partir de py, e para cada v¥, com oy, < i < £}, — 1, é calculado o trajecto

pi = subg(s, o) o (vf, j) o To(j),

onde o arco (v¥,j) nao deve pertencer & arvore dos trajectos mais curtos com raiz

em s nesse passo do algoritmo. Assim, iremos escolher o arco de Z(v¥) que se segue

a a¥ na rede ordenada como foi indicado. Além disso, se a¥ = (vF, j,), entdo o arco
escolhido deve ser (v¥, j,11), caso exista.

O algoritmo de Martins, Pascoal e Santos apresentado neste paragrafo é descrito
de forma sumaria no algoritmo 5.5.

Como é demonstrado no lema 5.12, neste algoritmo um trajecto origina sempre

trajectos com uma distancia nao inferior a sua.
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Algoritmo 5.5: Algoritmo de Martins, Pascoal e Santos
Ti +— &rvore dos trajectos mais curtos de todos os nés para t em (N, A);
Para (todo o (i,) € A) fazer ¢;; «+— i — 7} + cij;
colocar (N, A) na sorted forward star form;
p < Ti(s);
P« {p}
k<+—1;
Enquanto (k < K) e (P # () Fazer
pr <— trajecto de P tal que ¢(pg) < ¢(p), qualquer que seja p € P;
P«— P —{pp};
ap <— ordem do nd desvio de py;
Para (todo o i € {ay,...,0; —1}) Fazer
j +— n6 de D(v}) tal que (vF, ) é o primeiro arco da rede seguinte a a¥;
Se (j estd definido) Ent&o
qf +— (vf,4) o Te(5);
p¥ +— subg(s,vF) o ¢F;
P« PU{pf};
FimSe
FimPara
k<+—k+1;
FimEnquanto

Lema 5.12 Dado k € {1,..., K}, seja pr, um dos trajectos de s para t retirado de P
durante a execucdo do algoritmo MPS, e sejam t1,...,t. os trajectos determinados
pelo mesmo algoritmo a partir de pg. Entao, para todo oi € {1,...,r}, c(pr) < c(t;).
Demonstracdo: Seja k = 1; p; é o trajecto mais curto de s para t em (N, A), e
entao, pelo lema 5.7, é(p;) = 0.

Os trajectos calculados a partir de p; separam-se deste num né x e sao da forma

ty = suby(s,x) o (z,7) o T¢(4).
Se x = v}, entdao (z,j) é o arco da rede ordenada que se segue a a;. Entao
Cuj 2 Cqr = 0 e &(Te(j)) = 0, donde &(p1) < &(ts) = Gy
Seja k > 1; para todo o n6 x de py, tal que x coincide com o né desvio de p; ou é
um dos noés intermédios do subtrajecto de p, que se define do né desvio para t, sao
calculados trajectos da forma

t, = subg(s,z) o (x, 5) o T (j).
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k
i

pela forma como foi escolhido, (z,j) tem custo reduzido nao inferior a a

Se x = v¥, (x,7) é o arco da rede ordenada que se segue a af. Entdo, mais uma vez,

k
Z' .
Os arcos de p que nao pertencem a arvore 7;, caso existam, sao arcos anteriores

¥ mno conjunto dos arcos da rede depois de

ao no6 desvio e eventualmente ao arco a,_,

ordenado. Analogamente, os arcos de t, que nao estao naquela arvore, coincidem
com os de p; que estao nas mesmas condicoes e sao anteriores a x e, eventualmente,
o arco (z,j).

Consideremos que o n6é x = v¥ de p;, é seguinte ao né desvio, isto é, ay < i < I.
Entao ¢(t,) = ¢(pg) + €; > ¢(pk), uma vez que &, > 0 para todo o arco (u,v) da
rede (N, A).

Consideremos agora que o né z = v¥ de p; coincide com o né desvio, ou seja,
i = . Entao &(t,) = é(px) —Ca +Coj > ¢(pk), uma vez que, como vimos, ,; > Cat
e portanto Cy; — Cgr 2> 0. a

Este lema pode ser utilizado para demonstrar o teorema 5.5, enunciado em
seguida, que garante que os trajectos py,...,px sao determinados neste algoritmo
por ordem nao decrescente de custos. A demonstracao deste teorema é andloga a
do teorema 5.4, razao pela qual nao é apresentada novamente.

Teorema 5.5 Sejam pi,...,px 0s trajectos de s para t em (N, A) determinados
pelo algoritmo MPS; entao c(p1) < ¢(p2) < -+ < c(pk).

Embora o algoritmo MPS aqui apresentado exija a ordenacao da rede na forma
que foi descrita, esta desvantagem é compensada pela elevada eficiéncia do algoritmo.

Tal como acontecia nos algoritmos GY e de Eppstein, o pior dos casos para a
execucao do algoritmo MPS ocorre para uma rede do tipo representado na figura 19,
onde o trajecto mais curto é constituido por todos os nés da rede e onde existe um
arco de retorno de custo nulo. Assim, para cada pg, com k£ € {1,..., K}, sdo
determinados, quando muito, n novos trajectos, correspondendo cada um deles a
um dos nés de py seguintes ao n6 desvio. Entao, no pior dos casos, o algoritmo MPS
tem uma complexidade de O(Kn). Estes célculos foram realizados supondo que a
rede foi dada na forma sorted forward star form. De outro modo seria necessario
necessario ordenar a rede naquela forma, o que pode ser conseguido com duas ou
trés passagens pelo conjunto dos arcos da rede, o que significa que efectua um
nimero de operacoes da O(m). No total o algoritmo MPS tem entdo uma ordem
de complexidade de O(Kn + m).

Para concluir esta subseccao, é de notar que os algoritmos aqui apresentados,
exceptuando o algoritmo de Eppstein, sao originais. Todos eles, como foi referido,
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tém por base a construcao da drvore dos trajectos mais curtos de s para t, tentando
comecar por “colocar” naquela arvore os ramos correspondentes a trajectos com
menor custo. A forma como cada um destes algoritmos consegue realizar esta tarefa
determina a sua maior ou menor eficiéncia. Tentdmos apresentar estes algoritmos
por ordem decrescente de simplicidade e crescente de eficiéncia.

E ainda de salientar que apesar de serem utilizadas apenas redes orientadas na
descricao aqui realizada, estes algoritmos sao validos também no caso de existirem
arcos nao orientados uma vez que, como foi referido na seccao 1, cada um destes
pode ser visto como dois arcos orientados.

5.3 Algoritmos Baseados no Principio de Optimalidade

Na subseccao anterior foram descritos varios algoritmos para a resolucao do proble-
ma dos K Trajectos Mais Curtos, todos eles tendo por base a construcao de uma
arvore de trajectos de s para t numa rede (N, A), contendo os K mais curtos. Como
foi referido, alguns algoritmos para o problema dos K Trajectos Mais Curtos podem
ser desenvolvidos, agora com base num principio que este problema verifica. De
facto, de modo semelhante ao que acontecia para K = 1 e foi referido na seccao
3, para K > 1 o problema em estudo verifica o Principio de Optimalidade
enunciado em seguida no lema 5.13.

Lema 5.13 O k&M trgjecto mais curto de s para t em (N, A) é constituido por
ésimo

subtrajectos que sao r mais curtos, com 1 <r <k.

Demonstragao: Sejam pi,...,pr_1 0s kK — 1 trajectos mais curtos de s para t
em (N, A). Consideremos ainda que p* € P é k®m trajecto mais curto, com
ke {l,...,K}. Entao ¢(p*) < ¢(p), para todoop € P —{p1,..., Pk 1}

Sejam u e v, nés distintos de p*; pretendemos mostrar que ¢ = suby. (u,v) é um
trajecto r&M9 majis curto de u para v, com 1 < r < k.

Suponhamos entao que existem k trajectos distintos de u para v, ¢, ..., q, tais
que ¢(¢;) < c(giy1), parai € {1,...,k—1}, e ¢(¢;) < c(p), paratodooi € {1,...,k}
ep € Puw—{q,--.,q}, mais curtos do que ¢, ou seja, ¢(g;) < c(q).

Entao, para cada ¢ € {1,...,k}, suby(s,u) ¢ ¢;o sub,«(v,t) é um trajecto de s
para t e

c(subys (s, u) © ;o suby« (v, 1)) = c(subys (s, u)) + c(g;) + c(suby (v, 1))

< c(suby(s,u)) + c(q) + c(suby« (v, 1))

= c(p*),
pelo que suby. (s, u) g o subys(v,1), ..., suby (s, u) o g o suby(v,t) sao k trajectos
mais curtos em (A, A), e p* ndo é o kS™° trajecto mais curto, como foi suposto. O
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De forma andloga a realizada para o problema do Trajecto Mais Curto, podemos
desenvolver algoritmos para resolucao do problema dos K Trajectos Mais Curtos
baseados neste principio.

Nesta subseccao iremos descrever apenas um algoritmo baseado neste principio.

5.3.1 Algoritmo MS

Como referimos podem ser desenvolvidos algoritmos baseados no Principio de Op-
timalidade para o problema dos K Trajectos Mais Curtos. Neste paragrafo iremos
descrever as varias versoes de um algoritmo para a resolucao deste problema e que
se baseia no principio anteriormente enunciado.

A primeira versao deste algoritmo deve-se a Martins, [14], versdo esta que tem
sido sujeita a sucessivos melhoramentos, [15]. A versao mais recente deve-se a Mar-
tins e Santos, [17], e é conhecida por algoritmo MS.

A ideia principal deste algoritmo consiste no apagamento de trajectos de uma
rede, e na determinacao de novos trajectos apds cada remocao.

Seja p; o trajecto mais curto de s para t em (N, A), trajecto este que pode
ser determinado por um qualquer dos algoritmos anteriormente indicados para este
problema.

Uma vez determinado p;, pretendemos em seguida determinar py, o segundo
trajecto mais curto na mesma rede. Este problema pode ser reduzido ao anterior
se a rede inicial for transformada numa outra, onde é possivel determinar todos
os trajectos de (N, A), excepto p;. Bastaria entdo recorrer novamente ao mesmo
algoritmo e calcular o trajecto mais curto na rede transformada, dado que, se nao é
possivel definir o trajecto p;, entao o trajecto mais curto nessa rede corresponderd
ao segundo mais curto em (N, A).

A questao que se coloca em seguida é a de saber transformar uma dada rede,
por forma a obter uma outra, excluindo apenas um dado trajecto; ou seja, para
ke {l,...,K}, dados uma rede (N, Ax) e um trajecto py em (Ny, Ag), como obter
outra rede (Ngi1, Agy1), onde podemos determinar todos os trajectos de (N, A),
excepto pg. Admitindo que é possivel transformar (Ny, Ax) em (Nii1, Agy1), “apa-
gando” um dado trajecto py de (N, Ay), resulta o algoritmo para enumerar os K
trajectos mais curtos, descrito no algoritmo 5.6. Uma vez conhecido o procedimento
que permite apagar py de (N, Ax), para k € {1,..., K — 1}, serd descrito o mesmo
algoritmo de forma mais pormenorizada.

Por forma a permitir a repeticao, quer do né inicial, s, quer do terminal, ¢, num
trajecto, a rede dada (N, .A) pode ser acrescentada, como foi referido anteriormente,
com os nés, S e T, e com os arcos (S, s) e (t,T), ambos de custo nulo. Os trajectos
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Algoritmo 5.6: Algoritmo de Martins
(W1, A1) «— (N, A);
p1 <— trajecto mais curto de s para t em (N7, A1);
Para (todo o k € {2,...,K}) Fazer
(Nk, Ag) +— transformada de (Ny_1, Ar_1) de onde é apagado pi_1;
pr <— trajecto mais curto de s para t em (N, Ax);
FimPara

passam a ser determinados de S para T'. E de notar que qualquer trajecto tem pelo
menos tres arcos.

A fim de facilitar a descricao deste algoritmo, admitimos que a rede (N, .A)
foi acrescentada, assumindo pois que qualquer trajecto é definido de s para t e é
constituido por, pelo menos, trés arcos.

Pretendemos pois transformar (N, .A) numa outra rede (N, A’), onde é possivel
realizar todos os trajectos de s para t que se definem em (N, A), excepto um trajecto
dado, p.

Consideremos entao

p = (v1,01,V2,02,...,V,_1,00,-1,V¢,),

onde ¢, > 3, um trajecto de s para t em (N, A).

O conjunto dos nés N serd constituido pelo conjunto dos nés da rede original, ao
qual sao acrescentadas “cépias” dos nés do trajecto p que nao o inicial e o terminal,
por forma a obter alternativa aos subtrajectos de p, que é possivel definir de s para
vi, para i € {1,...,0,}.

Como veremos, o conjunto A’ é constituido nao sé por elementos de A, mas
também por alguns novos arcos que ligam nés da rede original as “copias” dos nds
de p e por arcos que ligam as “copias” entre si.

E de notar que um trajecto ¢’ de (N”,A") pode conter nés e arcos que nio
pertencam a (N, A); no entanto, estes nds e arcos constituem uma cépia de nos e
arcos de (N, A). Diremos nesse caso que ¢’ = ¢, onde ¢ é o trajecto de (N, A) que
resulta de ¢’ substituindo os nés e arcos de (N, A’) ndo existentes em (N, A) pelos
respectivos nés e arcos desta ultima rede. E neste sentido que afirmamos que os
trajectos de s para t em (N, A’) sdo os trajectos de s para ¢t em (N, .A). Diremos
neste caso que ¢’ é o trajecto alternativo ou alternativa de g.

Seja p' o trajecto de s para t que é alternativa do trajecto p a ser removido de
(N, A). Se construissemos (N, A’) de modo a que contivesse p e uma sua “cpia”,
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continuaria a ser possivel determinar aquele trajecto na nova rede. Para que isto
nao aconteca devem ser retirados da rede o primeiro arco de p’ e o ultimo de p, ou o
tultimo arco de p’ e o primeiro de p. No que se segue, a rede transformada, (N, A')
é a que resulta da consideracao do primeiro caso.

Lembremos que, dado um né i de uma rede, F(i) designa o conjunto dos arcos
da rede que terminam em i. Denotemos ainda por F'(i) o conjunto anilogo, na rede
(N, A").

Assim, dada a rede (NV,A) e o trajecto p = (vi,...,vg,), de (M, A), a rede
transformada, (N', A"), é definida por:

LN =NU{vy,...,0p 1}
2. A= (A—{(vg,-1,)}) UF (v3) U...UF' (v, 1) U{(vp,_1,t)}, onde:

(a) F'(vy) = {(u,v5) : (u,v2) € F(vz) — {(s,v2)} };

(b) F'(vj) = {(u,v;) = (w,v5) € F(vg) = {(vic1,vi) }} U {(vi_1,v)}, para todo
02< i<,

Resta-nos identificar o custo a associar a cada um dos arcos da nova rede.

Pretendemos que cada né acrescentado constitua uma “cépia” do nod corres-
pondente na rede inicial, por forma a que todos os trajectos, com excepc¢ao de p, se
continuem a poder definir na rede transformada, em condigoes idénticas. Concluimos
pois que os trajectos alternativos na nova rede deverao ter custo igual aos seus
correspondentes na rede original. Para tal os arcos da rede original mantém o seu
custo e os custos dos novos arcos dependem dos custos dos arcos iniciais que lhes
deram origem. Teremos entao:

o ¢y = ¢, para (i, j') € A, quaisquer que sejam i, 5" € N7 — N;
e ¢y = ¢ , para (i,j') € A, quaisquer que sejam i € N e j' € NV — N
e cij =cy , para (i, j) € A, quaisquer que sejam j € N e i e N7 — N.

Mostramos, no teorema 5.6, que os trajectos diferentes de p que se podem realizar
em (N, A), se podem realizar também em (N, A'), e vice-versa.

Teorema 5.6 Sejap = (vy,...,v,) um trajecto de s para t numa dada rede (N, A)
e seja (N', A") a rede obtida de (N, A) tal que:

1. Nl :N’U{Ué,---;vzpfl};
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2. A= (A—{(vg,-1, ) ) UF'(v3) U... UF"(vp _1) U {(vy,_1,t)}, onde:

}
(a) F'(vy) = {(u,v3) : (u,v2) € F(vz) = {(s,vz)}};
Vi) :

(b) F'(vi) = {(u, (u,v;) € F(vg) — {(vie1,v:) }} U{(v]_,,v))}, para todo
02 <1</l

Designando por P' o conjunto dos trajectos de s para t na rede (N',A"), entao
P—A{p}="P".

Demonstragao: Sejap = (vy,...,v,), comv; = s e vy, = t, um qualquer trajecto
de s para t numa rede (N, A).

Comecemos por demonstrar que P — {p} C P'.

Seja ¢ = (n, ..., ng,) um trajecto de P — {p}.

Uma vez que ¢ # p, existe pelo menos um valor j, talque 1 < j < /{,el < j </,
para o qual v; # n;.

Pela construgao de (N, A’), todos os arcos da rede inicial, com a excepcao de
(vg,~1,1), continuam a ser arcos da nova rede. Assim, se ¢ nao contiver aquele arco
é imediato que ¢ é um trajecto em P’ de s para t em (N', A'), ou seja, pertencente
a P

Suponhamos, sem perda de generalidade, que aquele é o tltimo arco de ¢, o que
é possivel dado que, acrescentando um super-n6 terminal a rede, existe um tunico
arco que termina em 7'. Entao ng,_1 = ve,_1.

Seja j o menor inteiro tal que ny _; # vy,_;. Como ¢ e p sao diferentes mas o
seu tltimo arco é o mesmo, entao 2 < j < min{/,, ¢,} — 2. Assim, podemos definir
o trajecto subg(s,ng_;) na rede (N, A’), mas, no entanto, nao podemos definir
subg(ng,—jt+1,t) = suby,(ve,_j11,t), uma vez que o seu iltimo arco nao pertence a nova,
rede. No entanto, pela forma como foi obtida (N', A'), quer o né nj _; 1 = v .y
quer o arco (ng, j,ny, ;1) pertencem a nova rede. Assim, o trajecto suby(ng, ;,1)
é substituido por

’ / ’ o ’ / /
(Tt —jis T, 1 Ty —jr2s s g1 8) = (Vey—in Vo 1> Uty jras -+ - Uy 15 )
pelo que o trajecto de s para t em (N', A'),
I ! !
q' = suby(s,10,—;) © (Ney—j> Mg, _ji1s - T, —1, 1)

é escolhido como alternativo de ¢ e podemos dizer que ¢ € P’.

Demonstremos agora que P’ C P — {p}.

Seja ¢' = (nq, ..., Tqu,) um trajecto de P’.

Mostremos que ¢’ # p, comecando por supor o contrario, isto é, supondo que
¢ =p-



62 5 ENUMERACAO DOS K TRAJECTOS MAIS CURTOS

Ora (ng,-1,t) # (vg,-1,1) uma vez que (vg,—1,t) nao é um arco da nova rede;

- . . . , oy
entao e, -1 teria de ser uma alternativa para Vg, -1, 1sto €, Mg, -1 = Vg, 1 Como

os arcos (v;_1,v}), para 2 < i < {,, também nao pertencem a nova rede, para ¢’ ser
igual a p, os nés no, ..., ng, -1 teriam de ser alternativas a vy, ...,vs,—1. Mas entao,
como (s, v}) ndo pertence a nova rede, concluimos que ¢’ nao é alternativa a p, isto
é, ¢' # p, como pretendiamos.

Uma vez demonstrado que ¢’ # p, mostremos agora que ¢’ € P, o que significa
que ¢' € P — {p}.

Para isso, atendendo a construgao de (N, A’), basta substituir os arcos do tipo
(vi_1,v;) por (vi—1,v;), para 2 < i < {,, 0 arco (vy _y,t) por (vg,—1,t), e finalmente,
os arcos do tipo (u,v}) por (u,v;), para (u,v)) € F(v;) e 2 < i < {,, ficando assim

concluida a demonstragao. O

Como consequéncia do teorema 5.6 podemos obter o coroldrio 5.6.1, apresentado
em seguida.

Corolario 5.6.1 Trajectos alternativos em (N, A) e em (N, A') tém custos iguais.
Demonstragdo: Seja ¢’ um trajecto alternativo, em (N’ A’), ao trajecto ¢, em
(N, A). Basta observar, pelo teorema 5.6, que ¢ e ¢’ utilizam os mesmos arcos ou
arcos alternativos. Pela forma como estao definidos os custos dos arcos da nova
rede estes tém o mesmo custo que os correspondentes na rede original, pelo que fica
demonstrado que ¢(q) = ¢(¢'), como pretendiamos. O

Por forma a ilustrar a construgao desta nova rede, (N, A’), voltemos a considerar
a rede da figura 5. Apods terem sido acrescentados os super-nés inicial e terminal
obtemos a rede da figura 8, onde o trajecto mais curto é p = p; = (S,1,2,3,5,T).

Consideremos que a rede inicial é a rede aumentada, que iremos denotar por
(N, A). A rede representada na figura 22 é (N’, A’), obtida como foi descrito ante-
riormente a partir de (N, A) e de p.

E de notar que na nova rede (N’, A"), ndo é possivel definir o trajecto mais curto
em (N, A), quer utilizando os nés de (N, A), quer utilizando também as “cépias”
daqueles nds que foram acrescentadas, uma vez que nao existem os arcos (S5,1') e
(5, 7).

Apesar disso, é possivel definir qualquer outro trajecto de S para 7', tendo em
conta que cada né i’ é uma “cépia” de i. Por exemplo, ao trajecto (S,1,3,5,T) em
(N, A) corresponde o trajecto (S, 1,35, T) em (N', A’). Este tltimo é o mais curto
na nova rede e tem custo 4, exactamente o mesmo que a sua alternativa em (N, A).
Assim, e como referimos anteriormente, p, = (S, 1,3,5,T) é o segundo trajecto mais
curto de S para T na rede original.
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Figura 22

No algoritmo de Martins, que aqui descrevemos, é construida uma sequéncia de
redes, {(N1, A1), ..,(Nk, Ak)}, tal que (N, A;) =(N, A) e, para todo o k > 2,
(Ne, Ag) = (NV]_4, : '_1). No teorema 5.7 é demonstrado que o trajecto mais curto
em (N, Ag) é o k&M trajecto mais curto em (N, A), para k > 1.

Teorema 5.7 O trajecto mais curto de s parat em (Ny, A) € o k&2 mais curto
de s parat em (N, A), para 1 <k < K.
Demonstragido: Por definicao, (N1, A;) = (N, A), logo p; é o trajecto mais curto
naquela rede.

Suponhamos que sendo p* o trajecto mais curto em (N, Ag), p* é o
curto em (N, A), isto é, p* = py.

Ora, pela construcao destas redes, (Ngy1, Agi1) = (W), A}). Como vimos no
teorema 5.6, os trajectos de (Nyi1, Agy1) coincidem com os trajectos de (N, Ayx),

kSO mais

excluindo pg, que nao se pode definir em (N, Ay).

Designemos por p* o trajecto mais curto em (Nyi1, Axy1). Entao p* é tal que
c(p*) < ¢(p), para todo o p definido em (N1, Axy1); ou seja, para todo o p definido
em (N, Ag), excepto pg. Como pg é o mais curto em (N, Ag), teremos ainda que
c(pr) < ¢(p*). Nesse caso, p* é o segundo trajecto mais curto em (Ny, Ai). Por
hipétese de inducao, py é o k&M trajecto mais curto, portanto p* = py.1, isto é, p*
é o (k+ 1)8m trajecto mais curto de s para t em (N, A). O

E de notar, mais uma vez, que a representacao dos nés alternativos, v’, ao nivel
da implementacao computacional deste algoritmo é realizada com base numa funcao
h:X — N, onde X C IN, que indica, para cada v' € X o respectivo né correspon-
dente na rede original. Neste caso X representa os véarios conjuntos de nés, Ny, que
vao sendo construidos.

Como foi referido, esta versao do algoritmo foi sucessivamente melhorada sendo
a tltima versao conhecida por algoritmo MS. Estes melhoramentos visam essen-
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cialmente tentar reduzir a quantidade de informacao a armazenar, o que se traduz
também num aumento de eficiéncia no que respeita ao tempo de execucao.

O primeiro melhoramento introduzido permite a reducao do nimero de alterna-
tivas de nos que é necessario criar, em cada transformacao de uma rede.

Como se pode observar na figura 22, o né 1’ nao pertence a nenhum trajecto
de S para T, dado que nao existe em (N3, Ay) = (N, A’) nenhum trajecto de S
para 1’, pelo que aquele n6é nunca sera utilizado. O mesmo acontece com o né 2/,
alternativa de 2 em (N3, Ay). Assim, a rede transformada, (N’ A"), obtida a partir
de um dado trajecto p de s para ¢t numa rede (N, .A) pode conter apenas cépias dos
nés de p que se seguem ao primeiro né ao qual chega mais do que um arco. Como é
demonstrado no lema 5.14 este é o primeiro né de p para o qual existe mais do que
um trajecto a partir de s em (N, A), o que implica que para os nés de p anteriores
a este é suficiente manter o subtrajecto de p com inicio em s na rede original, nao
sendo necessario criar as suas alternativas. Neste lema é demonstrado ainda que
este resultado é valido apenas para o primeiro no, ou seja, que nao é possivel evitar
cépias de nos seguintes ao primeiro ao qual chega mais do que um arco.

Lema 5.14 Seja p = (vi,...,vq,) um trajecto de s para t numa rede (N, A) e v;,
com 1 <1 <{,, o primeiro né de p ao qual chega mais do que um arco. Entdo:

1. O no v; € o primeiro no de p para o qual existe mais do que um trajecto com
inicio em s.

2. Para os nos que se sequem a v; em p existe mais do que um trajecto com inicio
em s.

Demonstracgao:

1. Comecemos por mostrar que se a um no6 de p chega mais do que um arco, entao
existe mais do que um trajecto de s para esse n6. Para isso consideremos um
né6 v;, com 1 < i < ¢, do trajecto p, tal que (j,v;) # (vi_1,v;) é um arco de
(N, A). Por hipétese, Py; # (), logo existe um trajecto ¢, em (N, A) de s para
7, € ¢ o (J,v;) é um trajecto de s para v;. Como (j,v;) # (v;_1,v;), 0 trajecto
definido ¢ distinto de sub, (s, v;), ou seja, existe mais do que um trajecto de s
para v;.

Consideremos agora que v; é o primeiro n6 de p naquelas condicoes, e que
vj, com 1 < j < 4, é outro n6 de p anterior a v; ao qual chega um s6 arco.
Suponhamos que existe um trajecto ¢, de s para v; em (N, .A), diferente de
sub,(s,v;j). Designemos por z o né de sub,(s,v;) e de ¢ mais distante de v;,
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tal que sub,(z,v;) = suby(z,v;) e anterior a v;. Como ¢ # sub,(s, v;),  é um
n6 seguinte a s. Entdo sub,(s, x) e sub,(s, ) sdo dois trajectos distintos de s
para x e existe mais do que um arco terminando em z, pelo que v; nao seria
o primeiro nestas condigoes.

2. Sendo v; o primeiro n6 de p ao qual chega mais do que um arco, como foi
demonstrado em 1, existem trajectos ¢i,...,q; de s para v;, com k > 1. Seja
v; um né de p que se segue a v;. Entao sub,(v;,v;) é um trajecto de v; para
v, e, consequentemente, ¢;0 suby,(v;, vj), ..., @ sub,(v;, v;) sdo k trajectos de
s para vj;, ou seja, existem vdrios trajectos de s para v;. O

De acordo com este lema, ao construir a rede (N5, Ay) apresentada na figura 22
) )
podemos desprezar, isto é, nao copiar, os nés 1’ e 2', uma vez que 3 é o primeiro né
de p; no qual termina mais do que um arco.

ésimo

Seja pj, o caminho mais curto em (N, Ay), correspondente ao k trajecto
mais curto em (N7, 4;). De acordo com este lema, basta acrescentar a (Nyy1, Agi1)
os n6s de pj, a partir do primeiro ao qual chega mais do que um arco. Este primeiro
no terd um papel semelhante ao do primeiro né copiado antes do melhoramento do
algoritmo. Assim, designando este né por v;, de modo a que pj, nao se possa realizar
em (Njy1, Ags1), em v devem terminar os arcos que terminavam em v;, & excepgao
daquele utilizado em pj.

Segundo o algoritmo original de Martins, apds a obtencao da rede transformada é
utilizado um algoritmo para determinar o caminho mais curto nesta rede. Aplicando
este raciocinio & rede (N3, Ay) da figura 22 obtemos, um rétulo consistindo num par

(78, £7), associado a cada né i, que apresentamos na tabela 2.

i €Ny S 1 2 3 4 5 T 3 5
(mi,&) | (0 ] (0,) | (0,1) | (0,2) | (0,3) | (3,3) | (45) | (1,1) | (4,3)

Tabela 2

E de notar que os rétulos dos nés da rede original, a excepgao do rotulo de 7', nao
foram alterados. Assim, os novos nés podem ser rotulados correctamente aquando
da sua criagao, analisando os arcos que terminam em cada um eles. Deste modo,
cada novo no j é rotulado com o custo

7 = min{7; + ¢ 1 1 € R(j)},
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onde R(j) é o conjunto dos nés da nova rede em que se iniciam arcos que terminam
em j. E ainda de notar que, uma vez que o né terminal ¢ nao é copiado, o rétulo
deste n6 tem de ser alterado. Cada rétulo determinado corresponde ao custo de
cada trajecto py obtido. Como foi referido, e como é demonstrado em seguida, os
rotulos assim calculados sao os correctos.

Lema 5.15 Seja {(N1, A1),...,(Nk, Ak)} a sequéncia de redes que se obtém com
0 algoritmo de Martins, e seja pj, o caminho mais curto de s para t em (N, Ag),
correspondente a px. Com este algoritmo, os nds que se acrescentam a (N, Ag),
para k € {2,..., K}, ficam rotulados definitivamente.

Demonstragdo: Para k = 1 os rétulos dos nés de (N1, .A;) sao obtidos através
da determinacao da arvore dos trajectos mais curtos com raiz em s, pelo que sao
definitivos.

Consideremos agora que os rétulos de (N, Ay) sdo definitivos e tentemos mostrar
que os rétulos de (Ny41, Axt1) também o serdo.

Seja pj, = (vi,...,vp) 0 caminho mais curto de s para ¢t em (N, Ax) e seja v,
com 1 < i < ) o primeiro n6 de pj ao qual chega mais do que um arco; isto é,
vl é o primeiro né a ser acrescentado na constru¢ao de (Nyi1, Agr1). Conforme o
raciocinio indicado,

’ﬂ'ls}: = min{ﬂ'z + Cuvg HNUAS R(Uz,)}7

onde R(v}) é o conjunto dos nés de (Nj41, Ag41) em que se iniciam arcos terminando
em v). Pela forma como (N1, Axy1) é construida, os nés de R(v}) pertencem todos
a (N, Ag). Assim, por hipétese, os nés a partir dos quais v, pode ser rotulado, tém

rétulos definitivos; portanto o rétulo de v também o é.
!
7
41 também ¢ rotulado correctamente.

Suponhamos agora que v, com j > i, tem rétulo definitivo e mostremos que
,.
j

Todos arcos da nova rede terminando em v}, tém inicio em nés da rede (N, Ax)

entao v

rotulados correctamente, ou entao no né v;-, que por hipétese tem também rétulo
definitivo, o que conclui a demonstracao. O

Resumindo, com base neste melhoramento é construida a rede (Nyy1, Axi1) € em
vez de se calcular o trajecto mais curto em (N1, Ag11), sdo mantidos os rétulos dos
nos originais, enquanto que os novos nés (incluindo o terminal) vao sendo rotulados
a medida que sao criados, isto é, a medida que sao acrescentados a rede.

Consideremos o trajecto pj, = (v1,...,vp), € seja v;, com 1 < i < ¢, o primeiro
n6 de p) ao qual chega mais do que um arco. Além dos melhoramentos referidos,
¢ ainda possivel que ndo seja necessario duplicar alguns nés de pj, seguintes a v;.
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De facto, suponhamos que um dado né de pj, tem né alternativo; entdo, como foi
demonstrado no lema 5.15, o rétulo desse né de pj, é definitivo pelo que nao sera
alterado. Uma alternativa desse né seria uma cépia exacta, isto é, com o mesmo
rotulo, donde podemos concluir que é desnecessaria.

Voltando a rede exemplo, de acordo com os melhoramentos descritos até ao
momento, e uma vez que p; = (5,1,2,3,5,T), a rede (N3, Ay) da figura 22 nao
deveria conter os ndés 1’ e 2’ uma vez que existe um tdnico trajecto de S para aqueles
nés. Na figura 23 é representada a rede (N3, As) obtida, associando a cada né i o

respectivo rétulo, (7], 7).

Figura 23

Como podemos observar, p, = (S,1,3",5,T) é o caminho mais curto naquela
rede. Procedendo de modo anélogo é construida a rede (N3, .Aj3), ficando determi-
nado o trajecto py = (S5,1,2,3,4,5”, 7). Como o né 3 tem alternativa, isto é, o n6 3’
pertence a (N3, A3), entdo uma nova cépia de 3 teria exactamente as mesmas car-
acteristicas que 3’ pelo que é desnecesséria. A rede (N3, A3), obtida com este novo
melhoramento, é apresentada na figura 24. E ainda de notar que na rede original
(N, A), existem apenas dois trajectos de S para 3. O mais curto de entre eles é
o representado pelo rétulo do né 3 em (N3, A3) e o segundo é o representado pelo
rétulo de 3'. Deste modo nao é necesséario voltar a copiar aquele no.

Assim, se um dos nds iniciais de pj, tiver alternativa o seu rétulo nao sera alterado,
pelo que basta duplicar os nés de pj, seguintes ou coincidentes com o primeiro que
ainda nao tem alternativa. Podemos concluir pois que nao é necessario copiar os
primeiros nés de pj, nestas condigoes, reduzindo assim o tamanho da rede construida
e, na pratica, aumentando a rapidez do algoritmo, como foi referido.

Lema 5.16 Sejapj, = (v1,...,vp) 0 caminho mais curto em (Ng, Ax), qualquer que
seja k € {2,...,K}. Se o né v; depj, com 1 < i <!, tem alternativa, entio o
mesmo acontece com o né que o precede, v;_y.

Demonstracao: Seja v; um né de p) com alternativa. Entao v; foi utilizado em
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Figura 24

algum caminho mais curto. Como o rétulo de v; é definitivo, entao ele é obtido a
partir do mesmo n6. Em p), o né v; foi rotulado a partir de v;_; e entao este né
também pertenceu a um caminho mais curto, o que significa, como pretendiamos,
que tem alternativa. O

De acordo com as alteragoes realizadas, o algoritmo resultante, da autoria de
Azevedo, Madeira, Martins e Pires, [2], pode ser descrito como se mostra no al-
goritmo 5.7. E de notar que, para cada trajecto pi, a rotulacao do primeiro né a

ser analisado deve ser realizada de modo semelhante a rotulagao do né seguinte ao

inicial de pg, no algoritmo original. Assim, designando aquele né por U;-C, 0 arco

(vfﬁl, vf) nao deve dar origem a nenhum outro arco na nova rede. Os restantes nos
devem ser rotulados como originalmente.

Com base no teorema 5.6 e na forma como é realizada a construcao da rede
(Nk, Ax), para k > 1, no procedimento 5.7.1 é apresentado CriarAlternativa(v;), um
procedimento para a criacao de uma coépia do né v;, possivelmente a ser utilizado
no algoritmo 5.7.

Observando as figuras que representam as redes obtidas seguindo o algoritmo 5.7,
e comparando estas redes com a original, podemos notar que a ultima destas é ainda
constituida por um nimero de nés e de arcos muito maior do que a original. Podemos
verificar ainda que, para cada copia efectuada de um dado nd, vai diminuindo o
nimero de arcos que nela terminam. Denotemos por i*®) a k&Mm2 ¢épia de um né
i € Ni, com k > 1. Em i terminam os arcos alternativos daqueles que terminavam

(k—1) k—1)

em 7 , excepto, eventualmente, o que antecedia i no trajecto determinado.

k)

Assim, todos os arcos terminando em i®) sao cépias de arcos que terminam em

i®=D_ O ltimo melhoramento realizado, até ao momento, evita as cépias destes
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Algoritmo 5.7: Algoritmo de Azevedo, Madeira, Martins e Pires
Ts «— &rvore dos trajectos mais curtos de s para todos os nés em (N, A);
p1 < Ts(b);
k<+—1;
Enquanto (k < K) e (existem trajectos por determinar) Fazer
v; — primeiro né de pj, ao qual chega mais do que um arco;
Se (i estd definido) Ent&o
vj 