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1- INTRODUCAO

1.1- MRI de difuséo

Magnetic Ressonance Imaging (MRI) de difusdo é uma ferramenta ndo invasiva de grande
aplicagdo em medicina e neurociéncia que permite obter informacdes sobre a arquitectura
neuronal in vivo. Existem varias técnicas, que representam formas diferentes fazer a aquisicédo
dos dados: Low Angular Resolution Diffusion Imaging (LARDI), High Angular Resolution Diffusion
Imaging (HARDI), High Grid Resolution Diffusion Imaging (HGRDI). Estes dados séo
processados, usando o Diffusion Tensor Imaging (DTI) para dados LARDI; Multi-DTI, Fiber
ORientation Estimated using Continuous Axially Symmetric Tensors (FORECAST) e o Q-Ball
Imaging (QBI) para dados HARDI; e Q-Space Imaging (QSI), que também ¢é referido como
Diffusion Spectrum Imaging (DSI) para dados HGRDI. DTI obtém o sinal a partir de um tensor de
difusdo (1;5;7), QSI obtém a funcao densidade de probabilidade (PDF) do deslocamento de uma
molécula de agua, a partir de um sinal de ressonancia magnética (2), QBl e FORECAST obtém a
funcéo de densidade probabilidade de orientacdo (ODF) da molécula de agua. E sdo todas elas
utilizadas para a reconstrucdo de imagens a partir dos dados experimentais. Todas estas
técnicas sédo utilizadas para a Tractografia da matéria branca, que obtém os possiveis trajectos
das fibras nervosas na matéria branca (6-9).

O ODF (2), é matematicamente definido através de um integral radial do PDF (1), f(F):

ODF(6,,4,) = f f (F) dfF| [1.1A]
0

O ODF é aquele que obtém informacdes angulares importantes e pode ser visto como a
probabilidade que uma molécula de agua tem de se difundir num angulo sélido especifico. Por
outro lado, o ODF Q-ball é definido através do Funk-Radon Transform (FRT) do sinal, e o que é

definido como sendo o integral do PDF sobre z, e que sdo aproximacdes do verdadeiro ODF e



que sera abordada na secc¢édo 1.3. Estes ODF’s, ao contrario dos PDF, ndo garantem que a

normalizac@o seja verificada. Pode-se ver na equacéo [1.1A], que ndo aparece o factor |r”|2 , pelo

que j I ODF(8.,¢.)sing. d6. d¢. pode ser diferente de um.

1.2- Q-Space Imaging (QSI)
QSI é uma técnica de processamento que obtém a PDF do deslocamento de uma molécula de

adgua, f(r) a partir dos dados experimentais adquiridos exclusivamente em HGRDI. Esta
técnica afirma que o sinal pode ser decomposto em Transformada de Fourier (FT), e por isso,
este PDF pode ser obtido a partir de um sinal de ressonancia magnética normalizado, S(q)/S,

através das relacbes de Fourier (2). Expressando a FT deste sinal (normalizado), em

coordenadas cartesianas, tem-se que:

f(r)= FT[?} Lo]j SS) expE2mi§'r)dg = J J j exp( 2/ G'T) dudvdw  [1.2A]
A FT inversa da PDF é dada por:

S@ _ gy EHGIE jw":ﬁ f(F) exp@ri §'F)dr = j j j f(F)exp@miG'F) dxdydz  [1.2B]

S

Em coordenadas esféricas, a FT e a sua respectiva inversa sdo dadas por:

f(F) = FT[?} =117 O% exp@ri a'F)[d] sing, d||dé, dg, 1.2C]
? =FT [ (F)] = joz” [ £ (7) exprri 4"F)[F] sing, d|F|d8, dg, [1.20]



Onde:

x| ||or|cosa cosg, sing.
F=[F|f=|y|=||osing = sing, sing, [1.2E]
z z cosé.
u cosg, sing, ‘ Py ‘ cosg,
e §=[6|a=| v |=[d|| sing,sing, |= ‘pq‘sinmq :Eyég . [1.2F]
w coso, z
Note que como f (') é um PDF, entdo, tem-se que J._H:l[]llm f(r)dr =1, pelo que a expresséo

da FT inversa obriga a que % =1 (é um sinal normalizado).

Para o processamento QSI, como vimos, a aquisicdo de dados ndo pode ser feita
usando dados LARDI ou HARDI, e néo utiliza o ODF, mas sim, um PDF para a reconstrugéo de
imagens. Na pratica, ndo é facil de implementar um PDF. Um método que pode servir para
resolver este problema € fixar um raio e obter varias superficies em funcdo do raio, outro mais
usado é definir cubos de diferentes tamanhos. Como ja tinha referido, esta técnica s6 se pode
processar em dados HGRDI, ou seja, dados adquiridos hum sdélido, como por exemplo, numa

rede cubica. Se utilizar dados HARDI ou LARDI, ou seja, se forem adquiridos numa superficie

esférica, estes ndo dao informacdo sobre o comportamento do sinal em funcéo de |q| Para

fazer o processamento QSI usando dados HARDI ou LARDI, o sinal tem de ser estimado para

diferentes valores de || estimando depois o PDF em fungdo de |[F|. O QS| apresenta a

vantagem de que permite extrair mais informacdo sobre as fibras, pelo que pode-se por

exemplo, analisar em detalhe a estrutura das fibras e a sua fungdo, mas na pratica, esta
técnica tem duas desvantagens:

%  QSI requer gradiente de amostragem numa grelha cartesiana a trés dimensdes e aplicar

um numero elevado de direc¢des do gradiente do campo magnético, pelo que o tempo

que se efectua neste procedimento é demasiadamente longo.



x QSI requer gradientes de campo magnético com amplitudes elevadas de forma a

satisfazer condicdo Nyquist para a difusdo dentro de um tecido nervoso.

1.3- Q-Ball Imaging (QBI)

QBI é uma técnica de processamento, cuja aquisicdo dos dados € feita em HARDI (embora
também se pode fazer a aquisicdo em rede cubica), obtém o ODF Q-ball (ODFy), que € uma
aproximacao do ODF puro (2) dada na equacao [1.1A] (é uma versdo mais alisada (5)) havendo
igualdade quando Q' tende para infinito. Alternativamente, esta técnica pode obter uma outra
aproximacgao do ODF, fazendo integracdo do PDF sobre z e multiplicando pelo factor %, obtendo
uma aproximagdo do ODF em z. E aplicando 0 mesmo processo para todas as outras
orientacbes do eixo z, obtendo experimentalmente uma aproximacdo do ODF para qualquer
orientagdo. Esta técnica, tal como o QSI, afirma que o sinal pode ser decomposto em
transformadas de Fourier. Matematicamente, usando a mesma nomenclatura dada nas
equacodes [1.2E] e [1.2F], o ODF Q-Ball é definido através da chamada Transfomada de Funk-
Radon (FRT) do sinal. Na pratica, o valor do FRT dado num ponto esférico I é o integral circular

sobre uma esfera definida pelo plano que passa pela origem com vector normal I (5):

— ~ - +0053 — ~ — —> 1 —
ODF, (6;.9,) = FRT[S(0)/ $,](U) = Solf_sz S(d) 5(G"a) 5(a|—q') dg [1.3A]
~ 1 u . . . u
Onde U :H[Ul u, u3] = [cos¢u sing, sing, sing, cos@u] [1.3B]

Este ODF é aplicado em QBI e € uma aproximacado do verdadeiro ODF para q’ finito e havendo
igualdade se g’ tender para infinito. Para a aplicacdo do ODF Q-ball em QSI, se conhecer o PDF
deste sinal, pode-se provar tal como em Tuch (2), que na direccdo do eixo z a FRT pode ser

expressa da seguinte forma, usando em coordenadas cilindricas, e pressupondo-se sem perda

de generalidade que U = [O 0 1]T ;



ODF, (00) = 271’ jf: £ (8) J, (27198 dp [1.3C]

Onde J, (X):= lJA”COSQ’]T —-Xxsinr)dr = ij” expinr —ixsinr)dr [1.3D]
T 2o

é a funcdo Bessel de ordem n e a fungéo f (©0) é a projeccédo do PDF, f (), sobre z, ou seja, é

funcao de distribuicdo de orientacdo numa circulo (“loop”) resultante da seccao da esfera por um
plano que passa na origem, e que este circulo é perpendicular ao eixo z, expressa em

coordenadas cilindricas:
t(@)=[ t(dz=[ f(p,2)dz [1.3E]

Onde p=|x y]T:U,OF|COS¢} |,0F|Sin¢;]T . Se o PDF for uma fungdo par em z, ou

seja, f(x,y,2) = f(x,y,-2) = f(x,,|2)) , entdo tem-se que:

F@)=f(xy) =] f(xy,2)dz= 2j0+°° f(x,y,2)dz= 2j0+°° f(x,y,|2)d| [1.3F]

Quando p, =0, entéo, o PDF n&o depende de ¢ e tem-se [f| =|Z (N&o confundir o |F| com o

o] [F| =X2 +y? + 2% e |p,|=y/x* +y?), donde se tem:

f (00) =2 jom f (00, d[F| = 20DF (00) [1.3G]



Entdo, o f (0,0)/2 é o verdadeiro ODF, ou seja, um ODF puro definida na equagéo [1.1A], mas

na direccdo z. Na pratica, no processamento QBI, quando se faz aquisicdo de dados HARDI, o
eixo z ndo é o eixo de referéncia, ou seja, ndao é um eixo fixo. Este eixo estd apontado na

direccdo U. Os dados sdo adquiridos num “loop” perpendicular a z apontada para cada
orientacdo U, obtendo para cada direc¢do U, o f; (00). Fazendo o mesmo processo, para as
outras orientagfes, e se se assumir que o PDF é par em z, obtém-se entdo o ODF puro

experimental, ODF (8, ,¢,) . Na pratica, |,0r| ndo é rigorosamente nula, se isto acontecer, entéo,

f (0) /2 é uma aproximagdo do ODF puro com perturbagdes com dependéncia em ¢ pelo facto

de que a direccdo do eixo perpendicular ao “loop” onde sdo adquiridos os dados, ndo é

exactamente igual a direc¢do do eixo z pretendido. Além disso, este resultado s6 é valido para

distribuicbes simétricas, relativamente ao plano z=0, caso contrario, se |,0F|=0, entdo, este é

igual ao ODF puro s6 da componente patr:

rm f (00,[F)) + f (00,F]) dlf| [1.3H]

N4 f(F
t 00)/2=0pF| O+ TN |60 =
2 0 2

Para o célculo analitico do ODF Q-ball, ndo podemos encontrar uma forma fechada

para a equacao [1.3C], bem como o célculo de uma fungédo de Bessel de ordem n. Usando a

expansédo da funcéo de Bessel de ordem zero em Séries de Taylor, tem-se que:

© _1 n
J,(¥) = Z(‘; i” riz x2" [1.31]

Substituindo a equacéao [1.3I] na equacao [1.3C], obtém-se entdo o ODF Q-ball na direc¢cédo do

eixo z:



2mHl (_1)n
4"ni?

ODF, (00) = 3" (277 j:}f f (o)™ dp [1.3]]
m=0

O ODF Q-Ball definida na equacdo [1.3A] tem a desvantagem de ser uma
aproximacado do verdadeiro ODF para ¢’ finito. Se os dados forem adquiridos numa superficie

esférica, esta técnica ndo obtém o PDF, pelo que para se aplicar a equacgéo [1.1A], o PDF tem

de ser estimado, estimando se possivel, o comportamento do sinal em funcéo de |ﬁ| ou o PDF
em funcéo de |f|.

Na implementacdo da FRT, usando o algoritmo de Tuch, € requerido um
procedimento numérico para o céalculo do integral equatorial. Desde que os pontos do equador
ndo coincidam com pontos de amostragem do vector de onda de difusdo, € necesséario um
“regrid” de difusdo de dados sobre os circulos equatoriais. O regridding pode ser implementado
usando uma forma de interpolagéo esférica chamada fungéo de base radial esférico (SRBF) (2).

Na pratica, para a implementagdo do ODF Q-Ball, foi utilizado o algoritmo de
regularizagdo de Descoteaux (4) que € mais simples, robusto e regularizado do que o algoritmo
de Tuch (2). Este algoritmo baseia-se na expansédo do sinal em séries de SH, usando a base SH
modificada, e além disso, acrescenta no erro quadratico, o termo de regularizacdo, pelo que
usando esta modificacdo, pode-se obter os coeficientes de expanséo do sinal em séries SH
através da sua minimizacéo. Este algoritmo serd abordado em detalhe na Secc¢éo 4.7.

O ODF Q-Ball tem algumas vantagens em relagéo ao verdadeiro ODF:
v' Obtém-se directamente a partir de um sinal MRI, sem recorrer ao PDF.
v/ Em termos de implementagdo, em QBI, pode-se obter directamente o ODF puro a partir
dos dados experimentais.
v' Reduz os artefactos cartesianos na imagem que surgem quando se passa do sistema de
coordenadas cartesianas para as coordenadas esféricas, sistema esse, que foi definido

no ODF puro (2).



v Este método pode-se ser aplicado para a aquisicdo de dados numa superficie esférica,

uma vez que o QBI nao utiliza o PDF

1.4- Diffusion Tensor Imaging (DTI) e multi-DTI

O DTI e multi-DTI séo técnicas de processamento cujos dados sao tipicamente adquiridos como
LARDI ou HARDI. O processamento DTI pode ser feito usando dados HARDI e HGRDI e no
multi-DTI pode usar dados HGRDI, este processamento € uma técnica de reconstrugdo do sinal
MRI que caracteriza as propriedades espaciais dos processos de difusdo molecular (7) usando
um tensor de difusdo no caso do DTI, e mdltiplos tensores de difusdo no caso do multi-DTI.
Estas técnicas permitem fazer a medicdo da difusao restrita de 4gua no tecido, a fim de produzir
imagens de tractografia neuronal. Elas também fornecem informacdes Uteis sobre a estrutura do
musculo, incluindo musculo cardiaco, bem como outros tecidos, como o da préstata. O DTI é
uma das poucas técnicas de MRI de difusdo que usam a aquisicdo de dados LARDI. DTI &
aplicavel de forma valida apenas para uma fibra ou um conjunto de fibras paralelas, cuja

expressao matematica do sinal é:

s(d)/s, =exd-47°74" D)= exy{— )25 (A —gng D gj = exg-bg"D4) [1.4A]

Dll D12 D13
D, D,, D,;| éo tensor de difuséo;
D13 D23 D33

b=|@|2y2 o’ (A—gj - b=4ﬂ2T|Q|2 é o factor-b (em s/cm?);

S = S(f)) € o sinal DTl sem o peso de difusao;

y é arelagdo giromagnética nuclear do atomo de hidrogénio em agua;

10



O é a duracdo do gradiente de difusao (s);

g =|d|§ ¢é o vector do gradiente de difus&o aplicado;
|G| € a amplitude do gradiente de difus&o;

A é o tempo entre os centros do par dos pulsos de gradiente (§);

o) . S A "
r=A —§ € o tempo de difusdo da experiéncia de ressonancia magnética (1,5).

O tensor de difus@o é uma matriz simétrica, € aplicavel em meios anisotropicos como a matéria
branca se os axdénios apontarem todos na mesma orientacdo, depende das propriedades do

meio e é definido para cada voxel num espac¢o 3D. Para um meio isotropico como a matéria

O

, 0 0
D, O
0 D,

cinzenta, este tensor € igual a uma matriz escalar, D = . Na pratica, os 6

o O

elementos do tensor sdo determinados experimentalmente, aplicando o campo magnético as
fiboras em pelo menos 6 direc¢cdes independentes, para obter experimentalmente o sinal, e
resolvendo o sistema com n equagdes lineares pelo método dos minimos quadrados, com n =

6, para obter um valor aproximado de D:

2 2 2 1| Pu B 7
us vy W 2viwg 2uw, 2u, v, D In(S, /S,)
. . . . . 22 .
2 2 Dy |__1 '
u- VYW 2vw 2uw 24, D. 1= b In(§ /'S,) [1.4B]
. . . . . . 23 .
2 .2 2 D13 .
uyoveowW 2vaw, o 2uw,  2u,V, | D 1In(S,/S)
L “12 ]

Onde b= 4772r|q|2. Porém, esta técnica tem a limitagdo do DTI de ndo conseguir caracterizar de

forma precisa a difusdo em regides da matéria branca onde dentro de um mesmo voxel,
aparecem multiplas fibras cruzadas (3). Para um conjunto finito e discreto de fibras no mesmo

voxel, em que ha fibras cruzadas, se T for pequeno, significa que as moléculas de agua nao

11



passam de uma fibra para outra, permanecendo na mesma fibra, e para isso, usa-se a técnica
multi-DTI, para obter uma decomposicao razodvel do sinal para um conjunto finito e discreto de
fibras que se cruzam na condi¢do que 7 € pequeno. Em multi-DTI, o sinal resultante pode ser

decomposto como uma média ponderada dos sinais de cada fibra individual:
s(@)/s, = a exd-47°74"D, d) [L.4C]

Onde a, € a fraccao volumica do sinal e D, € o tensor de difusao da fibra k.

O mesmo ja ndo se passa para um T elevado. Nessa situagdo, as moléculas passam de uma
fibra para outra, e neste caso, o resultado é que existem sinais cujo tensor de difusdo pode
resultar de uma mistura dos varios tensores de difusédo, pelo que a equacdo acima, nao é
aplicavel a essa situagdo. Para um conjunto de fibras cruzadas com 7 elevado, o sinal resultante

seria:

s(g)/s, = ex;{—4n2qu(ZN:ck gqu] [1.4D]

Onde c, com k={1,...,N}, sdo as frac¢cbes das componentes de difusdo, que €é diferente da
férmula dada no caso de termos um 7 baixo. Assim, se 7 nao for nem muito elevado nem muito
baixo, o resultado é o intermédio entre as duas, e por isso, a expressdao matematica do sinal fica
muito complicada, e o processamento Multi-DTI ndo € eficaz para este tipo de situacdo. Devido
as limitagcdes do DTI e Multi-DTI, surgem outras técnicas processamento que usam a aquisi¢cao
de dados HARDI e HGRDI para o processamento de um conjunto arbitrario de fibras.

Voltando ao DTI, para o célculo analitico do PDF e do ODF, pressupde-se que no
caso das fibras cruzadas, o 7 seja baixo, ou seja, o sinal € dado na equacédo [1.4C]. Comec¢ando
por calcular o PDF e o ODF para uma fibra. Dado um tensor de difusdo, como o tensor de

difusdo é simétrico, € pois diagonalizavel e podem-se escolher vectores proprios ortonormais, e

12



neste caso, tem-se que D=V D'V' e detD')=detD) onde V é a matriz cujas colunas séo os

vectores préprios ortonormais, designando por matriz dos vectores proprios e

A 0 O
D'=| 0 A, 0| éamatriz dos valores proprios, ou seja, € a matriz diagonal cujos elementos
0 0 A

da diagonal s&o os valores proprios do tensor de difusdo A, A, e A,, medidos em cm?s, sendo

que estes, representam a forma como as moléculas de 4gua que estdo num meio anisotrépico,
se movem nas direccbes que sdo dadas pelos vectores préprios. Um valor préprio elevado
significa que as moléculas de agua movem com maior velocidade na direccdo apontada pelo
vector proprio associada a esse valor proprio. Note-se que todos os valores proprios tém de ser
positivos, pois caso contrario, a FT ndo existe (os integrais divergem) e ndo satisfaziam as

condicdes de ser uma PDF.

Alem disso, como |F{=N"F|=\/(VF)'VTF = FTVVTE = [FTLE =\ [FTE =],

entdo, estas equacdes sao facilmente calculadas para um tensor de difusdo qualquer. Tal como
foi referido no capitulo 2, a direccdo principal da fibra € dada pela direccdo do vector préprio
associado ao maior valor préprio do tensor de difusdo. Logo, neste caso obtém-se facilmente o

PDF para um tensor qualquer:

£ (F) = FT[s(d)] = j:j exfl-42rd"V DV §)exp-27i §F) dg =
=R exd-arPr (@) D) expl-27i (@)'V 1) dg

[1.4E]

I s 0 )GV AL S I 1 o F{_FT D'lrj
\ (47m)? det(D)) ar \ (477)® det(D) ar

Para o célculo de ODF dada na equacado [1.1A], usando a equacédo [1.4E], obtém-se o ODF

puro:

13



1 T

ODF (6.,9,) = [1.4F]
G0 (4n7)* det@) \ F'D7'F
O integral do PDF sobre z, dado na equacao [1.3E], usando a equacao [1.4E], é:
—-TC—l_
f(o.@)= L exg -2 =7 [1.4G]
47r,/detC) AT

Dll D12 z . . ~
Onde C = € a submatriz do tensor de difuséo.
12 22

Finalmente, o ODF Q-ball na direccdo z dada na equacao [1.3F], usando a equacao [1.4E] é:

ODF, (00) = ZZ (2™ (-D)" 2j)!(2n-2j)'z"cicy!

=0 j=0 4™l ji2(n-j)2 [1.4H]

Onde C, e C, sdo os valores proprios de C.

Em Multi-DTI, o PDF, ODF puro, Integral do PDF sobre z e 0 ODF Q-ball em DTI sé@o

respectivamente:
N =T N1z
f(F):Z % ex;{_r riJ Lal
kzl\/(4nr)3det@k) 4t
N
ODF (4,.4,) =Y ——2 [ 17 L
o | (4m)* det@,) VT DT
N a ﬁTg;lp
f(o,,@¢)=) ————exg - [1.4K]
;4m1/det@k) ar
Shaky wona. (DT @P@n-2))r"e) 0
ODF, (00)= Y3 Y (@703, >~ nZ 200 St el
k=L n=0 j=0 4" nl i (n-j)

14



1.5- Aproximacéo do sinal em Harménicos Esféricos ( SH)
SH é uma técnica de processamento usada com maior frequéncia em dados HARDI, embora
esta técnica pode também processar os dados HGRDI. Esta técnica afirma que qualquer

funcdo angular pode ser decomposta como uma série de Harménicos Esféricos (SH):

00

U (9,¢):Z Zulelm(H’ 9) [1.5A]

Onde:

U = [[10(6.0)Y,, (6.9 sing dE dg [1.58]
_[+i-my o

Yn(00)= [ oS [1.5C]

Em que R (X)s&o os polinémios de Legendre associados:

- ~ (1_ X2)m/2 d|+m 2
R™(x) = T [(X 1) ] [1.5D]
R(x) = (- LM gy 58]

(I +m)!

Além disso, os harmonicos esféricos satisfazem a propriedade da ortogonalidade:

[ ¥ (6.8)¥,n(6.9)siNOAOAP = 5. 5, ., [1.5F]

Logo, o0 método dos SH afirma que se se tiver um sinal qualquer, S((j), expresso em

coordenadas esféricas, este pode ser decomposta em termos de SH:

@)= > 5 (6)Yin (6, . 85) 1.50]

1=0 m=-1|
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~ 2T T . « A
com s, (a))= [ [ S(@) Y, (6, ¢, ) siné, dé, dg, [L5H]

E facil de ver que para |q|= 0, tem-se que:

5u(0)= 1.1/ SO(0,.8,)5n6, 0, g, =] [ 2.0,,0,)5n0, 40, 0,
[1.51]

= SVATT[ [ oo (6, 84) Vi (6,.8,)SNG, 06, Ay = $,8, G,

Entéo pode-se obter uma expressao analitica do sinal através da decomposicdo deste sinal em
harmonicos esféricos, usando os dados experimentais. Para determinar todos os coeficientes
de expanséo, seria necessaria uma quantidade infinita de informacéo experimental. Na prética,
€ impossivel de calcular todos estes coeficientes. Além disso, para um | elevado, estes
coeficientes apresentam valores pequenos, que sdo mais susceptiveis ao ruido. Pode-se no
entanto aproximar o sinal a uma soma finita, fazendo com que os coeficientes de ordem

superior sejam truncados:

00 |

SCEOIPICHC)IACAPEED I ICH [ IINACITS (153
{1 sel<L
Onde u,_, =
0 sel>L

Se os dados forem adquiridos numa superficie esférica, ou seja, assumindo que |q|

€ constante e conhecido, a determinacéo dos coeficientes de expansao resume-se a resolver

um sistema de equacg0es lineares (4):
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Sl _Yo,o(‘911¢1) Y1,—1(91'¢1) Y1,0(91:¢1) Yl,m(91’¢l) YL,L(911¢1) Sio

S< = YO,O(0k7¢k) Yl,—l(gk’¢k) YLO(HK’¢I<) Yl,m(ek’¢k) YL,L(Hk!¢k) Sz',—z

SN _YO,O(QN’¢N) Yl,—l(gN’¢N) Y].,O(QN’¢N) Yl,m(eN’¢N) YL,L(0N1¢N) S’m

E um sistema com N equacdes e (L+1)? incognitas, com N = (L+1)* e LOIN,, que é resolvido no

sentido dos minimos quadrados, para obter valores aproximados dos coeficientes de expansao

para um dado |q| . Se os dados forem adquiridos num sélido em vez de uma superficie esférica,
neste caso, os coeficientes dependem de |q| e neste caso, resolve-se este sistema para cada

valor de |q| e estima-se o comportamento dos coeficientes em funcéo de |g|. A representagéo

do sinal em SH é um método alternativo da representacdo do sinal. Esta representacdo tem
algumas vantagens como por exemplo, ultrapassa as limitagdes de algumas técnicas e pode ser
aplicado sem restricbes tanto na aquisicdo de dados numa rede sélida, HGRDI como huma
superficie esférica, HARDI. Tal como todas as técnicas aqui abordadas, os coeficientes de
expansdo estdo definidos para um voxel. Este método pode também obter a funcdo de
distribuicdo angular das fibras, o ODF puro (obtido usando FORECAST) ou o ODF Q-ball, que
séo funcbes angulares e podem-se decompor em termos de SH. A desvantagem desta técnica é
gue ndo descreve o significado fisico dos coeficientes de expanséo, e o célculo analitico dos
parametros de informagdo € uma tarefa complicada, no entanto, tem aplicagdo em FORECAST,

gue sera dada na seccao 1.6. Para terminar, os SH tem algumas propriedades:

Yim(6.8)=Y,,(8.27-¢) [1.5L]

Y (6,9 m)=(-D"Y, . (6,¢) [1.5M]
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Y, n(6.8) =(-D)"Y,(6.9) [1.5N]
Y, (7= 6,8) = (-D"™Y, ..(6,9) [1.50]

Se S(6,¢) éreal, entdo, s _,, =(-1)"s ,, [1.5P]

1.6- FORECAST
FORECAST é uma técnica de processamento dos dados que sdo adquiridos exclusivamente

pela técnica HARDI e que expressa o sinal dado em DTl numa forma mais generalizada,

partindo do pressuposto de que A, =A, =A,; A;=A;

i A 245, onde A, A séo os valores

proprios do tensor de difuséo correspondente as direc¢des paralelas e perpendiculares do eixo

da fibra, respectivamente. Em Anderson(l), pode-se definir a média de difusibilidade como
sendo A =tr (D) /3. Por outro lado, esta técnica parte do pressuposto que o tensor de difuséo
nao depende de |q| Se assim for, entdo, para uma distribuicdo continua e arbitraria das fibras, o

sinal estimado em FORECAST é:
27T ¢IT
s@)is, =[ [ P@.¢)exd-477d D@ ¢) ) sing dg' dg [1.6A]

Onde P (0,¢) é a funcdo de distribuicdo angular das fibras. Note que esta técnica de
processamento € uma extensao do Multi-DTI. Enquanto em Multi-DTI, o sinal esta definido para
uma distribuicdo discreta das fibras, em FORECAST, sinal esta definido para uma distribuigcdo
continua das fibras. Por outro lado, o FORECAST assume que para um conjunto de fibras, os
valores proprios do tensor, ndo dependem da orientacdo da fibra. Na prética, estes valores
préprios podem depender da orientagéo, ou seja, A; =A,(6',¢"), | =123, o que pode originar
conclusodes erradas. Diagonalizando o] tensor, ou seja, fazendo

D(@.¢')=V(6'.¢')D'(@,¢")(V(6'.¢"))", segundo Anderson (1), a expressdo do sinal pode ser

escrita da seguinte forma:
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=[ 2” [ P(¢9',¢')exp(—4n2r|q|2(AD(0',¢') +(4,(6,8) - A,(6',4") co aq))sine'de'd¢' [1.6B]

Onde a, =a,(6',¢',6,,¢,) € o angulo entre a direccdo da fibra e a direcgdo do gradiente de

difus&o no espaco do vector §. Além disso ] = ’\lT q‘ =|d|e:

cosy, sina, cosg, sing,
q'=[d| sing, sina, |=|a/(v(¢',¢"))"| sing, sing, |=(v(6,¢")) g [1.6C]
cosa, cosd,

Para uma fibra, o sinal estimado € dado pela equacéo [1.4A], fazendo A, =4, =A,; A; =A,.
Em FORECAST, pressupondo que o tensor de difusdo ndo depende de |q| , entdo, pode-se obter

0 seguinte PDF usando o sinal estimado dada pelas equacdes [1.6A] e [1.6B] para um conjunto

de fibras através da FT:

B on FID(E.8)T ) <o g o
f(F)= jj P(6' ¢)ex;{ TJSln9d0d¢ [1.6D]

\/(4m) detD)
Em Anderson (1), a expressao do PDF pode ser escrita da seguinte forma:

2 A5 (€'.4") + (N (6'.¢') — A (6. ¢) cos’ a,

\/(4nr) det(D) '[ ‘[ Pe.9)e [{ ‘ ‘ ar

J sing'dg'dg’

[1.6E]

Onde a, =a.(6',¢',6.,¢.)é o angulo entre a direccéo da fibra e a direcgdo do gradiente de

difus&o no espago do vector . Além disso [F]= ’\lT F‘ =IF| e
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cosy, sina. cos¢. sing.
r'=[f|| sing, sina, |=[F|(V(6'.¢"))"| sing, sin6, |=(V(&.¢"))'T [1.6F]

cosa, coso.

Para uma fibra, o PDF é dado pela equacdo [1.4E], fazendo A, =4, =A,; A, =A4,.

Entdo pode-se obter o ODF puro dado na equacédo [1.1A], usando a equacdo [1.6D], que em

FORECAST, designam por ODF FORECAST:

ODF(8.,4,) = i —”A ing'dg'dg’ 6G
©6.4,) Jamy det@)jj P(© ¢)/ g g7 SO IO [1.6G]

Na pratica, o processamento FORECAST usa a técnica de processamento SH para obter o sinal

através do método da decomposi¢do em SH’s e se o tensor ndo depende de |q| , pode-se provar

em Anderson(1l), que as relagdes integrais das fungdes ODF Q-Ball, FORECAST e a funcgéo de
distribuicdo angular das fibras, se podem obter a partir das seguintes relagbes algébricas entre

os coeficientes de expansdo em SH dessas fung¢des, que s&o mais simples:

s, = ;’ﬁ exp4r2(df 1) A (12n2r\q\2(§ —/\D)) P [1.6H]
m = p.mmh (Pjﬂﬁ [1.6J]

Onde:

Ala)= 2 +1'[ explax®) R o(x) dx [1.6K]
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21 +1 1
h(e) = " _R (X dx [L.6L]

2 '[‘1\/1 EX

R +(X) séo os Polinémios de Legendre de grau | e com m=0

Sy P Oy € T, S&0 0s coeficientes de expansdo em SH das funcdes S (§), P(&',¢").,

ODF, (6, ,¢,.) e ODF (6, ,9;), respectivamente.

Nestas relagBes, os parametros A e A, tém de ser conhecidos para calcular s,/ p,. Um

caminho para estimar A é fazer m =1 = 0. Aplicando a equacéo [1.5B], tem-se que Sy, = SVarmr

onde Sé a média do sinal sobre todas as orientacBes. Neste caso resume-se a

1
e =-—,
Poo Jan

resolver a equacao [1.6M] com | =0 em ordem a A:

& = Al a-2)lewtardd 1)

) [1.6M]
_ Jmert (\/m)—exp(—b(j—ﬂg)) 0 _expp) =0
2 Jox(-4) Sfam

Onde:

erf (\/12nzr|q|2x(ﬁ—/15))
\/12772r|q|2x(ﬁ—/1m)

(12n2r|q| (A- )l) \/27_7 [1.6N]

erf (x)=—2 [ expt?)d [1.60]
\/7_-[ 0

b=47r*7lq|’ [1.6P]
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Esta equacao é nao linear e transcendente, pelo que ndo é possivel obter uma solugao analitica

exacta para esta equacao, e por isso, tem de ser resolvida humericamente ou graficamente para

encontrar A, (na pratica, pode-se resolver esta equ¢do em ordem a bX(ﬁ—/]D) através da

medicdo de S/ S,)- Uma vez obtido A, e se for conhecida a média da difusibilidade, A, entdo,

/l” obtém-se, fazendo )I” = 35—2/15. Na figura 1, mostra-se 0 método grafico para determinar

Ay . Uma vez estimado, pode-se obter o s, / p,,, para todo o 1>0.

Figura 1: Gréfico dos coeficientes

4 2 i
G :Tflexp(—MzT\q\ An) A(4n2r\q\ (/‘n_/‘D)) em

funcdo de A /A, assumindo que
b=4r1lg’ =10° s/em?e A = 09x10° cm® /s.

A técnica FORECAST, tem a vantagens que resolve o problemas da fibras cruzadas, mas tem

algumas desvantagens:

x  Pressupde a condicdo de que os parametros de difusdo ndo dependem da orientacédo

das fibras. Por outro lado, se os parametros de difusdo ndo dependem da orientacdo das

fibras as frac¢des volumicas medidas serdo afectadas.

Pressupbe que o tensor ndo depende de |q| quando na verdade, para as fibras que se

cruzam e quandor é grande, o tensor depende de |q| , bem como os vectores préprios e

os valores proprios do tensor de difusdo que correspondem aos parametros de difusédo

Ae )I”. Por isso, esta técnica so funciona para dados HARDI, uma vez que os dados
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sdo adquiridos numa superficie esférica, e por isso, tém amplitude |q| constante, mas é

claro que isso ndo obtém o PDF. Neste caso, o sinal tem de ser estimado em funcéo de

|| para obter o PDF em fungéo de |f|, que podem nZo ter o mesmo comportamento da
equacao [1.6C] em funcéo de |F| Para a aquisicdo de dados numa rede sélida, esta

técnica so funciona se o tensor de difuséo néo depender de |q| .

1.7- Resumo sobre as técnicas MRI.

As técnicas e as fungfes obtidas foram abordadas e resumidas (Tabelas 1 e 2; e Figura 2):

Técnicas de Aquisicao LARDI HARDI HGRDI
Técnicas de DTI Multi-DTI Qsl
Processamento FORECAST-SH

QBI
Numero de Direccdes 6-7 64-256 300-1000
Tipo de aquisicao S. Esférica S. Esférica Rede Sdélida
Funcao objectiva D Multi-D PDF

ODF FORECAST ODF puro

ODF Q-Ball

Tabela 1: Comparacédo das técnicas MRI, das abordadas neste capitulo.

Sinal: S(q) (obtido a partir dos dados experimentais)

POF: f(F)= FT[?} = j:]:g %exp(—zm ') dg

ODF puro: ODF (,.¢,)= [ f (F) dJf|
0

Integral do PDF sobre z: f(p0,,@%)= _[ f(r)dz

—00

ODF Q-Ball: ODF, (6, 4,)= FRT[?}(G) = jf:f?a(mq) &(d - a) dd

Em particular, ODF Q-Ball na direcc¢éo z:

2m+l (_1) "
4"nl?

2mH (_1)n
4"ni?

ODF, (00) =Y (277 L,f f(@)|p"dp =3 (rq) j"‘f: f(F)[x? +y?"dr
m=0 m=0

Tabela 2A: Express@es gerais do ODF, PDF e outros calculos relevantes.
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Sinal: ? = exp(—4n2TqTQq)

) 1 F'DF
PDF DTI (estimado): f (F)= -
J@my? det@) 4r

_ _ _ 1 [ rm
ODF DTI (estimado): ODF (8,,4,) = \/(4nr)3det@) FDF

_ 1 pCp
Integral do PDF sobre z: f (p,,¢9) =——F————=exg —
4 r./det(C) 4r

@ & -1 ¢ @2j)@n-2j)rclcy’!
ODF Q-Ball na direccéo z: ODF,. (00) = ZZ m')* ( )4:+1Cnl' @) 2 (n 1) )lecl
n=0 j=0 : J: - J)!

Restrigdes: Fibras paralelas e A,, A,, A; >0

Tabela 2B: Express6es do ODF, PDF e outros calculos relevantes para o caso do uso da técnica DTI.

N a, FTD.T
PDF Multi-DTI (estimado): f(7)=>" exp{— =K J
& |/ (47)* det@,)

ODF Multi-DTI (estimado): ODF (8.,4,) = Z\/ & ,/ tr
(4mr)®detD,) fTD,F

Integral do PDF sobre z: ODF(p, @) =

Lo

N @ D" (2j)!@2n-2j)ir"c) ¢
ODF Q-Ball na direccéo z: ODF,. (00) = ZZ (2m)*™a, E‘r”ﬂ)n' @) (j'2 " 1)1_;2 K12
k=1 n=0 j=0 . . .

Restricdes: (Fibras paralelas ou Fibras cruzadas com T pequeno) e /11, /]2, /13 >0

Tabela 2C: Expressdes do ODF, PDF e outros célculos relevantes para o caso do uso da técnica Multi-
DTI.
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Sinal: ? = ["['P(6".¢") exp-47'r D(@",4)d) sing dg dg’

PDF FORECAST (estimado):

N\ 1 2 S FIDNE ) ) . o i
fir)= P&, -— 7 8'déd
O Tamraam b b ¢)ex’{ ar Jsm ’

ODF puro (estimado): ODF (6,,4,) = \/(477T) - t@)j j P&, ¢') /Wsm@'dﬂdgb'

27T 7T
Integral do PDF sobre z: f(p,,@) = J. J.O

P .¢) ,{M

47mr,/detC(8',¢') AT Jsmgdgdﬁ

ODF Q-Ball na direccéo z:

ODF, (00) =33 2y T @D =2Di

4" P (n- )P [ Pe.g)cl(@.¢)c) (6.¢)sine'derdgy

Restricdes: Tensor de difus&o ndo depende de |q|; A A, A;>0, A, =4 e A, > A

Tabela 2D: Expressdes do ODF, PDF e outros calculos relevantes para o caso do uso da técnica
FORECAST na teoria .

sinal: S(@)= " Y56 4,)

1=0 m=-1|

PDF: -

L L explrrig As) 1 p
: ODF (6. ,¢.) = h{1-—*2 dl)Y,m (6., 9,
ODF ( r ¢r) IZO:m |4]TSOA (127722_|q| (A /1 )) 22_ /1 A ( A” ]quqp ( g ¢q)

Integral do PDF sobre z: ---

ODF Q-Ball: ODF, (6, .8, ) = ;mz n|q|( 1)'"? ((Ilji));”(lﬂz ) jSmQQ|)YIm(9r"¢r)

ODF Q-Ball na direccéo z

2710 gy A+D! (1+(-1)') 21 (=)
ODF,, (00) = ZO)m:ZI D il 2 W ar (amie@se(d)

Restricdes: Tensor de difus&o ndo depende de |ﬁ| ; Ay, Ay, Ay ndo depende df' e @', A, A,, A, >0,
AL=Adeh>A

Tabela 2E: Expressdes do ODF, PDF e outros calculos relevantes para o caso do uso da técnica
FORECAST na pratica . Para o FORECAST na préatica ndo foram obtidos o PDF e o Integral do PDF
sobre z porque nado existe uma relagcdo simples entre os seus coeficientes.
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Dados

HARDI Linear ou experimentais
HGRDI Linear ou DTI de MRI
v Funk-Radon Transform ODFQ' @ .¢:)
Sinal normalizado
A
Algoritmos de q -
Fourier Reconstrugao
Transform
Y v
f(r) Integracao radial ODF(4,,4,)
PDF > ODF Puro
Integracao (6.4,) = 00)
sobre z
p=0 ‘
PDF é parem z ODF (0,0
» (D) Multiplica por 1/- | ODF Puro na
"| direccéo z

Figura 2: Célculo do ODF Q-Ball e o ODF puro, usando os sinais obtido a partir dos dados
experimentais HARDI, LARDI ou HGRDI. Note a seta esta apontada para os dois sentidos, o que
significa que existe a inversa da FT pelo que o sinal pode ser reconstruido a partir do PDF e
vice-versa, usando a FT inversa e FT directa respectivamente. Para a aplicacdo da FT e da

integracéo radial requer dados HGRDI para obter o sinal ou o PDF em funcéo de |g| ou de |F|,

respectivamente. Se a aquisicdo de dados for em HARDI ou LARDI, entédo o sinal ou o PDF tem
de ser estimado, estimando se possivel, o seu comportamento em func&o de |G| ou |f|. O ODF

na direccdo z, feito em processamento em QBI, na pratica, para a reconstrucdo de imagens, €
necessario obter o ODF’ para vérias orientagdes do eixo z

Note uma vez reconstruido o sinal a partir dos dados experimentais, é suficiente aplicar as
técnicas que foram aqui abordadas, e por isso, podemos obter varios tipos de ODF’s do MRI
obtidos pelas técnicas DTI, HARDI e QSI, que sdo necessérias para a reconstru¢do de imagens
de alta resolucdo. Note que estas técnicas de obtencdo dos ODF's representam formas

diferentes de processar os dados de MRI de difusdo a partir de imagens de alta resolugéo.
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1.8- Tractografia da matéria branca

A tractografia € uma técnica de MRI que avalia as fibras nervosas através dos tragos da difusdo
da agua representada por exemplo por um tensor de difuséo (ja referido no DTI), com a unido de
pontos é formada a imagem de uma via nervosa. Interessa-nos apenas avaliar as fibras
nervosas em regides da matéria branca, porque é um meio anisotropico. Esta técnica nao
demonstra fibra nervosa mas sim um conjunto delas, indicando possiveis trajectos nervosos na
substancia branca. Assume-se que a direc¢do principal da trajectéria axonal € a direc¢do do
vector proprio associado ao maior valor proprio do tensor de difusdo. Uma das ferramentas de
Tractografia aplicacional do DTI é o Fiber-Tracking. Este consiste de que a trajectéria da fibra

pode ser representada por uma curva espacial 3D, dado por uma funcdo vectorial 1 (S), cuja

variavel independente é o comprimento do arco, s. Esta funcdo satisfaz a seguinte equacédo de

Frenet:

=t(s) = -&(F (s)) [1.8A]

Onde f(s) é o vector unitério tangente a T(S), que na pratica, assume-se que é igual a £(F'(9)),
onde £(F(S)) € o vector proprio unitario associado ao maior valor préprio do tensor de difuséo D
calculado no ponto 1'(S) . Estes vectores sdo mostrados na figura 3. Este sistema de equacdes é
resolvido para a trajectéria do transito da fibra, sujeito para uma condigéo inicial, I(0) =T, , que

especifica o ponto inicial do transito da fibra (6).
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g,(r(s,)

Figura 3: Representacdo da trajectéria numa fibra da matéria branca como uma curva espacial
r(s). O vector tangente local t(s))é identificado como um vector préprio unitario, &(F(s)),
associado ao maior valor préprio do tensor de difusdo D na posi¢ao 1(S,).

A equacdo [1.8A] é resolvido por métodos numéricos como o método de Euler e Runge-Kutta,
uma vez que nao é possivel encontrar uma solucdo geral analitica. A equacao [1.8A] é resolvido
por métodos numéricos como o método de Euler e Runge-Kutta, uma vez que ndo é possivel
encontrar uma solucdo geral analitica. A figura 4 mostra um exemplo da representacdo das

trajectorias das orienta¢des das fibras usando DTI.

Figura 4: Imagem de um Fiber-Tracking obtido pelo software Trackvis. AZUL ==> orienta¢do
cima-baixo; VERMELHO ==> orientacao lateral-central; VERDE ==> orienta¢do anterior-posterior.
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2 - INFORMACAO E ENTROPIA DE SHANNON

2.1- Informag&o de Shannon Discreta

A quantidade de informacdo de Shannon, expressa em bits, sempre pode ser atribuida a uma

probabilidade. Se p, =Pr(X =x,) é a probabilidade de um acontecimento k, k =12,...,n, entéo,

a informacéo obtida pela ocorréncia desse acontecimento é:

1(X):=-log,[p,] [2.1A]
Note-se que como p, D[O:l], entdo, |1(X)=0.
2.2- Informag&o de Shannon Continuo

No caso de as variaveis serem continuas, a informacao de Shannon, também expressa em bits,

é atribuida a um PDF, f (), e é definida como sendo:

1(X) =-log, f(F) [2.2A]

Note-se que ao contrario do caso discreto, a informacdo de Shannon continua pode tomar
valores negativos porque o PDF ndo é uma probabilidade, pelo facto de este tomar valores
superiores a um, apenas satisfaz a condicdo de normalizagdo, ou seja, que a area total seja
unitaria, e por isso, ndo € uma boa medida para quantidade de informacédo. A probabilidade sé

esta definida num intervalo, e é dada pelo integral da funcédo f (I") ao longo desse intervalo.
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2.3- Entropia de Shannon Discreta
A Entropia de Shannon (binéria) da variavel aleatéria X de um sistema discreto € a quantidade
média de informagdo contida no sistema. E igual & Informacdo de Shannon média (E[I(X)]) e é

dada por:
H(p) = E[I(X)]=-Y_p,log, p, [2.3A]
k=1

No caso discreto, a Entropia de Shannon tem a propriedade de que é uma fungéo continua para

ka[O:l], k=12,...,n, com prolongamento por continuidade em p, =0, uma vez que

Iim0 p.Inp, =0, é sempre ndo negativa, ndo depende da ordenagdo dos resultados, ou seja,
Pk —

H(Pp)=H(pP), onde P é uma matriz de permutacdo. E nédo é alterada se se adicionar ou
remover um acontecimento de probabilidade nula, e é maxima para acontecimentos

equiprovaveis. Se um sistema € dividido em k subsistemas, com b,,...,b, elementos e o peso de

um subsistema j € igual a probabilidade de estar nesse subsistema, cujo valor € igual a b;/ n,

Kk
entdo, para nimeros inteiros de b,,...,b, ondezq =n, tem-se a seguinte propriedade:
=1

{]ofehilan

onde b=[o, b, .. b,J

(k-1)x1

Se X e Y sdo independentes, entdo, a Entropia de Shannon é aditiva:

P =Pr(X=x)

[2.3C]
q =Pr(y=y,)

Hlp aT)=H@+H@  onde {

30



2.4- Entropia Diferencial

A Entropia de Shannon continua ou Entropia Diferencial de um vector de variaveis aleatérias, R

de um sistema continuo, é dada por:

rol,
HLF ()=~ [ f(

_0013

[2.4A]

=l
~

o
«Q
N

—_
—

=l
N—

o

=

z

No caso de um PDF de uma variavel (a abordagem para varias variaveis € semelhante), a

entropia diferencial pode ser expressa como sendo:

+00

HIp(x)] =~ f(x)log, f(x)dx = lim(H, +In h) [2.4B]
Onde: H, ::—ih f(x.)Inhf(x,) [2.4C]

n=-o0

Este resultado mostra que a entropia diferencial ndo € uma extenséao valida da entropia discreta.
A entropia diferencial definida na seccéo 3.4 ndo é um limite da entropia de Shannon definida na

seccdo 3.3 quando n - +oo e difere da entropia de Shannon com um infinito offset, ou seja,

Ihlrr?) In h=-00. Tal como na informagdo de Shannon continua, a entropia diferencial, ao contrario

da entropia de Shannon discreto, ndo é em geral uma boa medida da informacg&o. Pelas mesmas
razbes que na Informacdo de Shannon continua, a entropia diferencial pode ser negativa. No
entanto, da mesma maneira que foi definida em Termodindmica, esta quantidade representa
uma medida da desordem do sistema, e por iSso, serve para analisar as variacdes de entropia
(que é utilizada em Termodinamica), e também serve para comparar as distribuicbes. Por
exemplo, o sistema com maior entropia diferencial é aquele que tem maior incerteza de

informacdo, mas ndo é uma boa medida absoluta de informacdo. Uma propriedade til € que tal
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como na entropia de Shannon, se X e Y sao independentes, entdo, a Entropia Diferencial é

aditiva:

HIp(x )1 =Hp.(X) p,(¥)] = H[p,(X)] = H[ p(Y)] [2.4D]

Veremos mais a frente que o conceito de Divergéncia de Kullback-Leibler pode servir para

ultrapassar esta limitacao.

2.5- Entropia de Von Neumann
A Entropia de Von Neumann pode ser visto como sendo uma medida de incerteza de informacgéo
sobre as direc¢des dos vectores propios. Este conceito surgiu em Mecéanica Quéantica, e vai ser

abordada em MRI. Dada uma matriz de densidade NxN, A (uma matriz de densidade é uma
matriz simétrica, com valores préprios ndo negativos e tr(A) =1), a Entropia de Von Neumann,

expressa em bits, é:

H(A) =-tr(Alog, A) [2.5A]

Como A é simétrica, entdo € diagonalizavel. Neste caso, Entropia de Von Neumann pode ser

escrita da seguinte forma:

N
H(A) =-> A log, A, [2.5B]

k=1

Se tr(A) #1, desde que satisfaca as outras condi¢cdes de ser uma matriz de densidade, pode-se

obter a matriz de densidade, dividindo a matriz A por tr(A). Entdo, obtém-se o seguinte

resultado:
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A Ctr(Alog, A _ & A (A,
i (@j =g ()= T % (tr (A)j 2.5

Uma propriedade da entropia de Von Neumann é se for uma matriz de densidade de ordem 2

(matriz 2x2), entdio: H(A™) = H (A) . Este resultado n&o é valido para ordens superiores a 2.

2.6- Divergéncia de Kullback-Leibler

Para variaveis continuas, a Divergéncia de Kullback-Leibler (DKL) entre as distribui¢cdes f(F) e
q(f), € igual a quantidade de informacédo que se perde no sistema ao usar uma distribuicdo
q(F) em vez da distribuicdo verdadeira dos dados, f(F). Isto também significa que a
guantidade de informacdo necessaria para obter a distribuicdo verdadeira dos dados, f(f), a

partir de uma distribuigéo q(F) é definidoa como sendo:

Dy [ (7)lla(F)]:= - Wfs t()1og, 1) ar [2.6A]
2 q(F)
Emaque f(F) e g(F) sdo as PDF’s.

Uma propriedade importante da Divergéncia de Kullback-Leibler continua, € que é sempre ndo
negativa e é nula para f (F) = q(F), e por isso, é um parametro bem definido, o que pode servir
para ultrapassar as limitagcdes da Entropia Diferencial, apesar de ndo ser uma boa métrica (mas
sim, um pré-métrico) uma vez que ndo é simétrica. Mesmo assim, este parametro vai ser
utilizado para comparar diferentes métodos baseados em aproximag¢do. Decompondo a DKL,

esta expressao pode-se também escrever na seguinte forma:
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ooy +0o[1] 5
DKL[f(r)||q(r)]=—j f(F)Iogzq(F)dF+[— jf(r)log2 f(f)df}:H[f(r),q(r)]—H[f(r)] [2.6B]

1 —oo[1]3q

_0013

Onde H[ f(r),q(r)] é a entropia diferencial cruzada.

A DKL também satisfaz a propriedade de aditividade se X e Y séo independentes:

D [f (X Y)I1a(x Y)] = D [ ()Ml G (V)] + Dy [, (¥) 1[0z (Y)] [2.6C]

Também se pode definir a DKL discreto. Neste caso tem-se que:

%=H(ﬁ,ﬁ)-H(ﬁ) [2.6D]

k

D (PIG) = Z p log,
k=1

Em que H(P,)é a entropia cruzada. A DKL discreta uma fungéo continua para p, D[O:l] e
dy D[O:l], k =12,...,ncom prolongamento por continuidade em p, =0 ou g, =0, e que tem as

mesmas propriedades do DKL continuo.
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3 - CALCULO ANALITICO DOS PARAMETROS

DE MEDIDA DE INFORMACAO DE SHANNON

3.1- Definicdes

Os parametros de medida de informacgéo sao definidos a partir do PDF e do ODF. Ja vimos que
a entropia diferencial é definida a partir do PDF e que representa uma medida de desordem.
Porém, em MR, se os dados forem adquiridos numa superficie esférica e se ndo for conhecida o
comportamento do sinal em funcdo de |q|, entdo, o PDF néo é conhecido. Por outro lado, como
Entropia de Diferencial mede a desordem do sistema, entdo, se quisermos, por exemplo,
analisar um conjunto de fibras anisotropicas, as direccfes onde tendem a apresentar uma maior
espalhamento das moléculas de agua, entdo, temos que analisar a entropia direccional. Para

isso, usando a nomenclatura do DTI da seccéo 1.4, definem-se as seguintes quantidades:

IODF (Shannon Information of ODF) € a informacéo total de orientacdo numa esfera de raio

infinito (somada ao longo do raio desde a origem até ao infinito):
IODF(6,,8,) = —j log, [ (F)] d[| [3.1A]
0

HODF (Direccional Differential Entropy of ODF) é a Entropia diferencial de orientacdo no
sistema, (obtido pela média radial de informacgéo desde a origem até ao infinito, para uma dada

direccao):

HODF(8.,4,) = —Tf (r)log, [ (M)]d|F| [3.1B]
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DIODF (Directional Shannon Information of ODF) é a Informacdo de orientacdo contida no

sistema, projectado radialmente, numa dada direccao:

ODF(6,,¢,)

DIODF (6. ,¢.) :=-log [3.1C]

Onde a constante de normalizacédo do ODF é: Z = J':”J.:ODF(Qr ,@.)sing. d6.dg. .

DHODF (Differential Entropy of Directional Shannon Information of ODF) € a Entropia diferencial

da projeccdao radial no sistema:

__>"ODF(6,¢;),  (ODF(6 .¢:) ..
DHODF =~ J‘OTIOQZ(#jsm@ dé. dg, [3.1D]

Onde Z é a constante de normalizacdo do ODF.

A fim de evitar divergéncia do IODF dada na equacédo [3.1A], em particular, para distribuicbes
gaussianas, propomos a definicdo de Spherically Normalized Shannon Information ODF
(SNIODF) que é a informacao total de orientacdo numa esfera por unidade de volume de esfera
com raio infinito e a expressao matematica é definida como sendo o limite do IODF por unidade

de volume da esfera de raio k como k vai para o infinito:

IODF,(6.4,) _ - - [(tog, [t (")]dlF]

—rk® o 4
3 3

SNIODF (6,,¢,) = kIirp [3.1E]

Onde |ODF,(8,,¢,) (IODF of raius k) é o IODF truncado que é definido como sendo a

informacéao total de orientacdo numa esfera de raio k (somada ao longo do raio desde a origem

até k):
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|ODF, (6,,4,) = —f log, [ (7] dlf|

Como consequéncia, tem-se que:

IODF(8,,4,) = lim 10DF,(6,,4,)

3.2-

Resultados analiticos em algumas distribuicbe s

A Tabela 3 mostra os valores das Entropias Diferenciais, Média e Variancia, para varias

distribuicdes padrédo. De tabela 3, podemos concluir que a Entropia de Shannon é uma

funcdo linear do logaritmo do desvio padrdo, o, excepto para a Distribuicdo Cauchy, em

que ndo tem média nem variancia (os integrais divergem) e por iSso, 0s parametros u e

o tém significados diferentes. De facto, u € a mediana py-o e upu+o sao

respectivamente os 1° e 3° Quartis, porque J‘_ﬂ_gf(x)dxzi, I_” f(x)dx:% e

u+o 3
f(X)dx=—.
[ f0dx=

[3.1F]

[3.1G]

Tipo Distribuicdo  IPDF  f(x) E[X] V[X] H[f(x)] (bits)
Distribuicao _a+b (b-a)? | log,(2/30)
Uniforme — E ,aSXSb - _2 0'2: 12 2

0 ,x<allx>b
Distribuic&o 1 u=p o’ =p° log,(eo)
Exponencial = Eexpﬁx/ﬁ) x20 2

0 ,x<0

Distribuicdo 1 1(x-u\? H o’ log, (o +/2Te)
Gaussiana = ex ——(—j

oN 21T 2 o
Distribuicao 1 1 Nao N&o existe log, (4710)
Cauchy P _ existe

il

o

Tabela 3: Entropia de Shannon em bits (H [f(x)]) para algumas distribuicdes padréo.
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Se a PDF é considerada uma distribuicdo em 3 dimensdes, e alem disso Gaussiana com desvios

padrdes (o,,0,,0,) e médias (u,,u,.4,), € 0 deslocamento em cada uma das trés

coordenadas € independente, entdo, a Entropia Diferencial é:

HL ()] = HIf 1+ H[T(y)] +H[f(2)] =3log,(,/277€) +log, (o 0y 0;) [3.2A]

Neste caso o0s resultados expressos em coordenadas esféricas sdo expressos abaixo. Note-se
que nas equacdes [3.2B], [3.2E] e [3.2H] nOs supomos que as médias sdo zero, porque a

equacdo fica complicada e por ndo conseguirmos encontrar uma forma fechada para essas

equacdes, sem essa suposicao e para o DHODF, para simplificar, assume-se que o, =0, :

ODF (6..¢.);, 1 1g =—— 1 [3.28]
P}H amoy oy g, \/coszqﬁsinze sin¢sin’8  cos’ @
v + +

M, 0 2 2 2
‘ aX JY JZ

1 (us e w1l
IODF, (6.,¢ )=k log, (o, o, o, Wam|)+———| Fx 4 v L Kz
k( r ¢r) l: 92( X Y Z( )) 2|n2(0_)2< 0_3 0_5

[3.2C]
_ k* [y cospsing LMy singsing  p1, cosf | | k® (cos ¢sin®@ . sin® ¢ sin® @ N cos’ @
2In2 o o o’ 6In2 o o’ log
IODF (6,,9,) = kIim IODF, (6.,8,) = +oo [3.2D]
3 2 2 -2
HODF (8,.4,)., (o = 1o 0@e@D G g ) | 2T 328
gl 4UxUYUz\/(2”) co ¢23|n 6, sin ¢§|n 6+c029
w0 o o} o’
Ho) H) H)
SNIODF (8,.4,) = 1 (cos ¢, sin®é, L Sin° 4, sin” 6, +cosz o, [3.2F]
87in 2 o lop o;
. 2 . 2 . 2
DIODF (8,.4,) :Iog2[4”ax a, UZJ'HOQZ\/COSZ ¢25|n g, sin ¢fln g, coszé’ [3.2G]
Z Oy ay g,

i
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DHODF, , _J2rlog, (4n2 9, 0,) / _arcsin /1— : Z [3.2H]
[M HO} Zo, o, "z 0,0,IN2%n+3
0

Onde Z é a constante de normalizagcao do ODF e:

0.2 & codkmi2)F(k+) 1
=-2|1--%- 3.2l
& ( ] kZ; 2r2(k/2+1) 2(n-k)+1 1321

3.3- Resultados analiticos em MRI

Em MRI, para calcular analiticamente os parametros de medida de informacdo, nés usamos o
PDF dado em DTI (para uma fibra). Assim, dado um tensor de difusédo, como este é simétrico,
entdo, é diagonalizavel e podem-se escolher vectores proprios ortonormais, e neste caso, tem-

seque D=V D'V' e detD)=det(D'). Note que D" =V (D')*V", onde D’ é a matriz inversa de D’

1 A H = H 1] H .~ =1 T
cujos valores proprios sdo os inversos de D’. Fazendo a substituicio r'=V F e como

I =r\1TF‘ :\/(\lTF)T\lTF :\/FT\l\lTF :\/FTI_J =JF'F =|F|, obtém-se entdo uma funcéo
gaussiana independente, pelo que estas equacdes sao facilmente calculadas para um tensor de

difusdo qualquer. Para uma fibra, se 1 € o tempo de difusdo, entdo obtem-se a equacao de

Einstein de relagéo entre a difusdo em 3 dimensbdes Gaussiana e a matriz D’

- ]
I« o o0
A 0 0 2r ,
p=/0 4, o0|= 0 2 o
0 0 A ar
3
0 0 JZ'

[3.3A]

Onde 0O.,0, e 0, s&o os desvios padroes, ambos associados aos eixos do sistema de

coordenadas [x y z|'=[x y Z'V , =4 =4, =0 e A, A, e Asdo os valores
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préprios do tensor de difusdo. Para cada valor proprio, tem-se que sz = ZTAJ- . Assim, Equacdes

[3.2B], [3.2C], [3.2E], [3.2F] e [3.2G] podem ser expressa como uma fung¢éo do tensor de difuséo

D (no caso do ODF é igual ao da equacéo [1.4F)):

FTD'f
|ODE, (6..4.) = log, | (477)? detD) k + =" k3 3.38
k( [ ¢r) g2 ( ) ([_)) 12T|n2 [ ]

_1/In2+log,[(4m)*det@)] [ 7z _1/In2+log,[(4m)* detD)]

HODF (6, , ¢, — ODF(6,,¢: [3.3C]
.4 2/(4rm)’® detD) FTD™f 2 9
SNIODF (6 ¢)=Lﬂf [3.3D]
©PT16mrin2 '

DIODF(4,,4,) = Iogz(Zw/(4nT)3 det@))— log, ATTD’ZA [3.3E]
r r

Onde Z é a constante de normalizagdo do ODF.

Para o DHODF, assume-se que se trata de um sinal FORECAST para uma fibra (nesta situagéao,

torna-se um caso particular do DTI para uma fibra, em que dois dos valores préprios sdo iguais),

fazendo A, =1, =A,; A; =4, Neste caso, a sua expressao é:

log, 68777 Z |11 o
DHODE =% A1 esinhoo s 1 &, [3.3F]

20z\A, A A A 4rz 2 A n 2nz=(;n+3

Onde Z é a constante de normalizagao do ODF e:

g
A ) &codkm/2)r(k+]) 1

T 3.3G
’ ( AIIJ ; 2Xr?(k/2+1) 2(n-k)+1 [ ]
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No caso em que A, =4, =A;; A; =/, € possivel obter uma forma fechada para a constante de

normalizacdo do ODF:

2
o,
= arcsin —D _Xj [3.3H]

prolale 22_\/—\/”7 /1 Farc& [ o,

Quanto a Entropia Diferencial deste PDF, usando a equacdo [3.2A], tem-se que é:

H[ f (F)] = 3log, /4777 € +l0g, ,/detD) [3.31]

Para cada componente, a Entropia de Diferencial parcial da componente j é.

HIf (x,)] =log,[4rrer +log, /4, [3.3]

A entropia de Von Neumann do Tensor € igual ao da equacéo [2.5C], fazendo A=D.

Estes resultados mostram que estes pardmetros de medida de informacdo dependem das
propriedades de difusdo. Em particular, a Entropia Diferencial depende dos valores proprios do
tensor de difusdo. Note-se que nestas equacdes, utilizou-se o Sinal DTI e o seu PDF (obtido pela
FT) para uma fibra. Para N fibras, as equacdes ficam mais complicadas por causa do
aparecimento dos logaritmos de uma soma, e por isso, estes parametros sdo calculados

numericamente. No entanto, Em multi-DTI para um conjunto de N fibras com 7 pequeno, sendo:

T -1
f, (F)= = ex;{—r D, r} [3.3K]
J@m)®det®,) 4r
N
o PDF dafibrak, e f,(F)=> a f,(F). [3.3L]
k=1

Entéo, a Entropia direccional e o HODF podem ser decomposto da seguinte forma:
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HODFL 5 ("](69,) = 3 8,DD,, [, (Il 1 (VG 4,) + > & HODFI£, (V16 4)  (3:3m)

HITo (0] = Y 8D [, o (01 + Y 3 H ()] 2N

Onde DD, [f(F)]lq(r)](€-,¢,) é a DKL Direccional entre f(r')e q(I') e cujo significado é

semelhante ao da DKL definida na equagéo [2.6A], mas difere em que sé é para uma dada

direccao:

DD [f(M)I1a(I(6,,4,) = [, T ()log, [a(r)]d]r] [3.30]

Em MRI, a D [f . (F)| f;(F)] e a DD, [f ()| fy(F)](E.,¢.) significam a quantidade de

informacdo necesséria para extrair dados da componente do sinal da fibra k com uma
distribuicdo dessa componente a partir dos dados da mistura de N componentes do sinal, para
todo o espaco e para uma dada direc¢éo, respectivamente.

Finalmente, a entropia de Von Neumann, atendendo a sua definicdo, chega-se ao resultado que
em MRI, este pardmetro representa uma medida de incerteza de informacao sobre a difusdo das
moléculas de agua, que séo obtidas aravés direc¢des dos vectores préopios do tensor de Difuséo.
Para meios isotropicos, Entropia de Von Neumann é méaxima. Logo, pode-se concluir que a
Entropia de Von Neumann esta relacionada com a anisotropia, que é medido pelo generalized
fractional anisotropy (GFA). O esquema seguinte ilustra como é que as fun¢bes de medida de

informac&o se relacionam entre si:
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S(a)/ S,
Signal
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Fourier Transform
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Radial Integration
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ODF (6., ¢:)

h
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Shannon Information

A 4
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I[f(F)]=-log, f (F) DIODF(8.,4,)
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\ 4 A
HODF(6,.4,) | | IODF, (6,.¢,)
I
Spherical
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[

k - oo
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|ODF (8, ,4,)

SNIODF (4, , 4, )

Figura 5: Célculo analitico dos parametros de medicdo de Informacdo de Shannon. Estes
parametros foram definidos a partir do PDF e do ODF. Neste esquema, mostra como se obtém
os parametros de medida de Informacdo de Shannon e as relacdes entre elas. Nos resultados
analiticamente obtidos, utilizou-se o PDF DTI e no caso do DHIODF, utilizou-se o ODF

FORECAST para uma fibra.
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4 - CALCULO NUMERICO DOS PARAMETROS

DE MEDIDA DE INFORMACAO.

O célculo analitico dos parametros de medida de informacédo € dificil, principalmente para um
conjunto de fibras, pois muitas das equa¢des que foram abordadas no capitulo 3, ndo tem uma
forma fechada e o método das séries de Taylor nao € uma tarefa simples para ser implementada
num computador se a expressado for muito complexa. Neste capitulo, abordamos um método de
aproximar os parametros de medida de informacdo de forma a poderem ser implementados no
computador. SO vao ser implementadas as técnicas LARDI e HARDI. Antes disso, a Tabela 4,

mostra as fun¢gbes MRI que vao ser implementadas em MATLAB:

Tipo de Tipo de Funcéo /
DTI QBI FORECAST
Funcéo Parametro
PDF v x x
ODF Puro v x v
DIODF v x v
Parametros
ODF Q-Ball x v v
de
DIODF Q-Ball x v v
Superficie
SNIODF v x x
Funcéo de
x x v
Distribuicdo Angular
DHODF v x v
Parametros| DHODF Q-Ball x v v
Escalares | Entropia Diferencial x x x
Entropia de Von Neumann v x 4

Tabela 4: Resumo das possiveis fungfes que vao ser implementadas em MATLAB (que estédo
assinaladas com v”). Note que em FORECAST e QBI, ndo obtém PDF, pelo que o ODF puro e
os parametros de medida de informacgéao que usam PDF n&o serdo implementados com a
excepcdo do FORECAST, que obtém o ODF puro através da rela¢é@o entre os coeficientes de
expansao em séries de SH, sem usar o PDF. O DTI, ndo obtém ODF Q-Ball. A Entropia
Diferencial apesar de que em DTI obter uma expresséo analitica, ndo vai ser implementada em
nenhuma das técnicas.
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4.1- Aproximagédo dos Integrais, usando o Método do Trapézio
O método do Trapézio permite fazer uma aproximacao dos integrais. Uma vez os integrais nao
tem uma forma fechada e o método das séries de Taylor ndo € uma tarefa simples para ser
implementada num computador se a expressao for muito complexa, pelo que o método do

Trapézio obtém uma forma simples de aproximar os integrais:

b b-a
Lf(x)dxzz—[f(a)+2f(x1)+...+2f(xn_l)+f(b)]
o : - [4.1A]
= 2 -5 [f@+ )
Emque x, =a+ _ak;xoza;xn:b [4.1B]

n

No algoritmo que se segue para o célculo de integrais simples e duplos, assume-se que o

elemento de uma matriz qualquer esta na posicao (I, j) com1=1,2, ... e j=1,2, ....

b
Algoritmo do calculo de I f(x)dx:

K, =[l Yppa =[0 1 -+ n] [4.1C]

e._.7 ,b-a
X=al,+

En : vector da variavel x [4.1D]

f= [Z| ]WM = [f (% )](n+l)xl = f (X) : vector de f(x), calculada elemento-a-elemento do valor X; . [4.1E]

v,=21,-8-8.,=[1 2 2 2 - 2 1'OM_,(R [4.1F]

Ibf (X) dxz?fy : valor aproximado do integral simples [4.1G]
a n
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d b
Algoritmo do calculo de L J.a f (x, y)dxdy

Ky =[1-Yppa=[0 1 - n] [4.1H]
x:=al,, +%aﬁn : vector da variavel x [4.11]

y:= ciml + d_r;c Rm : vector da variavel y [4.1]]
E =2 ] iy =L 06D |y = F 0 X7 920) [4.1K]

Matriz de f(x,y), calculada elemento-a-elemento do par ordenado (xj V)

v.o=21 -8 -& . [4.1L]

V,=21,-& -8&., [4.1M]
['[t(xy)axdy= (HJ(EM FV, [4.1N]
cJa 2m 2n

Valor aproximado do integral, usando o método do trapézio.

4.2- Implementacdo do DHODF
O DHODF é um parametro escalar (devolve apenas um valor) definido na equagéo [3.1D]. No
entanto, podem-se distinguir dois tipos de DHODF: O DHODF Puro e o Q-Ball. Na pratica, o
algoritmo para o calculo do céalculo do DHODF, usa como dados de entrada, o ODF (Puro ou Q-
Ball), e o processo de calculo é feito, usando a equacéo [4.1N]. Dado uma matriz A, contendo os
dados do ODF (puro ou Q-ball), comeca-se primeiro por calcular a matriz E. Porém, na

expressdo do DHODF aparece log, (ODF), pelo para o calculo da matriz F, se existirem
elementos nulos na matriz do ODF, apesar de Iirr(l) xInx=0, em, MATLAB, da NaN (Not a
X—

Number) a esses elementos da matriz F, pelo que em MATLAB, devolve NaN ao valor do

DKLODF. Este problema resolve-se, fazendo uma modificagdo na matriz F, recorrendo aos

46



ciclos FOR, se para cada elemento da matriz do ODF, se verificar o valor nulo do ODF, recoloca-
se o valor desse elemento da matriz F para zero. Uma vez obtida essa matriz, aplica-se

directamente a equacéo [4.1N] para calcular o DHODF.

4.3- Implementacdo do DKLODF
Kullback-Leibler Divergence of ODF (DKLODF) entre o ODF; e ODF, € um parametro escalar

definida da seguinte forma:

_ (27 7ODF,(6,,4,) Z,*xODF,(6,,4,) ).
DKLODF(ODF, ||ODF,) = LT o 2 LT P2 Ising. d6. dg. 4.3A
(ODF, ||ODF,):= [ " |/ 2 gz[zleDFz(gr’m L d6, dp, [43A)

onde Z, = "['ODF,(6 ¢,)sin6. dg.dg, e Z,=[ [ ODF,(6. ¢,)sing, dg,dg, sdo as

constantes de normalizacéo.

Esta definicdo é genérica, no sentido em que estes dois ODF's ndo tém necessariamente de
serem ambas Q-Ball ou ambas puras. Pode um deles ser um ODF puro e o outro ser um ODF Q-
Ball.

O algoritmo do calculo é semelhante ao do DHODF: Dadas duas matrizes, contendo os dados
do ODF, o calculo consiste em determinar primeiro a matriz F e de seguida aplicar directamente
a férmula do trapézio para obter o valor do DKLODF e as constantes de normalizacdo. Note que
na equacgéo, o DKLODF pode divergir: basta que exista pelo menos um elemento nulo no ODF,,

para que ocorra que este integral diverge para infinito.

4.4- Implementacdo da Entropia de Von Neumann
Na implementacédo da Entropia, se os valores préprios da matriz forem todos ndo nulos, entéo,
basta aplicar directamente a equacao [2.5C]. Porém, se existirem valores proprios nulos,

originam-se indeterminac¢des, que em MATLAB devolve NaN, o que o torna um resultado sem
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. A A
significado. Mas para tr(A)#0 tem-se que lim|-—*—log, k =0, logo, as parcelas
A-9  tr(A) tr(A)

com A, =0, sdo atribuidos para zero. Se tr(A) =0, entéo, para k=1,...,N, onde N é a ordem da
matriz, tem-se que A, =0. Neste caso, assume-se que os valores proprios séo todos iguais, e

fazendo estes valores proprios tenderem para zero, tem-se que H(A/0) =log,(N).

Logo, a equacdo a ser implementada € a seguinte:

_tr(Alog, A) .
) A if tr(A)#0 4.4A)

H[AJ: log, (tr (A)
log, N if tr(A)=0

tr(A)

Para um tensor de difusdo, tem-se que N=3.

4.5- Implementacéo do DTI
Na implementacdo do DTI, assume-se que o Sinal DTI é para uma fibra.
Os parametros de entrada séo: SO, t, g, e nimero de pontos de reconstrucao.
A determinacao do sinal, resume-se a determinar os elementos do tensor através da resolucao
do sistema de equacdes dada em [1.4B] se os dados de intensidade do sinal ndo contem valores
nulos. Caso contrario, assume-se que o tensor de difusdo € uma matriz nula, D=0.
Para calcular o ODF, PDF, HODF, SNIODF, DIODF e Entropia Diferencial, basta aplicar
directamente as equacdes, [1.4E], [1.4F], [3.3C], [3.3D], [3,3E], [3.3I] respectivamente. Porém,
estas formulas ndo podem ser directamente implementadas se a matriz de difus&o for singular. E
evidente que algumas fun¢gBes vao mesmo acabar por divergir para infinito quando a matriz é
singular, porém, outras funcdes originam indeterminacdes (que em MATLAB devolve NaN), o
gue o torna um resultado sem significado, e por isso, este problema tem de ser completamente
eliminado, modificando estas equacdes, de forma a obterem resultados validos para matrizes

singulares.
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Como detD)=0e D™ = Adj(D) ,onde Adj(D) é a matriz adjunta de D, entdo para a equacéo

detD)

[1.4F], tem-se que:

1/2

| IimO i exp{—r4 A(;h(Q)rJ = lim ! - f =0 [4.5A]
et(D) - 0" _ X - 00 r i P
©-0" [(4717)° det(D) r detD) )x ke (4 ex{xr Adj (D)rj
ar
Logo, as equagles a serem implementadas sédo as seguintes:
s(d) exd-472rg' D) [4.5B]

1 DT
f (F) _ (4m)3 3etD) exr{— a7 } if det@)#0 [4.5C]

0 if det@)=0

ODF (6,.4,) = L (4.50]
©T 8 [T Ad|(D)F

_1/In2+log,|(47)° detD)] _1/In2+log,|(47)° detD)]
HODF(8,,4,) = : ODF(4,,4,)= 2 [4.5E]
FTD7'f
NIODF (6. ,¢.) = ———— 4.5F
(&.90) 16777In 2 [4.5F]

DIODF (6, ,4,) = Iogz(SZ 7T+ T " Adj (Q)f) [4.5G]
H[ f (r)] =3log, /4T e +log, /detD) [4.5H]

Onde Z é a constante de normalizagao do ODF

Note-se que sé as equacdes [4.5C], [4.5D], [4.5E] e [4.5G] é que foram modificadas, pois séo

aquelas que déo indeterminagbes quando det(D) =0. Embora este problema esteja resolvido
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para det(D)=0, porém este problema persiste quando D =0, Por outro lado, aqueles que

divergem mesmo para infinito, na implementacdo computacional, estes infinitos tém de ser
evitados. Uma forma de o fazer, é recolocar os valores que nao sao reais ou complexos para
zero.

Quanto ao DHODF, a equacédo [3.3F] € um caso particular em que se pressupde que as
condicbes do FORECAST sejam satisfeitas. Na pratica, o DKLODF tem de ser calculado, para
uma orientacdo qualquer e para um Tensor de Difusdo simétrico qualquer, pelo que ndo existe
uma forma fechada para essa equacédo, e 0 método das séries ndo é simples e pratico, pelo que
o calculo deste parametro é feita numericamente, usando a equacéo [4.1N]. No caso da Entropia

de Von Neumann, aplica-se a equacdo [4.4A] para o tensor de difusao.

4.6- Implementacdo do FORECAST
Na implementacdo do FORECAST, aplica-se o0 método dos harmédnicos esféricos. Para isso,
resolve-se o sistema de equacdes dado em [1.5K] para extrair os coeficientes de expansao, e
obtém-se uma aproximacao do sinal em termos dos harmonicos esféricos, truncada a uma cerat
ordem. Na determinacdo do ODF Q-Ball, ODF FORECAST e a Funcao de distribuicdo angular,

aplicam-se as relacdes algébricas entre os coeficientes obtidas nas equacéo [1.6H], [1.6H] e

[1.6J], respectivamente, expressando todos estes coeficientes em fungéo de s, :

exp(4ﬂ2r|q| Ao) 1 A
. h|1-Z2 s, [4.6A]
T ansAlerdd -2 A A
270 iz (LD (14 (1)
0Im SO ( ) (|+1)|” 2 Sm [4'68]
2+1  exp@rrld’ ;) [4.6C]

Pin = arrs, Ahzﬁr\q\ A=A ))
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- ~ N 1
Onde A(a) e h(g) sdo os coeficientes de expanséo das fungdes exp(-ax’) e ——— em
1-¢£x

termos de Polinébmios de Legendre, respectivamente e que sdo dadas pelas equacdes [1.6K] e
[1.6L], respectivamente. Como estas funcdes sdo pares, entdo os termos impares sdo nulos,
pelo que para | impar, tem-se que A (a)=h (&)= 0, e isso traz alguns problemas em termos de
implementacéo: os coeficientes A (a) e h (&) aparecem no denominador das equacdes [4.6A] e
[4.6C], respectivamente, o0 que origina singularidades quando | € impar. Este problema pode ser
resolvido, fazendo p,, =f,, =0 para | impar. Por outro lado, a implementagéo das equagdes
[4.6A] e [4.6C] requer a determinag&o do parametro A, o que implica a resolugdo da equagéo

[1.6M]. Para resolver numericamente esta equacdo, usamos o0 Método das Séries de poténcias,
para obter uma aproximagao polinomial e dai, aplicamos a funcdo do MATLAB r oot s(Xx) para
extrair as suas raizes, onde x é o vector dos coeficientes ordenados por ordem decrescente das
poténcias até a ordem zero (termo independente).

Este método pode devolver vérias raizes ou até ndo ter mesmo nenhuma. A solu¢do desta
equacdo tem de obedecer a seguinte restricdo: 0< A < A . Assim, deste conjunto de raizes
desta equacédo, aquele que satisfaca aquela restricdo € o que corresponde ao verdadeiro valor
de A.. Se existir mais do que uma raiz que satisfaca aquela restricdo, escolhe-se aquela que
tiver o menor valor. Se ndo se encontrar nenhuma raiz que satisfaca aquela restricdo, entéo,

assume-se que A, =4, /6, o que resulta em que A = 31 /8, excepto quando os dados do sinal

séo todos nulos, e neste caso, assume-se que A; =A . A razdo destes pressupostos é que

teoricamente, a equacgao [1.6M] deveria ter uma solucdo que satisfaca aquela restricdo, mas na
pratica, isso nem sempre € possivel. Uma das razdes € o efeito das diferengas abruptas entre os
coeficientes que originam erros significativamente grandes devido ao erro cometido pelo facto de
o algoritmo de obtencdo de solucbes de equacgdes polinomiais devolver uma solugao

aproximada. Este efeito é mostrado na Tabela 5. Outra situagdo € por exemplo, para
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intensidades de sinais nulas, os coeficientes dos SH, séo todos nulos, pelo que a equacgéo

[1.6M], de facto, ndo tem solucdo analitica.

Valor de ¢ na Solucao analitica Verificacdo da Verificacdo da
Equacdo x°-c=0| Real solugéo analitica solugao numérica
1 1 0 -3.3307x10*°
10 10*° 0 1.7764x10™"°
10? 1073 0 8.5265ex10*
10° 10 0 -5.6843x10™"
10° 10° 0 4.6566x10°
10** 10* 0 -0.0011

10*® 10° 0 -1024

10% 10° 0 939524096
10%° 10%° 0 -1.4272x10%

Tabela 5: Efeito do erro causada pela precisdo da maquina em fungdo da constante ¢ na

equacdo x° —c=0. Em MATLAB, a obtencao das raizes equivale a fazer

x=roots([1 O O -c]); e neste caso, devolve uma matriz 3x1, contendo as trés raizes em
que sO6 uma delas é real. Se se considerar apenas a solucdo real, o que se pode ver na
verificacdo da solugdo numérica dessa raiz (isto é, substituir x pelo valor dessa equacdo e
verificar qual o resultado, que idealmente deveria ser igual a zero), que a medida que ¢ aumenta,
o erro (em modulo) devido a precisdo da maquina aumenta, devido ao aumento da diferenca
entre o valor de c e o coeficiente do termo cubico que é igual a 1.

I
Para o calculo do (1 +Dh , aplicam-se as seguintes férmulas:
(+pIn
nl(n-)!=nl [4.6D]
1+(-)" no1-(=1" I In
n!:%r(gﬂjzu CD° n 5 [4.6E]

2 r(n+1]
2

+00
Onde F(p):_[O xPe™dx € a fungBio Gama. Em MATLAB, estdo implementados os métodos

gamma( p) e factorial (p) para calcular I'(p) ep.

Ent&o resulta que:

(+D1 (-
g+ e 2

[4.6F]
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4.7-  Implementacdo do QBI
Em QBI, aplica-se o algoritmo de Descoteaux (4), que consiste em decompor o sinal em termos

de SH usando a base SH modificada {Yj}:
J

S(d@) =) s,Y,(6.9) [4.7A]
=

Onde: j=j(,m=(1%+1+2)/2+m [4.7B]
J:=(L+1)(L+2)/2 é o ntmero de termos da base SH modificada {Y, | de ordem L. [4.7C]
Re(f,) if -1 <m<0

Y, = Y, if 1=0 [4.7D]
Im(Y,,,) if O0<m<l

Descoteaux usa esta base modificada por ser real, simétrica e ortogonal.

Denotando por §:=[Sl e § e SN]T, ‘§:=[sl e S e SJ]T ,

L= diag([lf(l1 +)2 e 121 D)7 e 13( +1)2]T) e B a matriz NxJ com N = J construido

com base SH modificada discreta:

_Y1(01!¢1) Y2(91!¢1) Y3(91’¢1) Yj(61!¢1) YJ(91’¢1)

|oo
i

Yl(gk!¢k) Yz(gk!¢k) Y3(0k’¢k) Yj(ek!¢k) YJ(ek’¢k)

_Y:I.(6N1¢N) Y2(0N1¢N) Y3(9N1¢N) Yj(eN’¢N) YJ(6N1¢N)

Pode-se obter uma expressdo generalizada do vector dos coeficientes das séries de SH

modificada:

s=(B'B+AL)"B'S [4.7E]
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Onde A é o peso do termo de regularizacdo. Se A= 0, obtém-se a solugdo dos minimos
guadrados da mesma maneira que é obtido nos SH's original. Entdo o ODF Q-Ball, obtém-se

através da seguinte relacéo algébrica entre o coeficiente de expansao do ODF Q-Ball, 0; e 0 s;:

0, = ZHR? ©O)s [4.7F]

N NP (e L 1+ (-1
Onde: R (0) = (-1 0 +1)”!( 5 J [4.7G]

e 1, € a ordem associada com o j-ésimo elemento da base SH, ou seja, para | :{ 12,3,4,5,6,7,..} :

0.
Ij ={ 0,2,2,2,2,2,4,...}. Pode-se ver que para/A = 0, a equacgéo [4.7F], a relacdo S—’ é semelhante

J

o _
ao da relagdo —™ dada na equacéo [1.61], apenas difere de um factor |q|

Sm S

, havendo igualdade

se e s6 se g:L Assim, superficie do ODF Q-Ball em QBI e em FORECAST sé&o iguais em

forma, apenas diferem em escala. Apesar da desnecessidade da implementacéo deste ODF Q-
Ball, uma vez que esta ja estd implementada em FORECAST, no entanto, serve como um teste

de verificacdo dos resultados.

4.8- Resultados experimentais em MRI
A obtencdo de mapas de cores dos parametros de medida de informacdao é feita,
usando software que faz a leitura e o processamento de dados de imagens no formato
DICOM, e que este utiliza o programa que obtém os parametros de medida de informacé&o.
Foram feitos os testes de verificacdo do desempenho desse software. Analizando os
mesmo dados usando o software Trackvis, com a op¢ao DTI escolhida, foi possivel

confirmar que as orientacdes das fibras obtidas usando o software Trackvis (Figura 6 a)
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coincidem com os resultados obtidos usando o software utilizado nos nossos calculos

(Figura 6b).

a)

slice =32, EV, Subject1

) - -

Figura 6: Imagen obtida na fatia (slice) 32 do corte cerebral, onde as cores representam as
orientacBes das fibras obtidas usando a técnica DTl em dados HARDI. Pode-se observar nas
imagens que as orientacdes das fibras obtidas usando o software a) Trackvis sao
aproximadamente idénticas as obtidas usando o b) nosso software.

Quanto ao programa de obtencdo de parametros de medida de informacédo, foram realizados

vérios testes de verificagdo, que sdo os seguintes:

Comparacao dos sinais experimentais para diferentes técnicas com o sinal DTI teérico, bem
como tensor de difusdo, os valores proprios e a entropia de Von Neumann desse Tensor
(onde o tensor de difuséo foi escolhido arbitrariamente);

Comparacado do ODF puro em DTl e FORECAST;

Comparacédo do ODF Q-Ball em QBl e FORECAST;

Verificagdo em FORECAST se A é solugdo da equagéo [1.6M];

Verificacdo das Propriedades dos SH'’s obtidas pelas equacdes [1.5L], [1.5M], [1.5N] e [1.50]
e dos coeficientes de expanséo em séries de SH’s obtidas pela equagéo [1.5P];

Comparacéo dos coeficientes de expanséo do sinal em séries de SH’s de base original com

o da base modificada (ha relacéo entre elas e que tém de ser verificada)

. ~ . O|m O
Verificacdo da igualdade — =— para —
Sm Sj SO

Verificacdo das singularidades e indeterminancias (neste caso, atribui-se o valor zero)

55



= Verificagdo dos resultados para dados com intensidade de sinais nulas.

Apobs estes testes, verifica-se que os resultados sdo mais ou menos coincidentes, com alguns
erros cometidos por exemplo, da precisdo da maquina, e da aproximacdo do sinal numa soma

finita de SH para as técnicas FORECAST e QBI. No entanto, como estes erros sao pequenos,
logo, estes resultados séo considerados aceitaveis, excepto a verificagdo em FORECAST se A

é solucdo da equacéo [1.6M], devido ao efeito das diferencas abruptas entre os coeficientes que
foi mostrada na tabela 5.

Na Figura 7, mostram-se 0s mapas de cores, onde estdo representados o
generalized fractional anisotropy (GFA) e alguns parametros de medida de informac&o. Todos
estes parametros sdo escalares. Nesta figura, o ODF FORECAST é o ODF puro em

FORECAST.

slice = 32, GFA, Subjectl slice = 32, DHODF [QBI], Subject! slice = 32, DKL [QBI/FORECAST], Subject1
1000 80 8

: D ﬁ
o 100 o 100

20 40 60 80 100120 B0 70 80 B0 70 a0
X x x

slice =32, DHODF [Forecast], Subject! slice = 32, ENTROPY [DTI], Subject1 slice = 32, ENTROPY [Forecast], Subject!
0

80 2500 0 o ! - 'i. » .
| ] L
o 2000 a5 .l
1500 1000 = 1000
- 90 = > 0w o™ .
1000 L]
ES 500 o[t 1'i_ . 500
500 b o
100 l n 100 | g B 2" uem
60 70 80
I

B0 70 80 B0 70 a0 0
x x

Figura 7: Mapa de Cores dos parametros escalares localizada na fatia (slice) 32 do corte
cerebral, usando como Colormap o JET. Mapa do GFA (linha 1, coluna 1). Mapa dos parametros
baseados em informacédo na zona do Esplénio do corpo caloso: DHODF QBI (linha 1, coluna 2),
DKLODF entre o QBl e FORECAST (linha 1, coluna 3), DHODF FORECAST (linha 2, coluna 1),
Entropia de Von Neumann do Tensor em DTI (linha 2, coluna 2) e em FORECAST (linha 2,
coluna 3). Note todos que estes valores estdo multiplicados por 1000.
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Na Figura 7 mostra-se o mapa do GFA para uma fatia do cérebro que inclui a zona do Esplénio
do corpo caloso, que esta indicado no quadrado. As restantes figuras apenas indicam os
resultados obtidos para esse quadrado. O mapa da Entropia de Von Neumann em DTI,
apresenta um tom vermelho escuro, o que implica que os valores da Entropia de Von Neumann
estd préximo do valor maximo, principalmente na parte debaixo dessa zona. O mapa da
Entropia de Von Neumann do tensor em FORECAST, € muito diferente do DTI, de que se

concui que o tensor de difusdo ndo possui dois valores préprios aproximadamente iguais. A cor

amarelo-alaranjado de fundo do mapa é um artefacto que resulta do facto do algoritmo néo
conseguir encontrar um A, que satisfaz 0< A <A, e por isso, faz o pressuposto de que
Ay = /1” /6 para intensidades de sinais ndo nulas, o que resulta um valor de entropia de Von

Neumann igual a 1.0613 bits. O DHODF para a técnica QBI que foi obtido era praticamente
constante para todos os voxel, mas ndo exactamente constante; este resultado ocorre porque

estamos a considerar a ordem zero dos harménicos esféricos e nesse caso o valor esperado

para o programa usado é In(472) = 25310, que é o valor obtido.
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5- CONCLUSAO

Em DTI, pode-se concluir que a Entropia Diferencial do PDF para uma fibra, depende
linearmente do logaritmo dos valores préprios do tensor de difusdo e do tempo de difuséo, ou
seja, depende das propriedades de difusdo da molécula de agua. Isto significa que estes valores
proprios contém informacdo sobre a fibra e que sera tanto maior quanto maior for os valores
préprios, pelo que as direc¢bes principais sdo aquelas que retém mais informacgédo. O ODF e as
fungbes de medida de informac¢éo como IODF, HODF, SNIODF, DIODF, dependem ndo s6 das
propriedades de difusdo das moléculas de agua mas também da orientacao da fibra. A utilidade
das funcdes é ainda desconhecida.

HODF, SNIODF, DIODF, IODF de raio k, tal como os ODF’s, obtém superficies de
orientacdo para cada voxel.

Entropia diferencial, DHODF (Puro ou Q-Ball), DKLODF e Entropia de Von Neumann,
sdo parametros escalares, ou seja, obtém um Unico valor para cada voxel.

A forma das superficies é a mesma entre o ODF Q-Ball em QBI e em FORECAST e
entre o ODF e o HODF em DTI, apenas diferem na escala.

Os parametros de medida de informacdo sao Uteis para a comparacao de técnicas e
para a sua andlise, na pratica, o calculo numérico destes parametros de medida de informagéo

apresenta algumas limitagdes:

x Para dados HARDI, é dificil obter numericamente todos os parametros de medida de
informacdo que requerem o PDF, principalmente para um conjunto de fibras que se

cruzam com T intermédio, porque o PDF é desconhecido, e a estimativa do seu

comportamento do sinal em funcéo de |q| é dificil. Por outro lado, muitas destas técnicas

de processamento de dados HARDI ndo obtém PDF's.
x O DIODF é muito facil de calcular analiticamente e numericamente, uma vez que nao

envolve integrais, porém, na pratica computacional, € pouco eficiente, porque, se tiver
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elementos nulos no valor do ODF, o DIODF vai para infinito, o que pode inviabilizar o
resultado. Se isto ndo ocorrer pode ser utilizado para obter superficies de DIODF.

x  Todos estes parametros de medida de informacgéo continua, podem ter valores negativos
e apresentam uma gama ilimitada de valores de —o até +o. (Com excepcdo do
SNIODF em DTI, que é sempre ndo negativo mas o seu valor vai de zero até + ), pelo
gue estes infinitos tém de ser evitados. Na pratica, atribui-se o valor zero a esses

resultados que dao infinitos, mas esta atribuicdo pode resultar em conclus@es erradas.

Apesar desta limitacdo da implementacéo destes parametros, o caso do DHODF, é o parametro
mais dificil de obter analiticamente uma expressdo fechada, no entanto, é facil de calcular
numericamente, usando o método de Trapézio, e € o mais eficiente, obtendo resultados fiaveis,
e converge sempre desde que os dados do ODF sejam finitos. Sendo na pratica o parametro

mais importante e mais utilizado para obtencdo de mapas de DHODF-.
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7 - APENDICE

Apéndice 7.1

Resultados Matematicos utilizado no Célculo Analitico dos parametros de Informacéo:

oo 2

J' de:mnz [7.1A]
0 1+X

TP by dlx = 1 _pTﬂ p+l

jo xP exp(alx°) X—HH F(Tj [7.1B]
Onde: I'(p)=J'o+°°xp'lexp(—x)dx [7.1C]

e que satisfaz as seguintes propriedades:

M(p+1)=pr(p) [7.1D]

M(n+1)=nl [7.1E]
1)_ @n)

r(n+2j i Jr [7.1F]
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Apéndice 7.2

Artigo a ser Publicado em: IEEE Transactions in Biomedical Imaging
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Use of Shannon Information in Treatment of High Resaltion Diffusion MRI

Nicolas F. Lori, Carlos Santos

Abstract—Diffusion MRl  allows the
obtaining of an approximation of the water
displacement's probability density function
(PDF) and orientation distribution function
(ODF). Examples of techniques used in
obtaining these distributions being g-space
imaging (QSI), and g-ball imaging (QBI),
respectively. Shannon information quantifies
the discriminative power of a symbol based on
its probability. We quantified the information
amount of a white matter fiber bundle being
used to discriminate those fibers using specific
diffusion MRI data treatment techniques. The
equations developed are new and it is also
described how they will help in future
experimental calculations. An example of
experimental ODF surfaces and ODF based
white matter fiber tracking in living humans is
also shown to highlight possible future
advantages of Shannon information usage in
describing crossing white matter fiber bundles.

I. INTRODUCTION

Diffusion MRI is a technique that obtains
information about the amount of water diffusion
for different orientations. It is especially useiful
studying white matter (WM) fibers in living
humans. There are two diffusion MRI techniques
in humans that represent two different ways of
doing high resolution diffusion imaging (HRDI),
one is high angular resolution diffusion imaging
(HARDI) and another is g-space imaging (QSI).
Two example of HARDI technique are the
FORECAST (1) and the g-ball imaging (QBI) (2),
while the QSI approach in human imaging can also
be referred to as diffusion spectrum imaging (DSI)
(3). QSI obtains the molecular water displacement
probability density function (3) (PDF)rom the
MRI signalS , and QBI obtains the molecular

water orientation density function (2) (OD#&)

The economical importance of medically-
useful knowledge of WM fiber’s health condition
of a patient has become clear in the “Consensus
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Document in European Brain Research” (4). In
that document, and using the Global Burden of
Disease assessment made by the World Health
Organization (WHO), the European Brain Council
(EBC) calculated the Cost of Disorders of the
Brain in Europe (CDBE): affective disorders in the
countries considered in the study are present in 21
million people. The role of WM pathways have
been increasingly shown to play a critical role in
clarifying medical diagnosis and neuroscience
research, especially for autism spectrum disorder
(ASD), learning disability, epilepsy, anxiety
disorder, schizophrenia, and Alzheimer disease.
Having a thorough understanding of the
architecture and health conditions of white matter
pathways is thus very important due to medical,
scientific, and economical reasons.

Shannon information quantifies the knowledge
that exists about something, and so we thought it
relevant to apply Shannon information theory to
the treatment of diffusion MRI data. A Shannon
information amount expressed in bits can always
be assigned to a probability, or to a PDF. If

p, = Pr(X =x ) is the probability that event
occurs then the information obtained by the
occurrence of that event in units of bits is:
1(X):= —Iogz[pi ] The Shannon entropy of a
system is equal to the total amount of information

in that systemH (p, ..., p,) = —i p, log,[p.]-
i=1

For continuous variables (wittl (X) being the

PDF), the continuous Shannon information and
entropy are respectivelyt] f]:= —Iogz[f (x)] and

HL]=~ " f(9)log,[f (x)]dx.

In this work we will describe the
relationship between the PDF/ODF obtained from
the QSI/QBI, respectively, and the amount of
information that is expressed. This will resultan
new way of treating the diffusion MRI signal that
is defined in this work. The relevance of the
proposed approach is highlighted by an analysis of
the problems that are still existent in using QBI to
obtain white matter fibers in living humans.

II: METHODS
The spatial coordinates are expressed as:
F=[x y z]T:[\F\cosqﬁFsinBF |F|sin ¢, sin 6, \f\cosBF]T' while

the diffusion sensitizing gradient coordinates are
expressed a§::nq\cos¢sin0 |g|sin #sin & \q\COSH]T
with ¢ = ) whereyis the gyro-magnetic ratio,

andJdis the duration of the diffusion-sensitizing
gradientg . The MRI signal is hencg g/, 8, ¢) .
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the PDF isf(‘ P
ODF(6,,¢,), the diffusion tensor iB(0',¢") where
0" ando' are the orientation of the WM fibers.

6..,9.), the ODF is conclude that the HODF is a linear function of the
log of the standard deviatien

Using this nomenclature the ODF, the Shannon PDE f(x 00T (Bits

Information of the ODF (IODF), and the Shannon : ) [f69] (bits)

Entropy of the ODF (HODF) are respectively: Uniform log, (v/30)
bfla ,asx<sb 0 ,x<aOx>b

I—.'

,6,,¢,)d|r] (1) Exponential log, (eo)

ODF(§,.4,) = [ f(
0 Zlgexpex/ﬂ) Xx20, 0 ,x<(

T - ~ Gaussian log, (ev277
IODF(8,,4,) =~ [ log;[ 1 (r|.¢,.¢)]d]| T I
i 2 a@rex’{‘z(a] ]
Cauchy log, (4n0)
+00 o 1
HODF(4,.4,) = - [ £ (7].6,.¢,) log, [f (7|.6,.4,)]dlf| EZaTen
3)

Table 1: Shannon Entropy of the

Because of the divergence problems ofthe | ODF in bits (H[f(x)]) for some
IODF for some distributions, it is helpful to dedin | standard distributions.
the truncated IODF as being:

k
IODF(6..4,) =-[ log,[f (].6..¢,)] [
° @) If the PDF considered is a 3-dimensional
Gaussian distribution with standard deviations
If the IODF exists, then: (anavlaz) and averages(px,,uY,/Jz), and

the displacement in each of the three coordinates
IODF(H ’¢ ) = lim IODF (5 ’¢ ) are independent, then the results written in
T K e kAZr T spherical coordinates are expressed below. Note
5) that in Egs. 6 and 9 we assume that the averages
are zero because we could not find a close form
Diffusion MRI data acquisition those equations without that assumption.
The diffusion MRI pulse sequence was
acquired in a 3T Siemens MAGNETOM Trio TIM 1
with a 45 mT/m magnetic maximum magnetic field ODF (6,,¢,) = 3
gradient and 200 T/m/s maximum slew rate. The 20, 0y 0, (27)
diffusion MRI data acquisition uses a single-shot o7
echo-planar MRI acquisition with a spin-echo X . X
pulse sequence augmented by diffusion-encoding cos’ g, sin” 6, + sin” 4, sin” 6, + cos’ 6,
gradient pulses, and incorporating two 1B% o o’ o
pulses to minimize the effects of eddy currents. 6)
Diffusion-weighted images are acquired for 256
volumes ofg-encoding, comprising ig-space the

surface points of a sphere (plus one volume L (12 12 g2
without the diffusion-sensitizing gradient IODK, (8,.4,) = k{logz(ax o, o, (@)3 +(X +02+02H
encoding). The radius of the g-space sphere being 2n2\ox oy o
such that the b-factor is equal to 4G00n?. The _ K cosp, sing, Lt Sing, sing. 11, cost)
voxel dimensions were 1.90x1.90x2 @i, 2In2 2 o o

LS (coé g, sit 6, sirf ¢, sif g cos a]

lIl. RESULTS 6in2\ o o %

a. Obtaining of mathematical expressions @)

relating diffusion and information
Table 1 indicates the value of the HODF for
several standard distributions. From table 1 we can
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IODF (Hr !¢r) = klln:l IODFk (Hr '¢r) =+

(8)
3 2 2 2
HODF (0”¢r):1/In2+Iogz((2n) Oy 0y05)
40y 0y 07+ @n)?
2m
cos ¢, sin® 6, N sin® @, sin® 8, . cos’ 6,
o oy a3

9)

In order to avoid the divergence in Eq. 8, we
propose the definition of spherically normalized
Shannon information ODF (SNIODF) as being the

|ODF, (6, ,4;) =log,  (47r)* det®) k + izlral;w; 3
(14)

HODF(g,,4,)=2/N2* log, (47m)° detD)] T

24/ (4rm)® det) iTD*F

(15)
1
SNIODF (8, ,4,)=——2 '
16777In 2

(16)

The displacement distribution on a plane

limit of the IODF per unit volume of the sphere of perpendicular to the z axis (an arbitrary

radiusk ask goes to infinity:

SNIODF (6,4, = lim ~20F()
K - +oo 4 3
— Kk
3 (10
k —» —
. - [[10g, [t (F[.&,.8,)]d[F
o 4 e
3

Applying Eg. 10 to Eqg. 7, we obtain:

SNIODF (6, 8,) =
1 (cos ¢, sin®6. . sin® ¢, sin’ 6, . cos 6,
8min 2 o oy o:

(11)

The SNIODF depends on the diffusion
properties of the water molecules. #fis the
diffusion time of the MRI experiment, then the
Einstein equation obtains that the relationship
between the 3-dimensional Gaussian diffusion
and the diagonalized form of the diffusion tensor
D, /, is in this case expressed as:

2 0 0
2r
0_2
A=l 0 X 0
2r s
o o %z

12)

Thus, Egs. 6, 7, 9 and 11 can be expressed

as a function of the diffusion tensor

1 TT
ODF (6,,4,) = —
(©..) J@mr)?deto) VF'DF

(13)

direction) is expressed in cylindrical coordinates
as:

tro)=[ t(F)dz=[ f(r.6,2d
(17)

If r=0,thenf(r,d) does not depend on

@, and thus we can choo€=0, which
becomesf(0,0). For even 3-dimensional
displacement distributions ttig,0) is equal to
twice the value of the z-direction ODF. The

function f(rﬂ% can be calculated using QSI,

and it is what we call the ORE. The ODkg; is
the true ODF, while the ODF calculated using
QBI, the ODkyg,, is only an approximation of
the true ODF. Note that the distance

r =,/x%+y? is notthe same as

‘F‘ = x2+y?+22.
To compare the ODfg; and the ODgs, one

can use the Circular Directional Kulback Leibler
Divergence (CDR.) between the 3-dimensional

distributionsf () and (") for the z-axis:

COD [ ()™ =] f(P)I [m} dz
, “La
g (18)

As an example, one could consid&(I") to
be a 3-dimensional Gaussian distribution of
diffusion tensoD, and (") simply be

f (0,0,2). The reason for this choice of
functions is that the z-direction OBk needs
f (") while the ODkg, only requires the

function f (0,0, 2).
The inverse oD can be described as

65



D—l _ DA DB
“ID!  detC)/detD)
Mo :[x y]T :[Cosg Sing]T and C is the sub-

|

} where

matrix of D: c =|Pu

D12

D12
DZZ

] Those definitions

obtain ;rp-+ - Pl D,f, +2D]7J z+ 2% det(C)/ det(D)
_ det i ins:
andc-p, - ©) DI D, » Which obtains:
detC)
r'J(DA +2 D] DB]FC oar
R N To) ex'{_ “ar C]
(19)

Note that this CDR_ goes to zero with.
If f(r) is symmetric, then the relation between

and the QBI-base®DF, is described in Ref. (2),
but if f is asymmetric; thehis separable between a
symmetric f and an anti-symmetrid component.

In that case, the third equation of P. 1371 of Ref.
(2) is no longer applicable. In Ref. (2) what isdis
for the transition in that equation is

X coda) — iinjn(x)eina wherelJ, is the ' order

Bessel function of Lkind, but it can be shown that
X cosa) — JO(X)+ZZi”Jn(X)cos(na) is also
n=1

valid; and using it we obtain that:

ODF, (6.9) =(d[ dlf|["dg,[3,(alr sirlg, ) (71..¢,)
_giJZHQqFsir{¢r])sin(2n6?r)~qr ,H,,¢r)}fsir{¢,]
(20)

which is equivalent to the relationship between the
ODFgg and thef obtained in Ref. (2) for the case

of the anti—symmetricf~ being zero everywhere.

In Ref. (5) it is proposed that it is possible
to obtain asymmetric displacement probabilities in
the case of asymmetric white matter fibers, antd tha
the asymmetry would reflect itself in the phase of
the MR signal. But in Ref. (3) it is clarified that
the asymmetry of the displacement probability
distribution obtained in the simulations of Ref.,(5)
are likely to have been obtained by initializing th
system in a non-stationary distribution; therefore
causing a phase-shift as spins redistribute toward
the equilibrium. But for the purpose of Eq. 20 it
does not matter what is the source of the
asymmetry inf, as it simply describes what the
effect of such an asymmetry would be without
making any claims about the existence or origin of
that asymmetry.

If one considers that the 3-D
displacement distributiorf (") is even, this would

suggest a natural alteration of the calculation

obtained in Eq. 19 by replacingf () by
27T ptoo
fq.(z):znq'jo jo f(r.6,2)J,mq'r)rdr d@

where q is the amplitude af in QBI. Using that
replacement, the result of Eq. 19 becomes:

CDDy [ (2)II f (00,2)]

F DT
ar

LJ

jJO(erq'r)rdr da

)

. p[jznrmex,{_
J(@mr)*detD) "= °

2 poo r D_lf

J‘O J‘O ex{_ T

r'D
4

ex;{— 7

J,(2mrg'r)rdrd8log, dz

det(C)
47 detD)

(21)

b. Relating Shannon Information with
experimental diffusion MRI data
The mathematical expressions obtained started

from a knowledge of the PDF (|],8, ,¢, ), but

in an experimental setting this function is eithet
known or not known in full detail. In the QBI
approach the experimental result is an
approximation of the ODF of Eq. 1, ti‘@DFq

expressed in Eq. 20, which only becomes identical
to Eq. 1 in the limit ofg| going to infinity.

If the approximation described in Eq. 20 is
enough of an approximation to the ODF and the
ODF is enough for our purposes, then QBI is a
better approach than QSI since QBI is less time
consuming. But the PDF is not recovered in QBI,
and so if PDF is what is needed then QBI is not
enough regardless of the strength@f In QSI the

PDF is obtained by a Fourier transformation of the
MR signal intensity that uses the vectp/The QSI

integral must be done for the entire g-space 3-
dimensional array so that the MRI sigrfalcan
define an approximation to the PDF. This means
that it is not possible to use the QBI approach to
obtain the IODF, the HODF, and the SNIODF.
Instead, the QSI approach must be used, but even
then the full g-space array is only approximated by
a finite-size g-space lattice withy, the maximum
absolute value of each componenigof

IV. DISCUSSION

The equations obtained in this work open
new directions for the analysis of the difficultfy o
obtaining multiple WM fiber crossing in humans
even when QBI or QSI are used. This difficulty is
stronger in QBI, and that difficulty might be bette
understood using the Shannon information
approach developed here. This approach would
likely obtain that the difficulties of QBI in
obtaining the crossing WM fibers that QSI is
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capable of obtaining are caused by the low capacity
of QBI in obtaining information about the WM
fiber bundles.

To test the limitations of QBI in obtaining
WM fiber crossing, we obtained QBI data using
256 diffusion-sensitizing gradient directions and a
b-value of 4000 in a 32 channel head coil (see
Figure 1). Future work will include the use of the
calculations of IDIF, HDF, and SNIODF using
experimental HRDI data.

V. CONCLUSION

The Table 1, Figure 1, and all equations except
Eqg. 1 and Eq. 12 are original. These equations are
likely to provide more insight into the role of
Shannon information in our capacity to recover
crossing WM fibers using different approaches to
the treatment of diffusion MRI data.

B) ‘
Figure 1: A) QBI ODF andB) QBI WM fiber tracking
in living humansBLUE -> up-down orientationRED -
> |ateral-central orientatiot3REEN-> anterior-
posterior orientation.
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