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Introducao

Motivagao

Esta dissertacgao foi escrita em 2000/2001, por proposta e sob a orientagao do Pro-
fessor Amilcar José Pinto Lopes Branquinho, Professor Auxiliar do Departamento
de Matematica da Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra.

Pretende-se com este trabalho, abrir um caminho para a caracterizacao de familias
de polinémios ortogonais em duas varidaveis que verifiquem uma férmula de Ro-

drigues, (5.3.4), pg.76.

Enquadramento Histérico

A teoria geral de polinémios em duas varidveis, vem sendo estabelecida desde h&

mais de um século.

. Ja em 1865, C. Hermite considerou dois pares de sequéncias de polinémios
biortogonais, em duas variaveis, quando o dominio de ortogonalidade é o plano

ou o disco unitario.

. Em 1881, P. Appell introduz polinémios em duas variaveis, biortogonais sobre

um triangulo.

. Também em 1881, G. Orlov considera polindmios ortogonais de duas variaveis,

determinados por uma férmula analoga a formula de Rodrigues.

. Em 1937, D. Jackson, [14], considera algumas propriedades simples de polinémios

ortogonais sobre um dominio abstracto, em relagao a uma fungao peso w ar-

il
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bitraria, sendo a relagao de ortogonalidade estabelecida por meio de uma fun-

cional do tipo

wh) = [ /D Fuo(e, y)dady

Se a funcional é definida positiva, entao uma sequéncia de polinémios em
duas varidveis pode sempre ser ortogonalizada, usando o método de Gram-
Schmidt. Para isso, a sequéncia dupla de polinémios deve ser ordenada sob a
forma de uma sequéncia simples. Diferentes ordenamentos originam diferentes
sequéncias de polinémios ortogonais. Isto constitui um obstaculo ao estudo de

polinémios ortogonais de duas e mais variaveis.

. Entretanto, em 1967, Krall e Sheffer, [20], desenvolvem os resultados de Jack-

son. Estes autores trabalham com os espacos vectoriais associados a uma
sequéncia polinomial de duas variaveis, o que lhes permite de certa forma con-
tornar o problema acima referido, e apresentam uma definicao de ortogonali-
dade fraca. Com base nessa defini¢ao, classificam as solugoes de uma equagao
diferencial de segunda ordem de varidveis parciais, obtendo assim um certo
tipo de analogia, via equacao diferencial, com as familias cldssicas de uma

variavel. No capitulo 4 deste texto, fazemos uma abordagem a este trabalho

de Krall e Sheffer.

. Por outro processo, G. Engelis obtém resultados semelhantes aos de Krall e

Sheffer, em 1974. Neste trabalho, Engelis obtém formulas de Rodrigues, para

alguns casos de polinémios ortogonais em duas variaveis.

. Ainda em 1974, T. Koornwinder constréi classes de polinémios ortogonais

de duas varidveis, que constituem andlogos dos polinémios de Chebyshev de

primeira e segunda ordens, bem como dos polinémios de Jacobi.

. Em 1982, M. Kowalski, fazendo uso da notacao vectorial de Krall e Sheffer,

demonstra um anélogo do teorema de Favard, do qual apresentamos no capitulo
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4 uma versao simplificada, devida a Y. Xu, [37].

Estrutura do Trabalho

Comecamos por abordar no capitulo 1, algumas propriedades estruturais das sequéncias
de polinémios, { P, }, que decorrem da ortogonalidade relativa a uma funcao peso, w:
(i) unicidade dos P,, n=0,1,---, a menos de um factor constante para cada P, ;
(ii) existéncia de uma relacao de recorréncia a trés termos que gera os polinémios
da sequéncia, que é Unica a menos das condigoes iniciais.

Damos condigoes necessdarias e suficientes para que se verifique o reciproco de (ii)
(teorema de Favard, 1.3.2, pg.7), isto é, para que a uma sequéncia de polinémios
que verifica uma relacao de recorréncia a trés termos, corresponda uma e uma so
funcional de momentos, com a ortogonalidade garantida por uma condicao sobre o
parametro A, da relacao (1.3.1), pg.6.

Damos condigoes necessarias e suficientes para que a funcional de momentos seja
definida-positiva, podendo neste caso definir-se a custa de uma medida de Borel pos-
itiva. Dai que a sequéncia polinomial possa ser ortonormalizada usando o método
de Gram-Schmidt.

Vemos também quando é que, partindo de uma sequéncia de momentos, podemos
construir uma sequéncia de polinémios ortogonais. Uma condigao suficiente para
que o suporte da funcional associada a esta sucessao de momentos esteja em R,
é-nos dada pelos teoremas de Boas e de Durdn, pg.9. Essa sequéncia, inica a menos
de factor constante para cada polinémio, aparece na demonstracao construtiva do
teorema 1.2.4, pg.4.

Apresentamos a definicao de fungao geradora de uma sequéncia polinomial. A par-
tir de uma funcao geradora, podem obter-se propriedades algébricas e analiticas,
que nos permitirao caracterizar certas familias de polindmios ortogonais. Podem
também estudar-se quanto a convergéncia desenvolvimentos em série em termos de

polinémios de uma familia ortogonal.
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O capitulo 2 é dedicado ao estudo da teoria dos polinémios ortogonais classicos.
Usamos o Operador de Bochner para definir as familias classicas. Enunciamos
e demonstramos um teorema de Vicente Gongalves, 2.2.1, pg.13, que estabelece
condigoes para a unicidade de solugoes polinomiais da equagao diferencial de Bochner,
e determina expressoes para os coeficientes das relagoes de recorréncia a trés termos
correspondentes. Como consequéncia de mais dois teoremas de Vicente Gongalves,
2.3.2, pg.23 e 2.3.3, 28, concluimos que as familias de polinémios ortogonais classicos,
sao as solugoes polinomiais ortogonais da equacao de Bochner, e sao essencialmente
as Unicas sequéncias polinomiais ortogonais as quais corresponde uma féormula de
Rodrigues. Usamos este tltimo facto para definir familias classicas através de uma
formula de Rodrigues.

No capitulo 3, seccao 3.4, usamos um teorema de Lagrange para definir fungoes
geradoras para familias de polinémios, das quais se conheca uma féormula de Ro-
drigues. A partir da férmula de Rodrigues, é possivel obter a equacao diferencial
de Bochner, a relagao de recorréncia a trés termos e a funcao geradora, associadas
a estas familias. Na seccao 3.5, vemos como se pode, a partir da funcao geradora,
obter a relacao de recorréncia a trés termos. Na seccao 3.6, apresentamos exemplos
de obtencao da relagao de recorréncia a trées termos a partir da férmula de Rodrigues,

para os polinémios de Hermite e Laguerre.

O desenvolvimento de uma teoria de polindémios ortogonais de duas variaveis,
leva-nos a estender, por analogia, a ideia de familias classicas. No capitulo 4, ex-
ploramos a este respeito o trabalho de Krall e Sheffer, [20]. Estes autores adoptam
uma defini¢ao fraca de ortogonalidade (cf. a definigao 4.2.7, pg.50), adaptada a
estrutura de espaco vectorial, que resulta do facto de uma sequéncia polinomial,
{P.}, com P, = [pno,Pn—11," " ,DPon), s€ poder representar, para cada P,, por
meio de uma base vectorial qualquer, associada ao espago V,,, (n+ 1)-dimensional,
gerado por {pno, Pn—11, - ,Pon} - Isto quer dizer que cada sequéncia polinomial,

{P,}, tem associada uma sequéncia de espagos {V,} . A ortogonalidade verifica-se
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entre cada par V; , V;, @ # j, 4,5 = 0,1,--- ,n,--- ,isto é, (w,vjv!) =0,
k=0,---,i, s=0,---,j,com v, €V, e vl €V;. A unicidade de uma
sequéncia polinomial ortogonal, no caso de uma variavel, tem como analoga a uni-
cidade dos espagos vectoriais, {V,}, associada a uma sequéncia {P,}, no caso de
duas variaveis. Usando notacao vectorial apresentamos na seccao 4.3, uma relagao
de recorréncia a trés termos e um analogo fraco do teorema de Favard, (Y. Xu, [37]).
Krall e Sheffer, classificam as solugoes polinomiais de uma equacao diferencial de
segunda ordem as derivadas parciais, com coeficientes polinomiais, admissivel (cf. a
defini¢ao 4.4.1, pg.59, e a secgao 4.6). Temos assim o Operador de Krall e Sheffer,
analogo ao Operador de Bochner do capitulo 2. Essa classificacao, é baseada em re-
sultados obtidos trabalhando com certos parametros invariantes para transformacgoes
lineares nao singulares, nas varidveis (cf. o teorema 4.5.2, pg.66). Cada familia
de polinémios considerada é ortogonal relativamente a uma funcional canénica o,
tal que (o,1) =1 e (0,P,) =0, n=0,1,---, sendo (o, P,) o vector col-
una (o, pn—j;)li=o - As nove classes de familias de polinémios obtidas por Krall e
Sheffer, sao de certa forma um andlogo das familias classicas no caso dos polinémios

ortogonais de uma variavel.

No capitulo 5, expomos os resultados de Kim et al., [19], que permitem obter
formulas do tipo Rodrigues para as familias de polinomios classificadas por Krall e
Sheffer, das quais se conhece a funcao peso. Apresenta-se uma extensao da féormula
de Lagrange ao caso bidimensional, que se utiliza para obter a funcao geradora para

os polinémios circulares.

A obtencao para o caso de duas varidveis, de familias andlogas as classicas,
nao se esgota na abordagem de Krall e Sheffer. De facto, abre-se a possibili-
dade de estabelecer essa analogia trabalhando com férmulas de Rodrigues, de um
modo independente da equacao diferencial. Pretende-se responder a seguinte per-

gunta: quais sao as familias de polinémios ortogonais de duas varidveis, {P,},
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P, = [PnosPn—11," - ,Pon), s quais corresponde uma férmula de Rodrigues, isto é

sendo Y., p,q polinémios tais que grau(Ym,) =m+n, grau(p),grau(q) < 2.
Note-se que neste caso, os polindmios sao ortogonais relativamente ao peso w .

Fazendo na equacao anterior m = n = 1, obtemos um sistema de equagoes que se
pode tomar, formalmente, como um analogo de uma equacao de Pearson em uma

varigvel

Q/JIOw = ax [pw]

Yorw = Oy[qu] .

A resposta a esta pergunta, esta por nés a ser trabalhada segundo o seguinte plano:
1. Resolver o sistema de forma a obter todas as fungoes peso possiveis, a menos de
uma mudanca de variaveis linear e nao singular. Para tal, substituem-se p e ¢ por
polinémios de grau nao superior a 2.

2. Verificar quais os casos a que corresponde uma féormula de Rodrigues, isto é, uma

férmula do tipo (5.3.4), pg.76, sendo ), um polinémio de grau m +n .

Notacao

(i) Nas ocorréncias mais importantes de polinémios ortogonais de uma varidvel,

a funcional de momentos é definida da forma

(w, f) = / f(@yw()d,

sendo w uma funcao peso. Uma funcional de momentos tem sempre associada
a si uma funcao peso, pelo que neste texto designamos por w a propria
funcional, para simplificar a notacao. Procedimento analogo se adopta para o

caso de uma funcional em duas varidveis.
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(i)

(iii)

Escrevemos também {(%)} significando {(*)}>°, , sendo que (%) , depen-

dendo do contexto, pode representar i, P,(x), P.(z,y) .

A numeracao de teoremas, lemas, coroldrios e definicoes, é feita utilizando
uma referéncia do tipo c.s.k, sendo ¢ o nimero do capitulo, s o ntmero da
seccao e k o numero de ordem em cada sec¢ao, com a ordenacao independente
para cada um dos tipos de objectos referenciados. A numeracao de férmulas

obedece ao mesmo critério, aparecendo as referéncias na forma (c.s.k) .

No texto, aparecem expressoes do tipo p, L H, sendo p, um polinémio e
H um espaco vectorial de polinémios. Esta notacao significa que, relativa-
mente a uma dada funcional w, se verifica (w, p,h) = 0, para todo o elemento

h pertencente a H .
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Capitulo 1

Teoria Geral dos Polinémios
Ortogonais de Uma Variavel

1.1 Introducao

Estabelecem-se algumas propriedades fundamentais dos polinémios ortogonais em
uma variavel: existéncia de uma relagao de recorréncia a trés termos; unicidade
de uma funcional de momentos, a menos de uma constante (teorema de Favard);
condicao de existéncia e unicidade de uma sequéncia de polinémios ortogonais as-
sociada a uma funcional de momentos. Referimos a existéncia de uma funcional de
momentos associada a uma sequéncia de momentos (teoremas de Boas e Durdn).

Apresentamos a definicao de funcao geradora. Adoptamos neste capitulo a notacao

de T.S. Chihara, [6].

1.2 Propriedades Gerais

Definicao 1.2.1. Por sequéncia de polinémios de wma varidvel, entende-se

uma sequéncia infinita, {P,(x)}, sendo P,(x) um polinémio de grau n, n €N .

Uma sequéncia de polinémios ortogonais, {P,(z)}, diz-se mdnica, se o coeficiente

do termo de maior grau de {P,(z)},n=0,1,2,--- éiguala 1.

Definicao 1.2.2 ([6]). Sejam {u,} uma sequéncia de nimeros complexos e w uma

1
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funcional linear definida no espaco vectorial dos polinomios, por
<w7$n>zun7 n=0,1,2,---

(w, () + agme()) = ag(w, m(x)) + as{w, mo(x))

sendo o1 , ag mnumeros complexos quaisquer e w , Ty polinomios. FEntao
[y, dizem-se momentos de ordem n e w diz-Se funcional de momentos asso-

ciada a sequéncia de momentos [i, .

Defini¢ao 1.2.3 ([6]). Uma sequéncia {P,(z)} diz-se sequéncia de polinémios
ortogonats, relativamente a uma funcional de momentos w, se e so se, para quais-

quer inteiros nao negativos m,n, se verifica:
(i) P.(z) é um polinémio de grau n;
(ii) (w, Py (z)P,(z)) =0, para m # n;
(iii) (w, P2) #0 .

A teorema seguinte enuncia a unicidade da representacao de um polinémio de grau
n, como combinacao linear dos elementos de grau menor ou igual a n, de uma

sequencia de polinémios.

Teorema 1.2.1. Seja {P,(x)} wuma sequéncia de polindmios mdnicos e m,(x) =
n i L ~ .,
Yoo Gixt, com o0s ¢; constantes, um polinomio de grau n. Entao o polinémio tem a

representacao

m(w) = 3 _aiP(x) | (1.2.1)

com os a; constantes. Isto significa que {P,(x)} € uma base do espago vectorial

dos polinomios com coeficientes em C .

O resultado seguinte enuncia uma representacao dos coeficientes de (1.2.1), que usa

os polinémios da sequéncia ortogonal.



1.2 Generalidades 3

Teorema 1.2.2 ([6]). Seja P,(x) uma sequéncia de polindmios ortogonais com

respeito a w. Entdo, para todo o polinémio m,(x) de grau n, verifica-se

() = Y enPi()

com

Prova

Consequeéncia do teorema anterior e da ortogonalidade dos polinémios da sequéncia.

O

Corolario 1.2.1 ([6]). Se {P.(x)} € sequéncia de polinémios ortogonais relativa
a w, entio cada P,(x), n = 0,1,---, € unicamente determinado, a menos de
um factor nao nulo arbitrdrio, i.e., se {Q.(x)} € também sequéncia de polindmios

ortogonais para w, existem constantes c,, tais que

cn#0 , n=0,1,2---

Qu(z) =coPu(z) , n=0,1,2--- .

Teorema 1.2.3 ([6]). Seja w uma funcional de momentos, {P,(x)} uma sequéncia
de polinémios e mp(x) um polindmio de grau k. As sequintes afirmagoes sio equiva-

lentes.

(i) {P.(z)}, € sequéncia de polindmios ortogonais relativamente a w;

0 se k <mn;

i) twom(@r0) ={ g ErIn

com K constante dependente de n e do coeficiente de x

)

¥ do polinémio

7Tk<x> .

(1ii) (w,x™P,(x)) = knmn, com ky, #0, m =0,1,--- ,n, sendo d,, o simbolo

de Kronecker.
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Prova

(i)= (i)

m(x) = Zf:o a; P;(z), pelo teorema 1.2.1, e
k
(w, T, P, (z)) = Zaz(w, P(z)P,(x)) = ark] on ,
=0

com k;, # 0.
(i) = (iii)

Da igualdade anterior, fazendo k, = azk!, e m, = aF

(ii)= (i)

Imediato, fazendo m;(x) = Py(z), e atendendo & defini¢ao 1.2.3.
(iii) = (i)

Fazendo m(x) = Zf:o bz, temos

k

(w, () Py () = ) bi{w, 2" Py (x)) .

i=0
Se k < n, todos os (w,x*P,(x)) sdo nulos. Se k = n, entdao (w,2"P,(x)) # 0 e

(w, m, Py(x)) # 0. O

Definigao 1.2.4 ([6]). Dada uma sequéncia de momentos i, designam-se por de-

terminantes de Hankel de ordem n, os determinantes A, definidos da forma

/1’0 Nl e 'un
An: u:1 Iu:2 Iun.—i_l ’ n:OaLQv"' .
Hn  Hpy1 -0 Hon

Teorema 1.2.4 ([6]). Seja w uma funcional de momentos, com sequéncia de mo-
mentos {1, }. Uma condigao necessdria e suficiente para a existéncia de uma sequéncia

de polinomios ortogonais para w é
A, #0 ., n=0,1,2,--- .

Prova ([6])

Suponhamos que existe uma funcional, w, com sequéncia de momentos {u,}, &
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qual corresponde uma sequéncia de polindmios ortogonais {P,(z)}. Temos, para

n=0,1,... e m<n,etomando P,(z) =37, cpa’

(w,z™Py(1)) = <w,mecnjxj> = (w,chjxm+j>
=0 =0

n

_ E m+j

— Cnjlb !
J=0

— knBpmn (1.2.2)

com k, #0, m=0,1,--- ,n, esendo &, o simbolo de Kronecker. Escrevendo

a igualdade (w,z™P,(z)) = 37, cajpt™* para 0 < m < n, obtém-se o sistema

Ho M1 T Hn, Cno 0

. n Cn 0
S B I I (1.2.3)
Hn  Hpt1 - Hon Cnn kn

Cada polinémio da sequéncia de polinémios ortogonais, {F,(z)}, é unicamente de-
terminado pelo seu coeficiente de maior ordem (cf. corolario 1.2.1, pg.3). Considere-
se {P,} uma sucessao ménica. Entao k, = A, /A, 1, n=1,2,---, se e somente
se A, #0, n=1,2---. O
Esta demonstracao, da-nos uma representacao para os polinémios ortogonais monicos
associados a uma sucessao de momentos verificando A, # 0, n € N . De facto,

aplicando a regra de Cramer ao sistema (1.2.3), obtemos como representacao para

P,
Ho Hn
1 :
PTL(x): ' ) n:172a ) ]30_1
Anfl Mn—1 Hon—1
1 z"

Defini¢ao 1.2.5. A funcional w diz-se quase-definida (respectivamente defini-

da-positiva) se e somente se A, # 0 (respectivamente A, >0), n=0,1,2,--- .
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1.3 Teorema de Favard

Definigao 1.3.1. Dada uma sequéncia de polindmios, {P,(x)}, diz-se que esta
verifica uma relacdo de recorréncia a trés termos, se e so se eristem duas
sequéncias infinitas de funcgoes de n, (e eventualmente de x), {a,} e {b,}, tais
que

P, =a,Py_i +b,Pya, neN.

Teorema 1.3.1 ([6]). Seja w uma funcional de momentos que tem associada uma
sequéncia de polinémios ortogonais monica, {P,(x)} . Entdo, existem as sequéncias

numéricas
{ﬁn}?to=1 ) {fyn}zo=1 y o In % 0 (77, = 17 27 o ) )
tais que a sequéncia {P,(x)} werifica a rela¢io de recorréncia a trés termos

Pn(ZL‘) = (x_ﬁn)Pn—l(l') _/ann—2($), n = 1,2,"' 5 (131)

definindo-se

Prova([6])
Seja {P,(x)} a sequéncia de polinémios ortogonais ménica associada a funcional w .

Por ser grau(zP,(z)) =n+ 1, temos

Py (z) = ZP(@ S <w,&%§2§§x>> '

Como grau(zPi(x)) =i+ 1, temos

(w,zP,(x)Pi(x)) =0 , i<n-—1,

xPn(:L‘) - Pn—&-l(x) + annPn(x) + an,n—lpn—l(x) , Z 1 s

ou, substituindo n por n —1,

‘I'Pn,l(l’) = Pn(x) + anfl,nflpnfl(l) + anfl,n72pn72<x> , N> 2 )
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que equivale a

P,(z)=(r — an—14-1)Po-1(x) — ap-1n—2P,2(x), n>2. (1.3.2)

Esta férmula, do tipo de (1.3.1), pg.6, é também valida para n = 1, definindo

P (x)=0, P(z)=1 e (1= P(0). (1.3.3)

Note-se que ~; ¢ arbitrdrio (para tal tome-se n =1 em (1.3.1)). Se w é

definida-positiva, entao (3, éreale =, >0, n > 2. O

Teorema 1.3.2 (Favard, [6]). Sejam {05,} e {7}, sequéncias numéricas ar-
bitrdrias de nimeros complezos. Seja a sequéncia de polindmios monica {P,(x)}>2,,

definida pela relacao de recorréncia a trés termos

Po(z) = (x = Bp)Pac1(z) = ynPaa(z) n=1,2,---, (1.3.4)

com

P_1($) =0 5 PO(ZE') =1.

Entao, existe uma unica funcional de momentos, w, tal que

(w, 1y =7 , (w,Pp(x)P.(x)y=0 , param#n , mmn=01---

A funcional w € quase-definida (definida-positiva) e {P,(x)} € a correspondente

sequéncia de polindmios ortogonais, se e s6 se v, #0 (v, >0), n=1,2,--- .

Prova([6])

A funcional w define-se de forma construtiva.

Seja (w,1) = o =m,e (w,P,(x)) =0, n=1,2,--- .

Como Pi(z) = z+ ¢, com c = i (ver equacdo (1.3.3)), temos (w,Pi(x)) =
t1 + cpo = 0, o que define o momento i .

Por ser Py(xz) = (x — fB9)Pi(x) — 2Py, por hipdtese de verificagdo da relagdo de
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recorréncia a trés termos, vem
(w, Py(x)) = (w,zPi(x)) — B2(w, Pr(x)) — Y240
= (w,z(z — B1)Po(2)) — Bo(w, (x — B1) Po(x)) — 72h0
= (w,z%) — fi(w,z) — Bow,z) + B1fa{w, 1) — yap0

= 2 — (B + Bo)p1 + (B1B2 — v2)(w, 1) ,

o que define o momento s, etc.

Reescrevendo a equagao (1.3.4) da forma
an(-%) = Pn-&-l(x) + 6n+1Pn($) + 7n+1pn—l(x)> n=12---,

temos

(w,2"P,(z)) =0, 0<k<n

(w, 2" Py (2)) = Ypy1(w, 2" ' Py_1(2)) , n>1.
Por indugao obtém-se

(w, 2" Py(z)) =772 Vg1 , >0

(w, Py(z)P,(2)) = (w,2"Py(x)) =nY2 - Yas1 #0 , n >0,
pelo que {P,(z)} ¢é sequéncia de polinémios ortogonais se e somente se 7, # 0,
n>1. O

1.4 Teoremas de Boas e Duran

Poe-se o problema de, dada uma sucessao de momentos reais ou complexos, existir
uma correspondente funcional de momentos. A resposta é afirmativa, e é dada pelos

seguintes teoremas.
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Teorema 1.4.1 (Boas, [2]). Seja {u,}, uma sucessao arbitrdria de nimeros reais.

Entao existe uma funcdao ¢, de variacdao limitada, tal que

/Oox"dqb:,un, n=0,1,---
Teorema 1.4.2 (Durén,[2]). Sejam
o | CR;
o S(I)={fcC®U):||fllrrn = supes|t: f™M(t)] < +00,Vpn € N}
o {n}2,, uma sucessio de nimeros compleros.

Entao, existe W € S(R), tal que
/m”\lf(x)dx =, n=0,1,---.
R

1.5 Funcgoes Geradoras

Definicao 1.5.1. Designa-se por fung@o geradora de uma sequéncia de polindmios,
{P,(z)}, a série
G(z,t) =Y Pu(x)t"
n=0

No Capitulo 2, consideraremos os polinémios ortogonais cldssicos como coeficientes
das séries de Taylor correspondentes as fungoes geradoras.

Por agora vai mostrar-se (cf. [6]) que a fungao
G(z,t) =e *(1+1)", (1.5.1)

com « # 0, sendo « constante, é formalmente a funcao geradora da sequéncia de
Polinémios de Charlier. De facto, dado que

eat:i% o <1+t)xzz(z‘>tk,

o0
k=0 k=0
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com ( i ) =ta(x—1)---(x—k+1), k=1,2,---,n, podemos escrever (1.5.1)

da forma
G(z,t) :Z%Z ( . )tk.
n=0 ' k=0

Do produto de Cauchy das duas séries, resulta a seguinte série de Taylor na variavel

t
Gy =315 (2 ) (1.5.2)
’ k') (n—k)!
n=0 k=0
Como ( g]i ) é polinémio de grau k, os coeficientes de " na série (1.5.2),

sao polinémios de grau n, para cada n = 0,1,---, ditos Polinémios de Charlier.

Designando por {P,} esses polinémios, podemos escrever (1.5.2) da forma
G(z,t) =Y Put". (1.5.3)

Vamos ver que estes polinémios satisfazem uma relacao de ortogonalidade. Com

efeito, da igualdade
a*Ga,v)G(z,w) = e a1l +0)(1 + w)]*

temos

e e

f: OékG(k’,U)G(k’,’UJ) _ —a(v+w)6a(1+v)(1+w) _ Lo quw

— ey (O‘Zﬁu) = s Cly (1.5.4)

De (1.5.3), temos

k=0 k=0 m,n=0
(o) o0 a
=) ZPm(k:)Pn(k)ﬁvmw”. (1.5.5)
m,n=0 k=0 :

S Pk Pu) % = { 0, e m#n (1.5.6)

=, se m=mn




1.5 Funcoes Geradoras 11

Definindo agora a funcional discreta p* da forma
<p,l‘>:Z/€ Ha n=0,1,2---,
k=0

entao (1.5.6) permite escrever

«

e*a

<p*7PmPn> =

o omn, m,n=0,1,2---,

sendo 9,,, o delta de Kronecker.

Acabamos de verificar, que a rela¢ao (1.5.6) pode ser descrita pela funcional linear
px . Temos entao que os polinémios de Charlier sao ortogonais relativamente a uma
distribuicao de massa discreta. Se 1) representar uma funcao em escada, que é nula
no intervalo (—o0,0), e constante nos intervalos (k,k+ 1), com k =0,1,2,---,
tendo em cada um destes pontos a variagio of/k!, entdo (1.5.6) pode ser escrita
em termos da integral de Stieltjes

/ Py Pudip(z) = %@m .

—0o0



Capitulo 2

Polinémios Ortogonais Classicos
de Uma Variavel

2.1 Introducao

Dentro dos polinémios ortogonais, tomam especial importancia os chamados Poliné-
mios Ortogonais Classicos. Uma caracterizacao das familias de Polinémios Ortogo-
nais Classicos, reside no facto de satisfazerem uma equacao diferencial ordinaria de
segunda ordem com coeficientes polinomiais (2.2.1), pg.12, dita equacao de Bochner.
Vamos mostrar, usando resultados devidos a Vicente Gongalves, [34],[35], que se
uma familia de polinémios { P, } satisfaz uma equagao de Bochner, entao essa familia
de polindmios satisfaz uma férmula de Rodrigues, (2.3.1), pg.30. O inverso também
se verifica, isto é, se uma familia de polinémios verifica uma féormula de Rodrigues,
entao também verifica uma equacao de Bochner. Podemos entao estabelecer a
seguinte caracterizacao: familias de Polindmios Ortogonais Classicos, sao as familias

de polinémios ortogonais que satisfazem uma férmula de Rodrigues.

2.2 Equacao Diferencial de Bochner

Definicao 2.2.1 ([4]). Equagdo Diferencial de Bochner, € uma equacao dife-

rencial com coeficientes polinomiais, do tipo
L,y] = [o(x)D* + 7(z)D + N\ IJy = 0

12
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com
o(r) = apr® + a1x +ag, T(x) =box +b1, Ny = —n[(n — 1)ag + b,

e sendo D o operador derivada total em ordem d varidvel x. Ly,[.] diz-se operador

de Bochner.

Teorema 2.2.1 (Vicente Gongalves, [4]).

[A] Seja Ele = a;i{(§—1)+bi{+Ain, com a;, by, i=0,1,2, by =0, coeficientes
de o(x) e 7(x) e Nip = Apdio, sendo ;¢ o simbolo de Kronecker. Entdio
(2.2.1) admite, para cada n, uma solu¢do polinomial mdnica unica de grau

n, se e somente se a equagao
[—
Ege =0,
tem & =n como unica solugcao em N.

[B] As solugées polinomiais mdnicas de (2.2.1), P, = 2"+p1n2™  +popna™ 24+ -,
verificando-se a condi¢ao (2.2.1), satisfazem a relagdo de recorréncia a trés

termos

xPn: n+1+ﬁnpn+7npn—lv com HEZ+, P(]:]-;Pl:x_ﬁﬂa

sendo
/6 _ (2&0 — b())bl — 2a1n((n — 1)0,0 + bo) nc Z+
" (271@0 + bo)(2(n — ].)CLO + bo) ’
(&
_ n+1 pn+1 n—+1 n—+1 n+1
20y + dap—iaTai e n Ton | 9g(Za)
Tnt1 = oD o nez’.

)\O,n - )\0,n+2
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Prova([4])

[A] Substituindo a expressao de P, em (2.2.1), e tendo em atengao que

P,=2a" +p1,n$"_1 + pann—? 44 pmxn—k 4.

(P) =na" '+ (n—Dprpz™ 2+ + (n— (k= 1)peynz™ F+--
(P)" =nn—-1)2"2+n—-1)(n—2)ppa" >+ -+
+(n—(k=2))(n — (k= 1)pr-gnz" "+

o(P,)" = 2"[aon(n — 1)] + 2" Hayn(n — 1) + agpin(n — 1)(n — 2)]+

+ o 2" Fag(n — k) (n — (k4 1)prn + ar(n — (k = 1)) (n — k)pr—1,n+
+az(n—(k—=2))(n— (k= 1)pp_on] + -

7(P,) = 2"bon + 2" bo(n — 1)pr, +bin] + -+ +

+ 2" oo (n = k)prn +bi(n = (k = 1))pr-1n] + -

P, = 2"\, + a:”_l)\nplm 4o+ m"_k)\npkvn 4+

9

temos
L,[P,] = z"[agn(n —1) 4+ bon + \,] +

+2" Hain(n — 1) + agprp(n — 1)(n — 2) + bo(n — D)p1, + bin + Agprn] + -+ +

+2" Flag(n — k) (n — (k + 1)prn + ar(n — (k= 1))(n — k)pr_1., +

+as(n — (k—2))(n — (k — 1))pg—2n +

+bo(n — k)pgn +b1(n— (K — 1)pr—1.n + DinAn) + -+ (2.2.-15)
Igualando a zero os coeficientes de L, [P,] + - -, obtém-se o sistema

apn(n — 1) +bpn+ A, =0 (2.2.-14)

ain(n — 1) + agprn(n — 1)(n —2) + bo(n — )p1, + b1n + App1n =0

ao(n —k)(n — (k4 1)prpn +ar(n — (k—1))(n — k)pr—1n+
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tag(n — (k= 2))(n = (k= 1))pean +

+b0(n - k)pk,n + bl (TL - (k - 1))pk—1,n +pk’,n/\n =0

Observe-se que o coeficiente de "% em (2.2.-15) se pode escrever
lag(n — k)(n — (k+ 1)) + bo(n — k) + \u]pk.n +
Har(n = (k= 1)(n = k) + bi(n = (k= 1))]pr—1n +
+az(n — (k= 2))(n = (k = 1)pr—2n ,

A n n n
que é 0 mesmo que pk,nEQn_k + pk_l,nELn_kJr1 + pk—2,nE2,n—k+2-

O sistema (2.2.-14) toma a forma
Eg, =0
1Ly, + E7, =0 (2.2.-23)

pQ,nE&n—Q + pl,nEin_l + E;n =0

n mn n —
Prn Bt + P By + Ph—2n B g0 =0

pn,nEg;O + pn—l,nEﬁl + pn—Q,nEg,Q =0.
Deste sistema podemos concluir que:
. Se a solucao polinomial da equacao de Bochner é tinica, entao verifica-se que
Ege =0 tem como tnica solugao em N, § = n.
. Se B = 0 tem § = n como tnica solugao em N, entao o sistema tem solugao
unica.
[B] A segunda parte da demonstragao é feita em trés etapas.

[1] Calcula-se wu,(z) = Lpy1((x — Bn)Pn) € [, de forma a ser grau(u,(z)) =
n — 1. Isto porque, para ser verificada a relacao de recorréncia a trés termos

devemos ter L,.1 = Ly1[(x — o) Py — Y Pa-1] = 0.
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[2] Verificar que u,(z) é da forma w,(x) = k,P,_1, sendo k, um parametro
dependente de n.
[3] Determina-se -, tal que L, 1((z — 3,)P, — Poy1 — Po-1) =0, neN.

Vamos entao efectuar cada um dos trés passos da demonstracao.
1]
Un(v) = [0D*+7D + Myil(z — B,) P,
= o2P, + (= )P+ 7[Pu + (v — Bu)P] +
+(@ = Ba) At 1P
= 20P, + 7P, + (z — B,)[0cP, + TP, +
+\Py] — (2 — Bo) AP + (2 — B) g1 P
Como A1 — Ay = —(2nag + by), temos
un(z) = 20 P, + 7P, — (2nag + by)(z — ) Py, (2.2.-33)
e em termos das potencias de x, dado ser

20 P, = 2[apx® + a1z + as) P, = x"[2nag) + 2"[2a1m + 2(n — 1)py nao)+
+ 2" 2a9n + 2a1(n — 1)p1y + 2(n — 2)panael + - -,
TP, = 2" b + 2" bop1n + bi] + 2" [bopan + bipia) + -,
— (2apn + bo)(x — Bn) P, = x"+1[—(2a0n + bo)] + 2" [—(2a0n + bo) (p1,, — Bn)]+
2" = (2a0n + bo)][p2.n — Baprn] + -
obtemos
up(x) = 2"[2a1n + 2a0(n — 1)p1n + boprn + b1 —
—(2agn + bo)p1.n + (2agn + bo) 5,] +
"‘37”71{2@2” +2a1(n — 1)p1y + 2(n — 2)aopz,n + bopzn + bip1y, —

—(2aon + bo)pan + Bn(2a0n + bo)p1.n] +
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= 2"[(2aon + bo)Bn + (b1 + 2a1n) — 2a0p1 0] +
+2" 1 2a9n — dagpan + (2a1(n — 1) + by + B,(2aen +
+b0))p1a) + - -

Obrigando w,(z) a ser um polinémio de grau exactamente n — 1! define-se

0. De facto
(2apn + bo) By, + (b1 + 2a1n) — 2aop1, =0

isto é

~ 2aop1n — (b1 + 2a1n)

ﬁn 2@0” + b()

[2] Vejamos que u,(z) = k,P,-1(x), i.e.,
Ln_1[20P, + 7P, — (2nag + bo)(x — 3,)P,] =0 .
Temos

Ly 1[un) = (6D* 4+ 7D + \p_1)u,

= 0[2(6"P,+20' P +0P,)+7 P,+27 P, + 7P, —
—(2aon + bo) (2P, + (z — B,) P+ 7[2(6' P, + 0P, + 7 P, + TP, —
—(a0n + bo)(Po + (2 = Ba) B)] +

FAn_1[20P, 4+ TP, — (2a9n + by)(z — 3,) Py] -
Fazendo no tltimo membro da expressao anterior as simplificagoes seguintes
1. 2(L,[P)) =2[c'P, + 0P, + 7P, + 7P, + \,P.] = 0, substitui-se por
—7P —2\,P.o :

2. —(2agn+bo)(x — B,)[o P, 4+ 7P, + \, P,] substitui-se por (2agn +by)(z —

Y1 [MPr1] = MLny1[Pa_1] , tem grau n — 1. Como deve ser Ly, 1[Pni1] = Lpi1[(x —
P, — A\ Py_1] , entdo Lpi1[(z — Bn)Ps] deve ter grau n—1.

Bn)
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3. 20 [UP;L/ + TPT; + A, P,] substitui-se por —20" A\, P, :
4. —7[oP. + TP, + A\, P,] substitui-se por 7\,P, + 27%P, ;

5. T[20 P + 27 P, + 2\, P,] substitui-se por —27\, P, ;
obtemos

L_1(un) = 02[c" P, — (2agn + by)P.] + 77 P, — (2aqn + by) P,]
+ M_1[20P, 4+ 7P, — (2apn + bo)(z — Bn) P+

+ (2a9n =+ bo) (x — Bu) APy — 20 Ao Py — 20\, P0 — \yTP, .
A igualdade anterior pode escrever-se

Ln1(uy) = P.o[20" — 2(2agn + by) + 2 n_1 — 2\ ]+
+ Pn[TTI — (2agn 4 bo)T + A1 (7 — (2agn + bo) (x — 5,))+

+ (2agn + bo) (. — Bu)An + An(=20 —7)] .
O coeficiente de P, é zero:

20 — 2(2aon + bo) + 2An_1 — 2\, =

= 4ag — 4agn — 2by + 2n[(n — 1)ag + bo] — 2(n — 1)[(n — 2)ag + by] = 0 .

A expressao (2.2) reduz-se a

L, 1(u,) = Pn[TT, — (2agn + bo)T + A1 (7 — (2agn + bo) (x — 5,))+

+ (2agn + bo) (@ — Bo)An + M (=20 —7)] .
A expressao (2.2) simplifica-se por via das igualdades

7'7'/ = (box + bl)b[) = bgl' + bObl

— (2&0% + bQ)T = —(2a0n + bo)(bol’ + bl) =
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= —(2agn + by)box — (2agn + by)b;

An—1(T = (2a0n + bo)(z — Bn)) + (2a0n + bo)(z — Bn) A =

= 2[( A — A—1)(2a0n + bo) + An_1bo] — Bn(2a0m + bo) (A — Auc1) + Au_1by
A (=20 — 7)) = M\a[—2(2a07 + a1) — by — by] =

= /\nZE[—4a0 — bo] -+ )\n[—Q(ll — bl] .

O coeficiente de = da expressao que multiplica P, em (2.2 ) é nulo, ja que se

reduz a

by — (2agn + bo)bo + An—1bo + A (—4ag — by)

+ (2@071 + b0)<—2(10n + 2&0 — bo) =0.
Entao, (2.2) fica

Lnfl(un) =
= Pn[bobl — (2(1071 + bo)bl + ﬂn(ann + bo)(2a0(n — 1) + bo)
+ bl (/\n,1 — )\n) — 2@1)\n]

= P,[(—2ag + bo)b1 + 2a1n((n — 1)ag + by) + Bn(2aen + by)(2ae(n — 1) + bo)] .

Por ser grau de u,(x) menor ou igual a n — 1, (ver nota de rodapé na pg.17),
decorre que o segundo membro de (2.2) é nulo. Dada a hip6tese de unicidade
de solucoes da equacgao de Bochner, conclui-se que u,, = k,P,_1. Esta equacao
é geralmente atribuida a Tricomi (cf. [4]).

Vamos calcular k,.

Usando a equagao (2.2), pg.16, temos

Un(2) = 20P, + 7P, — (2nag + by)(x — (,)) Py

= 2(a0x2 +a1x + ag)P;1 + (box + b1) P, — (2nag + bo)(z — Bn)) Py
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= 2" 2aon + by — (2nag + by)]
+ 2"[(2a0(n — 1)p1,n + 2a1m + bop1,n + b1
— (2nag + bo)p1.n + (2nag + bo) 5]
+ 2" 2a0(n — 2)pan + 2a1(n — 1)p1.n + 2a9m + bopa

+ b1p1n — (2nag + bo)p2yn + (2nao + bo) Bpip) + -

Os coeficientes de "' e de 2" sao nulos. O coeficiente de 2"~ ! é k,. Temos

entao

kn, = —4aopan + ((2nag + bo) By + 2a1(n — 1) + by)p1, + 2a2n .

[3] Quer-se calcular -, de forma a ser
Ln+1[(']j - Bn)Pn - Pn+1 - ’annfl] =0.

Atendendo aos resultados ja obtidos nesta demonstragao (pontos [1.] e [2.]),
e as propriedades de linearidade e homogeneidade do operador de Bochner,

temos sucessivamente

Ln+1[<x - ﬁn)Pn - Pn+1 - ’annfl] =0
Ln+1[(x - ﬁn)Pn] - LnJrl[ﬁYnPnfl] =0

Up = P)/nLnJrl(Pnfl)
o U, o kTLPTL—l
n Lyi1(Po—1) (—Xon—1 + )\0,n+1)Pn71'

Como L, 1[P,1] =0« P,/:_l + TP,;_l + M1 P,—1 = 0, obtém-se
Ln+1[Pn*1] = O—P;z/—l + 7_P7/L_1 + )\n+lpnfl = _)\nflpnfl + )\n+lpn71'

Podemos entao escrever

—Aon—1 + Aont1 .

In
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A unicidade das solucoes polinomiais da equacgao diferencial de Bochner, obriga a

que seja verificada a relacao de recorréncia a trés termos seguinte?
.CL'Pn: n+1+ﬁpn+’ynpnfl .

Vamos agora obter as expressdes para [, e 7, apresentadas na parte [B] do
enunciado do teorema.
Expressao para [,.
A expressao para [, em (2.2), pg.17, vem em funcdo do coeficiente p;, de P,.
Pode obter-se de (2.2), pg.19, uma expressao para [, que dependa apenas dos
coeficientes de o(z) e 7(x). Como atras se viu, o segundo membro desta equagao

¢ nulo. Temos entao
(-2@0 + bo)bl + 2&171((’/1 — 1)(10 + bg) + ﬁn(QaOn + b0)<2a0(n — 1) —+ bo) = O

A expressao de (3, é

(2(10 — bo)bl — 2a1n((n — 1)@0 + bo)

On = (2a0m + bo) (2a0(n — 1) + bo)

Expressao para ,.

Substituindo em (2.2), pg.20, [, pela expressao em (2.2), pg.17, fica
kn = —4aopan + 2(ag(—p1,n)’ + a1(—pin) + a2) + 2a2(n — 1) .
Utilizando as expressoes (2.2.-23), pg.15, podemos escrever sucessivamente

Pin= "7, —
EO,n—l

pZ,nE&n—Q + pl,nE{L’n_l + Egm =0

2Como (z — Bn)Pn — Puy1 — YuPn_1 tem grau < n+1, deve verificar-se (2.2), devido a
unicidade das solugoes polinomiais de grau n.
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n n n
D o 1,n~1n-1 2n
2n — n n - n .
EO,nfl'EO,n72 0,n—2

Substituindo estas expressoes em (2.2), temos

n EY _—Ey EY EY
kp = — dag— Lot 20D 4 og [ 2] 4 2a5(n — 1),
EO,nfl H0n—2 EO n—1

)

Substituindo este resultado em (2.2), pg.20, temos

T —Aon—1 + Aont1
ou seja
Ef BY 1 —Eg 0 BY B
Vo = —da =g — 2olg ] 4 20(n - 1) n=1,2,
n =01+ Aot | o
Coma[..-]:ao[“']2+a1["']+a2' i

Dado ser arbitrario o valor de ~; (cf. o teorema 1.3.1, pg.6), podemos escrever

7En+1En+1 +En+1 En+1 En+1
1, 1,n41 2,n+17"0, 1,n+1
2asn + 4ag = EzflEnJrln — + 20'( Enrfu )
0,n 0,n 0,n

Tnt+1 = ) TLGZ+.

)\O,n - >\O,n+2

Deste teorema, decorre a seguinte caracterizacao das familias de polinémios ortogo-

nais classicos.

Teorema 2.2.2 ([4]). Uma sequéncia de polinomios monicos, {P,}, que satisfaz
a equacao diferencial de Bochner € classica, se e somente se os coeficientes de o

e T verificam

7n+17£07 HEZSF

isto €
_En+1En+1 +En+1 n+1 En+1
2a2n+4a0 1,n 124:% nf,ln“ 0,n +20[ 1;:?11}
EO,n EO,n E

S £0) .

)\O,n - )\0,n+2
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2.3 Férmula de Rodrigues

Vamos agora estabelecer um resultado fundamental, que associa a cada familia de

polinémios ortogonais cldssicos, {P,}, uma férmula de Rodrigues 3:

Ky,
P, = D" [o"u] , 2.3.0
Dol (23.0)

sendo k, um parametro, e ¢ um polinémio de grau <2 (ver (2.2.1),pg.12).
Teorema 2.3.1. Uma sequéncia de polinomios monicos associados a uma dada

funcao peso, w, wverifica uma equacdo de Bochner se e somente se é definida por

uma formula de Rodrigues.

A demonstracao deste teorema resulta das demonstracoes dos dois teoremas seguintes,

devidos a Vicente Gongalves.

Teorema 2.3.2 ([4]). Cada familia de polindmios, {P,(z)}, solugdo de uma equagao

de Bochner

[0(z)D? + 7(x)D + A\ 1]y = 0 (2.3.0)

¢ representada por uma expressao do tipo

y="P,= ﬁD"[w(x)a”(x)(C + / %d@] | (2.3.0)
sendo N(t) um polinémio de grau menor que n, C € R, e
o(x) = apz® + v +ay , T(x) = box + by, (2.3.0)
tais que w(x), € a fungao definida pela equagao de Pearson
[o(z)w(x)] = 7(x)w(z). (2.3.0)

3Originalmente, esta férmula foi estabelecida pelo matemético e economista Olinde Rodrigues
para os Polinémios de Legendre (?Mémoire sur 1’ Attraction des Spheroides”, Correspondence sur
I'’Ecole Polytechnique 3 (1816), 361-385), cf. [6]
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Prova([4])
Para simplificar a notagao, omitimos a seguir o argumento nas fungées o(x), w(z), 7(z).
De (2.3.2), temos

odw+ow =T1w e (1—0)w=ouw

/ ) 1 x t 1
a— Uéw:—exp(/ —T()dt):—eA,
w o o 2 O(t) o
dt

com A= —Z

Multiplicando (2.3.2) por w, temos

[(cD? + 7D + N\ )ylw = 0 < cwy” + 7wy’ + M\wy = 0.

Fazendo
(rw)y' = (Low)y = Aety = (),
o
fica
owy” 4+ 1wy + Mwy = 0 < ey’ + ()Y + A\yw =0,
1.e.

[ey] 4+ Ayw = 0. (2.3.0)

Usando nesta tltima expressio a igualdade e4y = oz, temos sucessivamente
ety = (eMy) — Aey = (02) — Aoz,

(M) = (02)" — A"(02) — A'(02)".

Como
) ’
Aoz = [I]IO'Z = %az =7z—17—2 (2.3.0)
o o o
e
/ / T / !/ OJ /
Aoz) =—=[o'z+ 0| =7—2+72, (2.3.0)
o o

temos, somando membro a membro (2.3) e (2.3),

A'o2)+ A'(c) =1 24712 = (12).
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Entao, (2.3), fica

A
(eAy/)/ + /\n%y =0

& (02)" = (12) + Mz =0 (2.3.0)
So0"2420 0 — (P24 7)Y+ Nz =0

S0+ 20 —71)+ (0" =T+ \)2=0. (2.3.0)
Fazendo em (2.3.0) a substituicio z = v, temos

ov") + (20" — )" 4+ (0" — 7'+ A )™ =0, (2.3.0)

Procuremos agora a equacao diferencial de segunda ordem, cuja derivada n-ésima
coincide com (2.3).

Aﬂ// -+ AQU/ + AgU = N, 3 (230)

com grau de N menor que n , grau(A;) < 2, grau(A4y) = 1 e grau(A4s) = 0.

Derivando (2.3) n vezes, temos

n(n —1)

(Alv(n+2) + nAllv(n-H) + 5

Al 4 (A £ n ALp™) + Agp™ =0
n(n—1)

AlU(n+2) + [nAll +A2]U(n+1) +[ 5

Al nAl + As]o™ = 0.

Comparando esta tltima equagao com (2.3), temos

A =0

nAy +Ay=20"—7 Ay =20"— 7 —no’

@A’{ +ndj + Az = @0” +nf20" — 7' —no"] + A
i (2.3.-2)

Desta tultima igualdade e de (2.3.2), temos

Ay =0"— 7"+ X\, —nlag(3 —n) — bo) .
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Substituindo em (2.3) A;, As e As pelas expressoes acima calculadas, obtemos

sucessivamente
ov" + (20" — 7 —no' W + 0" — 7+ N\, — n(ag(3 —n) — by)Jv = N’
ot + v+ [(1=n)o’ — 7]+ [(1 = n)o’ —7]'v=N’
() +[((1 —n)o" — 7)) = N’
Esta tultima igualdade permite escrever
ov'+((1—n)o’ —T)v=N. (2.3.-5)

A solucao desta equagao diferencial linear determina-se a seguir.

(l—n)a’—TU -0

Solucao da equacao homogénea: v’ + >

Temos

v o 20 o(t)

v (n—1)0o'+71 o] = /x (n—1)0'(t) +T(t>dt,

.~ Coxm (/ (n— 1)o'(t) +T(z)dt>

o(t)

= Cexp </ Idzﬁ) exp / (n— 1)Zdt)
o g o g
‘T n—1
= Kexp —dt Jo" (x),
z0 O

sendo C' e K parametros reais.

Solucao da equagao nao-homogénea:

(2.3.-8)

VA v =

, (I—=n)o' —71 N
o o

Utilizando o método de variacao das constantes, procuremos a solucao sob a forma
v(z) = s(x)u(x), (2.3.-8)

sendo
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Substituindo (2.3) em (2.3), e usando para simplificar a notagdo s e u em vez de,

respectivamente, s(x) e u(z), temos

1-— g N
su’—l—s'u—l—suw:—

o o
ou
1-— I N
s[u —I—uw] +s'u=—.
o
Como
u'-l—u(l_n)a 7 =0,
o
temos
, N
su=—.
o
Podemos entao escrever
ds B N
dr  uo’
e vem
T N(t
N gy
u(t)o

A solugao particular é

v = e’zo o)

dt .

Ia dei nfl(x ’ N(t)
(t)o

A solugdo geral de (2.3) é

T T(t) T T(t)d

v = Oefzo G(t) 1( ) + eflo o(t) n_l(x)/

—ef;t);gﬂdt n= 1 C+/ Nt >dt]
t)o

N(t
C+/ n+1

z = D"wo"(z)[C +

" N@)

dt

n+1
0 wo

e também

= lD"wa”(x)[C’—i— ")

z
o n+1
w w To wo

y= dt] .
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Se fizermos N =0e C' =1, fica

1
y = —D"[wc"],
w

que é a férmula de Rodrigues para polinémios ortogonais classicos. O

Teorema 2.3.3 ([4]). Se uma sequéncia de polindmios, { P, }, verifica uma férmula

de Rodrigues, entao verifica também uma equagdo de Bochner.

Prova([4])
Seja {P,} uma sequéncia de polinémios que verifica uma férmula de Rodrigues.

Fazendo na férmula n =1, (ver (2.3) , pg.23), temos

P
wk—ll = (ow)'
Designando 7(z) = % fica
wr = (ow) .

A funcao peso satisfaz uma equacao de Pearson.

Consideremos agora

(0"w) = (0" (ow))’

= (n—1)o" 20’ (ow) + " (Tw)
Multiplicando por o os primeiro e terceiro membros desta dupla igualdade, temos
olc"w) = (n —1)o" o' (cw) + o™ '1(ow)

Derivando n+1 vezes ambos os membros desta tltima igualdade (Regra de Leibniz),

obtém-se

o(o"w)mD 4 (" Jlr 1) o' (o"w) ™D 4 <n %2— 1) o (o"w)™ =

= (n— D)o’ (6"w) ™ + (n + 1)o”" (6"w)™] + 7(c™w) "V + (n 4+ 1)7'(6™w)™ |
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ou seja

n—2

0[(0”10)(")]" + (20" — D)[(c"w)") — (n+ 1)( o’ + T')(U”w)(”) =0.

Como por hipétese temos wP, = k,(c"w)™, a igualdade anterior pode escrever-se

c(WP,) + (20" — 7Y (WP, = (n+ 1)("=26" + +)wP, .

Subtraindo as duas igualdades seguintes

(cwP,)" =co(wP,)" + 20" (wh,)" + ¢"(wPk,)

(twP,) = 7(wPh,) + 7' (wh,)
temos
(cwP,)" — (twP,) = o(wP,)" + (20 — 7)(wPh,)" + (¢" — ) (wP,) .

De (2.3) e (2.3) vem

-2
(owP,)" — (twP,) = [(n+ 1)(n o' +7)+ " —1wP,
=
1 1 ! " / / - n2 -n 4, /
(ow) By + 2(ow) P, + (ow)" Py = (Tw) P, = (Tw) Py = (—5—0" + nT)wh,
=
Vi AT n—1 " /
wlo P + 7P)] = wn] o’ + 7P,

=

-1
oP!+ 1P — n[—n 5 o'+ 7P, =0

Fazendo

n—1

5 o +7 =\,

_n[

obtemos a equacao de Bochner (cf. definigao 2.2.1,pg.12). Podemos entao caracterizar

as sequéncias de polinomios ortogonais classicos do modo seguinte.
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Definigao 2.3.1. Sequéncia de polindmios ortogonais cldssicos é uma Sequéncia

de polinomios ortogonais que admite a sequinte representacao
w(z)Py(z) = k, D" 0" (x)w(x)] , (n=0,1,---), (2.3.-29)

dita formula de Rodrigues, sendo o(x) um polinémio de grau menor ou igual a

2, D" a deriwada n-éstma em ordem a variavel x e k, uma constante.

2.4 Exemplos

Vamos usar resultado do teorema 2.3.3, pg.28, para obter as equacoes de Bochner
referentes aos polinémios de Hermite e Laguerre. Notar que a constante £k, é

irrelevante para a determinacao dos coeficientes da equacao de Bochner.

Polinémios de Hermite

Fazendo na equagao diferencial (2.2.1), pg.12, as substitui¢oes seguintes (ver tabela

na pg.46)
o(z) =1
o"(z) =0
T(x) = 22
'(z) = -2,
temos

H!(z) —2zHn'(z) + nH,(z) =0,

que ¢é a equacao diferencial de segunda ordem dos polinémios de Hermite.

Polinémios de Laguerre
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Fazendo na equagao diferencial (2.2.1), pg.12, as substitui¢oes

temos

o(LY(2)" + (—z+a+1)(L3(x)) + nLli(z) =0, a> -1,

que é a equacao diferencial de segunda ordem dos polinémios de Laguerre.



Capitulo 3

Funcoes Geradoras dos Polindmios
Ortogonais Classicos

3.1 Introducgao

Vamos ver como obter as fungoes geradoras dos polindémios ortogonais classicos, a
partir da féormula de Lagrange.

Comecaremos por catalogar as medidas classicas. Demonstramos depois o Teorema
de Lagrange e aplicamo-lo na determinagao das funcoes geradoras correspondentes
as quatro familias de polinémios ortogonais classicos.

Terminamos com um método para obter os coeficientes da relacao de recorréncia a

trés termos, para algumas sequéncias de polinémios ortogonais classicos.
3.2 Estudo da Equacao de Pearson

Definicao 3.2.1. Equacdo de Pearson, ¢ uma equagao diferencial do tipo

ldy cox + ¢1

ydr  apx? + a1x + as

sendo cy # 0 . As solucoes da equagao de Pearson dizem-se funcdes de Pearson.

Uma funcional de momentos, w , associada a uma familia de polindmios ortogonais
cléssicos, verifica uma férmula de Rodrigues, (2.3), pg.23, a qual para n =1 toma

a forma

—w = (ow) = oc'w+ ow'

32
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ou seja, fazendo

temos

que é uma equacao de Pearson. Concluimos pois, que uma func¢ao peso associada a
uma familia classica de polindmios ortogonais, é solugao de uma equagao de Pearson

com a forma
Tw = (ow)" .

As solugoes da equacao de Pearson dependem do tipo de raizes do denominador, no
segundo membro de (3.2.1). Os casos de interesse sao aqueles em que se verifica o

resultado do teorema seguinte.

Teorema 3.2.1 ([13], [29]).
Para que a funcao peso w tenha associada a st uma familia cldssica de polinomios

ortogonais no intervalo real (c,d) , podendo ¢, d ser infinitos, deve verificar-se

limz"o(z)w = 0

r—cC

lirril z"o(x)w =0,

para qualquer m € Zg .

Estas solugoes sao definidas-positivas nos respectivos intervalos de definigao, (c,d), nos
casos Hermite, Laguerre e Jacobi. No caso dos polinémios de Bessel, w ¢é quase-
definida, no intervalo (c¢,00) . Nesses intervalos as medidas tém momentos finitos,

isto é, existem e sao finitas as integrais

d
,un:/ 2"ydr, n=0,1,---

Pode enunciar-se o seguinte resultado.
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Teorema 3.2.2 ([6]). Se uma funcdo peso w associada a uma sequéncia de
polinomios ortogonais verifica uma equacao de Pearson, entdo a sequéncia de polindmios

ortogonais € classica.

Vamos obter as fungoes peso que resolvem (3.2.1), correspondentes aos polindmios

ortogonais cldssicos de medida definida-positiva.

e Caso Jacobi: Raizes Reais Distintas

Sejam ¢, d essas raizes, com d > c .

Dividindo ambas as partes do segundo membro de (3.2.1) por ag , podemos
escrever a equacao do modo

ly_ a9
ydr x—d x—c’

A solugao tem a forma

In|y|=pFInjz—d +alnjz—c/+ K, KEeR

y=klz—d’|z—c*, keR.

Para que existam os momentos (3.2), estes nao podem ser calculados em inter-
valos infinitos, porque para algum inteiro positivo n teriamos n+a+0 > 1,
e o momento de ordem n nao existiria. Agora, pretendemos que y seja uma
funcao real, e que se cumpra o enunciado do teorema 3.2.1. Se nao impuser-
mos restrigoes sobre « e [, isso acontecerd no intervalo ¢ < x < d . Nesse

intervalo, podemos escrever a solucao da forma
y = k(z —d)’(z — )~

Para que a fungao seja definida positiva em (¢, d) , tem que ser k > 0 , e
também «,3 > —1, para que o momento de ordem zero exista.

A equagao (3.2) representa a fungao peso associada aos polindémios de Jacob.
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Caso Laguerre: o linear nao constante
Neste caso a equacao de Pearson tem a forma
ldy «
ydr

sendo a solugao

In|y| =aln|z| - fz+ K

Yy = ka®e P®

sendo k, K parametros reais.
Esta fungao é real para x € (0,00) . Os momentos existem neste intervalo se
for a>—-1 e >0. A funcdo y , é a fungdo peso para os polinémios de

Laguerre.

Caso Hermite: 0 constante
Neste caso a equagao de Pearson tem a forma

1dy
yae =

cuja solucao é

1
Iny = —§ﬁx2 + K, KeR
22
y=ke Pz, keR
Esta fungao é real para x € (—00,00) . Os momentos existem neste intervalo

se for #>0. A funcdo y , é a funcao peso para os polinémios de Hermite.

Invariancia do Tipo de Intervalo de Ortogonalidade,
Relativamente a Uma Transformacao Linear na Variavel

Seja { P, (z)}, uma sequéncia de polinémios ortogonais de medida definida-positiva,

com respeito a uma funcional w, tal que é verificada uma equacao de Pearson

(ow) = Tw,
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sendo o e 7 polinémios de graus respectivamente menor ou igual a 2 e igual a 1, e
w a fungao peso.
Faca-se a mudanca de varidavel x = Az* + B. Seja Si(z*) = Py(Az* + B), k=

0,1,---. Entao

/ P,(x) P, (x)w(x)dx = dpmnkn

b=—B
= / " Pu(Aa” + B)Po(Ax* + Byu(As® + B)Ada" = 8k,
a—B
—-B
A

A
b=B

_ / S (27) Sy () (Az™ + B)Ada™ = Spmbn |

A

sendo k,, um parametro dependente de n. Decorre que {S,(z*)}, é sequéncia de
polindmios ortogonais relativamente a funcao w*(xz*) = w(Az*+ B)A .
Seja o* a transformada de o. Entdo temos o*(z*) = o(Az* + B). A derivada de

primeira ordem de c*w* em ordem a z* é

D [o*w*] = Dys[o*|w* + 0" Dy [w*] .

Como

Dy+[0"] = {Dzlo]}a=au-+Dox[2] = A{D;[0]}imtar 45,
e

D+ [w"] = {Dy[w" ] }om a1 B Do [2] = A’D, L]
temos

Do w”] = A2{Dm [ow]}e=aue 1B
— A2{WT}x:Am*+B
= A7(Az" 4+ B) w*(z")

— (7)o" (@),

com 7*(z*) = AT(Az* + B).

Podemos definir trés tipos de intervalos de ortogonalidade, invariantes para uma
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transformagao linear : Ja,+oo[ , | — oo , 400, Ja , bl. A cada um destes
intervalos corresponde uma familia de polindmios ortogonais classicos de medida
definida-positiva - vér tabela na pg.46. Verifica-se pois que {S,(z*)} é sequéncia de

polindmios ortogonais classica da mesma familia que {P,(z)}.
3.4 Teorema de Lagrange

A funcao geradora de uma familia de polinémios ortogonais cldssicos, pode obter-se
conhecendo a formula de Rodrigues e aplicando o teorema de Lagrange, 3.4.3,pg.37.
Comecamos por enunciar dois teoremas subsidiarios a demonstragao do teorema de

Lagrange.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Rouché, [26]). Sejam Q C C um dominio conezo,
e v uma curva de Jordan fechada em Q0 . Sejam f e g , funcoes analiticas em €2 |

satisfazendo sobre v a desigualdade

| f(2) —9(2) <] g(2) |
Entao, f e g tém o mesmo numero de zeros no interior da regigo delimitada por ~y .

Teorema 3.4.2 ([26]). Sejam ¢(t) e 7(t) fungoes analiticas numa vizinhanga de

2y, com
©(20) 0, 7(2) =0, 7'(2) #0.

Entao zy € pdlo simples de ¢(2)/7(z), e o residuo desta fungdo nesse ponto é

Py - Pla)
(?"esT)( 0) )

Teorema 3.4.3 (Férmula de Lagrange,[11]). Sejam f(z), uma fun¢do analitica
definida num dominio G C C , contendo o ponto z = a ; F(z) = z —a — uf(z),
sendo u um parametro complexo; v, uma circunferéncia centrada em z = a , contida
em G , e tal que f ndo se anula no interior do circulo correspondente; w(z), uma

fungdo analitica no interior do circulo delimitado por .
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Entao existe um valor m positivo tal que, para | u |< m, a fun¢do m(2)/F(z) tem

um e um so polo, &, no interior do circulo delimitado por 7y e

00 k k k

LR e T o

O

Prova([36])
Seja m = minc, %
Se for |u| < m, temos

Ot L) m

f(z) 7)

1.e.

[F(2) = (z=a)| < |z —al,

pelo que o Teorema de Rouché nos permite concluir que F' e z — a tém o mesmo
numero de zeros, ou seja um zero, no interior do circulo delimitado por ~. Seja &
esse zero. Temos F(&) =0.

Seja agora 7(z) uma funcao analitica no interior do circulo delimitado por . Entao,

17;((?), tem um s6 pélo no interior de v, que € €.
O residuo de ;(é)) em z=¢é ;,((% (teorema 3.4.2).

Aplicando a férmula dos residuos

n¢) _ 1 fmx), L[ W)
F’(f)_2m’/wF(2)d 2mi Vz—a—uf(Z)d |

Como | quT(z) |< 1, temos

1 1 1 1 & fR(2)
e L

z—a—uf(z) z—a'1-_wl@  »—

e fica
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Utilizando a forma integral para a k-ésima derivada de uma fungao g(z) no ponto

z=a (derivada essa que vamos representar por D¥g(a)),

D¥g(a) E/#dz

T omi ), (=)t
temos
m(§) o DF[m(2). f*(2)]sza u*
LN - iy 3.4.0
m(a)F'(€) kz—o m(a) k! ( )
que é a férmula de Lagrange. a

Fazendo para cada familia de polinémios ortogonais, as seguintes substituicoes na

equagao (3.4)

temos i
1wl ~~— 1 koW

D T ;;o“’ (x)D [w(a).0* (@) - (3.4.0)

Como ﬁDk[w(x).ak (x)] é uma férmula de Rodrigues, o primeiro membro de (3.4)

¢ uma funcao geradora.
3.5 Aplicacao aos Polinémios Ortogonais Cldssicos

Vamos utilizar o teorema de Lagrange, para obter as fungoes geradoras dos polinémios
de Hermite, Laguerre, Jacobi e Bessel.
1. Polinémios de Hermite

Fazendo as seguintes substituigdes na férmula de Lagrange, (3.4)

=1

m(r) = w(z)=e"?
fz) = o(2) =1
F(z) = z2—a—u
F(z) = 0=z=04+u=¢
Fl(z) = 1
)
)

= w(g) =e
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temos

1 ’lU(g) _ ez26—(r+u)2

e k
22 g2 u
k=0

Designando a fungao geradora por G(z,u), temos

G(JI,U) —2zu—u? f:

k=0

sendo Hy(z) = * D¥[e=*"] o polinémio de Hermite de grau k.

2. Polinémios de Laguerre

Fazendo as seguintes substitui¢oes na férmula de Lagrange (3.4)

m(z) = w(z)=a"e"
f&) = o(z) ==
Fz) = z—z—uz
F(z) = o;»z—lfuzg
F'(2) = 1-u
F(§) = 1-u
n() = w(§)= (=) T
temos
L) e
w(a) F'(¢) =

(1 — u)a+1€ .
- k k u
. —Qa T a—+ —x]
= Zx "Dz e ]k'
k=0
Designando a fungao geradora por G(z,u) , temos

G(x,u)—; ZLa _7:

(1 —w)ott
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sendo L¢(z) = z7%"D*[z*"*e~%] o polinémio de Laguerre de grau k , com

parametro « .

3. Polinémios de Jacobi

Fagamos as substituigdes abaixo indicadas, na férmula de Lagrange, (3.4).
m(r) = w(r)=(1-2)1+2)"

f(z) = o(z)=1-2

F(z) = z—z—u(l-2?
—1+ 1+ 4u(u+ z)
2u '

F(z) = 0=z2=

" a esquerda

Como lim, o F'(2) = x, se tomamos a raiz que corresponde ao sinal -
do radical, e lim, . F'(z) = oo, se tomamos a raiz que corresponde ao sinal '+’ &

esquerda do radical, temos

§

=14/ +4u(u+ o)
B 2u '

Substituamos ainda
F'(z2) = 142zu

F'(¢) = +v/1+4+4u(u+x)

—\/ u(u+2)\“ —\/ ulu +2)\°
w(6) = w(g)=<1+1 1;;” il )> (1—1 1“;3( i )).
Fazendo
R=+1+4+4u(u+zx),
temos

1wl 1 | _ Rp\® LA\
w(z) F'(§) (1—x)a<1+x)ﬂR<1+T) (1_ 2u )
= (1—x)a1(1+I)BDk[(1_x>a+k(1+x)6+k]%.

k=0 '

Designando a fungao geradora por G(z,u) , temos

1 1—R\" 1-R\" & u®
= 1 1- =Y P
G(z,u) (1—x)a(1+x)ﬁR< T ) ( 2u ) 2 B
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sendo P(z) = DF[(1 — z)2*k(1 + 2)P**] o polinémio de Jacobi de

1
(1—z)*(1+z)”

grau k , com parametros «, (3 .

4. Polinémios de Bessel

Os polinémios de Bessel, tétm a sua funcao peso definida sobre o circulo unitario.
Sao ortogonais no sentido quase-definido (cf. defini¢ao 1.2.5).

E-lhes aplicavel o teorema de Lagrange. Facamos as substitui¢oes abaixo indicadas,

na férmula de Lagrange, (3.4).

m(r) = w(x)=a%"Y*"

) = o) =2

F(2) = z—2—u2’
1++1—4ux

F = 0=z=
(2) z e

Como lim, .o = z, se tomamos a raiz que corresponde ao sinal -" a esquerda do
u—0 9
radical, e lim,_ o = 0o, se tomamos a raiz que corresponde ao sinal '+’ a esquerda

do radical, temos

1—+v1—4ux

&= 2u

Substituamos ainda

F'(z) = 1-2zu
F'(§) = V1—4dux

() = w(e) = (“—W)aexp (— H%)

L owl©) . 2/z(1—— \/1_4%@)& y <_4—“)/‘/7_
=z “e 0 exp N e 1 —4ux

[e.o]

Z — 2/1’Dk a+2k —2/37] kj '
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Designando a fungao geradora por G(z,u) , temos

1 — /1 —4uz\* 4u =k
G — e V- T = V1 — dur = BY
() =t (S ) o (- ) VI = S

sendo BY(r) = a~%e¥*DF[x2+2ke=2/7] o polindmio de Bessel de grau k , com

parametro « .
3.6 Relacao de Recorréncia a Trés Termos

Vamos obter as relagoes de recorréncia a trés termos para os polinomios de Hermite
e Laguerre.

1. Polinémios de Hermite

Derivando em ordem a u a funcao geradora

G(z,u) = g2ou—u’ ,

temos

Substituindo nesta expressao G(x,u) pelo seu desenvolvimento em série,

n

u
G(a:,u):H0+H1u+---+Hnm+... ’

fica

n—1 n—1 n

u
m-i-. ] = (2zx—2u)[Ho+Hyu+-- -+ H,_, !+Hnﬁ+' .

[H1+Hou+- -+ Hy, =)

[gualando os coeficientes de u™ dos dois membros, obtém-se
1 2z 2
ie.

Hn+1 — QZEHn + 27’LHn_1 =0 s

que ¢é a relagao de recorréncia pretendida.
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2. Polinémios de Laguerre

Derivando em ordem a u a funcao geradora

1

G(JZ,U) = m exp_($u)/(1_u) ,
J— u o
temos
0G(x,u) 0 1 i
ou - %[(1 — u)ot! exp /(7]
B exp @/ (1-u) 2 x . o+ 1]
a (1 —u)ott (1—u)? 1-u
x a+1
l.e.
oG
(1—u)? ézau) +[z—(a+1)+ (a+ Du)|G(x,u) =0.

Substituindo G(z,u) pela sua representagdo em série

n

G(.Z',U)ZLS—FL?U—F_FLgU_'_F’
n'

fica
) un—? n—1 u™
1—-2 e L L pe_ T e T
( U+U)[ + n—l(n_2)!+ n(n_1)|+ n+1n!+ ]+
n—1 n
o Cl{u
+[x—(a+1)+(a+1)u][--~+Ln,1m+an+-~]:0.

Igualando a zero o coeficiente de u", temos
Ly —2nLy+n(n—1)L 4+ [z — (a+1)|Ly + (a+1)nLy_, =0.
Finalmente
Ly +(—2n+2z—(a+1))Ly+n(n+a)l,_ =0,

que é a relacao de recorréncia pretendida.
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3.7 Resumo de Propriedades

As familias de polindmios ortogonais cldssicos, tém propriedades s por elas parti-

lhadas dentro das familias de polinémios ortogonais, sendo as seguintes algumas das

mais relevantes, ([1]) :

(i)

(i)

(i)

Satisfazem uma equacao diferencial do tipo Bochner
o(@)y" (@) + 7(2)y'(z) + Auy(z) =0, (3.7.0)

sendo o(x) polinémio de grau menor ou igual a 2 e 7(z) polinémio de grau

1, ambos independentes de n; A,, é independente de x.

A sequencia das derivadas de uma sequéncia de polinémios ortogonais cléssica,

¢ ainda uma sequéncia de polinémios ortogonais classica.
Satisfazem uma férmula de Rodrigues

Po(x) =

(@) D" w(z).0"(x)],

sendo k, um parametro numérico, w(x) uma medida definida-positiva ou

quase-definida, e o(z) o coeficiente da equagao de Bochner.

Sao ortogonais com respeito a uma funcao peso, w, que satisfaz uma equacao

diferencial do tipo Pearson

W) Pla)
w(z)  o(r)’
com [o(x).w(x)] = 7(x)w(x) e P(x) = 7(x)—0'(x), sendo o, w, T como referido

Estas propriedades sao equivalentes, i.e., cada uma delas pode ser usada para definir

sequéncias de polinémios ortogonais cléssicas. Por outro lado, a inversa de cada uma

das propriedades (i)-(iv) é valida, o que significa que, uma sequéncia de polinémios ,

{P,(x)}, que satisfaca alguma destas propriedades, é necessariamente uma sequéncia
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de polinémios ortogonais classica. Alguns dos autores de demonstragoes das inver-
sas destas quatro propriedades : Bochner, (cf. [1][10]) e Vicente Gongalves, (cf.
[4]), provaram a inversa de (i) ; W.Hahn (cf. [1]), N. Sonine (cf. [29]), H.L.Krall
(cf.[10]) e Vicente Gongalves, (cf. [4]), provaram a inversa de (ii); Tricomi (cf. [10]),
Hildebrandt (cf. [1]) e Hebert (cf. [10]), provaram a inversa de (iii); Hildebrandt (cf.
[1]), provou a inversa de (iv).

Existem trés familias de sequéncias de polinémios ortogonais classicos de medida
definida-positiva: polinémios de Hermite, H,, polinémios de Laguerre, LY, e
polinémios de Jacobi, P*P. A tabela seguinte (cf. [25]), representa para cada
uma destas familias de polinémios, expressoes normalizadas para as fungdes o(z) e

7(z), coeficientes da equagao diferencial (3.7), a fungao peso w, e o intervalo I de

ortogonalidade.
Tabela 3.7
P, o T 1 w
H, 1 —2x (—00,0) e’
LY x —r+a+1 (0, 00) %", a>—1
PP 1 -2 | —(a+B+2x+B—al| [-1,+1] | 1—2)*(1+2)° o> -1

Existe também uma familia classica de medida quase-definida, que sao os polinémios

de Bessel, caracterizados na tabela seguinte ([23]).

P, | o T I w
Be | a? | 2 +1) | cire. unitdria | { er=0
x x circ. unitaria 2 ¢ 1
" —e [Fetezentldt sex >0




Capitulo 4

Teoria Geral dos Polinomios
Ortogonais de Duas Variaveis

4.1 Introducao

Neste capitulo estendem-se a duas variaveis, alguns aspectos da teoria de polindmios
ortogonais, exposta nos capitulos 1 e 2, como sejam os conceitos de funcional de
momentos, determinantes de Hankel, funcional quase—definida e definida-positiva.
Apresenta-se uma relacao de recorréncia a trés termos. A propésito duma forma vec-
torial para a relacao de recorréncia a trés termos, apresentamos um analogo fraco
do teorema de Favard, [37].

A semelhanca do que foi feito para polinémios de uma variavel, procuram-se os
polinémios ortogonais que verifiquem uma equagao diferencial linear de segunda
ordem, neste caso as derivadas parciais. Neste ponto, resume-se o trabalho e os
resultados de Krall e Sheffer, [20], que enfraquecendo a definigao de ortogonal-
idade, obtém uma classificagao das solugoes da equacao diferencial, estabelecendo
uma analogia fraca com as familias de polinémios classicos em uma variavel, car-
acterizadas no capitulo 2. Adoptamos defini¢oes, resultados e notacao de Krall e

Sheffer, [20], de Kim et al., [19], e de L. Littlejohn, [22].

47
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4.2 Propriedades Gerais

Definicao 4.2.1. Polindémio real em duas wvartidveis r,y de grau m—+n, Pmn,

€ uma expressao do tipo

m+n k

ki i
pmHIE E QAf—j,5T jyja

k=0 j=0
sendo os a's reais.
Definigao 4.2.2 ([19]). Seja P,, n > 0, o espago vectorial dos polindmios de grau
n em duas varidveis, € P =, s Pn-
Diz-se sequéncia de polindmios em duas wvaridveis, uma sequéncia do tipo
{pn—j,j}?zo?r?zo , tal que

(i) grau(pn—j;) =n, 0<j < n;

(1) {PnosDPn—11,"" ,Pon} SG0 fungoes linearmente independentes, a menos de um

polinémio pertencente a P,_1 , (n >0, P_1=0).

Definicao 4.2.3 ([19]). Seja P, = [pno Pa-1,1 -+ Ponl’, € denote-se a sequéncia
de polindmios, {pn—j;j}i—om=o » POT {Pn}. Esta sequéncia designa-se por sequéncia

de polindémios ménica, se for
Pn—jj = 2"y 4 (termo de P,—1),0<j<n, né€N.

Definigao 4.2.4 ([19]). Dada a sequéncia de polindmios, {P,}, onde p,_; (x,y) =
> neo " FyF 4 (termo de Po_1), 0 < j < n, diz-se normalizagdo de {P,}, a
sequéncia de polindmios {P,}, definida por P, = A;'P,, com A, = (%)} ke 1 =

0, matriz de de dimensdo (n+ 1)(n+ 1), de determinante nao nulo.

Observagao. Dada uma sequéncia de polinémios , {P,}, podemos escrever

x
Pno 0,0 Ao "y
Pon Q0 Uy ay"!
yn
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com
n—1 n—1 r 0 n—2 n—2 0
0 ‘1001 ao,nl—l a1 0 0 a002 aO,n2—2 0
i 0 afj Ayl a2y 0 0 aj Al mn_;
n—1= | : - : ' . R : - : Ty |
A 1 ) 21 : o 2 ) ) :
0 apg - any Lyt 0 0 apy” - api”y y"h—Q
- 0
0 0 a§0 0
0 0 aj,
ot . :
) 0
L O 0 af, 1
Temos entao
a:n
. xn—ly s
P, = A'P, = R I S i (4.2.0)
n
Yy

Corolario 4.2.1. Dada uma sequéncia de polindmios , {P,}, as matrizes de nor-

malizagao, A,, sao unicas.
Definicao 4.2.5. Dada uma fung¢ao peso, w, dizem-se momentos de ordem m,n
de w, 0S NUMETOS T€alS Oy, definidos da forma
m, n
W = (w, (2™y"))

= // ™y w(z, y)dedy = (w, z™y") . (4.2.0)
D
A funcional linear w, diz-se functonal de momentos .
Defini¢ao 4.2.6 ([19]). Dada uma func¢do peso, w, para a qual existam os mo-

mentos definidos em (4.2.1), dizem-se determinantes de Hankel de w, 0s de-

terminantes definidos da forma

Qoo @10 -+ Qon
Q1o Q20 - Q1p
Qopn A1 - Op2n
A iz Ay, € 2 de ordem D gep g imeira linh tuid
matriz Ay, € uma matriz de ordem ~—-5——, Sendo a primeira linha constituida

pelos elementos

Qpo, 10, Qo1 20, A11, 02, * * 5 Qinp, Ap—1.1, * ** , Aon,
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e obtendo-se as linhas subsequentes, adicionando os inteiros (i,j) aos indices da
primeira linha, com (i,j) tomando para cada linha, respectivamente, os valores

sequintes

(1,7) = (1,0),(0,1),(2,0),(1,1),(0,2),--- ,(n,0),(n —1,1),--+ ,(0,n) .

Se A, #0, (respectivamente, A, >0 ), n >0, entio a funcional w diz-se

quase-definida (respectivamente, definida-positiva) .

Teorema 4.2.1 ([19]). Para qualquer sequéncia de polindmios , {P,}, existe uma
unica funcional de momentos (a menos de um factor constante ndo nulo), w, dita
funcional de momentos canénica de {P,}, definida a partir dos seus momentos
por

(w, 1) =1, (w,P,)=0, n=1,2,---,

sendo (w, P,) o vector coluna [{w, p,—; ;)] -

Prova
Definir a funcional de momentos w, corresponde a definir os momentos «,,,, m,n =
0,1,2,--
Seja
ago = (w,1) =1.
Entao
1

w _ <va10> _ a(1)0<w7 33‘> + ag <w’ y> + a80<w7 1> —
oy =0e [ 0 | =0w | T L ooy | ~0 420

sendo os coeficientes os referidos na observacao da pagina 48.
1 1
Gro a1y

(w,y), ficam definidos de forma tnica. E imediato verificar que esta unicidade de

Como # 0 (cf. a definigdo 4.2.4, pg.48), entdo g = (w,x) e ap =

definicao se estende a todos os momentos «;;, 7,5 =0,1,---. O
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Definigao 4.2.7 ([19]). Uma sequéncia de polindmios, {P,}, diz-se sequéncia
de polindmios fracamente ortogonal, relativamente a uma medida w, se w é

uma funcional de momentos nao nula tal que
(w, P,PTY =0, m#n.

Se além disso for ndo singular e diagonal a matriz H, = (w, P,PT), n >0, entdo

{P,} diz-se sequéncia de polindmios ortogomais relativamente a w.

Observacao. Notar que

(i)

Pmo
Pm-1,1
<w7PmPg> == <w7 . [pnO Pn—-11 - DPon ]>
Pom
<wapm0pn0> e <wapm0p0n>
<w7p0mpn0> e <wap0mp0n>

(ii) Seja a sequéncia de polinémios fracamente ortogonal {F,}, com
Py = [Pnos Pn—11," " »Don]"- Se cada um dos polinémios p,—;;, 0<j<n

for substituido, respectivamente, por p;,_; ;, com

n

*
Prn—j; = E AiPn—i,i

i=0
sendo os a; nao todos nulos, e mantendo-se a independéncia linear entre os

Pn—j;» @ sequéncia de polinémios resultante continua a ser uma sequéncia de

polinémios fracamente ortogonal. De facto, com

n n
* *
pn—j,j = Z AsPn—s,s € Pm—ii = Z bkpn—k’,k: ;
s=0 k=0

temos

n

n n
<w7p;:7j,jp:<nfi,i> - <U}, Z aspn—s,s Z bkpn—k,k> - Z <w7pn—s,spm—k,k> - 07 m 7& n.
s=0 k=0 s,k=0

(4.2.-2)



52

Teoria Geral dos Polinémios Ortogonais de Duas Variaveis

Isto significa que o conjunto de polinémios que constitui P, é base de um
espago vectorial (n + 1)-dimensional, V,,, pode ser substituido por qualquer
base para V,,, continuando a sequéncia de polinémios resultante a ser uma
sequencia de polindémios fracamente ortogonal. As condigoes de unicidade
de uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal relativamente a uma

funcional w, sao estabelecidas no teorema 4.2.3.

Teorema 4.2.2 ([19]).

(i) Se {P,} € sequéncia de polindmios fracamente ortogonal relativamente a w,

entao w difere da funcional candnica de momentos de {P,}, o, de um factor

constante nao nulo.

(i) Se {P,} € sequéncia de polindmios ortogonais relativamente a w, entdo a

normaliza¢ao de {P,}, {P.}, € uma sequéncia de polinémios fracamente

ortogonal, mas nao necessariamente uma sequéncia de polinomios ortogonais.

Prova

(i)

(i)

Tem que ser (w, 1) # 0, porque caso contrario teriamos (w,z'y?) =0, i,j =
0,1,2,--- (cf. a equagdo (4.2)), e w seria identicamente nula.

Seja entao (w,1) = ¢, sendo ¢ uma constante, e portanto (*,1) =1 . Como
{P,} é sequéncia de polinémios , é-lhe aplicivel o teorema 4.2.1. A prova deste
teorema deixa claro que

<O-7'1:Zy]> = <Z>'Ily]>7 Z)] :()717"'

e portanto sao iguais as funcionais co e w.

Dada a sequéncia de polinémios ortogonais { P, }, a sua normalizacao é { A1 P,}
(cf. a defini¢ao 4.2.4, pg.48).
Temos

(w, (A P (A P)T) = (w, A P PL(AL?
= A Nw, PPY(ANT (4.2.-2)

)
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Embora a matriz (w, P, B,) seja diagonal, A, (w, P,P,) (A1)’ s60ése Al for

matriz ortogonal, i.e., a inversa coincide com a transposta. O

Corolario 4.2.2 ([19]). Se {P,} ¢ sequéncia de polinomios fracamente ortogonal,
entao a sua normalizacao, {P,}, € ainda sequéncia de polindmios fracamente ortog-

onal.

Os dois lemas seguintes, enunciam resultados que vao ser usados na demonstragao

do teorema 4.2.3.

Lema 4.2.1 ([20]). Seja w uma funcional de momentos e n um inteiro positivo.
Para que a cada polindmio homogéneo de grau n, H,(z,y) = Z?:o a;x" Iy’ (po-
dendo ser todos os a; nulos), corresponda um tinico polindmio R,_; de grau n—1,

tal que

P(:L‘,y) = Hn(m7y) + Rn—l(‘ray) )

seja ortogonal ao espacgo vectorial dos polindomios de grau menor ou igual a n — 1,
Pn_1, € necessdario e suficiente que se verifique A, 1 # 0, n =1,2,---, sendo

A,_1 o determinante de Hankel de ordem n — 1 (cf. definicao 4.2.6,p9.49).

Lema 4.2.2 ([20]). Seja {P,} uma sequéncia de polindmios fracamente ortogonal,
correspondente a uma dada funcional w. Entao para cada n, o espago vectorial

Vi (cf. (i), na observagdo da pg.51), tem uma base {qno,- - ,qon}, satisfazendo a

condicao
_J 0, k#y
<w7 QTL—k,an—j,j> - { K ;é 0’ k :] (42-2)
sendo K um parametro dependente de n e j,e k,j=0,1,--- n.
Observacgao.

A base que satisfaz (4.2.2) nao é unica. De facto, uma transformagao ortogonal

sobre uma base para o espago V,,, produz uma outra base, para a qual é valida

(4.2.2).



54 Teoria Geral dos Polinémios Ortogonais de Duas Variaveis

Como decorre do teorema 4.2.3 abaixo enunciado, as mudancas de bases adequadas
nos espacos V,,, associados a uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal
monica e Unica, relativa a uma dada fungao peso, permitem obter infinitas sequéncias

de polinémios ortogonais.

Teorema 4.2.3 ([19]). Dada uma funcional de momentos, w, as sequintes afirmag¢oes

sao equivalentes.
(i) A funcional w, € quase-definida, i.e., A, 0, n>0.
(ii) Existe uma sequéncia de polinémios ortogonais, {P,}, relativa a w.

(i1i) Existe uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, mdnica e unica,

{P,}, relativa a w.

(iv) Eziste uma sequéncia de polindmios fracamente ortogonal, monica, {P,}, rel-
ativa a w, tal que H, := (w,P,PL) é nao singular.
Prova
(i)=(iii)
O resultado do lema 4.2.1 e (i), permitem construir uma sequéncia de polinémios
moénica, {P,}, com

Pn:[pno © Pon }T7

de forma a termos

isto é,
Ty
(w,PpP,Yy =0, m#n.
O termo de grau inferior a n ¢é Uinico para cada polinémio, e portanto a sequéncia de

polinémios é tnica. Entdao {P,} é sequéncia de polinémios fracamente ortogonal,
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monica e Unica.

(iii)=(i)

O lema 4.2.1 é condicao necessaria e suficiente.

(iii)=(ii)

Esta implicacao demonstra-se com base no lema 4.2.2.

(ii)=(iii)

Normalizando a sequéncia de polinémios ortogonais, temos uma sequéncia de polinémios
fracamente ortogonal, moénica. Essa sequéncia de polinémios fracamente ortogonal
s6 pode ser a que ¢ construida na demonstracao da implicagao (i)=>(iii), que é unica.
(i) = (iv)

Seja {P,} a sequéncia de polinémios ortogonais referida em (ii).

A matriz, (w, P,PT) ¢é diagonal. Entao, a sequéncia de polinémios , {A,P,}, (com,

A,,, matriz regular) é uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, porque
(w, (AnPo)(AmPn)") = Ap(w, P,P)YAL =0, n#m .
Também a matriz (w, (A, P,)(A,P,)T) é nao singular, porque
(w, (A Po) (A P)T) = Ay(w, P, Py) AL

é o produto de 3 matrizes nao singulares.

(iv) = (ii)

Se {P,} é sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, ménica, tal que H, :=
(w,P,PT) ¢ nao singular, entdo as bases dos espagos vectoriais, V,,, associados &
sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, podem ser ortogonalizados (cf. o
lema 4.2.2), obtendo-se uma sequéncia de polinémios, {P,}, para a qual se tem a
matriz H, := (w, P,PT) nao singular e diagonal, para n = 0,1,---, isto é, {P,}

é sequencia de polindémios ortogonais. a

Teorema 4.2.4 ([20]). Seja { P,} uma sequéncia de polindmios , com P, = [ppo - - Pon” -

Entao um polinomio qualquer de grau n, Q,, € representdvel por uma combina¢do
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linear unica dos elementos dos vectores P, , k= 0,..,n, ndo contendo elementos de

nenhum vector P; |, j > n.

Prova
Imediato, pelo facto de os termos homogéneos de grau menor ou igual a k de

Qn(z,y), serem gerados pelos polinémios de Vj, de forma tnica, k = 0,1,--- ;n. O

Teorema 4.2.5 ([20]). Seja w uma funcional quase-definida, e {P,} a sequéncia
de polindmios fracamente ortogonal, mdnica, associada. O polindmio Qn(x,y) de

grau n, € ortogonal a todos os polinomios de grau menor que n, se e somente se

Q. eV,.

Prova(]20])
(<=) Imediato.
(=) Se @, =0, entdo Q,, € V,,.
Seja (), nao identicamente nulo, grau(@Q,)=n e @, L P,_, com
Qu(x,y) = a7y + Ry_1(z,y)
=0
e grau de R,_1(x,y) menor ou igual a n — 1.

Entao
Qn(l', y) - Z Uljpn—j,j (.Z', y) = R:L—l(x7 y) ) (42_2)
7=0

*

com grau de R} _,(x,y) menor ou igual a n — 1.

O primeiro membro da equacao (4.2) é ortogonal a todos os polindmios de grau

inferior a n, e portanto também o é R} _,. Temos entao

n—1
] = Z agr'y e Ri_la'y/, 0<i+j<n-—1.
i+5=0
Podemos escrever
<w> R;—lmoy()) =0
<w7 R271$1y0> =0
(w, R} _yz'y’) =0

<U), RZ—1$0yn_1> =0
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com 0 < i+ j <n—1. Temos entdo o sistema de sn(n + 1) equagdes a in(n + 1)
incégnitas, a;;, 0 <i+j<n—1,

ago + aro{w, z) + a1 (w,y) + -+ + agn—1(w,y" ") =0
aoo(w, ) + aro{w, %) + apr (w, zy) + - -+ + agp—1{w, zy" 1) =0

ago(w,y" 1) + aro(w, zy™ ) + a1 (w,y) + - + ag 1 (w, y** ) = 0.

O determinante da matriz do sistema é

Qoo (310) Qo1 - Ogp—1
Q10 Qg0 Q11 v Olp—1

An—1 == . . . . . 7é 0.
Qon—1 A1pn—1 Qon - Qp2n—2

Entao, a;; =0 , 0<i+j<n-—1,o0queimplica R, _; =0, e portanto a equagao

(4.2) representa @, (x,y) como combinacao linear dos elementos do vector P,. O

4.3 Teorema de Favard

O teorema seguinte, associa a uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal,

monica, o analogo duma relacao de recorréncia a trés termos.

Teorema 4.3.1 ([20]). Seja w uma funcional quase-definida, e {P,} a sequéncia de
polinomios fracamente ortogonal monica, unica, associada . Seja V, o espago vecto-
rial associado a P, . Entdo, para cada polindmio @, € V,,, os produtos xQ,(x,y) e
yQn(x,y) sao representados pela soma de trés polindmios de graus diferentes e con-
secutivos, pertencentes a cada um dos espacos Vo1, Vi, V1. Em particular, se

Qn = Pn—k, temos

TPn—kk = Pnti-kk + Dico CpopkPr—ig + Dig A pPois
. n i ’ n—1 p; ’ (430)
YPn—kk = Pn—kk+1 + Zizo €t kPn—ii T zizo fn_k,kpn—z',z'
com (k=0,1,--- ,n; n=0,1,---) e sendo cs,ds, e, fs, constantes adequadas.

Prova([20])
Se @, = 0, entao os segundos membros da equagao (4.3.1) sao nulos, sendos nula

cada uma das trés parcelas respectivas.
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Suponhamos entao que @, # 0, grau(@,)= n. Do teorema 4.2.4, pg.55, sabemos

que x@, é uma combinacao linear de polinémios de Vg, -+, V,41, i.e.,
n+1
vQn=> R;, R;€V;. (4.3.0)
=0

O lema 4.2.2, pg.53, diz-nos que, para cada espaco V,, existe uma base que verifica

a condigao na equagao (4.2.2) .

Seja entao {gjo, - - ,qo;} a base nessa condigao, associada a V;, (0 <j<n—2).
Pode escrever-se
n—2 n—2
R = @ijqij
=0 i+j=0
e a equacao (4.3) fica
n—2
2Qn = Ry + Ry + Ry + Z Q55455 -
i+j=0

Multiplicando esta tltima igualdade por ¢;; , (0 < i+ j < n — 2), e aplicando a

funcional w a cada membro da igualdade anterior, vem, para cada par (3, j)
(0, ¥Qnqij) = (W, Qnrqi;) = ai;(w, ¢i;qij) =0,

porque @, € V,, e grau(zg;;) <n — 1.

Entao tem que ser a;; =0, 0 <i+j <n—2, e aequacao (4.3) fica
xQn = RnJrl + Rn + Rnfl .

Uma expressao semelhante obtém-se para y@Q,.
Como xp,_x ¢ ménico, sendo 2" *+1¢* o seu termo de grau mais elevado, temos
Ryi1 = pnyi—kk- De modo andlogo para yp,—_ik, 0 termo de ordem mais elevada ¢

xn—kyk—l—l

, € vem RnJrl = Pn—k,k+1- g
No trabalho de Y. Xu, ([37]), é apresentada a seguinte versao vectorial desta relagao
de recorréncia. Seja {P,}, uma sequéncia de polinémios. J& vimos na Observacao

da pg. 48, que cada P, pode ser representado na forma

P,=Gx"+Gp x4+,
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em que as matrizes G e os vectores x tém significados ébvios. Se {P,} ¢é uma

sequencia de polinéomios ortonormal, entao para n € Ny, temos

szn - An,iPn—H + Bn,ipn + AT Pn—la

n—1,2

onde definimos P_; =0, A_;; =0 e entendendo z; como uma varidvel qualquer
das que definem o dominio de ortogonalidade, isto é, z; = x e x9 =y . Esta
definicao pode ser estendida a polinémios de um nimero qualquer de varidveis.

O interesse de uma representacao deste tipo, reside no facto de ser possivel enunciar
uma versao fraca do teorema de Favard para polinémios de varias variaveis. Essa

versao para duas variaveis é a seguinte.

Teorema 4.3.2 ([37]). Seja {P,} uma sequéncia de polindmios arbitrdria, Py = 1.

Entao, as sequintes afirmacgoes sao equivalentes.

s

(1) Existe uma funcional linear definida positiva, relativamente a qual {P,} ¢

ortonormal.

(2) Ezistem matrizes A,; e Bni,, i=1,2, tais que a) a sequéncia {P,} sa-
tisfaz a relagao (4.3); b) a caracteristica das matrizes A,; e By, € igual

a n-+1.

4.4 Equacao Diferencial de Segunda Ordem as Derivadas
Parciais

Definigao 4.4.1 ([20]). Dada a equagao diferencial na incégnita u = u(x,y),
r
Z Qij(z, y)D;Diu +Au=0, (4.4.0)
i+j=1
sendo X um parametro, diz-se que esta € admissivel se e soO se existe uma sequéncia
numérica infinita, {\,}, n=0,1,---, tal que para X\ = \, ndo existem solugoes
polinomiais nao nulas de grau menor que n, e existem exactamente n+ 1 solucoes

polinomiais linearmente independentes, de grau n.
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Se (4.4.1) é admissivel, entao as solugoes de grau n para A = \,, formam juntamente
com a solugao nula um espaco vectorial de dimensao n+1. Uma equagao admissivel
gera a familias de espagos vectoriais {V,, }, correspondentes a uma dada sequéncia

de polinémios em duas varidveis. Os dois resultados seguintes, sao caracterizagoes

da equagao (4.4.1), no caso de esta ser admissivel.

Teorema 4.4.1 ([20]). Se (4.4.1) é admissivel, entdo cada coeficiente (@Q;; € um

polinomio e o grau de @Q;; € menor ou igual a i+ j.

O teorema seguinte afirma que se a equagao diferencial (4.4.1) é admissivel, entao o

conjunto das suas solugoes polinomiais constitui uma sequéncia de polinémios .

Teorema 4.4.2 ([20]). Se (4.4.1) € admissivel, entdo nao existem solugdoes polino-
miais nao nulas para X # Ao, A\, --. Além disto, para A= \,, n=0,1,---, as
unicas solugoes polinomiais da equacgao diferencial, sao as correspondentes ao espaco

V., gerado pelas n + 1 solugoes referidas na definicao 4.4.1 .

O resultados seguintes, justificam a forma da equagao (4.4.1), no caso de admis-

sibilidade, para r < 2.
Teorema 4.4.3 ([20]). A equagao (4.4.1) é admissivel se e sé se
(i) Ao =0, Am # Ay, (M #n)

n
.. ag
(ZZ) )\n:—n'g m7 n:1,2,...,
k=1 _ ' _
sendo os a; constantes, coeficientes dos mondomios de grau mais elevado dos

polindmios coeficientes da equagao diferencial, tais que (k > r) = (ax = 0).

(iii) A equacdo (4.4.1) toma a forma

T

Z { ( j ) asx'y’ + Mij(x,y)}DiDgu + =0, (4.4.0)

s=it+j=1

com grau de (M;;) menor que i+ j.
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Teorema 4.4.4 ([20]). Nao existem sequéncias de polindmios fracamente ortogo-

nais que satisfacam a equagao diferencial (4.4.1), parar =1 .

Prova([20])

Fazendo r =1 em (4.4.1), temos
(ax + h1)ug, + (ay + ho)uy, + Au =0, (4.4.0)

com A =—na, n=0,1,2---, (cf. o teorema 4.4.3, pg.60).

Fazendo na equacao diferencial obtida a translaccao

JI*—hl y*—hg
xTr = Yy = )
a a

obtém-se, sem perda de generalidade (cf. Observagao na pagina 62), a equacao

az*vg- (2", y") + ay vy (2, y") + (e, y*) =0, (4.4.0)
sendo v(z*,y*) = u(z* + %,y* + %) e Uy = d‘?’*% = Upe , Uy = dCZ’* % = vy-a
Para simplificar a notacao, escreve-se a equagao (4.4) da forma

axvy, + ayvy, + A,v =0, (4.4.0)

Suponhamos agora que (4.4) é admissivel, i.e., existe uma sequéncia de polinémios
fracamente ortogonal, ménica e dnica, que satisfaz, para cada n, a equacao (4.4) .
A essa sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, corresponde uma sequéncia
de espagos vectoriais {V,,} (cf. (ii) na Observacao da péagina 51). Uma base ménica
para V,, é {pn_xr = 2"y}, k =0,1,--- ,n, j4 que cada um dos monémios

" Fy* é solucdo de (4.4) . Pelo lema 4.2.2, pg.53 para cada n existe uma base

Ve = span{go, - ,qon}, tal que

=0,k#]
(w,qn_k,an—m>{ K#0,k=j,

sendo K um parametro dependente de n e k,j = 0,1,---,n . A base

{Pno, - ,Pon} € uma base ménica para V7, devido a unicidade de cada V,,, uma
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vez que, por hipétese, (4.4) é admissivel. Entao, cada ¢>_, , é polinémio homogéneo
de grau 2n, e por consequéncia uma combinagao linear de {po, ¢, = z?"y°}, s=

0,1,---,2n. Temos por isso

2n
(qnfk,k)Z = Z CsP2n—s,s
s=0

sendo os ¢4 constantes, e

2n

<w> Qn—k,k-Qn—k,k> - <w7 Z Csp2n—svs>
s=0

2n
= Z Cs<w7p2n737s> =0 )
s=0

porque pon—ss € Vo, € Vo, LVj, 0 que implica po,—s L 1. E contradito o lema
4.2.2, pg.53. Entao, nao existe uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal,
monica e dnica, solugado de (4.4). O
Observacao.

O facto de a equagao diferencial (4.4) ser admissivel, é invariante para uma trans-
formacao linear nas variaveis x,y, de jacobiano nao nulo. Tal justifica que a
translaccao nas variaveis efectuada na demonstracao do teorema 4.4.4, nao afecta a
generalidade do resultado obtido.

De facto, seja u(x,y) um polinémio de grau n que satisfaz (4.4). Fazendo nesta

equacao a substituicao de varidveis
x=Ax"4+ By* e y=Cx"+ Dy", (4.4.-3)

com AD—BC # 0, temos z* = Ayx+ By, y* = Cix+Dyy, com A1 D1—B,Cy # 0.
Fazendo v(z*,y*) := u(Ax* + By*,Cx* + Dy*), temos

Uy = Vyp = v*%—kv*%

* * 0w Y Ox
= Ux*A1+Uy*Cl

Uy = Vy = v*%—kv*%

Yy Yy T ay Yy ay

= Ug* Bl —|— ’Uy* Dl
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ax + hy = a(Az" + By*) +

ay + hy = a(Cz™ + Dy*) + hs ,
A equagao (4.4) fica
sp(a”, y )L (2", y") + so (2™, y" vy (™, y") + Av =0, (4.4.-9)

com si(z*,y*) , so(x*,y*)polindémios de grau 1 em z* y*. Atendendo a que o
jacobiano da transformacao linear é nao nulo, entdo a cada par (x,y) corresponde
um e um s6 transformado (z*,y*), e vice-versa, pelo que se (z,y) verifica (4.4), o
transformado (z*,y*) verifica (4.4), e vice-versa. Além disto, v(z*,y*), continua a
ser um polinémio de grau n, em z*,y*. Também é verdade que, se ui(x,y), us(z,y)
sao polinémios e

//D uy(z, y)us(z, y)w(z, y)dedy =0 (4.4.-9)

entdo, fazendo a transformagao de varidveis (4.4) e, sendo G o transformado do
dominio D e vy (x*, y*), va(x*, y*) os transformados de respectivamente, ui(x,y), us(z,y),

temos

J[ ottty

RICE)R ‘d:r*dy* —0, (4.4.-9)

A(x*,y*)

8(I,y) S
W ’ Entao,

sendo vy e vy ortogonais relativamente a fun¢ao peso w(z*,y*)
se para A = ), a equacdo (4.4) admite n + 1 solugbes polinomiais de grau n, o
mesmo acontece com (4.4), e vice-versa; se para A # \,, n=0,1,---, a equacdo
(4.4) nao admite solugdes polinomiais nao nulas, o mesmo acontece com (4.4), e
vice-versa isto ¢, (4.4) e (4.4) s@o ou nao ambas admissiveis. Por outro lado, as
equagoes (4.4) e (4.4) mostram que se (4.4) admite como solugao uma sequéncia de
polinémios fracamente ortogonal, {P,(z,y)}, também (4.4) admite como solucao

uma sequéncia de polinémios fracamente ortogonal, {P,(Az* + By*, Cz* + Dy*)}.

Teorema 4.4.5 ([20]). Se for r =2 na equagdo diferencial (4.4.1), entdo esta é
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admissivel se e somente se tiver a forma
(az® + dyx + ey + f1)Uee + (2a2y + dox + ey + fa2)Ugy+
+ (ay® + dzz + e3y + f3)uyy + (g7 + hy)ug + (gy + ho)u, + A\u =0,

com

A= —n[(n—1)a+g], (4.4.-10)

g+na#0 (n=0,1,---). (4.4.-10)
FEsta dltima condicao é equivalente a N\, # A\, para m # n.

Prova
Que a equagao diferencial, (4.4.1), toma para r = 2 a forma (4.4.5), é consequéncia

da proposigao 4.4.3,(iii), pg.60. Da mesma proposicao, (ii), vem a equacao (4.4.5),

porque
\, = _n!iL' (n=1,2,--")
—~ (n—k)
a1 Q3
= —n!
oy T g 11
= —nla; + (n — 1)ag],
com a; = ge ay = a. A equivaléncia das condigoes g+na #0 n=20,1,--- e

Am # An (m # n), pode demonstrar-se da seguinte forma.
Seja m # n . Por exemplo, m =n+k, n > 1, sem perda de generalidade. Seja,
também por hipétese, A\, # A, i.e., —m[g + (m — 1)a] # —n[g + (n — 1)]. Desta
ultima igualdade, vem

—(n+k)g+ (n+k—1a] #—nlg+ (n—1)]

& —nlg+ (n—1)a] —nka—klg+ (n+k —1)a] # —n[g+ (n —1)]

3

—nka —klg+ (n+k—1)a] #0
& (k—1)a+g#0.

Como k — 1 pode ser qualquer nimero natural, fica demonstrada a equivaléncia.
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Teorema 4.4.6 ([18]). Se {P,} ¢€ solucao de uma equagao diferencial do tipo

(4.4.5), entao a sua normalizagao, {P,}, também satisfaz essa equagado.

Prova

Sejam  (Q1,Qs,--- , @, polinémios satisfazendo uma equacao diferencial do tipo
(4.4.5). Entao qualquer combinacao linear desses polinémios satisfaz essa equagao.
Ora P, = A,'P, é uma coluna de vectores, sendo cada um deles uma combinagao
linear dos vectores p,_;;, j=0,---,n de P,. Logo, cada elemento de P, satisfaz

a equacao diferencial, o mesmo acontecendo portanto com a sequéncia {P,} . O

4.5 Sequéncias de Polinémios Ortogonais Admissiveis

As sequéncias de polinémios que sdo ao menos fracamente ortogonais (cf. definigao
4.5.2, adiante), solugbes da equagao diferencial (4.4.5), podem ser caracterizadas a
partir da respectiva equagao diferencial, de um modo analogo, embora mais fraco,
ao utilizado para obter os polinémios ortogonais cléssicos em uma variavel. Tal

caracterizagao é feita no teorema 4.5.2.

Teorema 4.5.1 ([20]). Seja {P,}, uma sequéncia de polinomios fracamente or-
togonal, mdnica e unica, associada ¢ medida w, com P, = [Pno Pn-11 - pOn]T.

Entao, para cada n, temos

Ani' 'ra . .
pij(,y) = Aj—<1y) , 1+j=n (4.5.0)

sendo A, ;(x,y) o determinante de ordem 1+ sn(n+ 1), obtido da matriz corres-

pondente ao determinante de Hankel A,_1, da forma:

(i) Acrescentar uma coluna a direita da matriz correspondente a A, _1, cujo primeiro
elemento € o momento «yj;, e os elementos subsequentes se obtém adicionando

ao par de indices (i,j), respectivamente, os sequintes pares

(1,0),(0,1), -, (n — 1,0),(n — 2,1), -, (0,n — 1).
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(i) Acrescentar na matriz resultante em (i), uma linha abaizo da dltima, cujos

elementos sao

17I7y7"'7$ y L Y,y 7'rly]

Definigao 4.5.1 ([20]). Dada uma sequéncia dupla {omn}, m,n=0,1,--- , € 0s
determinantes de Hankel associados, {A,}, suponha-se que A, #0, n=0,1,---.
Entao, a equagdo (4.5.1) determina uma sequéncia de polindmios monica, {P,}, que

se designa sequéncia ortogonal ménica generalizada associada a {cy,}.

Defini¢ao 4.5.2 ([20]). Seja {amn}, m,n = 0,1,---, uma sequéncia dupla,
tal que apgg # 0. Seja T, um funcional linear definido sobre o espago de todos os

polinomios, da forma

(T, 2™y"™) = amn, m,n=20,1,---

Entao, uma sequéncia de polindmios, {P,}, diz-se sequéncia fracamente orto-

gonal ménica generalizada relativa a {a,,}, se se verificar

panPm—ﬁ—n—l 3

sendo Ppin_1 0 conjunto dos polinomios em x,y, de grau infertor a m + n.

Krall e Sheffer ([20]) mostram que as sequéncias polinomiais que sao solugoes da
equacao diferencial (4.4.5), pg.64, sdo pelo menos sequéncias de polinémios fraca-
mente ortogonais generalizadas. O teorema seguinte, refere os aspectos mais impor-

tantes que levaram a essa caracterizagao.

Teorema 4.5.2. Dada a equacgdo diferencial (4.4.5), e uma sequéncia numérica
dupla, {am,}, sejam



4.5 Sequéncias de Polindmios Ortogonais Admissiveis 67

Apn (m+n)a(m+n—1)+ glogmn + mldi(m — 1) + ean]am—1., +
nldam + ez(n — 1) n—1 + fim(m — L)ogy—2.pn +

f2mnam—1,n—2 + f2n(n - 1)am,n—2 +

+ 4+

exm(m — )am—2pnt1 + dsn(n — 1)oumy1,n—2

oy
3
3

I

2[a(m +n) + g]am,n—H + meaam—1n+1 +
[d2m + 27L63]Ozm7n + mf2am—17n + 2nf3am,n—1 +

+ o+

2ndsm(m — 1)om41,n—1
Cron = 2[a(m+n) + glamt1n + [2md) + negam » +

donouyy1n—1 + 2mfrom—1n + nfotmn-1 +

+ o+

2me1Qum—1 1

com m,n=20,1,---,
e

Dyn = Cmfl,n - Bm,nfl , m,n > 1 )
verifica-se o sequinte.

(i) Se duas de entre as trés relacoes Apn = 0, By = 0,Chpy = 0, se verificam

para. m,n =0,1,---, entao verificam-se as tres.

(ii) Se a sequéncia de polinomios monica {pmn} Satisfaz a equagao diferencial
(4.4.5), pg.64; se definirmos {un}, com agy # 0, tal que Ay =0, m,n =
0,1,---; entao se D,,, =0 a sequéncia de polinomios é pelo menos sequéncia

de polinomios fracamente ortogonal generalizada.

(iii) Seja {pmn} solucio da equagio diferencial (4.4.1), pg.59. Se Ap, = 0,
Dy =0, myn = 0,1,---, d.e., {pmn} € sequéncia de polindmios fraca-
mente ortogonal generalizada, e se as varidveis x,y, forem transformadas li-
nearmente, com jacobiano nao nulo, sendo A, = transformado de A, D;,.,
transformado de D, o, # 0 transformado de oy, # 0, pl,, transfor-
mado de Dpyy, entao temos A =0e DI =0, isto ¢, {p,} € sequéncia

de polinomios fracamente ortogonal generalizada.

Note-se que a defini¢ao de {a,,} em (ii) substitui a existéncia de uma férmula

para a funcional w, relativamente a qual a sequéncia de polinémios, {pm.}, seja
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ortogonal. A sequéncia {a,,,} é tnica, a menos de um factor multiplicativo. O
ponto (iii) da proposigao é fundamental na andlise de Krall e Sheffer: a propriedade
de uma sequéncia de polinémios ser sequéncia de polinémios fracamente ortogonal
generalizada, é invariante para uma transformacgao linear nao singular (cf. Obser-
vagao na pagina pg.62). Sao encontradas nove classes de sequéncias de polindmios,
solucoes da equacao diferencial, que s@o no minimo sequéncias de polinémios fraca-
mente ortogonais generalizadas, sendo que um dado representante de uma classe é-o
a menos de uma transformacao linear nao singular. Pertencer a uma destas classes,
é um analogo fraco de ter um determinado tipo de intervalo de ortogonalidade, no
caso dos polinémios classicos em uma variavel - ’fraco’, com o sentido de ”a menos

de uma forma explicita para a funcional w”.

4.6 Solugoes Polinomiais da Equacao Diferencial Admissivel
de Segunda Ordem

As nove sequéncias de polinémios ortogonais encontradas por Krall e Sheffer, solugoes
de uma equagao diferencial do tipo (4.4.5), pg.64, e que s@o pelo menos sequéncias

fracamente ortogonais generalizadas, sdo as seguintes (]20]).

1. Polinémios de Hermite

{Ho-rr(z,y), k=0,1,---,n}, com H, pp(2,y) = Hyp(2)Hy(y)
Fungio Peso : w(z,y) = e~ @ +¥")

Dominio de Ortogonalidade : —oco < z,y < 00

Equacao Diferencial : tg, — uyy — (zuy + yuy) + Au=0 .
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2. Polinémios de Laguerre

{Lu(e,y), k=01 n}, com L) = Lo («) L (y)
Funcio Peso : w(z,y) = 2%y e @+
Dominio de Ortogonalidade : 0 < z,y < 00

Equacao Diferencial :

TUgy + YUy + (1 +a — 2)uy + (1 + 5 — y)u, + Au=0.

3. Polinémios de Hermite-Laguerre

{Ppn(@,y), k=0,1,---,n}, comP = Hy k() Li(y)

Fungao Peso : w(z,y) = y*e ¥~ v

Dominio de Ortogonalidade : —co <z < o0, 0 <y < 00

Equagao Diferencial : w,, + yuy, — 2u, + (1 + o —y)u, + Au=0.

4. Polinémios de Laguerre-Hermite

{Psfk,k(a%y)a k= 07 17 e 7”} , com Pvgfk: - gfk:(‘r)Hn—k(y)
Funcao Peso : w(z,y) = 2% Y

Dominio de Ortogonalidade : —oco <y < o0, 0 <z < 00

Equacao Diferencial : xug, + uy, + (1 + o — 2)uy, —yu, + Au=0.

5. Polinémios Circulares

{Po—ri(z,y), k=0,1,---,n}
Funcdo Peso : w(z,y) = (1 — 22 —y?)7 :
Dominio de Ortogonalidade : 2 + 3* < 1

Equacao Diferencial :

(2% = Dty + 220ytzy, + (y° — Dy, + g(zu, + yu,) + Au =0 .
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6. Polinémios Triangulares

{Po—rr(z,y), k=0,1,--- ,n}
Funcao Peso : w(z,y) = 2*y°(1 —z —y), (a,B,7 > —1)
Dominio de Ortogonalidade : x,y >0, z+y <1
Equacao Diferencial :

(2% — T) Uy + 20YUsy + (Y* — Y)Uyy + [0+ B+ + 3)2—

— (4 a)u, +[(a+B8+7v+3)y — 1+ B)]uy + Au=0.

7. 3yugy + 2uyy — (2uy +yuy) + Au =10
8. (2?4 y+ Duge + 22y + 22)ugy + (¥* + 2y + Duy, + g(zu, + yu,) + Au=10

9. Uy, + 2zyus, + (Y2 — y)uy, + g[(x — Due + (y — @)y, ] + Au =0



Capitulo 5

Generalizacao da Formula de
Lagrange

5.1 Introducao

No capitulo 3, vimos como obter a funcao geradora de uma sequéncia de polindémios
ortogonais, utilizando a férmula de Rodrigues e o teorema de Lagrange. Neste
capitulo, vamos utilizar os resultados de Kim et al., [19],[18], e Littlejohn, [22],
para obter uma férmula de Rodrigues para os polinomios Circulares e Triangulares.
Enunciamos e demonstramos uma extensao do teorema de Lagrange para o caso
de duas variaveis. Utilizamos essa extensao, para obter a funcao geradora para os

polinémios Circulares.

5.2 Polinémios Pertencentes a Classe Basica

Seja Llu] o operador de Krall e Sheffer, definido pela equagao
Liu] = Auyy + 2Bugy + Cuyy + Duy, + Euy + Au

Definicao 5.2.1 ([18]). Diz-se que o operador L[.] em (5.2) pertence & classe

basica, se e somente se
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isto é
Az, y) = A(x) = ar® + dix + fi
Clz,y) =Cly) = ay’ + esy + fs -

Os teoremas 5.2.1 e 5.2.2, caracterizam sequéncias de polindémios ortogonais que,

pertencem a classe bésica e sdo solugdes de uma equagao do tipo (5.2), admissivel.

Teorema 5.2.1 ([18],[21]). Se {P,} € uma solu¢do polinomial mdnica da equagdao

admissivel (5.2), entao sao equivalentes as sequintes afirmagoes.

(i) Ay =C, =0, isto é, L[] pertence a classe bdsica.

(i) pno(z,y) = Puo(z) € pon(z,y) = pon(y), n > 0, d.e., puo(z,y) € pon(x,y) sdo

funcoes respectivamente de x e de y.

(iii) poo(z,y) = pao(®) e poa(z,y) = poa(y), i-e., p2o(x,y) € poa(x,y) sdo fungoes

respectivamente de x e de y.
(iv) pno € pon satisfazem, respectivamente,

A(pn())rz + D(pno)a: - /\npnO , N Z 0

C(p()n)yy + E(p()n)y = )\np()n , n>0.

(V) po e poz satisfazem, respectivamente,

A(p20)zz + D(p20)e = Aapao

C(po2)yy + E(po2)y = Aapo2 -

Neste caso, {pno()} e {pon(y)} sdo sequéncias de polinomios fracamente

ortogonais em uma varidvel, e podemos representar {P,} na forma

m—1 n—1

Prn(%,9) = P (2)Pon (1) + D D el pio(@)poj (y) . man >0,
i=0 j=0
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sendo 0S cz(;m) parametros numéricos dependentes de m e n.
Mais ainda, se a funcional de momentos candnica de {P,} € definida-posi-
tiva, entao {pno(z)} e {pon(y)} sdo sequéncias de polinomios ortogonais

classicas, definidas positivas.

O resultado que se segue fornece condicoes suficientes para que a sequéncia poli-
nomial {P,} , solugdo da equagdo admissivel (5.2), seja igual ao produto de duas

sequéncias de polinémios moénicos em uma variavel.

Teorema 5.2.2 ([18]). Sejam {P,} uma sequéncia de polinémios mdnicos, solugao
da equagdo admissivel (5.2), o a funcional candnica de {P,}, e A, = C, = B = 0.

Entao, verifica-se o sequinte.

(i) pno(,y) = pro(®) € pon(®,y) = Pon(Y) 5 € Pmn(T,y) = Pmo()P0n(y), M, 1 > 0.

(i) {P,} € sequéncia de polinémios fracamente ortogonal.
(iii) Sao equivalentes as sequintes afirmagaoes.
. {P,} € sequéncia de polinomios ortogonais (respectivamente, sequéncia de
polindmios ortogonais definida-positiva).
. 0 € quase-definida (respectivamente, definida-positiva).
- Apno()} € {pon(y)} sao sequéncias de polindmios ortogonais classicas (re-

spectivamente, sequéncias de polindmios ortogonais cldssicas definidas-

positivas).

Teorema 5.2.3 ([18]). Se na equacdo (5.2) admissivel for B =0, e se (5.2) tem
como solugdo uma sequéncia de polinomios ortogonais {P,}, entao {P,} € o
produto de duas sequéncias de polinomios ortogonais cldssicos em uma varidvel, que

sao ou do tipo Laguerre ou do tipo Hermite.

O teorema 5.2.3, caracteriza as sequéncias de polinémios ortogonais correspondentes

as equagoes diferenciais dos primeiros 4 casos da secgao 4.6. Kim et al.,[18], demons-
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tram que a sequéncia polinomial solucao da equagao diferencial 7, seccao 4.6, nao é

definida-positiva.
5.3 Férmula do tipo Rodrigues, para Polinémios de Duas
Variaveis
Definicao 5.3.1 ([19]). O operador diferencial em (5.2) diz-se simétrico, se
L[| = L*].], sendo L*[.] o adjunto formal de Lagrange de L].| , dado por
L] = (Au)or + 2(Bu)oy + (Cu)yy — (Du)e — (Eu)y

Diz-se que L[.] é simetrizdvel se existe uma funcdo s(x,y), ndo nula, tal que
s(x,y) tem derivadas de sequnda ordem continuas em algum aberto, e s(x,y)L[.] €

simétrico. Neste caso, s(x,y) diz-se factor de simetria de L[] .

Teorema 5.3.1 ([19]). A fun¢ao s(x,y) € factor de simetria de L[] se e somente
se satisfaz o sistema de equacgoes
M[s] = (As), + (Bs), — Ds =0

M,[s] = (Bs), + (Cs), — Es =0,
ditas equagdes de simetria.

Teorema 5.3.2 ([19]). Se a equagdo (5.2) tem como solu¢ao uma sequéncia de
polinémios ortogonais, {P,} , entdo L[.| é simetrizdvel.
Suponha-se entdo que o operador L[.] em (5.2) é simetrizdvel e que w(z,y) , ndo

identicamente nula, é um factor de simetria de L[.] . Entdo w é qualquer solucao

nao identicamente nula das equacoes de simetria:
M [w] = (Aw), + (Bw), — Dw =0
M,[w] = (Bw), + (Cw), — Ew =10 .

Vamos resolver este sistema em ordem a w, e w, . Temos

A;w + Aw, + Byw + Bw, — Dw =0
B,w + Bw, + Cyw + Cwy, — Ew =0
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isto é
v — -C(A;,+ By — D)+ B(B, +C, — E)]w
* AC — B2
w —A(B,+Cy,— E)+ B(A, + B, — D)w
v AC — B2 ‘
Fazendo
a = B?— AC

f=C(A,+B,—D)—-B(B,+C,—E)
v=AB,+C,—FE)—B(A,+B,— D),

podemos escrever

{ aw, = Pw

aw, = yw
O teorema seguinte garante que nos casos de interesse, B2—AC nao é identicamente

nula.

Teorema 5.3.3 ([19]). Se a equagdo (5.2) tem uma sequéncia de polindmios or-
togonais como solucio entao B? — AC' € nao identicamente nula, em qualquer

subconjunto aberto do plano.

Notar que na equacao (5.3) se tem, grau de « menor ou igual a 3, grau de
[ menor ou igual a 2 e grau de  menor ou igual a 2.

Decomponham-se A B e C da forma
A= AA;, B=AB,Cy C = CCy
com A;,C; nao identicamente nulos. Temos entao
a=ACiag, B=CiB, v=417%,
sendo
g = A1 BIC, — AyCy
Bo=A1By(E—-B,—-C,) —Cy(D— A, — By)

Yo = Blcl(D - Az - By> - AQ(E - Bx - Cy) .
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A equagao (5.3) fica

pPWy = ﬁow
qWy = YoWw
com
p=A, q=Ciay .

Notar que ag = A BiC) — AyCy = B1B — 2% = £24¢  Como B? — AC' no ¢

identicamente nula, o mesmo acontece com «g, p= Ajay e ¢ = Ciag . Também

grau(p) < grau(A;) + grau(ap) < grau(a) <3
grau(q) < grau(C) + grau(ag) < grau(a) < 3
grau(fo) < grau(f) <2

grau(y) < grau(y) <2 .

Teorema 5.3.4 ([19]). Seja {P,} wuma sequéncia de polindmios fracamente or-
togonal, solucao da equagao (5.2). Seja o a respectiva funcional candnica de

momentos, tal que
bOz = 500- ) qoy = Y0 - (53—18)

Verificam-se os sequintes resultados.

(i) Se
(A1)y = (C1) =0, (5.3.-18)

entao, para quaisquer inteiros m,n > 0 , temos
970, [P"q" 0] = Yo
sendo Ymn(x,y) um polinémio de grau menor ou igual a 2(m +n) e
(o, 0%y ) =0, 0<k+1<m+n, (k,1) # (m,n) .

A equagao (5.3.4) é uma formula de Rodrigues.
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(ii) Se se verificam as condi¢oes (5.5.4), e

{ grau(p), grau(q) < 2
grau(fy), grau(yy) <1

entao verifica-se (5.3.4), com grau de ), menor ou igual a m+n , e

(0,8 Y V) =0, 0<k+l<m+n, (k) #(m,n)

(iii) Se o € quase-definida e se se verificam (5.3.4) e (5.3.4), entao verifica-
se (5.8.4) e {¥,}, com YV, = [Yno, Yn_11," - ,Yon], € uma sequéncia de

polinémios fracamente ortogonal, relativa a o , e satisfaz a equagao (5.2).

Prova([19])
(i), (ii)
Suponhamos que se verifica (5.3.4). Entao, para qualquer polinémio 7 = 7(z,y) e

quaisquer inteiros m e n, temos

m—1_n m n—1

0:(p"q"mo) = mp,(p™ " q"7o) + ng.(p"'q" " mo) + (p"¢"7.0) + (p"q" TO,)

m—1_n

p Oy
=p"" " o[mp,m + "z T+ DT +pr—] .
Atendendo a que

A
nqmgﬂ =n[(C1)za0 + C’l(ao)x]glﬂ =nA (o).
1

e

O 3

pr—==pr= = for

o p

temos
O (p"q"wo) = p" ¢ o lmp,m + nAi(ao)em + pry + Borr] -
Fazendo
T = mpm + nAj ()T + prs + Pom

temos

m—1_n

0.(p"q"mo) = (p™ q"m)o .
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De forma anéloga se demonstra

m n—1

oy(p"q" o) = (p"q" Mo,
com

7y = mCi (), T + ngym + qmy + Yo .

Graus de m e my : de (5.3) e (5.3), temos

{ grau(m) < grau(r) + max{grau(p) — 1, grau(f)}
grau(ms) < grau(m) + max{grau(q) — 1, grau(yo)}

com
0 < max{grau(q) — 1, grau(y)}, maz{grau(p) — 1, grau(fy)} < 2
De (5.3) e (5.3), vem
0y[0.(p"q"70)] = 9, [(p" " " m)o] = (PN )
sendo, por via de (5.3)
grau(r) < grau(my) < grau(r) +4 .
Apbés m +n derivagoes, temos

0,0 (p"'q"m0) = Tpimo

com
grau(m) < grau(m,1m) < graur +2(n +m) .

Fazendo m = 1, temos grau(¢m,) < 2(m+n). Por outro lado, se for grau(p, q) < 2

e grau(fp,v0) < 1, entdo (5.3) escreve-se

0 < mazx{grau(q) — 1, grau(yy)}, maz{grau(p) — 1, graufp} <1,
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e (5.3) fica
grau(r) < grau(m,m) < grau(m) + (n+m) .
Fazendo
=1,
temos
aga;n(pmqno_) = Yyno
com

grau(m,) <m+n .

A equacdo (5.3.4), resulta de (o, 2%y!,) = (Wpno, 28y') | ou seja

(O oy(pmqto), ztyt) = (1) (p"q" e, 97 (a*y')) = 0, sendo 0 < k41 < m +n,
(k1) # (m,n).

(iii)

Vamos agora mostrar que, se o ¢é quase definida, temos grau(¢,,,) = m+n e
(0, 2™y "Ymn) # 0, m,n > 0. Suponhamos por hipétese que grau(ty,,) <m-+mn—1,
m+n > 1. Entdo, ¢, = 0, porque (o, mp,) = 0, para © € Pp,1pn_1, por (5.3.4),
e por ser o quase-definida. De facto, o lema 4.2.1, pg.53, permite-nos afirmar o
seguinte. Dado o mondémio z™y", existe um e um so6 resto, r,,1,_1, de grau menor

ou igual a m +n , tal que
"y 4+ roan—1 L Pman_1 -
Mas entao também se verifica
(@™Y" + Tmtn—1 + Vmn) LPrmgn-1 ,

que contradiz o lema, a menos que seja ,,, identicamente nulo. Temos entao
8;“8;‘(pmq”a) =0, peloque p=0 ou g =0, o0 que é uma contradicao. Entao,
grauw(Vmn) = m+n e (o,2"Y " Yy,) # 0, para m,n >0 .

Vamos também mostrar que os {wnfj,j}?:o , n =0,1,---, , sao linearmente
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independentes, a menos de parcelas pertencentes a P,_; , isto é, {V,} , com
U, = [¥no, Yn—1.1," " ,Yon] , ¢ uma sequéncia polinomial. Suponhamos que ¢(x,y) =
Z?:o Cjtn_j; , sendo os Cis constantes, ¢ um polinémio de grau menor que
n . Por (5.3.4), temos (o, ¢(x,y)m(x,y)) = 0, para qualquer w(x,y) € P,y .
Como o é quase-definida, resulta ¢(x,y) = 0 . Como consequéncia temos
(o, (2, y)x" Fy*) = Crlo, by pra™ Fy*) = 0, 0 < k < n, o que implica
Co=C =---=0C,=0. {¥,} é entdo uma sequéncia de polinémios fraca-
mente ortogonal, relativamente a o . Além disto, {¥,,} também satisfaz a equacao

diferencial correspondente a {P,} (cf. teoremas 4.2.3, pg.54, e 4.4.6, pg.65). O

Corolario 5.3.1.

1. Se (5.2) é admissivel e se se verificam as condi¢oes de (iii) do teorema 5.3.4,
pg.76, entdo a sequéncia de polindmios {V,} , tal que V,, = [no, Y11, ,Yon s
com

1 m AN m _n
— 070, (0" q"w) = Y, n 20, (5.3.-23)

e p,q definidas como em (5.3), pg.76, € uma sequéncia de polindmios fraca-

mente ortogonal, solucao de (5.2).

2. Se (5.2) tem como solugdo uma sequéncia de polindmios ortogonais, e se sao
verificadas as condigoes de (iii), entao existe uma sequéncia de polindmios
fracamente ortogonal, monica e unica, {P,} , que € solug¢ao de (5.2), e que é

a normalizacao de W, .

5.4 Exemplos

1. Férmula do tipo Rodrigues para Polinémios Circulares

Equacao diferencial.
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Equacgao 5, pg.69.
(2% = DUy + 20Ytzy + (y° — Duyy + g(vu, + yuy) + Au =0 .
Fazendo a decomposigao (5.3), pg.75 temos
A=2%-1 B =uxy C=y>—1 D = gx E =gy

Ai=C =1 By =B=uy Ay =22-1 Co=9y*—1,

e de (5.3), pg.75 vem
ap =222 — (PP —a? — 1) =2yt — 1

Bo = zy(gy — 3y) — (v* — 1) (92 — 3z) = (9 — 3)x

Yo = zy(ge —3z) — (2> = 1)(gy —3y) = (9 — 3)y .

Temos entao

a:aozp:q:x2+y2—1.
Pelos teoremas 5.3.2, pg.74 e 5.3.4, pg.76 temos
1
—07 [« +y* = )" "] = Pn(w,y) ;. mn 20

sendo
g—3
2
)

w(z,y) = (2° +y* — 1)

um factor de simetria do operador diferencial (5.4), pg.81 - é verificado o sistema
(5.3).

A férmula de Rodrigues associada aos polinémios circulares, pode escrever-se
8= -3
Un(2,y) = (2 + > — 1) 2 000 (2 +y* — 1)z 7]

com grau(Pm,) =m+n e m,n>0.

2. Formula do tipo Rodrigues para Polinémios Triangulares
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Equagao diferencial.

Equagao 6, pg.70.

(2% — L) U +20Y Uy + (y* — Yy, + [(a+ B+~ +3)z—

— I+ a)]uy +[(a+B+v+3)y— (1 + B)]uy + \yu=0.
Fazendo a decomposigao (5.3), pg.75, temos

A=a?—2x B=uxy C=y>—y

D=(a+B+~v+3)z—(1+a) E=(a+B+v+3)y—(1+0)

A1:CL’ Blzl AQZZE—]_ Clzy ngy—l
De (5.3), pg.75, vem
ag=xy—(z—1)(y—1)=ax+y—1.
Temos entao
p=Aw=zxz(zr+y—-1) , ¢=Ciao=ylz+y—1).
Pelo teorema 5.3.4, pg.76,
1 manf,.m, n m—+n

sendo
w(z,y) ="y’ (x+y—1)7,

um factor de simetria do operador diferencial (5.4), pg.81, - é verificado o sistema
(5.3), pg.75,.

A férmula de Rodrigues associada aos polinémios triangulares, pode escrever-se

Pz oy — 1)7707 0y [v™y" (x +y — D™ w] = Ypn(z,y) ,  m,n >0,

com grau(Py,) =m-+n .

Observagao. Note-se que as férmulas de Rodrigues encontradas para os polinémios
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Circulares e Triangulares se referem, para cada caso, a uma sequéncia de polinémios
fracamente ortogonal que satisfaz a mesma equagao diferencial que esses polinémios.
O elo de ligagao entre a sequéncia produzida pela fungao geradora e a familia corres-
pondente, reside no facto de lhes estar associada a mesma sequéncia normalizada -
a Unica sequéncia de polinémios fracamente ortogonal ménica que resolve a equagao

diferencial (cf. o teorema 4.2.3, pg.54, e o corolério 5.3.1, pg.80).
5.9 Extensao da Férmula de Lagrange

Vamos demonstrar uma extensao para duas variaveis do teorema de Lagrange, 3.4.3,

pg.37. Para tal, é necessario o seguinte lema.

Lema 5.5.1 (Favard, [11]). Sejam f(z1,22) e ¢(z1,22) fungoes holomorfas num
dominio D, anulando-se ¢(z1,22) no ponto (&1,&) € D e tendo neste ponto

derivadas parciais de primeira ordem nulas, de modo que

¢ =ai(z1 — &) + 2a12(21 — &) (22 — &) + aga(22 — &)* + -+

supondo que a2y — ayias > 0. Entdo

1
Ar? ot e 2y/ayy — 110z

sendo aj1, aia, a9y calculados no ponto (&1, &) e definindo 1,72 um dominio

contido em D ao qual pertence contém o ponto (&1, &).

Prova
A igualdade ¢ = a11(21 — &1)% + 2a12(21 — &) (20 — &) + aga(20 — &)* + -+ -, pode

escrever-se da forma

¢ =an (2’1—51)24‘2@12(21—51) (22—52)4‘@22(22—52)2— H (21—51, 22—52) HR2(21—€1, 22—52)7

com lim;, .,)—(¢;.6) 22 =0 . Fazendo G = arn(z1 — €)%+ 2a12(21 — &) (20 — &) +
age(z9 — &2)?, temos

1 f 1
R Ldz A dz :__/ = dzy Ndzy .
A fo e d T Am ), Gl (51— & — &)|[Re/G T
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Escolhendo 7 e v, tais que |[[(z1 — &1, 20 — &)||R2/G| < 1, fica

1 f 1 S
e Sdahdn =—7— ~ 21— &1, 20 — &) || R2)" /Gy N dz
472 [ sy @ ! 2 472 [ G; 1(z1 = &1, 22 — &)[| R2)"/ 1 2
12 Z/ Z([(z1 — &1y 20 — &) || R2)" /G dzy N dzy .
Ar 'Yl><72

Como g—;(H(zl —&1,290 — &)||Re)™/G™  é analitica para n > 0, no dominio limitado
definido por ~; X 7, temos

1 1
) idzl A dZQ =" 5 idzl N dZQ .
Ar Y1 X72 ¢ Am Y1X72 G

Vamos entao calcular o integral

L j
A2 o s a11(21 — §1)% + 2a12(21 — &) (22 — §2) + aga(z0 — &2)?

I=- le/\dZQ.

Podemos escrever G da forma

o [21_51722_& } {au a12} {2:2}

Q12 A22

ai; aig

ae a } ¢é simétrica, existe uma matriz U, unitaria, tal
12 G2

Como a matriz A = [

que

T A0
UAU—{O Ao |

sendo Ai, Ay os valores proprios da matriz A.

Fazendo entao a mudanca apropriada de varidveis, temos

1 f*(tht?)

[=—— St
47T2 VEXYE )\125% + )\Qt%

dty A dts,

correspondendo  f*(t1,t2),7vi(t1), 73 (t2), respectivamente a f(z1,22), 71(21), 12(22),

apés a mudanca de varidveis. Escrevendo agora

Mt + Aoty = (Vi — vV =data) (Vit + V= ata),

e fazendo a mudanca de variaveis

v = \/>\_1t1 —V—=Aoty, V= \/>\_1t1 + V= Aata,
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temos

2/ Mt = v +v2, 2y —NAaly = vg — vy,

1 [ (v1, v2) 1
I = - / - d'U A d'U = {** 07 O 2 a2 — a1 a ,
472 - V15 92 /—_)\1/\2 1 o= f ( )/( \/ @12 11 22)

correspondendo f**(vi,v2), 77" (v1), 73" (v2), respectivamente a f*(t1,22), 77 (t1), 73 (t2),

depois de operada a mudanga de varidveis. Note-se que f*(0,0) = f(&,&) . O

Teorema 5.5.1 (Extensao da férmula de Lagrange [11]). Sejam fi = fi(z1,22) e
fo = fo(z1,20) fungdes holomorfas numa vizinhanca do ponto (ay,as) € C* | tais

que o sistema

O1 =2 —a; — U1f1(21722) =0

P2 = 29 — Qg — U2f2(21,2’2) =0,

defina z1 e zy como fungdes de wuy; e wus , na vizinhanga do ponto (z1,29) =

(&1,&) com ¢1(&1,&) = 02(&1,&) = 0 . Seja ainda [ = f(z1,22) uma fun¢ao

holomorfa na vizinhanga de (a1,as) . Entdo, € vdlida a sequinte igualdade

omo"
|:8zmazn ( 1mf§f):| m,n
v (21,22)=(a1,a2) U1 Ug

f(a,az) m!n!

f(&1,62) _ i

(5.5.—2)
f(al a2) {g((%,@))
’ 21,22

m,n=0

:| (&1,€2)

Prova([19])

Vamos mostrar que

aern

1 f ©
42 /ﬁ o 2 D102 ” m%;o m!n! 027" 025 (FA12)

com a; pertencendo ao interior geométrico de ~; e ay pertencendo ao in-
terior geométrico de 7, . Vamos obter um desenvolvimento em série para a ex-

pressdao 1/(¢1¢2) . Admitindo u; e wuy tais que |ugfi(z1,22)/(21 —a1)| <1 e



86 Generalizacao da Férmula de Lagrange

|ua fo(21,22) /(22 — az)| < 1, temos

r 1 1
P192 B 21— Gy — Ui fi 22 — az — uz fo
B 1/(z1 — ay) 1/(2z9 — a2)
Cl—wfi/(zm = a) 1 —ugfa/ (2 —ag)

o0} o

_ 1 3 uy 1" 1 3 uy f3
Z1 — ay (21 — al)m Z9 — A9 0 (22 — CLQ)”

m=0

. Z ut'uy f1" f3'
(z1 — a m+1(22 — ap)"

m,n=0

A série é uniformemente convergente. Podemos por isso escrever

m £n
0 "X

(21 — ap)m (29 — ag)"*!

f
d d
4ﬂ/azlb¢m2@ m2

Aplicando o teorema de Cauchy, obtém-se

1 = utuy ot
b L goindsn =3 U (FI713)

m,n=

2 1| m n
47 vF i D10 =, min! 027028 (o1,22)=(a1,02)

O segundo membro é uma férmula de Rodrigues.

Vamos agora mostrar que

_%/ f le /\dZQ f(€1,£2)

vi D102 [D(¢1,¢2):| '
D(z1,22)
1,€2)
Facamos G = ¢1¢2 . Temos
10°G 10%¢, 01 09 32%
M=99.2 "2 02¢2 Oz al+¢1 22
1 0°G B 0% ¢, 10¢1 0y 10¢, 8¢2 1, 0%¢p,

o2 +

+ 501

d2 = 2 0z 029 2 079 07

5821822 0202 021029

vy LG 1500 00,00, ¢y@
22_2822 282 2+ 82282 ! .
No ponto &, &, fica
06,00
1 821 821

_ 1061 0¢, N 10¢1 09
2 821 822 2 822 821
91 8¢2

Ago =
8 Z9 8 22



5.6 Exemplos de Funcoes Geradoras 87

2/ a3y — ana 18¢1 8¢2 10¢: 9 2_ 0¢1 Oy 01 D9y
2 e 2 821 622 2 02’2 0z1 621 621 622 822’

ou seja

[ [{06:106s  36196:\° _ [D(¢r, )
2y/ a1z ~ antz = \/(821 Ozo Oz 821> N [D(zl,z )

2 } (&1,62)

Utilizando agora o resultado do lema 5.5.1, obtemos a expressao (5.5), concluindo a

demonstracao. O

5.6 Exemplos de Funcoes Geradoras

1. Polinémios de Hermite

Facamos as seguintes substitui¢oes na férmula de Lagrange, (5.5.1).

f(zl7 22) = lU(Zl7 22) — eXp—(x2+y2)

fi(z1,20) =1 =0(2)

fg(Zl,ZQ) =1= O'(ZQ) .
E imediato o célculo do zero (&,&) do sistema

o1 =2z —a; —u =0

P2 =2 —az —us=0.
Temos

1 =u+ap =&

Zg =Us +ag =& .
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Fazendo na férmula de Lagrange, (5.5.1),pg.85 (21, 22) = (&1,&) e depois (ag,a2) =

(x,y) , obtemos a seguinte expressao para uma fungao geradora, G(z,y,uq,us)

G(ZL’, Y, Uy, UQ) = f(gh 52) = eXp_[(u1+a1)2+(u2+a2)2)} /exp—(a%—&-ag)
D b
o) | 525
= exp[—[(uf + 2u101) + (13 + 2us0,)]]
= exp[—(uf + 2wy + uj + 2zu,)]

com

2. Polinémios Circulares

Facamos as seguintes substituigoes na férmula de Lagrange, (5.5.1) - ver (5.4), pg.81.

Flz1,2) = w(z, 20) = (1 — 22 — 22)"5"

fi(z1,22) = p(z1,20) = 27 + 25 — 1

fa(z1,2) = q(z1,20) = 2i + 25 — 1.
Calculemos um zero (&;,&;) do sistema

pr=21—a; —u(zi+25—1)=0

Go =20 —az —us(z + 25 —1) =0 .
De (5.6) vem

w2y — 2z +ap +u(z5 —1) =0

1+ /1 —dufa; +ui(22 = 1)]
2u1 .

= 21 =

Se u; — 0, entdo uma raiz de (5.6) tende para infinito e a outra para a; . Como

ay pertence ao dominio limitado definido pelo caminho de integracao ~; , o zero
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que interessa na formula de Lagrange é

1= /1 —4ugfay + ug (23 — 1)]
N 2U1 '

&1

89

Substituindo esta expressdo para z; em (5.6), fica (com A = 1—4u;[a;+uy(25—1)])

1-2VA+A  ,
T 22_]_

& dudzy — Auday — us(1 + A) + 2upVA — ugdud(z2 — 1) =0

ZQ—CLQ—Uz[

416%22 — 4ufa2 — 2ug + 4ujusay + 2u2\/z =0

4u%z2 — 4u§a2 — 2ug9 + duquga; = —2u2\/Z
Quadrando ambos os membros

uiA = [(2ulzy — 2uias) + (—ug + 2uiusay)]?
S ui[l —4uy(a; +u (22 — 1)) =
= [2ul(z — a9)]* + 4ul(zp — ag)(—1 + 2uiay )ug + ui(—1 4 2uya,)?
= duf (2] — 2a920 + a3) + 4uiug(zp — az)(—1 4 2uyay)+
+uz(1 — duya; + 4uia?)
= dufz; — 8ayuiz + 4uta; + duius(—1 + 2ujas)zo—
— dufugas(—1 + 2uyay) + us(1 — duya; + duial)
= dufzs + [duius(—1 + 2ujay) — Saguf]zy + 4uias—

— dujugas(—1 + 2uyas) +uz(l — 4dujay + 4uiai)

isto é

ui(1 — 4uy(ar +ui (25 — 1)) = 4duizd + [4udug(—1 + 2uiay) — Sasui]zy + 4ujas—

— 4ulugag(—1 + 2uias) + ui(1 — 4uya; + 4uia?) |
Designando por B o segundo membro de (5.6), temos

1+ &5 —alg +1=4

4uy uy
=
1 _ _B_ _a .2 }
W TR w +1=2z. (5.6. 31)
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De (5.6), temos

B L Ui 1 uf L U
—— = 25— + [—(—1+2wa) — 2a0— |20 + a5——
1022 22 + [u2( + 2uyas) QU%] 2+ 22

1
- U—Q(—l + 2uyan) + 4—1@(1 — duyay + dufal)

Substituindo esta expressao em (5.6.-31), fica

2 2 2 2
uitus 2 1 us o u? as
S et [U—Q(—1+2u1a2) —2a2E]22—a2u—§+u—2(—1+2u1a1) _

_ﬁ(l — 4uyay +4u%a%) + ﬁ — % +1=0
= (U% + ug)Z% + [U2(2U16L1 — 1) — 2a2u%]22 -+ a%u% _ a2u2(_1 + 2u1a1> +

—i—ﬁ(—llu ay +duia?) — 1 — &
o7 (TR T dugay

Temos entao a seguinte expressao para 2o

2@2'[1/% —ug(2uija; — 1) & \/[ug + 4u%u% + 4u§ - 4u1u§a1 — 4u‘2*a% — 4uga2 + 8u1u%a1a2 - 4u%u%a%

2(u% + ug)

zo =

Fazendo u; — 0 temos

Uy + \/ui — dud(—1+ a?) — 4uday

LMy, 020 = 20
Se nesta expressao fizermos us — 0 , tomando o sinal - & esquerda do radical,
temos 25 = as . Se tomarmos o sinal "4’ a esquerda do radical, temos zy = oo .
Como as pertence ao interior do caminho de integragao <, , 0 zero que interessa
na férmula de Lagrange é

2a2u% —ug(2uja; — 1) — \/ug + 4u§ug + 411% - 4u1u%a1 — 4u%a% — 4uga2 + 8u1uga1a2 - 411%11‘%(1%

2(u% + u%)

&2 =

Fazendo na férmula de Lagrange, (z1,22) = (£1,&) e depois (ay,a2) = (x,y) ,

obtemos a seguinte expressao para uma fungao geradora, G(z,y,uy,us)

f(61,&) (1— €2 — g2)(s-3)/2 1

G(I7y7u1au2) = =
14+ 2(uiéy — u0és) (1 — a2 — y2)9=3)/2
fla, a2) {—%((ﬁijfjf} (s = o) { )
- m an 2 2 9=3 L min UTU’EL
=3 [oropte + g7 -1y
com

D(¢1,
{D((ii, ZQ;} = (1 = 2u121)(1 — 2ug2) — dugup2zizo = 1+ 2(ur21 — u222)
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1= /1 —duay +uy (8 — 1))
N 2U1

&1

4
2

2 74ugy+8u1u

3
2

zy74u%u%y

2

5 - 2yu%7u2(2u1zfl)f\/u%+4u%u§+4u%74u1u§zf4u
2 2(u%+ug)
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