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1- AMBITO DO TRABALHO

O tema escolhido para a aula tedrico-pratica a que se refere este relatério consta
actualmente do programa de duas disciplinas de duas licenciaturas diferentes. Investigacéo
Operaciona (licenciatura em Economia) e Métodos de Apoio a Decisdo (licenciatura em
Organizacéo e Gestdo de Empresas). Optou-se por tratar 0 tema no contexto do programa de
Investigacdo Operacional (licenciatura em Economia), dado que o autor € responsavel por
algumas turmas préticas dessa disciplina no ano lectivo 1994/95. Nao haveria, no entanto,
alteracOes significativas caso se optasse por inserir 0 tema no contexto da disciplina de Métodos
de Apoio a Decisdo. A carga horaria semanal da disciplina de Investigacdo Operacional
(licenciatura em Economia) € de duas horas tedricas e duas horas préticas.

O programa da disciplina de Investigacdo Operacional (4° Ano, 2° Semestre, licenciatura
em Economia) € o seguinte:

1. Introducéo ateoria da deciséo

2. Programacéo linear

3. Algoritmos para problemas de transporte e afectacéo
4. Optimizagéo em redes

5. Filas de espera

O programa actual carece de dois outros temas com alguma importancia para o tema das
filas de espera: cadeias de Markov e smulagéo. O tratamento pedagogico do tema da teoria das
filas de espera € influenciado pela auséncia desses temas (principalmente o primeiro) do
programa.

Assumir-se-a que os alunos estdo familiarizados com conceitos de andlise matematica e
estatistica leccionados em disciplinas que antecedem Investigacdo Operaciona no plano da
licenciatura em Economia.

O tema dateoria das filas de espera, embora seja o Ultimo item do programa, € importante
no ambito do programa da disciplina, dado que ilustra uma parte significativa da investigacéo
operacional: a dos modelos probabilisticos. E aindaimportante pelo facto de ser um dos métodos
de investigacdo operacional mais leccionados nas universidades e aplicados nas organizactes
[Hillier e Lieberman, 1990]; [Lane et al., 1993]. Por fim, atendendo a que os futuros economistas
poder&o exercer funcdes de gestdo ou consultoria, é possivel que o tema seja por estes aplicado a
problemas da vida profissional.

A teoria das filas de espera nasceu de trabal hos na &rea das tel ecomunicagdes no inicio do
seculo. Posteriormente, desenvolveu-se a par das restantes técnicas de investigacéo operacional e
tem sido aplicada em areas muito distintas nos sectores secundario e terciario. Nas publicacoes



cientificas de investigac@o operacional pode encontrar-se evidéncia de pesguisa activa a nivel

metodologico em filas de espera, assim como aplicagbes bem sucedidas em indUstrias,

institui cdes bancarias e institui¢des de salide, para nomear apenas alguns exemplos.

Para preparar a presente aula houve necessidade de proceder a uma recolha de materia
respeitante ao tema. Essa recolha ndo foi de modo algum exaustiva, circunscrevendo-se apenas
ao que o autor considerou pertinente para uma aula a futuros licenciados em Economia. Dessa
recolha resultou um texto, que se apresenta em apéndice, que contém um resumo de aspectos que
se consideram interessantes para ensinar aos aunos da licenciatura em Economia. A
preocupacdo basica na seleccdo efectuada foi a de manter uma "perspectiva de Gestor”, com
énfase na modelacdo, o reflectiu as expectativas que podem recair sobre a ac¢do de apoio a
gest&o numa organizagao:

- ldentificar situagtes que podem ser modeladas por sistemas de filas de espera;

- Construir um ou varios modelos de compromisso, suficientemente realistas para o propésito
do gestor, mas a0 mesmo tempo suficientemente simples tendo em vista a obtencdo de
resultados,

- Seomodelo for suficientemente simples, obter solucdes analiticas para 0 model o;
se ndo, ter cultura especifica para pesquisar textos avancados e para dialogar com
especialistas.

O planeamento da aula, cuja base é o resumo apresentado em apéndice, teve de atender a
incerteza sobre o tempo lectivo disponivel para leccionar o tema. Dado que o nimero de horas
lectivas de um semestre tem sido sistematicamente inferior ao planeado e ao desgjavel, o temada
teoria das filas de espera, Ultimo tema do programa, nunca foi leccionado. Por esse motivo,
apesar de se pensar que duas semanas de aulas sgjam adequadas ao desenvolvimento do tema, é
provavel que o tempo disponivel se reduza apenas a uma, ou mesmo a nenhuma.

O presente relatdrio (excluindo o apéndice) parte do principio que sb esta disponivel uma
aula para leccionar o tema e, embora beneficiasse da existéncia de uma aula tedrica prévia, néo o
pressupfe. Sendo de duas horas a duragdo de uma aula, serd impossivel apresenté-la na sua
totalidade durante a prestacéo da Prova.

Optou-se por incluir o apéndice neste relatério de modo a expor de modo implicito
algumas opc¢des tomadas e os contetidos que seriam aprofundados no caso de haver tempo para
uma segunda aula. Como consequéncia da incluséo do apéndice, haveria demasiada redundancia
caso se apresentasse 0 planeamento da aula sob a forma habitual de um desenvolvimento textual.
Em vez disso, a aula é apresentada de forma esquematica, explicitando objectivos, contelidos e a
estratégia a seguir. Embora sgja de leitura mais dificil, este tipo de abordagem é o habitua mente
eleito no ensino de pedagogia e ndo enferma do pressuposto da existéncia de um texto a ser lido
(eventual mente apds memorizacdo) naaula.



2- PLANEAMENTO E RESUMO DA AULA

O apéndice apresenta um desenvolvimento metodoldgico da teoria das filas de espera,
podendo constituir simultaneamente a base de um texto de apoio aos alunos da disciplina. O
desenvolvimento apresentado no apéndice, bem como o planeamento da aula, resultaram
sobretudo da convicgéo de que ndo se deve sobreavaiar a importéancia do calculo de resultados
para um dado modelo. Considera-se importante evitar que dado modelo sgja utilizado sem que
estejam percebidos os pressupostos do mesmo como delimitadores da sua adequagéo a realidade.
Por outras palavras, pretende-se evitar que os alunos obtenham resultados correctos para um
modelo inadequado. Nessa perspectiva achou-se interessante incluir no desenvolvimento em
apéndice uma seccdo como a 5.3, de carécter quase aneddtico, mas que apresenta aos alunos o
caminho por vezes esquecido que distancia a teoria da aplicacdo prética. Esta seccéo esta
incluida no capitulo 5, problemas de decisdo, ao qual se atribui grande importancia, que deriva
de ser adecisdo o fim Ultimo dateoria das filas de espera.

A aula tedrico-prética a que se refere o presente relatério esta planeada para um tempo
lectivo de duas horas. No entanto, € de admitir que essa duragdo seja insuficiente, sobretudo se
os alunos tiverem a receptividade esperada e participarem activamente na aula ou, pelo contrério,
revelarem dificuldades em acompanhar o ritmo proposto. Sendo a tematica das filas de espera o
altimo item do programa da disciplina de Investigacdo Operacional, 0 numero de horas
disponivel para o apresentar € muito incerto e provavelmente escasso. Por esse motivo,
apresentam-se 0s contelidos por uma ordem que parte do geral para o particular e do
imprescindivel para o acessorio.

A importécia atribuida & situacdo de decisdo, bem como 0 seu caracter potencialmente
motivador, conduziu a sua escolha para inicio da aula. Apela-se a intui¢o dos alunos para que,
ainda que desconhecendo os contelidos a leccionar, compreendam a sSituagdo basica de
COMpPromisso entre 0s custos associados a espera em filas e os custos associados a reducdo dessa
espera.

A aula continua com a exposicd do modelo de fila de espera e suas caracteristicas,
culminando na notagcdo de Kendall. De seguida apresentam-se as medidas de desempenho no
estado estacionario, insistindo-se no caracter estocastico do processo que se pretende descrever e
na natureza do estado estacionario. Exemplifica-se a problemética da escolha das medidas de
desempenho através do descrito em [Kolesar, 1984]. A férmula de Little serd mostrada sob a
forma que [Ravindran, 1987] aconselha — L = R W — em vez da habitual L = A W, mais
restritiva. Para esta, como para as restantes rel agdes existentes no estado estacionario, apela-se a
intuicdo do aluno para que este aceite os resultados sem recurso a demonstragoes formais.
Terminar-se-a esta parte com um exemplo.



Apos ter contactado com uma visao global dos sistemas e modelos de filas de espera, 0
aluno seré desafiado a ponderar algumas questfes, a que se dara resposta no decorrer da aula:

- Serd suficiente ter uma taxa de servico superior a taxa de chegada para se proporcionar um
bom nivel de servigo?

- Se ataxa de servico de um servidor A for duas vezes superior a taxa de servico de um
servidor B, pode-se concluir que os tempos de espera médios num sistema com o primeiro
servidor seréo metade dos de um sisterma com o segundo?

- Ao ter dois servidores em vez de um, o tempo de espera € reduzido em metade?

Nesta altura entra-se nos contelidos mais técnicos que constituem o tema dos model os de
Markov. Em primeiro lugar, tentase munir o aluno de conhecimentos que lhe permitam
discernir se € ou ndo justificavel a adopgdo da distribuicdo exponencial nos seus modelos.
Seguidamente parte-se dos graficos dos processos nascimento-morte, com breve referéncia aos
Seus pressupostos e as equagdes de Kolmogorov, para obter soluces analiticas. Esta escolha
constitui um compromisso entre abordagens escolhidas por autores que exploram com alguma
profundidade as cadeias de Markov (p. ex. [Hillier e Lieberman, 1990]), e abordagens
encontradas noutros autores que apresentam apenas os resultados sem qualquer justificagdo para
0s mesmos (p. ex. [Anderson et. a., 1991]). O objectivo € exemplificar como se obtém solucdes
analiticas para alguns modelos e tornar 0 aluno apto a calcular solu¢des para outros modelos de
Markov. Omite-se a utilizacdo de tabelas e gréficos para obtencdo de solucdes, por se considerar
gue as calculadoras e os computadores tém relegado tais elementos auxiliares para segundo
plano.

Apébs a apresentacdo dos processos de nascimento e morte propde-se aos alunos um
exemplo de aplicacdo concreta, seguido do exemplo do modelo M/M/1 genérico. De seguida,
representam-se os diagramas de transi¢do para alguns model os genéricos mais complexos como
exercicio.

A aula conclui-se com exemplos de tomada de deciséo utilizando modelos de Markov.
Estes exemplos permitem responder as questes |evantadas anteriormente.

O pouco tempo disponivel implica que temas como o factor humano, os modelos néo
markovianos, a obtencdo de resultados e as redes de filas de espera figuem de fora de uma
primeira aula. Acentua-se porém que uma segunda aula onde estes temas fossem abordados seria
de inegavel interesse.



3-AULA: OBJECTIVOS, CONTEUDOSE ESTRATEGIAS

3.1. Motivagdo

Objectivos.
- Conhecer o proposito dateoria das filas de espera;

- Reconhecer na teoria das filas de espera um método da investigacdo operaciond
probabilistico e descritivo;
- Compreender o compromisso envolvido na situacéo de decisdo.

Conteudos:

- Propésito dateoria das filas de espera;
- Natureza dateoria dasfilas de espera;
- Problemética de deciséo.

Estratégias.

a) Exposicdo oral focando os seguintes aspectos:

» Dar exemplos de formacéo de filas de espera como um fendmeno comum, especiamente 0s
n&o associados ao sentido comum do vocabulo "fila".

* Incluir o exemplo de uma viagem por via aérea. Primeiro podera ser necessario esperar numa
fila para comprar a passagem. O vendedor do bilhete tera de verificar se ha lugar no aviéo,
eventual mente esperando numa fila de espera pela resposta. No terminal de embargque forma-se
novamente uma fila, assim como para entrar no avido. Ao avido é atribuido um nimero que
indica a sua vez na fila de espera para descolar, e quando finamente chega ao destino tem
novamente de esperar por uma pista de aterragem e por um terminal de desembarque. O
passageiro terd entdo de esperar numa fila para desembarcar e terd que esperar pela sua bagagem.
Conclui deste modo a sua viagem aérea e, pacientemente, chega afila de espera para apanhar um
taxi...

* A andlise de filas de espera € um método descritivo e probabilistico.

* O objectivo da teoria das fil as de espera (também designada por teoria de sistemas estocasticos
de servico) € o de obter model os adequados de situagdes em que se formem filas, de modo a
prever 0 seu comportamento. Esse comportamento, expresso por diversas medidas de
desempenho, pode servir de base a tomada de decisdes sobre 0 sistema em causa.

* A situag8o de decisdo: escolha entre sistemas alternativos anteriormente a sua colocagéo em
funcionamento.

» A tomada de decisdo: compromisso entre 0s custos associados a espera em filas e 0s custos da
reducdo dessa espera.



b) Acetato: Obtencdo do nivel de servi¢co que minimiza o custo

A

"""" Custos de esperc
————— Custos de servico

Custos totais

Nivel de servico

Sol ucéo

b') Exposicao oral focando os seguintes aspectos.

* 0 custo total esperado € igual ao custo esperado de fornecer um determinado nivel de servico,
adicionado ao custo esperado pela estada em fila resultante do nivel de servico oferecido.

» Exemplos de custos: salario de fucionérios que prestam o servico (custo de servigo), perda de
bens voléteis, tempo ndo produtivo de funcionarios e ma imagem com gue o cliente fica (custos
de espera).

3.2. O modelo defila de espera

Objectivos:
- Indicar os componentes basicos de um modelo de fila de espera;

- ldentificar componentes basi cos dada uma situacéo apropriada a um model o de fila de espera;
- Descrever as caracteristicas de um modelo de fila de espera;
- Classificar filas de espera através da notacéo de Kendall.

Conteudos:

- Componentes béasicos de um modelo de fila de espera;
- Caracteristicas de um modelo de fila de espera;

- Notacéo de Kendall.



Estratégias.
a) Acetato: Modelo defila de espera
Sistema de fila de espera

| Clientes
.| Clientes,  Filade M ecanismo de servidos
Popul agéo -—LI esperal ™ servico —l—>l

a') Exposicdo oral focando os seguintes aspectos:

» Os componentes de um modelo de fila de espera sdo a populacdo ou fonte de potenciais
clientes e o sistema de fila de espera (que pode designar-se apenas por "sistema"). O sistema €
constituido pela fila de espera propriamente dita e pelo mecanismo de servico que serve 0s
elementos na fila de espera. O mecanismo de servico, que pode compreender um ou mais
servidores, serve os clientes por uma ordem determinada pela disciplina de servico.

» Um cliente € uma entidade contavel originéria de determinada populacdo, que espera pela sua
vez de ser servido na fila de espera (considera-se entdo que ja entrou no sistema), ocupa um
servidor durante um certo tempo e por fim deixa o sistema.

» Exemplos: chegada de aviGes a um aeroporto, conjunto de maquinas que avaria frequentemente
requerendo o servico de um reparador, central telefonica.

* Identificagdo de uma unidade cliente e de uma unidade servidora, através de exemplos (uma
familia que compra bilhetes para o teatro; um conjunto de mecéanicos que reabastece de
combustivel um automovel de formula 1) e de uma regra prética (nUmero maximo de clientes
que € possivel servir simultaneamente).

b) Acetato:

Para se construir um modelo de fila de espera ha que tomar em conta 0s seguintes factores:
- natureza da popul agéo;

- lel estatistica que descreve o nimero de chegadas (de clientes) por unidade de tempo;

- capacidade do sistema;

- disciplinade servico;

- mecanismo de servico;

- lel estatistica que descreve a duracéo do servico prestado a cada cliente;

b') Exposicao oral focando os seguintes aspectos.
(Populacao)
» Uma das caracteristicas mais importantes da populacéo € o seu tamanho (finito ou infinito).



» A andlise do sistema torna-se geralmente mais simples quando se considera uma popul agéo
infinita. Na pratica, as situagdes em que ha um conjunto muito numeroso de clientes potenciais
podem ser modeladas como tal. Por exemplo, a populagdo que utiliza o bar da Faculdade de
Economia pode ser considerada infinita, embora em rigor néo o sgja.
» Umaregra prética € ade considerar a populacéo infinita em todos 0s casos, excepto aqueles em
gue o numero de clientes que pode chegar ao sistema num dado intervalo de tempo dependa
significativamente do tamanho da populagdo nesse intervalo. Por exemplo, numa situagdo com
10 maguinas e um reparador a probabilidade de se avariar uma méaquina na préxima hora
depende do niUmero de maguinas gque esteja a funcionar.
(Processo de chegada)
* Processo deterministico ou estocastico. Num caso como no outro interessa sobretudo a taxa de
chegada, que é o nimero de clientes que em média chega ao sistema por unidade de tempo.
* Nesta aula considera-se que os clientes chegam independentemente uns dos outros e
individual mente.
(Capacidade do sistema)
* Define-se capacidade como o nimero maximo de clientes que pode estar simultaneamente no
sistemade fila de espera (pode considerar-se infinita).
* A introducéo de uma capacidade finita no modelo implica maior complexidade.
* Num sistema com capacidade finita admite-se a hipdtese de um cliente ndo entrar no sistema
por este ter a capacidade esgotada. Assume-se entéo que o cliente ndo tenta regressar.
» Exemplos: salas com servidores ATM e servidores ATM navia publica.
(Disciplina de servico)
* A disciplinade servico é umaregra (ou um conjunto de regras) que define a ordem pelaqual os
clientes séo servidos.
* Disciplinas mais utilizadas:

- ordem de chegada (FCFS), p. ex. barbeiro;

- disciplina de pilha (LCFS), p. ex. processamento de uma pilha de documentos;

- ordem aeatdria (RSS), p. ex. processamento de pecastodas iguais;

- pré-escalonada, p. ex. consultério médico;

- esguemas com prioridades

- com preempcao, p. ex. servico de urgéncias do hospital X;
- sem preempgao, p. ex. servico de cirurgiado hospital Y.

 Por omisséo, assume-se que a disciplina consiste em servir os clientes por ordem de chegada.
(M ecanismo de servigo e servidor es)
» Necessidade de determinar 0 nimero de servidores, a sequéncia pela qual sdo visitados por
cada cliente e o processo de servico de cada servidor descrito pela lei estatistica (ou
deterministica, i.e. um nimero fixo) do tempo de servigo a cada cliente.
» Quando nada é indicado em contrario, assume-se que 0s servidores operam em paralelo e os
tempos de servico sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas.
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» Um parametro importante é a taxa de servico, que é o numero médio de clientes servidos por
unidade de tempo, por cada servidor.

(Outras caracteristicas)

« Comportamentos de "balking" (recusa), "reneging” (desisténcia) e "jockeying" (apostas).

» Custos associados aps comportamentos anteriores (exemplos. oportunidade de negécio
perdida, abandono de compras em supermercados).

» Compromisso entre realismo do model o e viabilidade de obter resultados.

¢) Quadro: Notacdo de Kendall

processo de chegada/ processo de servico / nimero de servidorey ...
Os cédigos utilizados so:
M (de Markov) paratempos entre chegadas (tempos de servi¢o) exponencia mente distribuidos

D paratempos entre chegadas (tempos de servico) deterministicos
Ex paratempos entre chegadas (tempos de servico) seguindo umale Erlang-k

G (de genérico) paratempos entre chegadas (tempos de servico) seguindo umalei qualquer

c') Exposicéo oral focando os seguintes aspectos:

* Notac&o de Kendall como veiculo de comunicagéo.

* Modelos genéricos (p. ex. M/M/s).

» Extensdo da notagdo: o quarto simbolo representa a capacidade do sistema (por omisséo
infinita), o quinto representa o tamanho da populagdo (por omissdo infinita) e o sexto representa
adisciplina de servigo de acordo com os acrénimos ingleses (por omissdo FCFS).

c') Exercicio:
Indicar o significado de M/M/9/K, M/M/s/s, M/D/UK/K e M/M/4/10/10/RSS.

3.3. Medidas de desempenho

Objectivos:

- Empregar a notagdo matemética usada para quantificar sistemas de fila de espera;
- Seleccionar em cada situacéo as medidas de desempenho mais interessantes;

- Distinguir estado transitério de estado estacionario;

- Conhecer as relagdes béasicas que existemn no estado estaciondrio;

- Reconhecer o interesse das rel agles existentes no estado estacionério.

Conteldos:
- Notacdo matematica;
- Estado transitorio e estado estacionario;
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- Medidas de desempenho;
- Relagbes basicas que existem no estado estacionério.

Estratégias.
a) Acetato: Estado estacionario

A |

Estado transitério Estado estaciondrio

a') Exposicdo oral focando os seguintes aspectos:

* No inicio do seu funcionamento o sistema atravessa um estado transitorio que podera evoluir
para um estado estacionério.

» Assume-se nesta aula que se verificam as condigdes suficientes para que o sistema atinja o
estado estacionario.

* A principal caracteristica deste estado ndo é um comportamento regular, mas sim um
comportamento em que as medidas de desempenho ndo dependem de ha quanto tempo o sistema
estd em funcionamento nem do estado inicial do sistema

b) Acetato: Pressupostos

- apopulagdo é um conjunto discreto de clientes, finito ou infinito;

- osclientes chegam ao sistema a umataxafixa;

- qualquer cliente que entre no sistema é servido;

- 0s servidores de um sistema tém todos a mesma taxa de servico;

- ataxade servigo (por servidor) ndo variacom o estado do sistema.

c) Acetato: Notacdo

Especificacdo do modelo:

A taxade chegada dos clientes (1/A é o tempo médio entre chegadas)

K taxade servico de um servidor (1/p é o tempo médio de servigo aum cliente)
S numero de servidores

p factor de utilizagdo do sistema

M edidas de desempenho:
pi Probabilidade de estaremi clientes no sistema
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b; Probabilidade de estarem ocupadosi servidores

gi Probabilidade de estarem i clientes nafila de espera

L  Numero médio de clientes no sistema

Lq NUmero médio de clientes nafila de espera

B NuUmero médio de servidores ocupados

R Taxade saidamédia, ou taxa de chegadas efectivas (entradas)

W  Tempo médio que um cliente esta no sistema
Wq Tempo médio que um cliente esta nafila de espera

c') Exposicéo or al focando os seguintes aspectos:

* Entre as medidas de desempenho, as letras minusculas indicam probabilidades, enquanto as
letras mai Uscul as indicam esperangas mateméti cas.

* R indica a taxa de saida de clientes do sistema, que € igual a taxa de chegadas efectiva , dado
gue para um sistema esteja no estado estacionario se verifica gue o nUmero médio de entradas é
igual a0 nimero médio de saidas.

» O simbolo A pode ter umainterpretacdo distinta em model os com populacéo finita.

* N&o ha medidas universalmente mais importantes.

* Geralmente procura-se uma medida de desempenho que espelhe os custos associados a
formacao de filas de espera.

» Exemplo exposto em [Kolesar, 1984]

d) Acetato: Relacbes basicas

00 00 00 s-1 0o
L=3ip g = Yig=>(@{-s)p eB=>ip+ >sp

i=0 i=0 i=s i=0 i=s
L=Lg+B (porque B € o nimero médio de clientes a ser atendido)
W =Wq + (/) (porque 1/p € o tempo médio de servico aum cliente)
p=B/s (porgue pode definir-se p deste modo)

Capacidade e populagéo infinitas=>R=AeB=A/
Capacidadefinita(K) =>R=A (1 - pk)
Lei deLittleL =RW (Lq=RWq)

d") Exposicéo oral focando os seguintes aspectos.

* Explicar, tdo brevemente quanto possivel, cada relacdo omitindo demonstracoes.

* Descrever o procedimento habitual de comecar pela determinacéo da lel da variavel aleatéria
discreta que indica 0 niUmero de clientes no sistema no estado estacionario.

e) Exemplo
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Apresenta-se agora um exemplo (adaptado do original apresentado em [Jensen, 1986]) que
ilustra a aplicagdo das relagdes existentes no estado estacionario.

Uma estacdo de correios possui trés postos de atendimento. Ocasionalmente formam-se filas de
espera (sistema de fila Unica). Efectuou-se um estudo no qua foram recolhidos os seguintes
dados:

tempo médio entre chegadas (1/A) = 30 segundos (0,5 minutos);

tempo médio de atendimento (1/W) = 1,25 minutos;

nimero medio de clientes no sistema (L) = 6 clientes.

Apenas com estes dados € ja possivel indicar bastantes caracteristicas deste sistema. Na
falta de mais informagdo assume-se um modelo G/G/3. Algumas medidas podem ser obtidas:
taxa de chegada: A = 1/0,5 = 2 (clientes por minuto);
taxade servico: pu = 1/1,25 = 0,8 (clientes por minuto);
tempo médio deesperano sistema W=L /R =L /A =6/2 =3 minutos,
tempo médio de esperanafila Wq=W - (/) = 3- 1,25 = 1,75 minutos;
n° medio de clientes nafilade espera Lq= R Wg=A Wq=2x 1,75 = 3,5 clientes;
utilizacdo: p=B/s=A/su=2/(3x 0,8) =0,8(3).

Este exemplo mostra o interesse da teoria das filas de espera ao evidenciar uma aparente
contradicdo. De facto, a utilizacgo é de aproximadamente 83%, o que implica que, se o trabalho
for igualmente dividido entre os servidores, cada servidor ndo tem nada que fazer durante 17%
do tempo (cerca de dez minutos por cada hora). No entanto, em média, estéo 3,5 clientes nafila
de espera. A natureza estocastica do processo pode conduzir a que durante algum tempo ndo
esteja nenhum cliente na fila de espera, e que noutra altura esteja um grande nimero de clientes
(maior que 3,5) aguardando ser atendido.

f) Propdem-se as seguintes questdes par a r eflexao:

- Serd suficiente ter uma taxa de servico superior a taxa de chegada para se proporcionar um
bom nivel de servigo?

- Se ataxa de servico de um servidor A for duas vezes superior a taxa de servico de um
servidor B, pode-se concluir que os tempos de espera médios num sistema com o primeiro
servidor seréo metade dos de um sistema com o segundo?

- Ao ter dois servidores em vez de um o tempo de espera é reduzido em metade?

3.4. Modelosde M arkov

Objectivos.
- Saber aimportancia dos processos de Poisson na teoria das filas de espera e suas implicagtes
na model agdo e resolucao de problemas,
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- Compreender como se obtém solucdes analiticas para a guns sistemas simples.

Conteudos:

- Propriedades dalei exponencid;

- Modelos de Markov (caracterizac&o e resolucéo);

- Processos nascimento-morte (diagramas de transi¢éo de estado).

Estratégias.

a) Exposicdo oral focando os seguintes aspectos:

» Necessidade de calcular pardmetros através de solugdes analiticas ou estimar 0s parametros
através de simulacéo.

» Modelos de Markov como um tipo de modelo para o qual € possivel obter solucfes analiticas.

* Processos de Poisson como caracteristica dos model os de Markov.

* Problema da adequagdo dos model os de Markov arealidade.

b) Acetato: Distribuicdo exponencial negativa

A Funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma variavel aleatéria continua T que segue
umalei exponencia de parametro a &

o 9t parat>0
frt)=0 P
0 , parat <0

A O

a

Algumas propriedades importantes:

1) f(t) €umafuncdo decrescente em sentido estrito;

2) ausénciade memoria, ousga P(T>t+Xx|T>x)=P(T>t);

3) sgamnv.ar. independentes T1 ~e(aq), T2 ~e(a2), ..., Th~e(ap); entdo
U=min{ T, Ty .., Tn} ~e(a),coma =_aqaj;
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4) as leis exponencia e de Poisson de parametro a estéo relacionadas, referindo-se a primeira
ao tempo entre dois acontecimentos consecutivos e a segunda ao nimero de acontecimentos
por unidade de tempo.

b') Exposi¢éo oral focando os seguintes aspectos.

« Histograma, elaborado a partir de dados colhidos por amostragem dos tempos entre chegadas
(ou tempos de servigo), como meio de falsificagéo.

« Justificagcdo da adopcao dalel exponencial paraa distribui¢cdo dos tempos entre chegadas.

* Possibilidade de utilizar uma lei exponencia para modelar a chegada de clientes de varios
tipos, ignorando as distin¢Oes, desde que cada tipo de cliente chegue de acordo com leis
exponenciais.

* Justificagdo da adopgéo dalei exponencial para adistribuicdo dos tempos de servico.

» Modelos de Markov como uma aproximagao a realidade.

c) Acetato: Processo nascimento-morte

Ao A An1 An
M1 M2 Mn Mn+1

c') Exposicéao or al focando os seguintes aspectos:

* Processos de "nascimento e morte" como um meio para obtencdo de solucdes analiticas para
model os de Markov.

* Diagramas de transi ¢oes.

* Equacdes "de balanco” e sua resolucéo.

d) Exemplo
Um modelo com poucos estados [ Jensen, 1986]

Considere-se um barbeiro cuja barbearia tém trés cadeiras. uma para servir os clientes e
as restantes para os clientes esperarem. Os clientes chegam a barbearia de acordo com um
processo de Poisson com um taxa média de chegada de 4 por hora. O tempo de servico a cada
cliente segue uma distribuicdo exponencial com média de 10 minutos. O sistema tem capacidade
finita e 4 estados, representados no diagrama de transicdes da figura seguinte. O numero de
clientes é decrementado sempre que um dos clientes é servido (0 que sucede com taxa u=6 por
hora) e € incrementado quando um cliente entra no sistema.
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4 4
oo
6 6 6

Diagrama de transi¢fes para um barbeiro e duas cadeiras de espera (M/M/1/3)
De acordo com as expressdes ja conhecidas resulta para 0 estado estaciondrio:

C1=4/6=0,667; Cr=42/62=0,444; C3=43/63=0,29

po=1/(1+ 0,667+ 0,444 + 0,296) = 0,415

p1=0,667 po=0,277; p2=0,444po=0,185; p3=0,296 pg=0,123.

Outras medidas pretendidas podem agora ser calculadas, por exemplo:

numero médio de clientesno sistema— L =0 pg + 1 p1 + 2 p2 + 3 p3 = 1,016 clientes;

taxa média de entradas (saidas) — R= A (1-p3) =4 (1- 0,123) = 3,508 clientes/hora;

tempo médio de esperano sistema— W =L / R = 0,290 horas (cerca de 17 minutos);
numero medio de clientesnafila— Lq =1 pz + 2 p3 = 0,431 clientes;

tempo medio nafilade espera— Wq=Lq / R = 0,123 horas (cercade 7 minutos);

utilizagdo — p =B =L - Lg= 0,585 (58,5%).

A percentagem de clientes que se perde por falta de capacidade é 12,3% (p3), apesar de o
barbeiro so estar ocupado pouco mais de metade do tempo (B).

Se de uma das cadeiras para espera fosse transformada numa cadeira de servico e se
contratasse mais um barbeiro, o processo seria representado pela figura seguinte. Quando ha
mais gque um cliente no sistema ambos o0s barbeiros estardo a trabalhar e a taxa de servico
conjunta duplica, passando a 12 clientes por hora.

4 4 4
@
>
6 12 12

Diagrama de transic¢Oes para dois bar beir os e uma cadeira de espera (M/M/2/3)

Novamente torna-se simples encontrar as medidas pretendidas. Alguns resultados s&o:
percentagem de clientes que se perde — p3 = 0,038 (3,8%);
tempo medio nafila de espera— W = 0,0098 horas (0,58 minutos).
Cabe agora ao barbeiro decidir se esté disposto a pagar aum colega e fazer a alteragdo na cadeira
em troca da melhoria do desempenho do sistema.

e) Exemplo
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Modelo M/M/1

A figura seguinte apresenta o diagrama de transi¢oes para um modelo de Markov com um
servidor, capacidade infinita e populagdo infinita. A analise do modelo é ssimplificada pelo facto
de as taxas médias de chegada A e de servico [ serem constantes.

A A

Ncgou:}

Diagrama de transi¢c6es de um modelo M/M/1

A partir da solucéo do sistema de equactes de balancgo e das relagdes existentes no estado
estacionario obtém-se:

Ci=(A/p)i=pi,parai=1,?2, ... (dado que, paraum sistemauniservidor, p = A / 1)

pi=pipo,paai=12, ..

Po = 1 = 1 :H 1 9_1:1—
1+ Zpl zpl p
i=1 i=0

0 que permite escrever pj=(1-p) pi, parai =1, 2, ...
2. i o} A
L= Yil-p)p =——=—"—

igo 1-p p-A

L., = i—1 = i | — =L-(1- = =
q igl(l P igll P igln 4=Po) =1 puE-2)

A formula de Little permitiria entdo obter W e Wq. O uso todos estes resultados

pressupde que 1 > A, caso contrario afila de espera cresceria sem limite.
Um resultado talvez inesperado, que resulta de p; = (1 - p) P!, € o de que, para sistemas

M/M/1 capazes de servir todas as chegadas (p<1), o estado mais provavel do sistema é aguele
em gue o servidor esta desocupado e ndo ha clientes nafilal

f) Exercicio: (Ver solugdo na seccdo 4.2 do apéndice)
Desenhar os diagramas de transi¢oes para os modelos M/M/s, M/M/s/K e M/M/s/N/N.
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3.5. Situagdes de decisdo

Objectivo:

- Utilizar as medidas de desempenho na tomada de decisoes;

Estratégias.

a) Exercicio:

Considere um sistema em gque um empregado de escritério verifica determinado tipo de
embalagens. Pretende-se limitar o0 nUmero de embalagens na fila de espera a 5. Supondo que a
situacdo € modelada por um modelo M/M/1:

i) qual sera a percentagem de tempo que o empregado esta inactivo?

[Lq=p2/(1-p)-> 1-p 0,15->15%]

1) caso a percentagem de tempo inactivo fosse considerada excessiva e se aumentasse a taxa a
gue chegam as embalagens de modo a reduzir essa percentagem para 5%, qual seria 0 nUmero
médio de embal agens nafila de espera? [Lg = p2/ (1-p) -> Lg 18]

Discussdo: Este exemplo permite responder a primeira questéo colocada no final da seccéo 3.3.
O modelo M/M/1 revela o inevitavel conflito entre a maximizacdo da utilizagdo do sistema e a
manutencdo de filas de espera ndo muito longas. A ideia de que € suficiente proporcionar uma
taxa de servico [ igual ataxade chegadas A esta neste caso errada. O valor ideal parap € inferior
a 1, dependendo, para cada aplicacdo especifica, dos custos da ineficiéncia dos servidores
relativamente ao tamanho das filas de espera.

b) Exemplo:
12 Parte
Uma empresa é constituida por dois departamentos que pretendem conjuntamente alugar uma
fotocopiadora para criar um pequeno centro de cOpias. A escolha deve ser feita entre dois
model os alternativos: a fotocopiadora F100 consegue duplicar em média 20 trabalhos por hora e
custa Esc. 5000 por dia, enquanto a fotocopiadora F200 duplica 21 trabalhos por hora com um
custo de Esc. 7000 por dia. O centro estara aberto 10 horas por dia e tem uma procura média de
18 trabalhos por hora. Os funcionérios sao originarios dos dois departamentos e efectuam eles
préprios as suas duplicacBes. A administracdo considera que cada hora que um funcionério
permanece inactivo neste sistema de fila de espera acarreta uma perda de lucro de Esc. 500.
Considerando que este exemplo cumpria os pressupostos do modelo M/M/1, ter-se-ia

Fotocopiadora F100 Fotocopiadora F200
Taxa de chegadas A 18 trabalhos/h 18 trabalhos/h
Taxa de servico 20 trabalhos/h 21 trabalhos/h
Utilizacdo p 0,9 (90%) 0,857 (85,7%)
Tempo de espera W 0,5h 0,33(3) h

19



Custo da espera 18 x 0,5 x 500 =

Esc. 4500/h

18 x 0,33(3) x 500 =
Esc. 3000/h

10 x 4500 + 5000 = 10 x 3000 + 7000 =
Esc. 50000/dia Esc. 37000/dia

Custo total

A escolha da administragdo recaiu, com base nestes resultados, na fotocopiadora F200.
Chamarse a atencdo para o facto de uma pequena alteracdo na taxa de servico (um aumento de
5%) conduzir a uma reducao significativa dos tempos de espera (cerca de 33%). Este exemplo
mostra como estdo errados raciocinios que considerem que aumentar ataxa de servico equivale a
reduzir na mesma propor¢ao os tempos de espera médios. Destarte se conclui que € negativa a
resposta a segunda questdo colocada no final da seccéo 3.3.

22 Parte: A administracdo, através do estudo efectuado, verificou que os custos de espera eram
bastante superiores aos custos da oferta do servigo. Por esse motivo, resolveu efectuar um outro
estudo, que considerasse o0 aluguer de uma segunda fotocopiadora F200, de modo areduzir ainda
mais 0s tempos de espera. Duas hip6teses foram estudadas. atribuir uma fotocopiadora a cada
departamento ou partilhar as duas fotocopiadoras pelos dois departamentos. A primeira situagéo
pode ser descrita por dois sistemas M/M/1, enquanto a segunda conduz a um modelo M/M/2.
Considerando que os trabalhos a duplicar provinham de ambos os departamentos a igual taxa (9
trabalhos por hora) os resultados obtidos foram:

Uma so6 fotocopiadora

Uma fotocopiadora para

cada departamento

Duas fotocopiadoras

partilhadas

Taxa de chegadas A

18 trabalhos/h

9 trabalhos/h ()

18 trabalhos/h

Taxa de servico

21 trabalhos/h

21 trabalhos/h )

21 trabalhos/h )

Utilizacdo p

0,857 (85,7%)

0,429 (42,9%)

0,429 (42,9%)

Tempo de espera W

0,33(3) h (20 min.)

0,083 h (5 min.)

0,058 (3,5 min)

Custo da espera

18 x 0,33(3) x 500 =
Esc. 3000/h

2 x (9 x 0,083 x 500) =
Esc. 750/h

18 x 0,058 x 500 = Esc.
525/h

Custo total

10 x 3000 + 7000 =
Esc. 37000/dia

10 x 750 + 2 x 7000 =
Esc. 21500/dia

10 x 525 + 2 x 7000 =
Esc. 19250/dia

®) por servidor

Este exemplo permite retirar uma conclusdo que pode contrariar 0 senso comum:

ao

duplicar o nimero de servidores (modelo M/M/2) o tempo de espera médio foi reduzido em
82,5%, e ndo em metade, 0 que responde a terceira questdo colocada no final da sec¢do 3.3. Uma
outra conclusdo, j& de acordo com aintui¢do, é a de que um modelo M/M/2 (dois servidores com
fila comum) proporciona melhor desempenho do que dois modelos M/M/1 independentes (dois
servidores, cada um com sua fila). Esta tltima conclusdo é vdlida para outros modelos, mesmo

20



ndo markovianos, pelo que é cada vez mais frequente encontrar sistemas com varios servidores e
filaUnica
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APENDICE - PROBLEMASDE FILASDE ESPERA
1. Introducao

A formagdo de filas de espera € um fendmeno comum. Ocorre frequentemente em
reparticbes publicas, bancos, aeroportos, supermercados e outros. Para além destes exemplos
associados ao sentido comum do vocdbulo "fila' existem outros, menos obvios, que exibem
comportamentos andlogos. Disso sdo exemplo materiais a espera de ser processados numa
fébrica, méguinas a espera de reparacdo, ou pacientes aguardando a vez de serem consultados.

A andlise de filas de espera é um método descritivo, porque descreve um processo, em
oposicdo a métodos de optimizacdo (normativos) que visam encontrar a solucdo Optima de
determinado problema. E também um método probabilistico, uma vez que estuda um fendmeno
aeatoriol.

O objectivo dateoria das filas de espera? € o de obter model os adequados de situagdes em
gue se formem filas, de modo a prever o seu comportamento. Esse comportamento, expresso por
diversas medidas de desempenho, pode servir de base a tomada de decisdes sobre o sistema em
causa. A tomada de decisdo consiste frequentemente num compromisso entre os custos de um
menor desempenho do sistema e 0s custos de construir um sistema mais oneroso.

Para uma dada situac&o em que ocorram filas, ateoria das filas de espera opera sobre um
modelo. Os componentes de um modelo de fila de espera sdo a populacdo ou fonte de
potenciais clientes e o sistema de fila de espera (doravante designado apenas por "sistema’). O
sistema € constituido pela fila de espera propriamente dita e pelo mecanismo de servico que
serve os elementos na fila de espera (figura Al). O mecanismo de servico, que pode
compreender um ou mais servidores, serve os clientes por uma ordem determinada pela
disciplina de servigo.

Sistema de fila de espera

r—-——---—- - -7 |

| | Clientes

Clientes, Filade M ecanismo de servidos

50 ———— — —
Populagao | Spera Servico |

1 Mais concretamente, a teoria das filas de espera lida com um processo estocastico de estados discretos e tempo
continuo. As mudancas de estado podem ocorrer a qualquer instante, e 0 nimero de estados é finito ou infinito
numeréavel.

2 Por vezes encontram-se as designacBes "teoria de sistemas estocasticos de servigo", "teoria da congestdo" e
"teoria do teletrafego”, dado que muitos sistemas de interesse ndo permitem a formagdo de filas de espera
(sistemas com perda). No entanto, as duas Ultimas designagGes podem dar a entender um campo de aplicacdo
limitado.
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Figura Al- Modelo defilade espera

Tanto os clientes como os servidores podem ndo ser humanos. No ambito deste texto
considera-se que um cliente € uma entidade contavel originaria de determinada populacéo, que
espera pela suavez de ser servido nafila de espera (considera-se entdo que ja entrou no sistema),
ocupa um servidor durante um certo tempo e por fim deixa o sistema. Por exemplo, ao modelar-
se a chegada de avifes a um aeroporto como uma fila de espera considerar-se-ia que a popul agéo
seria 0 universo de avifes que pode aterrar no aeroporto, os clientes seriam os avides, e 0s
servidores seriam as diversas pistas de aterragem. Um outro exemplo, mais surpreendente, € o do
conhecido problema de existir um conjunto de maguinas que avaria frequentemente requerendo
0 servico de um reparador. Estes casos podem modelar-se como filas de espera em que a
populacdo é a totalidade de maguinas a funcionar, os clientes na fila de espera sdo as méaquinas
avariadas, e os servidores sdo os reparadores existentes. Uma fila de espera pode portanto existir
sem que os clientes estejam fisicamente "em fila'.

2. O modelo defila de espera

Para se construir um modelo de fila de espera ha que tomar em conta os seguintes
factores:
- natureza da popul agéo;
- lel estatistica que descreve o nimero de chegadas (de clientes) por unidade de tempo;
- capacidade do sistema;
- disciplinade servico;
- mecanismo de Sservico;
- lel estatistica que descreve a duracéo do servico prestado a cada cliente;

Em muitas aplicacdes da teoria das fil as de espera alguns destes factores ndo permanecem
constantes no tempo. Nestes casos ha que construir um modelo para cada periodo de tempo em
gue o factor se pode considerar constante.

2.1. Populacéao

Uma das caracteristicas mais importantes da populacdo é o seu tamanho. Interessa
sobretudo saber se é considerada de tamanho finito ou infinito. A andlise do sistema torna-se
geramente mais simples quando se considera uma populacdo infinita. Na préatica, as situacoes
em gue ha um conjunto muito numeroso de clientes potenciais podem ser modeladas como tal.

Uma regra possivel para optar entre um modelo e outro € a de considerar a populacdo
infinita em todos os casos, excepto aqueles em que 0 numero esperado de solicitaces
(chegadas) de clientes dependa significativamente do tamanho da populagdo. O tamanho da
populacdo serd, em cada instante, igual ao tamanho do universo dos clientes subtraindo agqueles
gue estéo no sistema.
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2.2. Processo de chegada

Considera-se que clientes podem chegar ao sistema de um modo deterministico (p. ex.
um cliente chega de exactamente 10 em 10 minutos) ou de um modo estocastico de acordo com
umalei estatistica. Tanto num caso como no outro interessa sobretudo a taxa de chegada, que é o
numero de clientes que em média chega ao sistema por unidade de tempo. A unidade de tempo
(p. ex. minuto, hora, dia, ...) pode ser escol hida convenientemente de acordo com o problema.

Neste texto considera-se que os clientes chegam independentemente uns dos outros e
individualmente. H4 no entanto modelos em que os clientes chegam em grupos, que tém
merecido a atencdo de investigadores. SO se considera que chegam clientes em grupo se estes
forem servidos individua mente.

2.3. Capacidade do sistema

Define-se capacidade como o numero maximo de clientes que pode estar
simultaneamente no sistema de fila de espera. Recorde-se que um cliente estad no sistema se
estiver na fila de espera ou se estiver a ser servido. Geralmente assume-se que a capacidade é
infinita, o que implica que a fila de espera pode crescer sem limite. A introducdo de uma
capacidade finita no modelo implica maior complexidade, pelo que sb se deve faze-lo quando se
esta convicto de que tal é necess&rio para modelar convenientemente o funcionamento do
sistema. Num sistema com capacidade finita admite-se a hip6tese de um cliente ndo entrar no
sistema por este ter a capacidade esgotada. Assume-se entéo que o cliente se perde e procura
Servigo noutro local.

Imagine-se por exemplo uma estacdo de servico que tem espago para servir um veiculo e
para conter trés outros veiculos em fila de espera. Este sistema tera capacidade de quatro caso
sgja proibido esperar fora da estagdo de servico (na via publica) e tera capacidade infinita caso
contrario. Um outro exemplo [Kolesar, 1984] é o de um banco com uma pequena divisao
contendo alguns servidores ATM (caixas automaticas). Nessa pequena divisdo cabem doze
pessoas (a utilizar os ATM ou a esperad). No caso de os clientes ndo formarem filas de espera
fora da divisdo quando esta estiver cheia entdo o sistema deve ser modelado como sendo de
capacidade finita. Caso contrario, considerar uma capacidade infinita € o mais apropriado, tal
como uma situagdo em que oS ATM estivessem navia publica

2.4. Disciplina de servico

A disciplina de servigo é uma regra (ou um conjunto de regras) que define a ordem pela
gual os clientes sGo servidos. Habitualmente considera-se que sdo servidos por ordem de

24



chegada (FCFS, First Come-First Served, na literatura em lingua inglesa), sobretudo se os
clientes forem humanos pois considera-se gue é a ordem socialmente justa. Caso nada se indique
em contrério é esta a disciplina de servico considerada.

Ouitras disciplinas de servi¢co comuns s&0:

- disciplina de pilha (LCFS, Last Come-First Served, na literatura em lingua inglesa): o ultimo
cliente achegar € o primeiro a ser servido;

- ordem aeatoria (RSS, Random Service Selection, na literatura em lingua inglesa): o proximo
cliente a ser servido é escolhido ao acaso;

- pré-escalonada: os clientes sd0 servidos de acordo com uma ordem pré-estabel ecida.

Para além destas disciplinas de servigo existem outras que envolvem prioridades. Nestas,
os clientes sdo servidos de acordo com o seu nivel de prioridade, sendo usada uma das
disciplinas do paragrafo anterior para distinguir a ordem pela qual séo servidos clientes com a
mesma prioridade. Os sistemas com prioridades podem ainda dividir-se em preemptivos e ndo
preemptivos. Um sistema preemptivo implica que um servidor interrompa o servico prestado a
um cliente para se dedicar a outro cliente com maior prioridade entretanto chegado. Nesse caso,
podem ainda distinguir-se sistemas em que 0 servico de um cliente pouco prioritério
interrompido é continuado de sistemas em que 0 servico € recomegado. Num sistema ndo
preemptivo o servico ndo é interrompido quando chegam clientes mais prioritarios. Os sistemas
com prioridades ndo preemptivos podem ainda incluir um tempo de laténcia, adiando
propositadamente 0 servico a clientes ndo prioritérios (mesmo que haja servidores inactivos), de
modo a servir mais rapidamente clientes prioritarios que possam chegar posteriormente.

2.5. M ecanismo de servico e servidores

A modelaggo do mecanismo de servigo determina 0 nimero de servidores, a sequéncia
pelaqual sdo visitados por cada cliente e o processo de servico de cada servidor, descrito pelalei
estatistica (ou deterministica) do tempo de servigo a cada cliente. Quando nada é indicado em
contrario, assume-se gque o0s servidores operam em paraelo. Ta significa que um cliente é
servido por um dos servidores gque esteja livre e depois deixa o sistema. Assume-se igual mente
que os tempos de servigo sdo constantes ou variaveis aeatorias independentes e identicamente
distribuidas para todos os servidores.

Um pardmetro importante € a taxa de servi¢o, que é o nimero médio de clientes servidos
por cada servidor, por unidade de tempo.

Neste texto ndo se consideram modelos que incluem servidores que “véo de férias' ou
avariam, servidores que sb entram em funcionamento (com ou sem custos de arranque) quando
existem r' ou mais clientes na fila de espera e desligam quando hA menos der (comr 2r') e
servidores que servem grupos de clientes (p. ex. elevadores ou autocarros).

2.6. Outrascaracteristicas
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Héa ainda caracteristicas ndo mencionadas anteriormente que se podem incorporar em
modelos de filas de espera. Geramente, quanto mais rico € o modelo mais este se aproxima da
realidade. Contudo, torna-se mais dificil a obtencdo de solugdes para 0 modelo a medida que se
adicionam detal hes.

Fendmenos muito interessantes ocorrem quando os clientes sdo humanos, pois ha que
contar com o comportamento dos mesmos. O mais comum € o de o cliente se recusar a colocar-
se na fila de esperad (entrar no sistema) quando esta estiver demasiado longa. Nestes casos 0
cliente procura outro sistema ou regressa noutra altura. Mais dificil de detectar é o caso de o
cliente ndo entrar no sistema em determinada altura por ter aprendido a evitar 0 servigo a essas
horas. Disso é exemplo um cliente que ndo se desloque a uma agéncia bancéria a determinada
hora por prever que a(s) fila(s) de espera o demorem. Para muitas organizag0es, 0S casos em que
o cliente acaba por ndo entrar no sistema reflectem-se em oportunidades de negécio perdidas.
Uma situagdo parecida € a de um cliente desistir do servigo apos ter estado algum tempo nafila
de espera?, por antecipar que o tempo que lhe falta esperar € ainda longo. Para além do negécio
gue se perde, outros custos podem surgir nestes casos. Por exemplo, se um cliente deixar afila
de uma caixa de um supermercado entdo abandonara por certo as suas compras, eventualmente
contendo bens congel ados ou igual mente perecivels.

Por fim ha fenémenos de dificil modelagdo em organizagbes com multiplos servidores.
No caso de haver uma fila de espera por servidor pode haver clientes que saiam da fila onde
entraram e re-entrem para uma fila vizinha®. No caso de haver uma fila Unica existe a
possibilidade de um cliente ceder véarios lugares na fila de espera para poder ser atendido pelo
seu servidor preferido. Tal sucede por vezes em agéncias bancérias em que se desenvolve
alguma empatia entre o cliente e um servidor em particular. Este tipo de fendmenos pode ser
ignorado ou ndo, dependendo dos fins para os quais 0 modelo estd a ser construido.

2.7. Notagdo de Kendall

Através do que acima foi descrito consegue imaginar-se uma grande variedade de
model os de filas de espera. Para facilitar a discussdo destes modelos foi desenvolvido um codigo
para classificar estes modelos, a chamada notacdo de Kendall.

Na sua forma mais simples, a notagdo de Kendall consiste em trés simbolos separados
por uma barra. O formato &

processo de chegada/ processo de servico / nimero de servidores

Os cddigos utilizados so:

M (de Markov) paratempos entre chegadas (tempos de servi¢o) exponencia mente distribuidos

3 Naliteraturaem linguainglesa usa-se o vocabulo "balking" para designar este comportamento.
4 "Reneging" eminglés.
5 "Jockeying" em inglés.
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D paratempos entre chegadas (tempos de servico) deterministicos
Ex paratempos entre chegadas (tempos de servico) seguindo umale Erlang-k
G (de genérico) paratempos entre chegadas (tempos de servico) seguindo umalei qualquer

A notacdo utilizada para sistemas com multiplos servidores (para apresentar resultados
genéricos) usa a letra s (de servidor), como em M/M/s ou M/G/s. Encontra-se também
frequentemente a letra c (de canal) por terem sido os canais telefonicos a primeira aplicacdo da
teoriadas filas de espera.

A notagdo pode incluir ainda mais simbolos. O quarto simbolo representa a capacidade
do sistema (por omissdo infinita), o quinto representa o tamanho da populagdo (por omisséo
infinita), e 0 sexto representa a disciplina de servico de acordo com os acrénimos ingleses
apresentados em 2.4. (por omisséo FCFS).

O primeiro modelo a ser estudado foi 0 M/M/</s no inicio deste seculo por A. K. Erlang
para a companhia de telefones de Copenhaga. E um exemplo de modelo de fila de espera curioso
porgue ndo tem fila de espera. O modelo também é (til para empresas que, ndo sendo operadoras
de servicos de telecomuni cagdes, atendam clientes por viatelefonica.

3. Medidas de desempenho

Tendo em conta que o tempo perdido em filas de espera pode constituir um custo para as
organizacOes, entende-se a preocupagdo dos gestores em melhorar as caracteristicas dos sistemas
de fila de espera considerando diversas alternativas. Paraisso € Util quantificar o desempenho de
cada sistema aternativo através de medidas de desempenho que constituirdo uma valiosa
informacdo para quem decide.

Considera-se que, no inicio do seu funcionamento, o sistema atravessa um estado
transitorio que podera evoluir para um estado estacionario. Assume-se neste texto que se
verificam as condigBes necessérias para que 0 sistema atinja o estado estacionério. A principal
caracteristica deste estado ndo é um comportamento regular, mas sim um comportamento em
gue as medidas de desempenho ndo dependem de ha quanto tempo o sistema esta em
funcionamento nem do estado inicial do sistema. A notagdo seguinte refere-se a um sistema no
estado estacionario.

3.1. Notagdo utilizada

A literatura sobre ateoria das filas de espera é quase unanime na adopg¢éo de uma notagdo
para a quantificagdo de sistemas de fila de espera. Por esse motivo adopta-se essa notagao,
apesar de remeter paraalinguainglesa. Pressupfe-se que:

- apopulacdo € um conjunto discreto de clientes, finito ou infinito;
- osclientes chegam ao sistema a umataxafixa;
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- gualquer cliente que entre no sistema é servido;
- existe um ou Vé&rios servidores em paralelo, todos com amesmale de servico;
- ataxade servigo por servidor ndo varia com o estado do sistema.

Usar-se-80 0s seguintes simbolos:

Especificacdo do modelo:

A

H
s
P

taxa de chegada dos clientes (1/A é o tempo médio entre chegadas)

taxa de servigo de um servidor (1/p é o tempo médio de servigo aum cliente)
numero de servidores

factor de utilizag&o do sistema

M edidas de desempenho:

Pi
b
Qi
L
Lq
B
R

Y,
Wy

Probabilidade de estarem i clientes no sistema
Probabilidade de estarem ocupadosi servidores
Probabilidade de estarem i clientes nafila de espera
NuUmero médio de clientes no sistema

Numero médio de clientes na fila de espera
Numero médio de servidores ocupados

Taxa de saida média, ou taxa de chegadas efectivas

Tempo médio que um cliente esta no sistema
Tempo médio que um cliente esta nafila de espera

Entre as medidas de desempenho, as letras minlsculas representam probabilidades,
enquanto as letras mailsculas indicam esperancas mateméticas. R indica a taxa de saida de
clientes do sistema, que € igual a taxa de chegadas efectiva (isto €, dos clientes a que ndo é
recusada entrada no sistema por limite de capacidade), dado que para um sistema estgja no
estado estaciondrio se verifica que o nUmero médio de entradas € igual ao nimero médio de
saidas.

Desde j& se alerta que o simbolo A pode ter duas interpretagdes distintas: no caso de
model os com populacdo infinita representa a taxa a que chegam clientes ao sistema, enquanto no

caso de populacdo finitarepresenta a taxa de chegada por cliente.

Esta notagdo é a utilizada para quantificar o sistema no estado estacionario. Caso se
tratasse de um estado transitério entdo o tempo t decorrido desde o inicio do funcionamento do

sistema seria um factor importante, e ter-se-ia pj(t) em vez de pj, etc.

3.2. Medidas de desempenho no estado estacionario
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Um problema que se coloca com frequéncia é a escolha das medidas de desempenho
apresentadas em 3.1 mais relevantes para dada situacdo. Ndo ha medidas universalmente mais
importantes, pois 0s objectivos de desempenho a atingir variam de aplicagdo para aplicagdo e
nem sempre sao pré-especificados.

Geralmente procura-se uma medida de desempenho que espelhe os custos associados a
formagdo de filas de espera. Por exemplo, o tempo médio que um cliente espera na fila, Wgq, ou
no sistema, W, tem frequentemente reflexos negativos cujos custos se podem medir.

Noutras aplicacdes, como por exemplo numa industria em que os clientes constituam um
inventario "aguardando” ser processado ou vendido, o nimero médio de clientes na fila de
espera Lq (tamanho do inventario) pode tornar-se um parametro importante. No caso de os
clientes serem pessoas que se desloquem ao servidor, a psicologia humana requer que se
mantenham os parametros W, W, € Lq dentro de limites toleraveis.

Outra medida de desempenho muito utilizada € a probabilidade p; de estarem i clientes no
sistema. Por exemplo, em sistemas com capacidade K, a medida pk indica a probabilidade de a
capacidade estar esgotada. No caso particular de sistemas com capacidade K = s, denominados
sistemas sem espera ou sistemas de perda, pk = bs. Nestes sistemas se falaem W ou Lg.

A taxa de saida de clientes ja servidos, R, indica a quantidade de clientes que sai do
sistema por unidade de tempo. Em algumas aplicacdes essa medida € importante, indicando a
producdo do sistema. Por exemplo, numa aplicagcdo recente [Allen et al., 1993] foi usado um
modelo de fila de espera para prever a quantidade de carvao que determinadas configuragdes de
um sistema de caminho de ferro transportariam de um armazém para uma doca. Este modelo
simplificado permitia obter R em func¢&o das taxas A e Y que correspondiam a compromissos
entre 0 nUmero de comboios e 0 nimero de carruagens em cada comboio.

Por vezes ha aplicagdes em que se pretende especificar uma medida do nivel de servico
oferecido. Interessante sob este aspecto é uma aplicacéo [Kolesar, 1984], jareferida, a servidores
ATM localizados numa sala de uma agéncia bancaria. O problema consistia em determinar uma
medida de desempenho para varias salas ATM operadas por uma rede bancéria, de modo a
determinar quais beneficiariam mais de melhoramentos (p. ex. maior nimero de servidores,
servidores mais rapidos, ou alargamento da sala). Foi utilizado o modelo M/M/s/K, dado que os
clientes ndo entravam na sala quando esta estava cheia. Foram calculadas varias medidas de
desempenho, tendo sido observado que o tempo médio de espera dos clientes era pequeno
mesmo quando a taxa de chegadas era muito grande. Por outro lado, observou-se que muitos

clientes se perdiam por estar esgotada a capacidade do sistema. Por esse motivo, passou-se a
adoptar px como medida da qualidade de servico em detrimento de W.

3.3. RelagBes basicas
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Existem muitas relagbes entre as medidas de desempenho no estado estacionério.
Algumas medidas representam esperancas mateméticas, podendo ser calculadas pelas relactes
seguintes:

® © 00 s-1 0
L:izoi pi Lq:izoi o] =izs(i—s)|q e B:izoip +iZsspi

Outras relagdes simples vélidas para todos os model os séo:
L=Lg+B (porqueB éo numero médio de clientes a ser atendido)
W =Wq + (1) (porque 1/p é o tempo médio de servigo aum cliente)
p=B/s (porque pode definir-se p deste modo)

Encontram-se rel agdes validas apenas para alguns modelos. Por exemplo, B = 1 - pg para
modelos com um Unico servidor, dado que estarem zero clientes no sistema equivale a ter o
servidor desocupado. Nos sistemas que com populacdo e capacidade infinitas verificase R = A
(porque nenhum cliente é recusado), e B = A / 4, que implica p = A / su. Nestes sistemas deve

verificar-se p < 1 para que a fila de espera ndo cresga infinitamente. Nos sistemas com
capacidade finita K verificaase R = A (1 - pk), dado gque os clientes s6 entram no sistema com

probabilidade (1 - pk). Nestes sistemas afila de espera néo pode crescer infinitamente.

Uma das relagBes mais conhecidas é a chamada lel de Little, que relaciona o nimero
esperado de clientes no sistema com o tempo médio gue os clientes estdo no sistema através de
uma constante de proporcionalidade, a taxa de chegadas efectivas ao sistema. Apesar de néo ser
imediata como as relagdes anteriores, apresenta-se sem demonstracdo (ver demonstracéo, p. ex.,
em [Little, 1961]):

L=RW
A lei de Little é extremamente Util porgque é genérica. Em particular pode aplicar-se apenas afila
de espera em s, resultando Lg = R Wq. Estas relagdes, em conjunto com algumas das acima
apresentadas, permitem calcular trés das quatro medidas L, W, Lq e Wq, desde que uma destas
tenha sido determinada (a medida que segja de mais simples obtencdo). No caso particular de
sistemas com capacidade infinitaalei de Little pode reescrever-se na suaformamais habitual:
L=AW.

Habitualmente comega-se por determinar alei da varidvel aeatdria discreta que indica o
nimero de clientes no sistema no estado estacionario, ou sga, determinar as probabilidades p;
(i=0,1,2,...). A maior parte das medidas de desempenho comuns podem ser calculadas a partir
desta distribuicdo e das relagdes agqui apresentadas.

4. Modelosde Mar kov

30



Habitualmente, sO as taxas de chegada e de servigo sdo conhecidas ou passiveis de ser
recolhidas experimentalmente. Por exemplo, muitas vezes desgja-se avaliar 0 desempenho de
sistemas antes de os colocar em funcionamento. Nesses casos hé duas vias que se podem seguir:
o célculo dos parametros através de solugdes analiticas ou a estimagéo dos parametros através de
simulagdo.

A teoria das filas de espera procura encontrar solucdes analiticas para os mais variados
model os. Para alguns sistemas é relativamente simples encontrar essas solugdes, enquanto para
outros ainda ndo se encontrou alternativa a simulagéo.

Nesta seccdo analisa-se uma familia de model os para os quais existe solucéo analitica: os
modelos de Markov. A sua principal caracteristica é a de tanto o processo de chegada como o
processo de servico serem processos de PoissonS, como por exemplo nos modelos M/M/1 ou
M/M/s. Por outras palavras, o tempo entre chegadas e a duragdo do servico devem ser variaveis
aleatdrias reais (v.ar.) que seguem uma lei exponencial negativa (que sera doravante designada
por exponencial). Apresentam-se de seguida as principais caracteristicas desta distribuicéo, de
modo a que se possa verificar quais as situagdes em que os modelos de Markov melhor se
adeguam arealidade.

4.1. A distribuic&o exponencial

A funcdo densidade de probabilidade (f.d.p.) de uma varidvel aeatdria continua T que
segue umalei exponencia de parametro a é (figura A2):

o €@t parat >0
fr(t)=0 P
0 , parat <0

A O

a

Figura A2 -f. d. p. dalei exponencial

6 Num processo de Poisson, a sua evolugéo sd depende do estado presente, independentemente do modo como o
estado foi adquirido.
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A esperancade T é /o, e asuavarianciaé 1/o2. As propriedades seguintes 30 importantes:

1) f(t) €umafuncdo decrescente em sentido estrito;

2) ausénciade memoria, ousga P(T>t+Xx|T>x)=P(T>t);

3) sgamnv.ar. independentes T1 ~e(aq), T2 ~e(a2), ..., Th~e(ap); entdo
U=min{ T, Ty, .., Tn} ~e(a),coma =_aqaj;

4) as leis exponencia e de Poisson de parametro a estéo relacionadas, referindo-se a primeira
ao tempo entre dois acontecimentos consecutivos e a segunda ao nimero de acontecimentos
por unidade de tempo.

Sempre que se disponha de um histograma, elaborado a partir de dados colhidos por
amostragem dos tempos entre chegadas (ou tempos de servico), deve-se verificar até que ponto
este estd de acordo com a figura A2 e respeita a propriedade 1. A moda da distribuicéo € zero,
pelo que a chamada classe modal devera ser aprimeira.

No que respeita a distribuicdo dos tempos entre chegadas, a adopgdo da lei exponencial é
justificavel quando os clientes chegam isoladamente, independentemente uns dos outros, e de
acordo com um padréo estacionario (isto €, cujos par@metros ndo variam no tempo). Muitas
vezes é necess&rio considerar isoladamente periodos distintos para que a condicdo de
estacionariedade seja satisfeita. A condicdo de independéncia implica que a chegada de um
cliente ndo € afectada pelas chegadas dos outros, 0 que exclui por exemplo a possibilidade de um
cliente adiar a sua chegada devido a chegada de outro cliente. No caso de clientes chegarem em
grupo, a adopcdo da lei exponencia ndo se justifica em geral. Pela propriedade 3 € possivel
utilizar umalel exponencia para modelar a chegada de clientes de tipos diferentes ignorando as
distingdes, desde que cada tipo de cliente chegue de acordo com leis exponenciais.

No que concerne a distribuicdo dos tempos de servigo a justificacdo da adopcéo da lei
exponencial pode ser mais dificil. De acordo com afigura A2 pode observar-se que se 0s tempos
de servico forem exponencia mente distribuidos, entdo seréo maioritariamente de curta duragdo e
ocasionalmente de muito longa duragdo. Por esse motivo, a lei exponencial ndo se aplica a
tempos de servico cuja duracdo ndo varie muito de um valor médio (p. ex. umatarefa de rotina).
Deve considerar-se ainda a razoabilidade da propriedade 2, "auséncia de memodria’', implicada
pela adopgéo da lel exponencial. Essa propriedade indica que ndo se pode inferir qual a duragéo
remanescente de um servigo jainiciado, a partir dainformagdo da duracdo ja decorrida.

Pode parecer restritivo o universo de aplicagdo dos modelos de Markov, dadas as
condi¢cbes impostas. Alids, sO muito dificilmente se encontrara uma situacdo que a lei
exponencial possa descrever rigorosamente. Pretende-se apenas alertar para as situagdes em que
a tentacdo de usar um modelo de Markov deve ser evitada. Contudo, verifica-se que a
aproximagdo é bastante razoavel em variadas situagdes, o que tem conduzido a resultados Utels
em muitos casos praticos.

4.2. Solugdes analiticas para modelos de Markov simples
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Os modelos (de fila de espera) de Markov podem ser resolvidos analiticamente
assumindo que os clientes chegam e partem de acordo com um processo de "nascimento e
morte"’. O termo "nascimento” refere-se a uma chegada de um cliente, enquanto o termo
"morte" designa a partida de um cliente apés ter sido servido. Esta terminologia deriva da
aplicacdo destes modelos a populagdes bioldgicas. Pressupde-se que sO pode ocorrer um
nascimento ou morte (umatransi¢éo) de cada vez.

O processo pode representar-se por um grafo designado por diagrama de transicdes ou
diagrama de taxas. Na figura A3, por exemplo, cada nd do grafo representa um dos estados de
umafila de espera (cada estado é identificado pelo niUmero de clientes no sistema), enquanto que
0s arcos indicam as transiches possivels entre estados. Os vaores associados a cada arco
mostram a taxa média a que as transi¢des ocorrem, assumindo que o sistema atingiu um estado
estacionario.

)‘O )‘1 )‘n-l )‘n
Hq Ho Hn Mn+1

Figura A3 - Diagrama de transi¢fes de um processo hascimento-morte

A obtencdo de uma solucdo analitica para as medidas de desempenho no estado
estaciondrio passa pela resolucdo de um sistema de equacbes "de balango"8. O principio
subjacente a cada equacdo de balanco € o de que, no estado estacionario, a taxa média com que
um sistema transita para determinado estado tem de ser igual a taxa média com que o sistema
transita desse estado para qualquer outro. O sistema de equacdes lineares a resolver €9:

M1 P1=20Po
Aopo+H2p2=(H1+A1)P1
A pr+tH3p3=(H2+A2) P2

An-1Pn-1+ Hn+1 Pn+1= (Hn+ An) Pn

A resolucdo deste sistema de equactes € simples. Todas as probabilidades p; podem ser
expressas em funcéo de po:

7 Estes processos si0 um caso particular de cadeias de Markov.

8  Também se podem encontrar as designagdes "equacdes de equilibrio estatistico” ou "equagdes de conservagio
do fluxo".

9 Estas relagdes s30 obtidas a partir das equagdes de Kolmogorov para cadeias de Markov, quando o sistema se
encontra no estado estacionario.
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pi =Cipo,paai=12, ..

Aicg Aj—p ... A
Hi Hi-1-- K1

com G = 0 parai = 1, 2, ...

Esta expressdo é smples de obter a partir do diagrama de transi¢des: para cada estado i,
C; éigual ao produto dos valores dos arcos (superiores) que vao de 0 a i, dividido pelo produto
dosvaoresdos arcos queligami aO.

Como o nimero de incognitas € superior em um ao nimero de equagdes € necessaria uma
equacdo adicional para determinar a solugdo do sistema. Essa equagdo é a que deriva do facto de
0 sistema estar sempre num dos estados possivels, e de esses estados serem mutuamente
exclusivos. A equacéo é:

o 1

2P =1 queconduzaoresultado pg=—"

i=0 1+ ZC|
i=1

Apds a determinacéo dos pj, 0 calculo das diversas medidas de desempenho do sistema
no estado estacion&rio resulta da aplicacdo das relagbes ja apresentadas na seccéo 3.3.
Apresentam-se de seguida alguns exemplos de obtencdo de solucdes analiticas para modelos de
fila de espera de Markov muito utilizados.

Modelo M/M/1

A figura A4 apresenta o diagrama de transicbes para um modelo de Markov com um
servidor, capacidade infinita e populacéo infinita. A andlise do modelo é simplificada pelo facto
de as taxas médias de chegada A e de servigo 1 serem constantes.

e

Figura A4 - Diagrama de transi¢cdes de um modelo M/M/1

A partir da solucéo do sistema de equactes de balanco e das rel agdes existentes no estado
estacionario obtém-se:

Ci=(A/p)i=pi, paai=1,2, .. (dado que, paraum sistema uniservidor, p = A / W)

pi=pipog,paai=12, ..



o0 = 1 1 H1 9’1_
0 — 0o - -4
i -pd
1+Z,0 zpl p
=1 i=0

0 que permite escrever pj=(1-p) pi, parai =1, 2, ...

oo. . p A
L=Si(l-p)p =—— =——

igo( p)P -5 -2

00 00 pZ /\2
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A formula de Little permitiria entdo obter W e Wq. O uso todos estes resultados
pressupfe que 1 > A, caso contrario a fila de espera cresceria sem limite ("explodiria’) e o
sistema nunca atingiria o estado estacionario. Um resultado talvez inesperado, que resultade pj =
(1 - p) p, é 0 de que, para sistemas M/M/1 capazes de servir todas as chegadas (p<1), o estado
mais provavel do sistema é aguele em que o servidor estd desocupado e ndo ha clientes nafilal

Modelo M/M/s

No caso de haver varios servidores iguais, o diagrama de transi¢do seria o da figura A5.
Sendo p ataxa média de servigo de cada servidor, as taxas de transi¢céo entre os diversos estados
ja depende do estado do sistema no caso de haver servidores livres. O facto de se ter umataxade
transi¢cdo de nu quando ha n servidores ocupados (n = 1, 2, ..., ) deriva da propriedade 3 da lei
exponencial.

A A A
H 2l (s—l) H SH

Figura A5 - Diagrama de transi¢cGes de um modelo M/M/s

A condicdo para a fila de espera ndo "explodir" (crescer sem limite) € agora sy > A ou,
equivalentemente, p < 1, dadoquep = A / sl
As expressoes que se obtém para as probabilidades p; sdo agora mais complexas:

Df/\ Zi
./IJ , parai =12, ...,

G=0 L (obtém-se a partir do diagrama de transi goes)

/\ |
M parai=s+1 s+2, ...

Oglg7s’
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A p) .
E-p(l—lu)po, paai = 1, 2,...,S

Pi ‘D{/\/u]
0o 9-5 Po. Pparai=s+1,s+2, ..

Po = : L

0 — "
Sil(/\/u)'+()\/ﬂ E_Ds Sil(f‘/u) A/p)y 1
E s! ESMD = st 1-(A/su)

As expressOes para L, Lg, W e Wq podem obter-se pela equagéo de Little, desde que uma
destas sgja previamente conhecida. Neste caso a medida mais simples de calcular € L, a partir
daqual se obtém as restantes.

po(d / u)°p

L, = i —s)p , expressao que conduz a
q=2(0-9)p. &p q Sl (L-p)?

Modelo M/M/s/K (capacidade finita)

oRolgaRoR:REC

(s-1) SH

Figura A6 - Diagrama de transi¢cdes de um modelo M/M/9K

A figura A6 contém o diagrama de transi¢cdes para 0 modelo de Markov com capacidade
finita. O numero de estados é finito, recusando-se a entrada de novos clientes no sistema sempre
que ja hgja K (K3s) clientes presentes. Pressupde-se que 0s clientes cuja entrada é recusada néo
influenciam o processo de chegada.

O quociente A / s1 ja pode ser superior a1, umavez que afila de espera ndo pode crescer
ilimitadamente. Recorda-se ainda que a formula de Little na sua forma habitual L=AW n&o pode
ser usada, devendo ser substituida por L=RW.

A partir do diagrama de transi ¢coes obtém-se:

0 [
i/lll , parai =1, 2, ..., S
G = A1)
Og o5 , parai =s+1,s+2, ..., K
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Outras medidas podem calcular-se a partir destes factores. Omitem-se por serem
complexas e poderem ser encontradas em textos sobre este assunto (p. ex. [Hillier e Lieberman,
1990] ou [Jensen, 1986]). Alguns resultados Uteis s2o:
probabilidade de um cliente que chega entrar no sistema: 1 - pg
taxa de entrada no (saida do) sistema: R=A (1 - pk).

As medidas de desempenho obtidas por um modelo M/M/s/K sdo mais satisfatorias do
que as obtidas por um modelo M/M/s, mas a custa de se perder uma fraccéo px do nimero de
potenciais clientes. Como é natural, a medida que K cresce para _ os resultados dos dois
model 0s aproximam-se.

Modelo M/M/s/N/N (popul acéo finita)

N A (N-1) A (N st2) A (N-s+1) A
(s—l) M SH

Figura A7 - Diagrama de transi¢Ges de um modelo M/M/s/N/N

Num sistema com populac&o finita identificam-se N (N3s) potenciais clientes do sistema.
Estipula-se uma capacidade N na notagdo de Kendall, dado que se a capacidade for superior (ou
infinita) sO sera aproveitada N. Cada cliente esta em cada momento dentro ou fora do sistema.
Quando o cliente esta fora do sistema regressa a este apOs um periodo que segue uma
distribuicéo exponencial de média 1/A. Destarte, ao contrério da definicdo anterior, que se referia
a totalidade da populacdo, A representa a taxa de chegada por cada cliente que est4 fora do
sistema. Quando ha n clientes fora do sistema, a taxa de chegadas global é n\. Este modelo é o
tipicamente utilizado para situages em que uma ou véarias equipas de reparacao (s servidores) €
responsavel por um conjunto de maguinas (N clientes) que exijam manutencdo frequente.

A figura A7 ilustra o diagrama de transi¢oes. Deste diagramaretira-se

D E&d parai = 1,

(N —|)' it OuO’
El N
(N =i)! sl s> uD

2,..., S

C=

, parai=s+1 s+2, ..., N

N
A taxa de entrada no (saida do) sistemaé R= 3 (N-i)A p; , que é a medida que deve
i=0

ser usada naférmulade Little. As restantes medidas seriam obtidas pelo processo habitual.
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5. Situagdes de decisao

Fregquentemente, a Situagdo (eventualmente, o problema) que se coloca a uma
organizacao é o de avaliar um sistema de fila de espera e os modos como pode ser melhorado.
Outras vezes, pretende-se comparar sistemas aternativos anteriormente a sua colocagdo em
funcionamento. A teoria das filas de espera permite a quem decide (agente de decis&o) prever o
comportamento de sistemas alternativos a partir de modelos. As variaveis de decisdo mais
comuns sdo 0 nimero de servidores, a taxa de servico dos servidores, 0 nimero de sistemas de
fila de espera e alocalizacdo de cada sistema.

Nos casos mais simples, procurase apenas uma solugdo que satisfaga determinadas
restrigdes ou obedeca a um unico critério de escolha bem definido, como o do menor custo ou do
menor tempo de espera médio (seccdo 5.2). Noutros casos, através de modelos para os custos
incorridos pelo desempenho do sistema, procura-se encontrar uma solugdo que minimize o custo
total (seccdo 5.1). A decisdo pode também ser tomada considerando multiplos critérios,
procurando-se entdo a aternativa que sga mais satisfatéria para 0 agente de decisdo.
Obviamente nestes casos o resultado podera variar consoante a valorizagdo (subjectiva) que cada
agente de decisdo atribui a cada ponto de vista em consideragdo, dado que frequentemente os
critérios sdo conflituosos entre si (p. ex. pretender maximizar o nivel de servigo oferecido e
minimizar os custos de servico simultaneamente). Este € um campo muito rico sobre o qual este
texto ndo se debrugara. Este capitulo termina com uma critica a aplicagdo descuidada da teoria
das filas de espera, focando alguns sistemas em que os clientes ou 0s servidores sdo pessoas
(seccédo 5.3).

5.1. M odelos de optimizagdo de custos

Nesta seccdo exemplifica-se 0 modo como a teoria das filas de espera pode auxiliar a
encontrar para um sistema uma solucdo que minimize os custos. Considera-se que ha dois tipos
de custos: um é directo e tem a ver com os encargos implicados pela of erta de determinado nivel
de servigo, enquanto outro pode ser directo ou indirecto e reflecte os custos incorridos pela
estada dos clientes nafila de espera. Exemplos de custos directos para a organizagaéo provocados
pela espera em filas sGo a deterioraco de bens voléteis ou o tempo em que funcion&rios da
organizacao estdo em filas como clientes!® sem produzir (p. ex. a espera de tirar uma fotocopia
ou na fila para a maguina de café). Exemplo de um custo indirecto, bastante mais dificil de

10 Ha duas perspectivas para o custo do tempo de um funcionério. Se forem servidores os custos 30 0s associados
a0 seu sal&io e restantes regalias. Se forem clientes os custos da permanéncia em filas de espera sdo os
resultantes do que néo se produz pela inactividade do funcionario.
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medir, € o que resulta da maimagem com que ficam clientes que a organizagéo serve, e reflecte-
se na diminuic¢do da procurall.

A

Custos de esperc

Custos de servico

Custos totais

Nivel de servico

Sol ucéo

Figura A8 - Obtencao do nivel de servigo que minimiza o custo

A obtencdo de uma solucdo que minimize a soma dos dois tipos de custo €
esguematizada na figura A8. O custo total esperado E(Ct) € igual ao custo esperado de fornecer

um determinado nivel de servigo E(Cs), adicionado ao custo esperado pela estada em fila E(Cg)
resultante do nivel de servico oferecido:

E(Cr) = E(C9) + E(CE)

Estes custos sdo tipicamente apresentados como custo por periodo de tempo. O custo
mais dificil de avaliar € E(Cg). Dois modelos simples para o determinar séo:

- dependéncia do numero de clientes no sistema, com custo g(i) por periodo quando estéo i
clientes no sistema, e p; como probabilidade de estarem i clientes no sistema

E(CE)=i§Og(i)n :

- dependéncia do tempo que cada cliente passa no sistema, com custo h(T) por cada cliente que
estegja um periodo T (varidvel aleatdria) no sistema, f(t) como f.d.p. do tempo de espera no
sistemaT e taxa de chegadas constante A

E(Ce) =2 E[h(T)] =4 };h(t)f (t)dt

11 Ha no entanto organizagBes que Ndo incorrem neste custo por auséncia de competidores. Exemplos tipicos sio
reparticOes de finangas, conservatorias, tribunais, etc...
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Para ambos os modelos resulta E(Cg) = cg L quando a dependéncia € linear com um
custo cg por cliente e por periodo. Como tanto L como E(Cs) podem obter-se a partir dos
aspectos que definem o nivel de servico oferecido (n° de servidores, taxa de servico dos
servidores, capacidade do sistema) torna-se possivel encontrar a configuragdo que resulta no
minimo custo total.

Existe, porém, uma variedade de situacdes em que o custo do tempo de espera ndo é
linear. Um exemplo € o das solicitacbes para combate a incéndios, dado que os prejuizos
causados por incéndios ndo variam linearmente com o tempo decorrido até a chegada dos
bombeiros.

5.2. Escolha de uma solucéo satisfatoria

Muito frequentemente o agente de decisdo considera apenas algumas aternativas de
melhoramento (ou implantacdo) de um sistema de fila de espera, escolhendo a alternativa que
mais |he agrade face ao desempenho calculado para os respectivos modelos. Neste caso ndo se
pode dizer que o agente de decisdo encontrou a solugdo Optimal2, uma vez que ndo analisou todo
0 conjunto (possivelmente vasto) de possibilidades de melhoramento do seu sistema de fila de
espera.

Os resultados da teoria das filas de espera podem ser também utilizados para responder a
questdes do tipo: “qual ataxa de servigco necessaria para manter o tempo de espera nafila abaixo
de 5 minutos na horas de maior procura?’. Nestes problemas de decisdo a taxa de servico no
sistema necess&ria pode ser obtida utilizando servidores rgpidos e/ou utilizando varios
servidores. O limiar para o qual se estabelece um limite (superior ou inferior) € tipicamente o
tempo de espera no sistema ou nafila, a probabilidade de se perder um cliente (para sisterma com
capacidade finita), o factor de utilizagcéo, ou 0 nimero de clientes que estd em média no sistema.
O limiar € estabelecido através da experiéncia, de normas existentes, ou por um julgamento
subjectivo, ndo conduzindo necessariamente a um sistema Optimo no que respeita aos custos.

5.3. O factor humano

A escolha de um modelo para determinada situacéo, bem como a escolha das medidas de
desempenho mais adequadas, pode ser uma tarefa complexa quando os clientes sdo pessoas.
Nestas situacOes emergem factores de ordem psico-socioldgica que por um lado originam
comportamentos eventualmente dificels de modelar, e por outro lado dificultam a quantificacdo
do nivel de servigo percebido pelos clientes.

12 Diz-se que uma alternativa € Gptima no contexto da decis3o unicritério se no houver nenhuma outra que a possa
superar nesse critério.
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Comportamentos j& mencionados sd0 0 da recusa de entrar no sistema e do abandono da
fila de espera por parte dos clientes, para 0s quais é possivel construir modelos. Uma tarefa mais
complicada é a de escolher as medidas de desempenho mais importantes para servirem de base a
tomada de decisdon. Quando os clientes sao pessoas, até que ponto uma medida como o tempo de
espera médio pode representar a (in)satisfacdo do cliente com o servigo oferecido?

Um interessante artigo de opinido [Larson, 1987] sugere que a satisfagdo dos clientes
humanos depende de multiplos atributos e ndo varia linearmente com o tempo de espera. O
préprio tempo de espera € percebido de maneira diferente por clientes diferentes. O aspecto da
ndo-linearidade foi j& aflorado no final da seccdo 5.1 para algumas situagdes particulares. O
carécter multi-atributo da satisfagdo dos clientes € mais genérico e, de acordo com Larson,
depende de trés atributos predominantes. justica do sistema, ambiente da fila de espera e
realimentacdo.

O primeiro atributo, justica social, pode ser quantificado por uma funcdo que indique a
distancia entre a ordem pela qual os clientes so servidos e a ordem de chegada. Muitos clientes
preferem dirigir-se a um sistema cuja disciplina de servico seja FCFS em detrimento de outro
sistema, ainda que mais rapido (em termos de tempo de espera médio). O segundo atributo, o do
ambiente que rodeia a fila de espera, esta relacionado com as condi¢des que se oferecem aos
clientes enquanto esperam, e tem impacto na percepcao da passagem do tempo por parte destes.
Por realimentacdo, o terceiro atributo, entende-se o proporcionar aos clientes estimativas
realistas do tempo de espera. Uma outra discussdo pertinente em sistemas com clientes
(ou servidores) humanos € a da combinagdo de filas de espera [Rothkopf e Rech, 1987]. Por
combinagdo entende-se a imposicdo de uma fila Unica (em vez de uma fila por servidor) em
organizacbes multi-servidor. As solugBes analiticas demonstram ser vantajoso combinar
sistemas de fila de espera uniservidor independentes num sistema multi-servidor (quando os
servidores sdo todos iguais). Contudo, ha de novo fendmenos psico-socioldgicos que indicam
gue em alguns casos pode ndo ser vantajoso combinar as filas de espera.

Entre os comportamentos que invalidam muitos estudos de combinagédo de filas estéo a
escolha afilamais curta por parte do cliente, e o abandono de umafila paraingressar numa outra
mais curta (ou vazia)13. Nestes casos os filas de espera uniservidor deixam de ser independentes,
o0 que dificulta a modelagdo e a obtencéo de resultados. Mesmo que esses comportamentos ndo
ocorram, a manutencdo de uma fila de espera por servidor pode ser favoravel para o cliente
médio no caso de alguns servidores se destinarem a clientes com tempos de servigo mais curtos
(p. ex. caixas "expresso" nos hipermercados para clientes com poucos produtos). Um outro
factor psicoldgico contra a formagéo de uma fila Gnica € o desta ser mais longa (ainda que mais
rapida), o que impressiona negativamente os clientes. Contudo, deve-se considerar o argumento
de que aformag&o de umafila Unicatorna possivel servir os clientes por ordem de chegada.

13 Os tempos de espera médios até podem diminuir no caso de os clientes cujo tempo de servico sgja mais curto
poderem mudar de fila mais rapidamente (p. ex. num supermercado sdo geramente os clientes com menos
compras que mais rapidamente o podem fazer).
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No caso em gue 0s servidores também sgjam pessoas 0s argumentos para nao combinar
filas de espera sGo em maior nimero. O mais importante serd talvez o facto de, em certas
organizacOes, os servidores trabalharem mais rapidamente quando se sentem responséaveis (e
pressionados) pela "sua" fila de espera, do gue se forem apenas co-responsaveis por uma fila
Gnica. Outros argumentos para ndo combinar filas sGo a oferta ao cliente da possibilidade de
escolher o servidor (fortalecendo desse modo os lagos entre o cliente e o servidor), e a
possibilidade de atribuir aos servidores tarefas especializadas (de modo a permitir um servico
mais rapido).

6. Outros modelos defila de espera

Os modelos de Markov constituem uma ferramenta de grande utilidade e uma razoavel
aproximacdo a redlidade para muitas situagdes. No entanto, a existéncia de elementos
contrariando os pressupostos dos modelos de Markov conduz algumas vezes a adopcéo de
modelos mais complexos. As possibilidades de modelacdo sdo inUmeras, mas sO agumas
permitem a obtencdo de resultados analiticos. Apresentam-se a titulo ilustrativo alguns dos
resultados mais conhecidos.

6.1. Disciplina de servico

Os resultados obtidos até agora assumiam a disciplina em que os clientes sdo atendidos
por ordem de chegada (FCFS). Seréo estes validos caso a disciplina de servigo segja outra?

A resposta € sim, para 0s casos em que a seleccdo do proximo cliente a ser servido ndo
sgja influenciada por uma estimativa do seu tempo de servigo. De facto, os diagramas de
transicbes foram elaborados sem atender a qualquer disciplina de servico em particular. Dado
gue os resultados foram obtidos unicamente a partir de tais diagramas, estes permanecem validos
para disciplinas como a de servir primeiro o Ultimo cliente (LCFS) ou a de seleccionar 0s
clientes ao acaso (RSS).

Apesar das medidas de desempenho mais comuns permanecerem iguais, a disciplina de
servico pode afectar as distribuicdes de variaveis aleatérias como por exemplo a do tempo de
espera dos clientes. Os clientes esperam na fila esperam em média o mesmo tempo Wq, mas a
variancia pode ser diferente. Mostra-se que a disciplina FCFS é a que proporciona variancias
menores, enquanto a LCFS resulta na maior varidncia e a RSS produzira um valor intermédio.
Os esguemas com prioridades permitem reduzir os tempos de espera para aguns clientes
seleccionados, a custa dos restantes.

Um caso inesperado onde se experimentou utilizar as disciplinas RSS e LCFS € o do
atendimento de emergéncias médicas ou policiais criticas. A causa desta estratégia é o facto do
atendimento ser muito mais eficaz quando o tempo de espera é pegqueno. Ainda gue se cometam
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"injusticas’, a probabilidade de se prenderem criminosos em flagrante delito é maior ao acorrer
primeiro as chamadas mais recentes do que se seguir a ordem de chamada.

Quando existem estimativas para o tempo de servigo de cada cliente (p. ex. em aplicacbes
industriais) pode encontrar-se uma disciplina pontual que procure optimizar determinado
parémetro de desempenho. O estudo desses métodos, ditos de escalonamento4 ou sequenciagéo,
est, contudo, fora do ambito deste texto.

6.2. Modelos ndo markovianos

A andlise dos modelos ndo markovianos é consideravelmente dificultada. Porém,
encontram-se frequentemente casos em gue 0s processos de chegada ou, sobretudo, de servico
ndo sdo processos de Poisson. Felizmente, tem sido possivel obter resultados de grande
utilidade.

Existem solugbes andliticas, por exemplo, para os sistemas M/Ey/1 e Ex/M/1, dado que
uma v.ar. que segue uma lel Erlang-k € equivalente & soma de k v.ar. exponenciamente
distribuidas. E possivel por esse motivo construir-se um diagrama de transigdes que, ndo sendo
do tipo de um processo nascimento-morte, € uma cadeia de Markov para a qual se podem obter
resultados. Outro estratagema para obter resultados € o de encontrar cadeias de Markov discretas
"embebidas’ nos sistemas, ao retratar 0 sistema em instantes seleccionados, ignorando o
comportamento do sistema entre esses instantes. Isso é possivel para o modelo G/M/1,
considerando apenas o0s instantes em gue os clientes chegam, e para 0 modelo M/G/1
considerando 0s momentos em que 0S servicos terminam. Para o modelo M/G/1 ta
procedimento conduz a um resultado conhecido pela formula de Pollaczek-Khinchine:

P2 +A%V(9) L _2P -0 +AV(9)
- 2t-p) T 2(1-p)

2 2
i=L-p=L +AV(S)
2(1-p)

L

, 0 queimplica

L pel as rel agdes apresentadas em 3.3.

Nestas relacdes p=MN|, e V(S) indica a variancia da distribui¢cdo S dos tempos de servico. N&o é
necessario conhecer completamente essa distribuicdo, mas apenas a sua média (/1) e a sua
variancia. Este é um resultado muito conveniente que se aplica a qualquer modelo com processo
de chegada de Poisson e capacidade e populagdo infinitas. Em particular, para 0 modelo M/D/1,
em que o0s tempos de servigo sdo deterministicos, V(S)=0, pelo que

14 O termo método escalonamento designa, neste contexo, um algoritmo ou uma heuristica para impor uma ordem
de servigo a um conjunto de clientes que espera ser atendido. O mesmo termo é também utilizado para designar
algoritmos ou heuristicas que visam determinar 0 modo como alguns recursos se repartem para satisfazer
determinada procura, tendo em conta eventuais restricoes (p. ex. elaboragéo dos horarios escolares).
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p2

N2

Uma interessante comparacdo pode ser efectuada com o modelo M/M/1, em que S ~ e(W), e
V(S)=1/u2, o que conduz ao resultado ja conhecido

2

sl (1€p)'

Pode observar-se, comparando estas duas formulas, que o tempo de espera médio é reduzido
para metade quando os tempos de servico deixam de ser aleatdrios "puros' (exponenciamente
distribuidos) e passam a ser constantes (deterministicos). De algum modo, pode atribuir-se
metade do tempo de espera na fila a varidncia nos tempos de servico, atribuindo-se o restante a
variancia nos tempos de chegadal®. Qualquer modelo M/Ek/1 tem medidas de desempenho entre
as obtidas por M/D/1 (limite "superior") e M/M/1 (limite "inferior").

Da formula de Pollaczek-Khinchine também se pode concluir que um servidor pode
compensar uma menor taxa de servigco média E(S)=u por menor variancia V(S), ha comparacéo
com um servidor mais rapido (maior W), mas também mais inconstante (maior variancia).

Um outro resultado interessante € o das férmulas para o calculo de po, p1, ..., Ps parao
modelo M/M/g/s, de fécil obtencdo, serem generalizaveis a0 modelo M/G/S/S sem qualquer

alteracao.
6.3. Redesdefilasde espera

Em vaérias aplicagdes, por exemplo na area industrial ou de transportes, podem existir
varios sistemas de fila de espera em rede, saindo os clientes de um sistema para entrar noutro ou
para deixar a rede (figura A9). Estabelecem-se assim redes de filas de espera. Nestas redes, os
clientes passam por uma sequéncia de sistemas de fila de espera para receberem servicos
distintos. Essa sequéncia de visitas pode ser ou ndo idéntica para todos os clientes: cada cliente
pode seguir 0 seu proprio percurso.

15 Num sistema D/D/1 em que p<1 nunca se formaria uma fila de espera.
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Figura A9 - Exemplo deumarede defilasde espera

A andlise destas organizacOes pode ser bastante complexa dada a interaccéo existente
entre os diversos sistemas de fila de espera. Existe, porém, uma classe de redes de filas de espera
cujaanalise é simplificada, desde que satisfagcam algumas condigoes:

1. Quaisquer fluxos de clientes que cheguem do exterior da rede de filas de espera ocorrem de
acordo com processos de Poisson independentes.

2. Os tempos de servico sdo exponencialmente distribuidos, e as respectivas taxas de servico
dependem apenas da fila de esperalocal a cada sistema.

3. A capacidade de cada sistema de fila de espera é infinita.
4. Para cada sistema i, os clientes transitam para um sistema j com probabilidade pj; ou

abandonam arede com probabilidade g;.

A andlise das redes de filas de espera que satisfazem as condic¢des anteriores!® é possivel

devido a seguinte propriedade:

propriedade de equivaléncia - Num sistema M/M/s, cujo processo de chegada é de Poisson
com taxa A e 0 processo de servico para cada servidor € de Poisson com taxa |, etal que Su>A, a
saida dos clientes ocorre segundo um processo de Poisson com taxaA.

As redes satisfazendo as condicbes 1 a 4 tém uma solucéo, que se obtém analisando cada
sistema de fila de espera pertencente a rede isoladamente. Devido as condicbes 1 e 2, e também
devido as propriedades da distribuicdo exponencial, cada sistema da fila de espera pode ser
analisado pelo modelo M/M/s.

6.4. Obtencao de resultados

Quando se constroi um modelo de fila de espera é necessario considerar 0 modo como se
obtém resultados. Ja se mostrou que para a importante classe dos sistemas de Markov é simples
obter solugbes analiticas. Na seccdo 6.1 deram-se exemplos de alguns outros sistemas para 0s
quais se conhecem solucdes analiticas. Nesta seccdo apresentam-se alguns exemplos de outras
vias para a obtencédo das medidas de desempenho desejadas.

16 S3o por vezes designadas por redes de Jackson.
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Uma via para obtencdo de resultados é ainda anditica. Considere-se por exemplo o
modelo G/G/1Y7, para 0 qual ndo h& solugdo analitica exacta. Existem, no entanto, expressoes
que proporcionam aproximacdes aceitaveis, ou que indicam limites inferiores e superiores para
algumas medidas de desempenho. No caso de modelos com vérios servidores, por exemplo
M/GIs, é por vezes possivel encontrar model os inferiores ou superiores com um sb servidor, para
0s quais exista solucdo andlitica (p. ex. 0 modelo M/G/1). Para um sistema com n servidores
todos iguais podem obter-se resultados "optimistas’ através de um modelo com um Unico
servidor cujataxa de servico sgan vezes superior.

A outra via é a da simulacdo, que visa estimar estatisticamente os parémetros
pretendidos. A simulagdo constitui uma matéria importante no contexto das filas de esperals. A
sua forca reside no facto de se poderem modelar através da simulagdo sistemas muito
complexos, cuja andlise seria dificil ou mesmo impossivel de outra forma. A sua fraqueza
consiste no facto de os resultados obtidos n&o fornecem solugdes exactas, mas estimativas, que
variam frequentemente de simulagéo para simulagéo.

Habituamente a simulagdo efectua-se utilizando computadores. Os chamados
simuladores séo programas capazes de efectuar ssmulagdes, como por exemplo o GPSS, sendo
apenas necessario parametrizar a situagdo. Em alternativa, existem linguagens de simulagéo,
como o0 SIMSCRIPT ou o MODSIM, que permitem elaborar complexos programas de simulagdo
mais especificos para os fins em vista. Os custos incorridos pelo recurso a simulagdo sdo
geralmente superiores aos de uma abordagem analitica.

Por vezes a simulag@o complementa o resultado da utilizagdo de outros modelos. Numa
aplicacdo recente [Allen et al., 1993], tentou-se melhorar o funcionamento de um sistema de
transporte de carvao de um armazém para um porto maritimo. A ligacdo era ferroviaria, devendo
cada comboio esperar para ser carregado no armazém, seguir para 0 porto para descarregar, e
regressar para novo carregamento. A motivacdo para o estudo efectuado foi a lentidédo com que
0S havios no porto eram carregados. As dternativas a considerar eram cerca de 900,
correspondendo a diversas combinagdes de parémetros como 0 nimero de carruagens por
comboio e 0 nimero de comboios. Apesar de 0 sistema ser demasiado complexo para ser
modelado fielmente por uma fila de espera, e se tenha optado por abordagens de simulacéo e de
escalonamento, utilizou-se um modelo de fila de espera para efectuar um primeiro rastreio de
alternativas promissoras.

O servidor foi considerado o armazém, sendo o tempo de servico igual ao tempo de
carregamento do comboio. Usou-se um modelo M/M/1/N/N para cada alternativa, variando N
(nimero de comboios), a taxa de chegada e a taxa de servigo (ambas crescentes com N), tendo
sido obtidos resultados muito Uteis e corroborados pela smulagdo posteriormente efectuada.

17 Esta notagiio surge frequentemente como GI/G/1, em que Gl indica tempos de chegada arbitrariamente
distribuidos e independentes.

18 Nos livros de investigago operacional é habitual encontrar-se um capitulo sobre simulagdo a par de um capitulo
sobre ateoria das filas de espera.
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Como curiosidade, refira-se que os resultados apontaram para um aumento no nuimero de
comboios e diminuigdo dos seus tamanhos, tendo o desempenho do sistema melhorado
consideravel mente apds a adopgdo das recomendactes do estudo.
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