Boletim da SPM - n® 37
Outubro de 1997

CONTRIBUICOES DE VICENTE GONCALVES NA
TEORIA DOS POLINOMIOS ORTOGONAIS*

Amilcar Branquinho
Dept. de Matemaética, Univ. de Coimbra

Nos anos de 1942/43 Vicente Gongalves publicou dois trabalhos na revis-
ta Portugalize Mathematicae sobre polinémios ortogonais cldssicos (Hermite,
Laguerre, Jacobi e Bessel). Em [7] provou o seguinte resultado:

Teorema 1 Seja y, uma sucessao de polinémios monicos, i.e. yp = z"+. ..
para cada n € N; entao, {yn} verifica

(aoac2 + a1z + a2)y” + (bor +b1)y' + Ay =0 (1)

se e somente se, existem duas sucessoes (On), (yn) C R, determinadas pelas
constantes ag, a1, a9,bg, b1, tais que

TYn = Yn+1 + BnYn + YnYn—-1, n > 1. (2)

Note-se que, uma condicao necessiria e suficiente para que uma sucessao de
polinémios ménicos seja ortogonal, é que os seus elementos verifiquem uma,
relagao de recorréncia do tipo (2) com ;41 # 0 paran € N.

A importancia deste trabalho deriva de:

e pela primeira vez se ter apresentado de uma forma unificada o estudo
das solugoes polinomiais da equacao (1);

e njo se recorrer a teoria das fungdes hipergeométricas, que ji tinha
impedido Bochner [1] de obter os polinémios de Bessel como solugoes
de (1);

e anticipar o trabalho de Krall e Frink [5] sobre os polinémios de Bessel;

*Texto baseado na comunicagio apresentada na Sessio Comemorativa do Centenério
do Nascimento de José Vicente Gongalves, realizada no dia 4 de Dezembro de 1996, no
Departamento de Matemaética da Universidade de Coimbra.
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e provou também que as solugoes de (1) verificam

2(aoz® + a1z + a2)yl, + (boz + b1)yn — (2a0n + bo) (z — Bn)yn
= ()‘n—l - >\n+1)7nyn—1 , n>1.

antecipando assim o resultado atribuido na literatura desta teoria a
Tricomi [6] (cf. [4]).

Ideia da demonstragao.

(a) Comega por dar condigOes necessdrias e suficientes para que a equagao
(1) tenha para cada n € N uma tnica solugdo polinomial de grau n.

(b) Define u,, = (a'OiL'2 + a1z + a2)((z — Bn)yn)" + (boz + b1)((z — Bn)yn)’ +
An+1(z — Br)yn € impde que seja um polinémio de grau exactamente n — 1.
(¢) Prova, em seguida, que para cada n € N existe uma constante real K,
tal que u, = K, yp—1.

(d) Determina 7y, € R de forma que o polinémio u, — Yn+1 — YnYn—1 s€ja
solugdo de (1) com A, 41 no lugar de A,,. Ficando concluida a demonstracio.

Tendo em atencao este resultado demos juntamente com Marcelldn [3]
uma condigdo necesséria e suficiente para a regularidade (no sentido exposto
em [4]) das solugoes da equacdo de Pearson

((aoac2 + a1z + a2)w(z))’ = (boz + by)w(z) . (3)

Um ano mais tarde, Vicente Gongalves deu em [8] uma representacio
diferencial para as solugoes polinomiais {y,} de (1) (mesmo quando estas
nao sdo ortogonais).

Teorema 2 Seja yn(z) uma solugdo polinomial de (1) entio

=7 (0) (@@ (a+ [ #%dt))(n) @)

onde w é uma solucio de (8), ¢(z) = agz? + a1z + ag, Y(x) = box + b1, ¢1
¢ uma constante real e N é um polinomio de grau quando muito n.

Ideia da demonstragao.
(a) Efectuando a mudanca de varidvel

e ([ $OP 0dt) y = d(o)z
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a equagao (1) toma a forma
(02)" — (¥2) + Az = 0.
(b) Substituindo z = v(™ na anterior equagéo, obtemos
gD — (24" — )oY + (¢ =9 + An)o = 0.

Agora, a equacgio diferencial de ordem 2 tal que a sua derivada de ordem n
coincide com a tultima equagao vem dada por

" + (2¢" —p —ng")o' + (¢" — %'+ Ay — n((n + 1)ag + (4ag — bo)))v = N’
onde deg N < n; e portanto,

¢v' + (L —n)¢' — v =N.

(¢) Agora, temos somente que resolver uma equacao diferencial linear de
primeira ordem, e desfazer as mudancas de varidvel efectuadas para obter a
desejada representacao para a solugao polinomial.

Observagdo. (1). Se tomarmos N =0 e ¢; = 0 na equagdo (4) obtemos
a férmula de Rodrigues para as sucessoes de polinémios ortogonais classicas:

yn(z) = wl(z) (w(z)d"(z))™ .

(2). Mostramos em [2] que muitas das caracterizagoes dos polinémios
ortogonais cldssicas podem ser obtidas directamente destes dois resultados
aqui apresentados.
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