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Introducao

Motivacao

Este trabalho consta de trés partes bem diferenciadas que sao o reflexo
de cinco anos de investigacao do candidato a Doutor na area dos polinémios
ortogonais.

Este processo comecou em 1989, quando no tultimo ano de licenciatura,
frequentamos um curso de Teoria da Aproximacao leccionado pelo Professor
Joaquin Bustoz (Universidade Estatal do Arizona). A forma de trabalhar
deste Professor, mais o atractivo da matéria em estudo (ponto de encontro
de vérias teorias) levou-nos a sentir atraidos por esta area de investigagao. O
proprio Professor Bustoz nos aconselhou varios Professores que nos poderiam
orientar, e por um acaso em que o destino ¢é fértil, a Professora Fatima Leite
encontrou num Congresso o Professor Francisco Marcellan que viria a orientar
mais directamente os nossos trabalhos.

Um convite para vir a Universidade de Coimbra nao se fez esperar por parte
do Professor Jaime Carvalho e Silva, e em 1991, comecamos a nossa actividade
de investigacao com este Professor, no ambito da Linha de Investigagao de
Equacoes Diferenciais e Aplicacoes.

Com ele e com o Professor Carvalho e Silva estabelecemos um Plano de
Doutoramento com duas etapas. A primeira consistia na frequéncia de um Cur-
so de Mestrado em Matematica na Area de Investigacao da Fisica-Matematica,
na Universidade de Coimbra com a correspondente Dissertacao, e a segunda na
Universidade Carlos III de Madrid, fazendo alguns Cursos de Pés-Graduacao
englobados no Curso de Doutoramento que ai decorre todos os anos, par-
ticipando nas actividades do Grupo de Investigacao dirigido pelo Professor
Marcellan e de alguns estagios nas equipas de investigacao de Professores es-

pecialistas nos problemas que famos estudando.

xi



xii INTRODUCAO

Um processo longo como este é constituido por avangos e recuos. Assim,
ainda que a Tese de Mestrado por nés realizada em 1993 [19] seja um ponto de
partida para o estudo que aqui apresentamos, nao lhe seremos completamente
fieis. Com isto queremos dizer que alguns dos resultados ai iniciados foram
aqui reformulados ou até suprimidos, para obtermos uma maior coeréncia no
trabalho final. Como exemplo disto, temos o Capitulo dedicado aos problemas
inversos diferenciais que apresentdmos em [19], do qual somente aproveitamos
algumas ideias ai contidas para a obtencao de outros resultados novos que
constam da segunda parte deste trabalho. Seja como for a Tese de Mestrado
sera sempre um ponto de referéncia.

O problema em que trabalhdamos desde o inicio foi o de obter a medida
associada a uma dada sucessao de polinémios ortogonais, conhecida uma rep-
resentacao para os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos que
sabemos verificarem estas sucessoes.

Este tipo de problemas sao conhecidos na literatura como problemas inver-
S0s.

Para se comegar a trabalhar num problema é necessario passar por varias
etapas. A primeira diz respeito a documentacao geral, ai obtemos a in-
formacao de indole geral que nos permite enquadrar o nosso problema numa
teoria mais vasta, bem como saber se ja alguém se interessou por ele e em
que contexto o fez. Apds o que chegamos a fase da obtencao de resulta-
dos parciais que apresentamos em semindrios internos e que posteriormente,
depois de devidamente refinados, levamos a reunioes cientificas da nossa es-
pecialidade. E precisamente nesta fase que, em contacto com a comunidade
cientifica, nos sao dadas a conhecer outras referéncias que podem estar mais ou
menos relacionadas com o que pretendemos resolver. Ha entao muitas vezes
a necessidade de fazer estagios de curta duragao por forma a poder discu-
tir com especialistas que trabalham ou estao interessados em problemas afins
aos nossos. Depois de tudo isto hd que saber dar forma a toda a informacao
recolhida. Nesta ltima fase temos que seleccionar bem o material para nao
nos deixarmos desviar do nosso objectivo ainda que algumas vezes facamos

incursoes rapidas noutros campos da teoria geral estudada.
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Dividimos o nosso trabalho em trés partes. Na primeira, expomos as
nocoes gerais da teoria dos polinémios ortogonais e apresentamos a evolugao
desta teoria no que diz respeito as classes de medidas que foram sendo estu-
dadas. Nesta parte somos influenciados pela leitura dos livros do Szeg¢ [143],
Geronimus [56] e Chihara [35], bem como pela perspectiva actual da teoria
que pode ser vista pela anélise dos livros de Van Assche [148, 149], de Nik-
ishin e Sorovkin [120] ou do trabalho [119]. Queremos realgar que nos dois
ultimos anos tivemos semanalmente um seminario de investigacao sobre polino-
mios ortogonais, na Universidade Carlos III de Madrid, onde se estudaram os
livros [120, 149]. Além disso, tivemos a presenca de eminentes mateméticos
especialistas nesta drea de investigacao, que completaram, com a andlise de
problemas de interesse actual, o estudo que ai ia sendo realizado.

Queriamos destacar trés destes matematicos pelo que nos inspiraram na
realizacao deste trabalho.

Comecemos pelo Professor Aptekarev (Universidade de Moscovo, Riissia)
que esteve como Professor Convidado na Universidad Carlos IIT de Madrid no
ano lectivo de 1994/95, com o qual trabalhdmos no estudo do livro [120] bem
como sobre a teoria das redes nao-lineares de Toda.

De grande importancia foi também o Seminério apresentado pelo Professor
Stahl (TFH-Berlin, Alemanha) intitulado “Asymptotic Behavior of Orthogo-
nal Polynomials” pois agucou-nos a curiosidade por um tema antigo que tem
despertado muita atencao nos tltimos tempos, como prova a publicacao do
livro de Stahl e Totik [138].

Temos ainda que mencionar, sem pretender ser exaustivo, a presenca do
Professor Peherstorfer (Universidade de Linz, Austria) com quem trabalhdmos
sobre temas de combinagoes lineares de polinémios ortogonais (extensoes da
nocao de quase-ortogonalidade) e tivémos interessantes discussoes sempre que
nos brindou com a sua presenga na Universidad Carlos III de Madrid. Neste
momento temos um plano de trabalho para um Pdés-Doutoramento junto da

equipa do Professor Peherstorfer.
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Note-se que nestes Seminarios nao se falou somente de polinémios ortogo-
nais pois tivémos um Curso sobre “Redes Neuronais” leccionado pelo Profes-
sor Yves Kamp (Universidade de Louvain-La-Neuve, Bélgica). Este Professor
tem varios trabalhos sobre aplicagoes dos polinomios ortogonais matriciais a
Anélise de Dados.

A segunda parte do presente trabalho diz respeito ao primeiro tipo de
problemas por nés estudados e a que chamamos problemas inversos diferen-
ciais. Como destes problemas surgem as familias de polinémios ortogonais
classicas bem como as suas extensoes naturais, preferimos dar como titulo
generalizagoes dos polinémios ortogonais classicos. Comec¢amos por mostrar
dois resultados do Professor Vicente Gongalves [60, 61] que podem ser reinter-
pretados por forma a obtermos duas caracterizacoes, dos polinémios ortogonais
classicos. Estas caracterizacoes ainda que ja tivessem sido provadas, assumem
nos referidos trabalhos uma clareza e generalidade que nao conseguimos ver
nos anteriores. Assim, mostraremos que as caracterizagoes que foram sendo
descobertas para as familias de polinémios ortogonais classicos e que podem
ser consultadas em [4, 26] j& se encontravam ai em periodo de gestagao. Esta
parte é a que mais semelhangas tem com [19], devendo no entanto realgar-se o
trabalho de seriacao dos resultados que ai apresentamos por forma a inclui-los
junto a novos problemas.

Para a elaboragao desta parte, foi de grande utilidade o estagio que re-
alizamos na Faculdade Universitaria de Notre Dame de la Paix em Namur
(Bélgica) com o Professor Ronveaux e o contacto com o Professor Magnus
da Universidade Catdlica de Louvain-La-Neuve (Bélgica). Do referido estagio
resultou o trabalho [20].

Os pontos altos da teoria aqui desenvolvida vao ser por nds apresentados
no Congresso “Dragoslav S. Mitrinovi¢ Memorial Conference” a realizar de 20
a 21 de Junho de 1996.

A terceira parte deste trabalho diz respeito ao estudo dos problemas inver-
sos estruturais, tanto para medidas de suporte na recta real como para aquelas
cujo suporte esta na circunferéncia unitéria (circunferéncia centrada na origem

das coordenadas e raio um). Este tipo de problemas aparece-nos ja na segunda
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parte, devido a muitos problemas inversos diferenciais se transformarem em es-
truturais. Voltaremos mais tarde a este ponto. Nesta area encontramos um
vazio pois, ainda que as transformacoes racionais de medidas estivessem sufi-
cientemente estudadas, o caso de quando as novas medidas tinham, associadas
uma sucessao de polinémios ortogonais, nao tinha sido considerado. Mas o
nosso objectivo foi mais ambicioso, pois partimos de uma sucessao de poli-
némios ortogonais e de outra quase ortogonal associada, e demos condicgoes
necessarias e suficientes para que esta sucessao seja de facto ortogonal. Além
disso, damos uma representacao para a medida associada. Posteriormente in-
spirados pelo trabalho [119] e fruto do estdgio realizado na Universidade de
Leuven (Bélgica) com o Professor Van Assche, estuddmos o comportamento
assimptoético destas novas sucessoes de polinémios ortogonais.

A partir do momento em que mostramos a equivaléncia existente entre este
problema e o das modificagbes racionais das medidas, passdmos a um outro
tipo de problema que ja nos tinha cativado aquando da Tese de Mestrado.

Na verdade, quando estudamos os problemas inversos diferenciais, vimos
aparecer medidas do tipo exponencial, mais geralmente conhecidas por tipo
Freud. Obtivemos nessa altura algumas relagoes nao-lineares para os coefi-
cientes da relacao de recorréncia a trés termos que generalizavam outras ja
conhecidas na literatura. No decorrer do estudo de [120] vimos como obter,
em casos particulares, a partir de propriedades diferenciais dos coeficientes
da relagao de recorréncia a trés termos que uma dada sucessao de polinémios
ortogonais verifica, informagao sobre a medida que lhe estd associada. Esta
medida tinha a particularidade de ser do tipo exponencial, pelo que vimos ai
uma oportunidade de enriquecer o estudo que tinhamos realizado sobre modi-
ficacoes racionais das medidas.

E no decorrer de um seminério realizado pelo Professor Aptekarev e sua
posterior discussao, que vislumbramos a possibilidade de realizar o referido
estudo, que ja se encontra pendente de aceitacao numa revista da especiali-
dade [10]. Neste trabalho vemos como um problema da Fisica Matemética é
resolvido a custa da teoria dos polinémios ortogonais. Além disso, mostra-nos

como estao relacionadas a teoria de operadores e a dos polindmios ortogonais.
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A extensao do problema inverso estrutural a sucessoes de polinémios ortog-
onais associadas a medidas com suporte na circunferéncia unitaria, foi realizado
em cooperacao com o Professor Golinskii (Academia de Ciéncias de Ucrania,
Kharkov, Ucrania). De notar que este Professor se encontrou na Universidade
Carlos III de Madrid durante um més no ano lectivo de 1994/95. Com ele

realizamos o trabalho [22].

Enquadramento Histérico

O resultado fundamental da Teoria Geral dos Polinémios Ortogonais e que
usualmente é atribuido a Favard diz-nos que, dada uma sucessao livre de po-
linémios {p,}, i.e. uma sucessao de polinémios tal que grp, = n, existe uma
correspondéncia biunivoca entre a existéncia de uma medida positiva du cujo

suporte estd em R tal que

/ Po(@)pun (£)Api(2) = B, My E N (1)

e a existéncia de sucessoes (v,) C Rt (b,) C R tais que
TPp = UnPpt1 + bnpn + Up_1pp—1 paran =1,2,...
(2)

p-1=0,po =1, (v, >0, Smb, = 0).

Esta relagao de recorréncia pode ser escrita em notagao matricial por:

Po Po
J =x
Pn Pn
onde a matriz tridiagonal
bo Vo 0

Vo b1 U1 0
= 0 (%1 b2 (%) 0

é chamada matriz de Jacobi.

Vemos assim que a Teoria Geral dos Polinomios Ortogonais se encontra
estreitamente relacionada com as Teorias da Medida e de Operadores. As
relacoes com a Teoria das Fracgoes Continuas e da Aproximacao depreendem-
se do facto de este resultado, originalmente atribuido a Favard [43], aparecer

jé nos trabalhos de Natanson [111], Sherman [134] e Shohat [135] no contexto
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das Teoria das Fracgdes Continuas. Pelo Teorema de Stone [142] se J é a rep-
resentacao matricial de um operador auto-adjunto, entao supp p é o espectro
do operador e p a sua medida espectral (veja-se por exemplo [1, 12, 120]).
Assim sendo, podemos estabelecer como problema espectral directo: a partir

dos coeficientes (vy,), (b,) do operador J determinar a medida espectral, i.e.
S o— (P(a))
Reciprocamente, a relacao
po— J (P(b))

é chamada problema espectral inverso (em [88] pode ver-se uma resenha de
resultados sobre relagoes entre (P(a)), (P(b))).

De notar que estes problemas na Teoria dos Polinémios Ortogonais sao co-
nhecidos por problema inverso (P(a)) e directo (P(b)). Assim é necessério ter
em atencao a diferenca existente entre problemas Directo e Inverso espectrais
e 0s nossos problemas Inversos.

O trabalho que vamos apresentar ¢ dedicado ao estudo dos problemas In-
versos na Teoria do Polinémios Ortogonais.

Estes problemas podem ser abordados de varias formas. Por exemplo,

como a funcao de Stieltjes, associada a medida de ortogonalidade

[e.e]

du(z) Sy
X(z; 1) = /E ~) JaE]
v=0

onde

Sl,:/a:”d,u(:c), v=0,1,...

sao os momentos da medida p, pode ser representada em fraccao continua de

Jacobi

U1

z — bo — 3
Uy

z—b ——

temos um método para resolver o problema espectral inverso e ao mesmo

tempo, reduzir o problema espectral directo a solucao de um problema de

momentos (ver [1]).
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Tendo-se em conta os processos gerais, somente se conhecem alguns casos
em que se conseguiu resolver o problema espectral (P). Entre eles podemos
contar como caso dos polinémios ortogonais cléssicos (Hermite, Laguerre, Ja-
cobi e Bessel) [20, 26, 35, 96, 143], e os polindmios ortogonais associados a
matrizes de Jacobi periddicas [33, 55, 125].

Os polinémios ortogonais classicos sao tais que a fungao peso w associada a
medida de ortogonalidade verifica uma equacgao diferencial de primeira ordem,

chamada de Pearson, com coeficientes polinomiais

(pw) =yw, gr¢<2, gryp=1 (3)

Daqui podemos formular dois problemas. O primeiro, é o de como obter os
coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos que a sucessao de poli-
némios ortogonais {p,} associada a w definida por (3) verifica. Outro, que
é praticamente um seu reciproco, corresponde a determinar em termos de ¢
e ¢ uma condicao necesséria e suficiente para que w definida por (3) tenha
associada uma sucessao de polinémios ortogonais.

Estes dois problemas podem ser resolvidos de uma forma elegante [23]. De
facto, pode ver-se que, formalmente, (3) é equivalente a dizer que existe uma

familia livre de polinémios {p,} tal que

ol + Ypl, = N\ppp, n €N (4)

Mas Vicente Gongalves [60] provou que {p,}, definida por (4), verifica uma
relagao de recorréncia a trés termos do tipo (2). Além disso, vimos que vy, b,
em [23] podem ser calculados explicitamente a partir de ¢ e . Assim sendo,
resta-nos aplicar o Teorema de Favard para concluirmos a demonstracgao.

Varios foram os autores que, a partir de (3), obtiveram relagoes importantes
para as sucessoes de polinémios ortogonais {p, } associadas a w. Estas relagoes
encontram-se em [4, 26].

Como generalizagao natural das familias cldssicas temos aquelas associadas
a uma funcdo peso que verifica (3) com ¢ e ¥ polinémios quaisquer de graus
limitados. O primeiro estudo neste sentido foi realizado por Shohat. Nesse

trabalho o autor provou que se

(pw) =vw, gro<s+2, grip<s+1 (3)
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entao a sucessao {p,} que lhe estd associada verifica

n—+s

op,, + Ypn = Z ankPe, N =S (5)
k=n—s
n—+s—1
o +Uply =Y bupk, n>s (6)
k=n—s—1

onde A,, B, C, sao polinémios cujos coeficientes dependem de n e com grau
independente de n.

Este tipo de representacoes tornou-se importante quando Karlin e Szego, no
estudo realizado em [76], propuseram o problema de caracterizar as fungoes
peso associadas a sucessoes de polinémios ortogonais que verifiquem (5). A
resposta a esta questao foi dada independentemente por Bonan, Lubinsky e
Nevai numa série de trabalhos [17, 18, 113, 114] e por Maroni em [100].

Enquanto os primeiros estiveram mais interessados em determinar explici-
tamente a medida, Maroni provou que se {p,} verifica (5) entdo a funcao
peso que lhe estd associada verifica (3’). Pode dizer-se que qualquer das
condigoes (6) e (7) caracteriza as sucessoes de polindmios ortogonais semi
classicas [7, 69]. Além disso, do estudo por nés apresentado em [19, Lema
I1.2, p. 41], estamos em condigoes de dizer que se {p,} verificar uma relagao
do tipo (5) tomando em vez de ¢ um polinémio que dependa de n entao a
medida de ortogonalidade verifica uma equacao do tipo Pearson.

A teoria desenvolvida por Maroni para resolver este problema, e a que
chamaremos teoria dos polinémios ortogonais semi classicos, foi para nés uma
grande fonte de inspiracao. De facto, o conceito de quase ortogonalidade que
ele generalizou de Dickinson [39] mais o resultado devido a Shohat [136] que
nos diz como relacionar duas familias de polinémios, uma ortogonal {p,} e

outra quase ortogonal {q,} relativamente a mesma funcao peso, i.e.

n

qn = Z Qn kPk n=s
k=n—s
(8)

n
qn:Zanykpk, 0<n<s
k=0

sugeriu-nos a ideia de estudar o seguinte problema:
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— Dar condigoes necessarias e suficientes para que {g,} assim definida
seja uma sucessao de polinémios ortogonais. Além disso, determinar uma
representacao para a medida associada.

A este tipo de problemas chamaremos problemas inversos estruturais.

Estes problemas surgem na literatura associados a modificagoes racionais
da medida [118, 147], a geragdo de novas familias de polinémios ortogo-
nais [44], a problemas de Sturm-Liouville de ordem superior a dois [80] ou
a equagoes diferenciais de diferengas [27] (cf. Capitulo V).

O primeiro trabalho sobre problemas inversos estruturais foi realizado por
Geronimus [55] quando a matriz de Jacobi é peridédica. Nesse trabalho Geron-
imus apresentou o problema:

— Construir uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos, {p,}, que

satisfaca

TPn+s+1 = Un+s+1Pn+s+2 + bn+s+1pn+s+1 + UntsPnts, N € N.

Note-se que deixamos arbitrarios os primeiros s coeficientes e consequente-
mente 0s s primeiros p;.

No caso particular em que b, s = 0 € V1511 = i, n € N pode ver-se
que {p,} é uma combinacao linear de um nimero finito de polindémios de
Tchebychev de segunda espécie.

Depois dos estudos realizados por Bonan, Lubinsky, Nevai e Maroni con-
tinua em aberto o problema de determinar dentre as medidas p cuja fungao
peso associada verifica (3”) aquelas que possuem uma sucessao de polinémios
ortogonais associada.

No decurso do estudo realizado em [137], Shohat apresentou o compor-
tamento assimptdtico dos coeficientes (v,,) da matriz de Jacobi associada a
w(r) = exp(—x?). De notar que w assim definida verifica w’ = —4z3w.

Daqui decorre muito do interesse por estes problemas apresentados. Note-
se também que o estudo dos polinémios ortogonais associados a medidas cujo
suporte é um conjunto limitado da recta real se encontra devidamente estu-
dado, devido a relagao existente com os polinémios ortogonais com suporte
na circunferéncia unitdria (ver Geronimus [56]). No entanto, quando o su-

porte é um conjunto nao limitado o estudo das propriedades das raizes, o
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comportamento assimptotico e a representacao para os polindmios ortogonais
encontra-se ainda hoje em estado de desenvolvimento.

O estudo que realizamos nos Capitulos II e IIT descrevem a evolucao da teo-
ria desenvolvida por Szegé [143] sobre os polinémios ortogonais associados a
medidas com suporte na circunferéncia unitaria. Mostramos um processo inter-
essante de como obter férmulas assimptoticas para as sucessoes de polinémios
ortogonais, apresentado por Nikishin em [119] e que no Capitulo VI vamos
estender a outro tipo de polinémios. No Capitulo I, apresentamos a teoria
desenvolvida por Nevai [112] e Van Assche [149], para os polinémios ortogo-
nais cujos coeficientes da matriz de Jacobi associada verificam lim,, ., v, = a
e lim, . b, = b. Este estudo estd mais uma vez justificado pelo estudo que
realizamos no Capitulo VI.

Este tema tornou-se popular através duma conjectura de Freud sobre o
comportamento assimptético de (v,,) associada a funcao peso w(z) = exp(p(x))
com p polinémio de grau fixo. Este problema foi resolvido por Magnus [89, 90].

Note-se que estes polindmios podem ser vistos como extensoes dos de Her-
mite.

Outro tipo de extensao dos polinémios ortogonais classicos deriva do estudo
realizado por Pollaczek [127], onde apresentou um método para determinar a
medida associada a sucessoes de polindomios ortogonais cujos coeficientes da
matriz de Jacobi associada sao fungoes racionais de n.

Este método permitiu a Askey, Bustoz, Ismail e Wimp [11, 30, 151] obter
as medidas associadas a sucessoes de polinémios ortogonais que verificam a
mesma relagao de recorréncia a trés termos que as classicas mas com condicoes
iniciais distintas.

Os resultados obtidos por estes autores permitiram-nos elaborar um estudo
complecto das sucessoes de polindémios ortogonais que verificam uma equagao

diferencial que generaliza a de Bochner, i.e.
N

(©D? + WD + p, 1) p'Y, = 2k,

onde ¢, ¥ sao polinémios de graus quando muito dois e um, respectivamente

(cf. Capitulo IV).
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Vemos assim que a teoria dos polinémios ortogonais evoluiu em torno dos
polinémios ortogonais classicos, o que nao é de estranhar, pois estes sao os
polinémios ortogonais com melhores propriedades diferenciais, do que resulta
maior facilidade para encontrar uma expressao explicita.

Em muitas destas familias nao se conhecem expressoes explicitas, mas o
facto de estarem “tao préximas” das classicas, permite-nos obter em alguns
casos 0 seu comportamento assimptdtico, a localizagao das suas raizes e uma
representacao para a medida associada.

Sendo assim, o nosso objectivo é, sempre que possivel, apresentar estas trés

caracteristicas das familias de polinémios ortogonais.

Descrigcao Sumaria dos Objectivos

A primeira Parte deste trabalho encontra-se plenamente justificada pelas
consideracoes anteriores.

A segunda Parte deste trabalho diz respeito ao estudo dos chamados

“Problemas Inversos Diferenciais”
que comegamos aquando da Tese de Mestrado [19] e que continudmos com a
apresentacao dos trabalhos [20, 21, 27, 23].

De qualquer forma, queriamos destacar que, no Capitulo IV, apresenta-
mos como teria evoluido a teoria dos polinémios ortogonais classicos se tivesse
sabido a devido tempo dos resultados de Vicente Gongalves [60, 61].

Por outro lado o Capitulo V foi estruturado a partir do trabalho que iremos
apresentar no Congresso “Dragoslav S. Mitrinovi¢ Memorial Conference” [27].

A terceira parte diz respeito a recolha de trés trabalhos de investigagao [10,
22, 24] por nés realizados nos dois ultimos anos.

No Capitulo VI damos condigoes necessarias e suficientes para que a sucessao
de polinémios {g¢, } definida por (7) seja ortogonal. Damos neste caso uma rep-
resentacao para a medida associada. O estudo aqui apresentado encontra-se
aceite para publicacao [24]. Apresentamos, no final, o estudo do comporta-
mento assimptético de determinadas sucessoes de polinémios ortogonais. Nesse

estudo tivemos a colaboragao de Van Assche.



NOTACAO E NOMENCLATURA xxiii

O Capitulo VII esta dedicado a uma extensao dum trabalho de Guerfi
e Maroni [66], que apresentamos como aplicacdo do trabalho [24]. Assim,
damos uma caracterizagao das sucessoes de polinémios ortogonais inversas das
classicas bem como o seu comportamento assimptético.

No Capitulo VIII resolvemos o problema analogo ao realizado no Capitulo VI
mas para o caso em que a medida considerada tem suporte na circunferéncia
unitaria. O estudo que aqui apresentamos baseia-se no trabalho [22] que foi
realizado em colaboragao com Golinskii e Marcellan.

No Capitulo IX estudamos medidas que estao na classe de Freud, pois
sao modificagoes por meio de exponenciais de medidas de Borel positivas. Ai

apresentamos o trabalho que realizimos com Aptekarev e Marcellan em [10].

Notacao e Nomenclatura

Regra geral utilizaremos, como nesta Introdugao, {p,} para denotar as
sucessoes de polinémios ortonormais em contraposicio com {F,} quando nos
queremos referir as sucessoes de polindmios ortogonais moénicos (i.e. P, =
z™+...). Além disso, os coeficientes da matriz de Jacobi associada a sucessoes
de polinémios ortonormais serao denotados por b,, v, e no caso das familias
ménicas utilizaremos f3,,, v,,, onde 3, = b, € Vpp1 = v2 paran € N = {0,1,...}.

O sistema de numeracao por nés utilizado é o usual, i.e. numeracao Ro-
mana para os Capitulos e indo-arabe para as seccoes. Quando nos referirmos
a equagoes escreveremos sempre a sua referéncia entre parentesis curvos e para
a numeragao referente a Defini¢oes, Teoremas, Corolarios, Lemas e Problemas
apresentaremos a referéncia tal qual ela aparecer no enunciado. Assim, se de-
sejarmos referir-nos a equagao terceira da segunda sec¢ao, dentro do Capitulo
IIT & qual pertence a secgao referida, escreveremos (2.3). Se nos encontrarmos
noutro Capitulo qualquer referir-nos-emos a esta equagao por (111.2.3).

Adoptamos o simbolo de Halmos B para representar o final duma demons-
tracao.

Vamos representar o conjunto dos niimeros naturais por N, o conjunto dos

nimeros inteiros por Z, o conjunto dos numeros reais por R e o conjunto
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dos nuimeros complexos por C. Assim sendo denotaremos os niimeros inteiros

positivos por Z1* = {1,2,...}.
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1. Funcionais Lineares

Vamos introduzir as nogoes algébricas que necessitamos neste trabalho, que
basicamente foram retiradas de [35, 101].

Seja P o espago linear dos polindémios definidos em R com coeficientes
complexos, e considere-se a funcional linear u sobre P i.e.

u: P — C
plx) — (u,p(x))

Como {2"} é uma base de P podemos definir u a custa da acgao de u sobre esta
base, i.e. (u,z") = u,. A (u,) chamaremos sucessao de momentos. Definamos

de seguida a nocao basica desta teoria.

DEFINICAO 1.1. Seja u uma funcional linear. A familia de polinémios,
{P,}, ¢ dita a sucessao de polinomios ortogonais associada a u se
gr P, =n,ie {P,} é uma familia livre de polinémios

(u, P,Py) = Knbpm, n,meN e k,#0.

Se o coeficiente do termo de maior ordem de P, for igual a um entao
dizemos que {P,} ¢é a sucessio de polindmios ortogonais monicos associada a
u. Quando uma funcional linear u tiver associada uma sucessao de polinémios
ortogonais monicos diremos que u é uma funcional linear reqular ou quase
definida no sentido de Chihara [35]. Enunciamos um teorema de equivaléncia

sobre a regularidade de uma funcional linear apresentado por Maroni em [100].

TEOREMA 1.1. Sejam w uma funcional linear e (u,) a sucessao de mo-

mentos associada. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

e u ¢ uma funcional linear reqular;
o O determinante da matriz de Hankel, [u; ]

one€Z", ie. H,= |ui+j|2j_:10 #0,neZt;

n—1
i?

i—o» € nao nulo para todo

e cxiste uma sucessdao livre de polindmios, { By}, tal que
(@, Bk Bm) gm0 # 0, n€N;

e para cada familia livre de polinémios, {Q,}, temos

|<’U,, Qka>|Z7m:0 7é 0, n € N.
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COROLARIO L1. Seja w uma funcional linear regular; entao a sucessao

de polindmios ortogonais mdnicos associada {P,} admite a segquinte repre-

sentacao
Uo e Up
P,(z) = 1 : ., neZ"
Hn Up—1 .. Up—1 (].].)
1 x"

Py(z) =1 convencionando-se Hy = 1.

Além disso,
Hn+1

P.Py) =
<U ) > Hn

Opnm, mn,meN.

Vejamos que a sucessao de momentos determina a representacao de u. De

facto, Boas [15] demonstrou o seguinte resultado.

TEOREMA 1.2. Seja (u,) uma sucessao de nimeros reais; entao existe

uma funcgao real de variagao limitada ¢ tal que
/x”d¢(:c) =u,, néeN.
R

Na verdade, este resultado permitiu levar a teoria dos polinémios ortogonais
desenvolvida por Szegé em [143] a ortogonalidade a respeito de uma funcional
linear regular.

Antes de mais apresentemos as seguintes definicoes:

DEFINICAO 1.2. Seja p uma medida de Borel positiva. Definimos su-

porte da medida p, supp p como sendo o conjunto
supppu={z€C: u(B,) >0, Ve>0}

onde B, ={y € C: |y — z| <¢€}.

Vé-se facilmente que supp u é fechado.

Denotemos por co(A) o invdlucro convero de A C C, i.e. o menor, no
sentido da inclusao de conjuntos, convexo contendo A. Dizemos que G C C é
convezo se para todo o x,y € G o segmento que os une estiver contido em G.
Assim, podemos dizer que

co(A) = ﬂ G.

ACGcC
G convexo
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Se A for fechado, co(A) é a intersecgao de todos os semi-planos fechados con-
tendo A.

Note-se que se (u,) for tal que H, > 0, n € N; entao, dizemos que a
funcional linear regular u é definida positiva, e existe uma medida de Borel

positiva, du, tal que 4 admite a seguinte representacao

(u, 2") = / wdu(z), neN
I
onde [ é o involucro convexo do suporte de u, supp u, chamado também de

verdadeiro intervalo de ortogonalidade.

2. Teoria da Dualidade

Definamos alguns operadores lineares sobre P:

p — (qp)(z) =q(x)p(z), qeP

p e Op)o) =202 e

p = (Dp)(x)=yp'(z)

p — (hgonp)(z)=plaxr—>b), beC e aecC\{0}

Por dualidade, obtemos os seguintes operadores sobre P* (dual algébrico de

P):

grq
o (v.p) = (v.qp) onde (qu,2") =3 a,{v.2""), n €N com g(x) =

=0
grq
Zaixl ev € P
. <(x —c)! (v, 00p> entao
,sen =10
<(l'— ¢ U z" o 1— z z+n +
) ,sen€Z

e (Du,p) = ) onde D’U:E ) =—n{w, 2" '), neN;

o (h,o Tbv,p(x)) = (v,7_p 0 hy-1p(x)) onde

n

(hq o Ty0, ") = 1 > (Z) (=b)"*v, 2"y, neN.

am
k=0
s

Dado o polinémio p(z) = H(x — z;)™, para todo o f € P, definimos
i=1

f(x) = (Lf)(x)
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onde,

LH@) =33 S50 ) L)

i=1 k=1
¢ o polindmio interpolador de Lagrange-Sylvester (Hermite) de f com nodos
em x;,t=1,...,s e Ly verifica as seguintes condigoes:
) lsev=k—1lej=1
Ly (z)) = (o
0 caso contrario

parak=1,2,...,m;et=1,...,s. Entao:

DEFINICAO 2.1. A funcional linear p—u é definida por
(p~Hx)u, f) = (u,Oxf), f P

Vimos na seccao anterior que podemos expressar a sucessao de polino-
mios ortogonais moénicos associada a uma funcional linear u em termos dos
seus momentos (u,). Aqui vamos dar uma representacao para a funcional li-
near ¥ em termos da sucessao de polindémios ortogonais mdnicos associada.
Comegamos por definir base dual, (ay,), duma sucessao de polinémios ménicos

{P,} nao necessariamente ortogonal, por
(Qn, Pr) = 0pm, n,meN.
Assim, se v € P* entao

v=> (v,P)an. (2.1)

neN

Vejamos como relacionar esta base com a dual associada a sucessao de poliné-
: £o3 PWIH—I /
mios ménicos {25}, {ag, }:
— Por um lado temos que

P 1
(O 2 157) = nim = =27 (D(@n) Pan)

e por outro (@m+1, Pot1) = Onm 10g0 (0 + 1)any1, Poy1) = —(D(ad,), Poi1),

n € N e portanto,

D(a))=—(n+1)any1, neN (2.2)

n

Agora, se u € P* for uma funcional linear associada a {P,}, entdo admite a

seguinte representacao

U = UpQg.



2. TEORIA DA DUALIDADE 9

Além disso, como

Pu
<O{napm>:5n,m:<<ujp2>a > mGN
obtemos que
Pu
an = [, P2} n € N. (2.3)

Na verdade tem-se o resultado, mais geral:

TEOREMA 2.1. Sejam {P,} uma sucessao de polinémios mdnicos e (o)
a base dual que lhe estd associada. Entao as sequintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:

(a) {P,} € a sucessdo de polindmios ortogonais mdnicos associada a

(ap, Po)ap = u.

(b) Para cada n € N existe ¢, € P de grau exactamente n tal que oy =

o, n € N.
(c) As bases duais {P,} e (an) estao relacionadas por
Pu
an:m, n € N. (24)

(d) Ezistem (5,) C C e (v,) C R\ {0} tais que
2P, =Py + BuPy+ Py, neL”
Ph=1, P =z-—0.

(e) Existem (5,) C C e () C R\ {0} tais que

TOp = Yni10n41 + Bp@n —an1, NEN e a1 =0.

(6 P @Puy) = Prn (W) Pale) _ S Pu(@) Pely) onde ry = H%

Ty =0 'k
k
Tn
(8) Py (@) Pol@) — Po(2) By (x) = Eplf(l’) onde ry = | [ -
k=0 i=1

OBSERVACAO . No Teorema anterior as equivaléncias entre:

e (a) e (d) é o chamado Teorema de Favard-Shohat.

a

@)

(a) e (d

(a) e (b), (c) e (e) foram demonstradas por Maroni em [104].
e (a) e (f) foi demonstrada por Brezinski em [29].

(a) e (

e (a) e (g) foi demonstrada por Branquinho em [19].
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Podemos ainda obter os coeficientes dos polindémios ortogonais em termos

dos coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos:

TEOREMA 2.2. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-
nicos associada a funcional linear u e verificando a relagao de recorréncia a

trés termos (2.5). Se

Pn+1<l'> = xn+1 + Z€n+1,k’n+1xk s n €N (26)
k=0
entao
Yli—1n-1+ Bnlin = lkx1in — lotint1, E=0,1,....n (2.7)

DEMONSTRACAO. O resultado sai directamente da comparacio dos

coeficientes de z* em (2.5), depois de substituirmos P, pela expressao (2.6). W

3. Algumas Familias de Polinémios

Vejamos que tipo de familias de polinémios monicos estao associadas aos
operadores definidos na seccao anterior. Comecemos pela nocao de quase or-

togonalidade.

DEFINICAO 3.1. Sejam {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais
monicos e 4 uma funcional linear. Dizemos que {P,} é quase ortogonal de

ordem s associado a u se
(u,P,P,)=0, |n—m|>s+1
(3.1)
Vr>s (u,P._sP)#0.

OBSERVACAO . Uma sucessio de polinémios ménicos quase ortogonal
de ordem 0 é ortogonal. De facto, se (u, P?) # 0 entao (u, P?) = ~,(u, P> ).

Se u for regular, i.e. existir uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos

{Q.} associada, entdo temos a seguinte rela¢ao devido a Shohat [136]:
Qn(@zzan,kpk, 0<n<s-—1

k=0
n

Qu(z)= Y awPi, n>s

k=n—s+1

(3.2)

com Gy s # 0, n > s.

Além disso, Maroni provou [100]:
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TEOREMA 3.1. Seja {P,} a sucessio de polinémios ortogonais maonicos

associada a funcional linear w; entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

e {P,} € quase ortogonal de ordem s relativamente a @.
e Fuxiste um unico polinomio ¢ de grau exactamente s tal que 4 = ¢u.

e <u,P,>#A0e<u,P,>=0, paran>s# 1.

Daqui se conclui que a nocao de quase ortogonalidade estd intimamente
ligada com a multiplicagdo de uma funcional linear por um polinémio.

Associada & modificagao da funcional linear u, (x —t) ', temos a chamada
sucessao de polindmios ortogonais ménicos associada de primeira ordem. As-

sim:

DEFINICAO 3.2. Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogonais ménicos
associada a funcional linear w. A sucessao de polindémios ortogonais moénicos

{PT(LI)} de termo geral
PO () = 1 <ut Ppii(x) — Pn+1(t)>

T —1
onde u; representa a ac¢ao de u na variavel ¢, chamamos sucessao de polinomios

ortogonais monicos associada de primeira ordem.

Esta sucessao de polindémios ortogonais moénicos satisfaz a mesma rela-
¢ao de recorréncia a trés termos que {P,}, (2.5), mas com condigoes iniciais
P_i(z) = 1 e Py(z) = 0. Entdo P,(z) = P(i)l(x). Definamos outra solucao
de (2.5).

DEFINICAO 3.3. Seja {P,} uma sucessao de polinémios ortogonais moé-

nicos. A sucessao de polinémios ortogonais monicos definida por
PnJrl(:C;d):PnJrl(:C)_dPr(Ll)(x)a neN

¢ chamada co-recursiva correspondente a {P,}.

Neste caso vé-se facilmente que as condic¢oes iniciais vém dadas por
Py(x;d) =1
Pi(z;d) = P(z) — d.
Associada a modificagao, h, o7y, da funcional linear regular 4 podemos definir

uma nova sucessao de polinémios ortogonais monicos.
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DEFINICAO 3.4. Seja {P,} a sucessio de polinémios ortogonais ménicos
associada a funcional linear u. Dizemos que R, é uma transformacao afim de
P, se existem parametros reais a,b com a # 0 tais que R, (z) = a™"P,(ax +Db).
Neste caso {R,,} satisfaz a seguinte relagdo de recorréncia a trés termos

TR, (x) = Rpy1(z) + ﬁna_ b

Ru(z) + an_1<x>, nezt
Bo—b

a

Ro(x) =1, Ri(z)==x

onde 3,7, sdo os coeficientes de (2.5).

4. Medidas Complexas Associadas

Apresentamos agora uma técnica interessante para o célculo de medidas as-
sociadas a uma dada sucessao de polinémios ortogonais moénicos. Comecemos
por dar a definicao de transformada de Stieltjes de medidas de Borel positivas

que pode ser estendida a funcionais lineares regulares.

DEFINICAO 4.1. Sejam 1 uma medida de Borel positiva com supp pu C

R. Definimos a transformada de Stieltjes de p, como sendo a fungao analitica,

x(, 1), dada por

dp(t
X(Z,,M)Z/ —z’u—(z’ z € C\ supp p.
supp p1

O proéximo resultado mostra-nos a importancia destas fungoes.

TEOREMA 4.1 (Markov). Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais

monicos associada a medida de Borel positiva . Entao

P(l)
lim %()Z) = x(z,) wuniformemente para z € C\ supp p.
n—oo n A

Além disso, como {P,} verifica (2.5)

Xz, 1) =
( ) 94!

Z—ﬁo——’y
2
Z_ﬁl_'_
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Usando agora o Teorema de Cauchy vemos que x(z, ) é uma medida com-

plexa para {P,}. De facto,

/D Po(2) Pu(2)x (2. p)dz

:/DPn(z)Pm(z)/ d'u(t)dz, D C C\ supp p

suppp ©

= o / Po(t) P (t)du(t)

Vejamos agora como determinar a medida associada a uma sucessao de po-
linémios ortogonais moénicos co-recursiva quando a medida inicial é conhecida.

Considere-se o seguinte resultado devido a Dehesa, Marcellan e Ronveaux [38]:

TEOREMA 4.2. Seja {P,} a sucessio de polinémios ortogonais maonicos
associada a medida positiva de Borel . Entdo, a transformada de Stieltjes da

medida correspondente a P,(x;d), x(z, u?) vem dada por

dy __ X(Znu’)
X(z, 1) = NEES C \ supp 4. (4.1)

DEMONSTRACAO. Comecemos por escrever a transformada de Stielt-

jes da medida co-recursiva u?

1
X(z, 1) = -
z—(Bo—d) — ’y
2
z— P — -
Portanto,
1 ii
5= () —
x(z, u) 7
2= — -
' .
— d+
X(z; )
o que nos da directamente (4.1). [
5. Exemplos

Como exemplos de sucessoes de polindémios ortogonais moénicos associadas
a uma medida positiva temos as chamadas cldssicas (Hermite, H,,, Laguerre

, L%, e Jacobi, P®?). Estas sucessoes de polinémios ménicos sdo ortogonais

n’
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P, ¢ Y w !

H, 1 —2x exp(—x?) R

LY «z —r+a+1 z® exp(—x) 0, oo

PP 1 -2 —(B+a+2)z+ (1—2)¥(1+2)° [-1,1]
B+«

B>  x? (a+2)z+2 z®*exp(—2/x) T

TABELA 1. Cléssicos (A)

relativamente a uma funcional linear u cuja funcdo peso associada w é solucao

da equacao de Pearson, i.e

(pw) = Yw (5.1)
onde ¢,90 € P taisque gr¢o < 2 e gry = 1. A funcional linear, u,

associada a w representa-se por
(u,z") = /a:”w(:v)dx, n € N.
I

Note-se que (5.1) tem muitas solu¢oes mas, a menos de uma transformacao afim
na variavel temos os casos apresentados na Tabela 1. Vemos assim aparecer
uma nova sucessao de polinémios ortogonais ménicos quando ¢(x) = 2? a que
chamaremos de Bessel, B;'. Esta sucessao de polindémios ortogonais moénicos,
durante muito tempo nao esteve incluida na classificacao das sucessoes de poli-
némios ortogonais moénicos cléssicas por nao ser ortogonal relativamente a uma
medida de Borel positiva. De facto, s6 recentemente Kim, Kwon e Han [78]
e Durdn [40], independentemente, encontraram uma funcional com suporte
sobre R para esta sucessao de polindmios ortogonais monicos.

Pode ver-se que quando @ < —1 no caso Laguerre, ou o, 3 < —1 no caso
Jacobi, as funcionais lineares associadas a estas sucessoes de polinémios or-
togonais monicos nao sao definidas positivas. Assim, Ismail et al., usando
o processo descrito na secgao anterior, apresentaram as medidas complexas
associadas as sucessoes de polindmios ortogonais moénicos clssicas (estes re-
sultados estao apresentados na Tabela 2). O estudo da equagao de Pearson
em termos de funcional linear, i.e. o estudo da regularidade das funcionais
lineares solugoes de (5.1), foi por nds apresentado em [23]. Voltaremos a este

problema no decurso deste trabalho.

NOTACAO . Na Tabela 2:
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P, w 1 Restricoes

Ly —v(l,1 —a,—2) S(R) a#—1,-2,...

PoB 208 y (o + 1)y(B 4+ 1) X*P C a,f#—1,-2,...
TABELA 2. Cléssicos (B)

Pn ﬁn Tn+1
H, |0 nT-H
LY |2n+a+1 (n+1)(n+a+1)
pad 5 —a? A1) (bt 1) (4 541) (n-+act +1)
n (2n+a+8)(2n+a+6+2) (2n+a+pB+1)(2n+a+p+2)2(2n+a+3+3)
g | e Dint 1) (nvatl)
n (2n+a)(2n+a+2) (2n+a+1)(2n+a+2)2(2n+a+3)

TABELA 3. Cléssicos (C)

e U ¢ a fungao de Tricomi (ver [41, Cap. 6]).
e S(R)={z€C: |z| = R, exp(—R?*)<arg(z)< 27— exp(—R?)}.
a,ﬁ o . —1 1,0{"‘1 i
o X = (y(a+B+2)(z—-1)) 2F1<a+ﬁ+2 2/(1 z))
e {zcC: |z—-1]>2}CC.
e T={2zeC: |z|=1}.

A familia dos polinémios ortogonais classicos é importante nao so pelas suas
aplicagoes, mas também porque com ela podemos estudar a evolucao da teoria
dos polinémios ortogonais. De facto, pode ver-se que houve ao longo do tempo
interesse em relacionar a medida de ortogonalidade com os coeficientes da re-
lacao de recorréncia a trés termos, i.e. obter uma representacao para a medida
a partir do conhecimento destes coeficientes, e vice versa. Este problema con-
tinua por resolver, no entanto neste trabalho mostramos como proceder para
resolver este tipo de problemas para certos casos. Assim, pela andlise da Tabe-
la 3 pode ver-se que os coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos que
as sucessoes de polinémios ortogonais moénicos classicas verificam sao funcoes
racionais de n. Este facto foi o que deu origem ao trabalho realizado por Pol-
laczek [127]. Af o autor desenvolveu um método para determinar a funcional
linear a respeito da qual, uma sucessao de polindmios moénicos que verifique
uma relacao de recorréncia a trés termos com coeficientes racionais em n, é
ortogonal. Utilizando este método Askey e Wimp [11], Wimp [151] e Bustoz e
Ismail [30] determinaram a medida de Borel positiva associada as sucessoes de

polinémios ortogonais ménicos pertencentes a familia classica generalizada, i.e.
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sucessoes de polinémios ortogonais ménicos {P } que verificam uma relagao
de recorréncia a trés termos do tipo
oP) = P+ St Bt RS, mezt
PP =1, P =2z ). 2
onde definimos os (5(n)) e (v (n)) como sendo os coeficientes correspondentes
da familia classica (ver Tabela 3). O caso Bessel nao foi estudado por estes

autores.

Pode ver-se no caso Jacobi que

1
lim 5,=0 e lim~,=-.

n—o00 n—00 4

Nevai definiu a familia de sucessoes de polindémios ortogonais moénicos cu-
jos coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos verificam esta duas
condigoes, denotando-a por M (1,0). Um estudo destas sucessoes de polinémios
ortogonais monicos encontra-se em [149]. Nesse trabalho o autor mostra-nos
que essencialmente as sucessoes de polindmios ortogonais moénicos que estao em
M (1,0) se comportam assimptoticamente como os polinémios de Tchebychev
{Pn_l/2’_1/2}.

Uma generalizacao dos polinémios de Hermite foi estudada por Freud. Ele
considerou sucessoes de polindmios ortogonais monicos associadas a funcoes
peso da forma exp(—z" + ...). Durante este trabalho voltaremos a considerar

estas familias de polinémios ortogonais.

6. Raizes de Polinémios Ortogonais

Uma das caracteristicas mais importantes dos polinémios ortogonais é o
comportamento das suas raizes. Sabemos do Teorema fundamental da Algebra
que todo o polinémio de grau n com coeficientes reais tem n raizes (contando
as suas multiplicidades) em C. Quando tratamos com polindmios ortogonais
podemos dizer um pouco mais acerca da sua localizacgao.

Comecemos por enunciar um resultado fundamental para o que se segue.

TEOREMA 6.1. Seja {P,} a sucessdo de polinémios ortogonais monicos

associada a medida de Borel positiva . Entao

1/2
i ([ m@Pae) =
ne supp p
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¢ atingido para q, = P,.
DEMONSTRACAO. Ver [35]. |

Vejamos de seguida um resultado devido a Fejér e apresentado por Saff [133],
que nos da a localizacao para as raizes de uma sucessao de polinémios orto-

gonais moénicos associada a uma medida de Borel positiva com suporte em

C.

TEOREMA 6.2. Se {P,} ¢ a sucessdo de polinémios ortogonais maonicos

associada a p entdo as raizes de P, estao em co(supp ji).

DEMONSTRACAO. Suponhamos que existe zg € C \ co(supp p1) raiz
de P, e escrevamos P,(z) = (z — 20)qn_1(2) com g,_1(z) = 2" ' + ... Como
zp € C\ co(supp p), existe um semi-plano fechado G tal que suppu C G e
z0 € G. A fronteira deste semi-plano é uma linha, L, que separa supp p e 2.

Seja z; o ponto de L mais proximo de zy, entao para todo o z € supp p
|2 — 20| = |z — 21| + ]2 — 2

onde Z ¢ a interseccao da linha que liga z a zp com o circulo de centro z e raio

|z — 21]. Assim,

|z — 20| > |z — 21|, YV z€suppu

e portanto
|1 = sana@Pdut) < [ 1P Pt
supp p supp p
em contradi¢ao com o Teorema 6.1. |

Vejamos agora o que se passa com as raizes dos polinémios ortogonais com

suporte na recta real.

TEOREMA 6.3. Seja {p.} a sucessio de polinémios ortonormais associ-

ada a medida de Borel positiva . Entao:

e As raizes de p, sdao reais e simples.

e Se osuppp C [a,b] entdo as raizes de p, encontram-se em |a,b.
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DEMONSTRACAO. Verifiquemos que as raizes de p, sio reais. Se p,
é uma sucessao de polinémios ortonormais entao verifica a seguinte relacao de

recorréncia a trés termos

xpn(:c) = UnPn+1 + bnpn + Un-1Pn-1, n e N
(6.1)
b1 = 07 Po = 1

onde os coeficientes b, e v, estao relacionados com os coeficientes da relacao
de recorréncia a trés termos satisfeita pelos monicos que lhes estao associa-
_ _ 2
dos (2.5), por B, = b, € v, = v5_;.
Reescrevamos (6.1) na forma matricial,

by v po(z) 0 po(z)
vy by U1 41 (95)
L ' : + Uy || () =2

=)
3
—

S
~

Up—2 bnfl Un—1 pn71<x> 0 pn71<x>
Un—1 bn pn(x) 1 pn(x)
Seja x;, tal que p,(z;,) =0, 5 =1,...,n. Entdo z;, é um valor préprio da
matriz de Jacobi de ordem n
b(] Vo
Vo b1 U1
Iy = (6.2)
Un—3 bn—2 Un—2
Up—2 bnfl
com vector proprio [po(z) ... pa_i(x)]’. Como J, é uma matriz simétrica os

seus valores proprios sao reais.
A simplicidade sai dum andlogo do Teorema 2.1 (g) para sucessao de poli-

nomios ortonormais
Vet (P11 (2)pa (%) = paga (2)P), () = Y pi(x)
k=0
Seja xo uma raiz de p, com multiplicidade maior que 1. Entao

Zpi(xo) =0, o que é absurdo pois py(zo) > 0.
k=0
Como co(supp i) C [a,b], do teorema anterior resulta que as raizes de p,

estdao em [a, b). |

OBSERVACAO . Por uma questio de clareza da demonstracio con-

sideramos no teorema anterior uma sucessao de polinémios ortonormais. Note
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que os polinémios monicos resultam destes por divisao pelo termo de maior

ordem.

As raizes de dois polindmios consecutivos de uma dada sucessao de poliné-

mios ortogonais monicos estao interlacadas.

TEOREMA 6.4. Seja {P,} a sucessio de polinémios ortogonais maonicos

associada a uma medida de Borel positiva com suporte na recta real. Sejam

, 1 1 1
Tip < Top < -+ < Ty, as raizes de P, e x§ %_1 < $g 7)1_1 < < $51—)1n—1 as

raizes de P,(Ll_)l. Entao:

® Lin < Tjn-1<Tjyi, paraj=1,...,n—1
® Tjn < Ig‘,liq < Zjpin para j=1,...,n—1.
DEMONSTRAQAO. Consultar por exemplo [35, 149]. (]

Vejamos uma utilidade das raizes dos polinémios ortogonais. Sejam N =

{t1,...,t,} um conjunto de n € Z* ntimeros distintos e
n
F(z) = [](z - t)).
j=1

Entao F(z)/(x —t;) é um polinémio de graun — 1 e

F(z)
lim ——= = F'(t;) # 0.
P " (t;) #
Assim 4;(z) = % ¢ um polinémio de grau n—1 verificando ¢;(t;) = §; .

Sendo f uma funcao, definida num conjunto que contém N, definimos o

polinomio interpolador de Lagrange associado a f com nodos nos elementos de

N por
Lal@) = 3 £(0)0 ().

Vamos a custa deste polindmio calcular uma aproximagao para o integral,
I(f) = [ fdu, a que chamaremos fdrmula de quadratura de Gauss e denotd-
la-emos por I,(f). Tomando o polinémio L, para uma aproximacgao de f

obtemos
L) =Y £6) [ G@dto)

Estamos interessados em determinar um conjunto de nodos para o qual se

tenha a igualdade I(f) = I,,(f) para um “maior” nimero de fungoes.
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DEFINICAO 6.1. Diremos que a férmula de quadratura é ezacta de or-
dem k se I(f) = I,(f) para f € Pg.

Vamos ver que os melhores nodos sao as raizes dos polindémios ortogonais

associados a p (cf. [35]).

TEOREMA 6.5. Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos
associada a . Entao a formula de quadratura tomada nas raizes do polinomio
P, {10, ... Tpn}, € exacta de ordem 2n — 1.

Além disso, se denotarmos por \j, = [ {;(x ) entao
)\l,n + -+ )\n,n = /dﬂ(x)

A )\, chamamos nimeros de Christoffel .
As raizes dos polinémios ortogonais estao também relacionados com propri-
edades extremais, como se depreende do seguinte resultado devido a Tcheby-

chev.

TEOREMA 6.6. Sejam {P,} a sucessio de polindmios ortogonais md-

nicos associada a medida de Borel positiva |1 € T1y,. .., Ty, as raizes de P,.
Entao
Jxdi(x (w .
n+1n+1
qn= ﬂfn'f' fqn l’
[ xg2(x)du(x) .
1,n+1
Qn—xn‘f‘ fqn )

DEMONSTRACAO. Do teorema anterior concluimos

fxqi(m)d,u(x) _ Zn+l Ajn 15, n—l—lqn(x] ntt)

mas Tinp+1 < Tjnt1 < Tptint1 10gO

Z?;Lll )\j,n+1xj,n+1q72L(~Tj,n+1)

Tipt1 < ) < Tptintl
K . 2 i b
E :j:l )‘J,n+1qn($J,n+1)
P . . . .
Tomando ¢, (x) = —2— obtemos que o quociente dos integrais supra citados
T—T1,n+1

Pnt1

—ntl  obtemos
T—Tn+1,n+1

é igual a x1 ,,41. Procedendo da mesma forma com ¢, (z) =

Tn41,n+1- u
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7. Teorema de Poincaré. Classe M(a,b)

Nesta seccao continuamos o estudo do comportamento das raizes de suces-
soes de polinémios ortogonais associadas a uma medida de Borel positiva p.
Vamos, por uma questao de comodidade, considerar a sucessao de polinémios

ortonormais, {p,}, associada a p. Entdo sabemos que {p,} verifica (6.1).

DEFINICAO 7.1. Dizemos que p associada a uma sucessio de polinémios

ortonormais pertence a classe de Blumenthal-Nevai, M (a,b) se

limvn:g e lim b, = b

n—oo n—oo

Antes de estudarmos como ¢é o suporte de p demos alguns resultados aux-

iliares.

LEMA 1.1 (Gershgorin). Seja A = [a; ]|} Os walores proprios de A,

ij=1-

X1, ..., T, encontram-se numa das sequintes regioes

n
g;-jeU{zE(C: |z—ai,i|<Z]ai,j}
JF#i

i=1

n
T; € U {z €eC:lz—ayl < Z‘%J}
i=1

ki

LEMA 1.2. Seja {p.} a sucessao de polindmios ortonormais associada a
medida de Borel positiva p € M(a,b). Entdo, para todo o € > 0 o nimero de
raizes de py fora do intervalo |b —a — €,b+ a + €| é majorado pela constante

2m(e) independente de n.

DEMONSTRAQAO. Vimos no Teorema 6.3 que as raizes de p,,, 7, sao
os valores préprios da matriz de Jacobi associada, J,,. Do Lema de Gershgorin

tiramos que

n—1
Tjn € U]b] —UVj—1 — Uj,bj + V51 + Uj[ com vV_p = 0.
7=0
Entao
min (b] — Vj—1 — Uj) < Zjn, <  max (bj +v;1+ ’Uj) (71)

§=0,...;n—1 §=0,...;n—1
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Considerem-se agora as raizes, 2™ do polinémio associado de ordem m, p

(m)
Jmn n

Entao (7.1) toma a forma

min - (bjim = Vjrm—1 — Vjtm)

§=0,...,n—1
< -755771) < max (bjpm + Vjrm-1 + Vjtm)
’ 7=0,...,n—1
Seja m = m(e) tal que
€ a, €
by, — b <3, e vn,1—§| <3 para n > m;

entao

bj+m + Vjtm—1 + Vjtm < b+a+e

bjtm — Vjam—1 — Vjpm >b—a—¢
logo

b—a+e<x§?<b+a+e.

)

Entao as raizes de p%m estao em [b—a — €,b+ a + €] para todo o n € N.

Do Teorema 6.4 sabemos que

(m) -
Tjntm < Tjp' < Tjymmtm Dara j = 1,...,n

Tomando j = 1 vemos que existem quando muito m raizes de p,,, em |—oo, b—
a—e€[ e para j = n existem quando muito m raizes de p, ., em |b+a-+e, 0o[ (isto
para todo o n). Portanto o nimero de raizes fora do intervalo |b—a—¢, b+a+¢|

¢ quando muito 2m. [ ]

A localizacao das raizes dos polindmios ortogonais na recta real esta inti-

mamente relacionada com o supp p.

LEMA 1.3. Seja {p.} a sucessao de polindmios ortonormais associada a
medida de Borel positiva p.
(a) Seja e, d| tal que pu(]c,d]) = 0; entao existe quando muito uma raiz de
pn em e, d|.
(b) Suponhamos que os polindmios sao densos em Li(u) e que existe |c,d|
tal que p(]e,d[) > 0. Entao, para n suficientemente grande p, tem

pelo menos uma raiz em |c, d|.
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DEMONSTRACAO. (a). Suponhamos que existem duas raizes de p,
em |c, d[, i.e. existem x1,xs € |c, d[ tais que p,(z;) =0, i = 1,2, entdo p,(z) =

(x — 1) (x — 22)@n—2(x). Assim,

0= / P (@) ()da ()
- [ @) - ) @) ) >0

o que é absurdo.
(b).  Suponhamos que p, nao tem raizes em |c,d[. Considere-se ¢, de
grau m tal que g, () <0, z € R\|¢,d[. Entao para m < 2n — 1 a férmula de

quadratura de Gauss da-nos

/ 4(2)dp() < 0

0 < >d

Seja. f(x) = r<coux>
(x—c)d—z) c<z<d

em L;(u). Seja ¢, um polinémio negativo em R\]¢, d[ com || f — gm|[1 < € para

entao f é continua e positiva

n suficientemente grande. Entao

/fdué/lf—qm|du+/qmdu§6

para todo o € > 0, o que é impossivel. [ |

De (b) do lema anterior concluimos que todo o ponto de supp p é ponto de
acumulacao das raizes dos polinémios ortogonais, sempre que os polinémios
sejam densos em L (). Este é o caso em que supp ¢ é um conjunto compacto.

Estamos em condi¢oes de enunciar:

TEOREMA 7.1. Seja p € M(a,b); entao para todo o € > 0, supp u tem

quando muito 2m(e) pontos fora de [b —a — €,b+ a + €.

DEMONSTRACAO. A sucessio (jn)nen € decrescente para cada j
devido a propriedade do interlagamento. E também limitada inferiormente
por (7.1), logo existe z; tal que nll_{rolo Tjn = x;. Do Lema 1.2 vemos que quando
muito m destes pontos estao em | —o00,b—a—¢|, e como todo o ponto de supp p

¢ um ponto de acumulacao das raizes, resulta que quando muito m pontos de

supp 4 nao estao em |b —a — €,b+ a + €.
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Da mesma forma vemos que (Z,—j41.,)nen ¢ Uma sucessao crescente e ma-
jorada por b+ a + €. Utilizando um processo analogo concluimos que existem

quando muito m raizes a direita de b+ a + €. [ |
Vejamos como quantificar 2m(e).

COROLARIO 1.2. Sejam p € M(a,b) e {p.} a sucessio de polinémios
ortonormais que lhe estd associada. Entdo, existe s tal que supp ul®) = [b—

a—e,b+a+ e, onde ' é a medida de Borel positiva associada a {pq(f)}.

Considere-se o quociente entre dois polinémios consecutivos da sucessao de

olinémios ortonormais {p,}, Z2=1. Como funcao racional que é, 2= admite
7 P 3 )
n n
a seguinte representacao
n
Pn—1 (SL') z : Ajn
_ 7y
onde a;, = 22 Pode ver-se ainda que
Jmn P (Tj,n)
n\j,n
Pn-1(7) ann 1(2)n)
= Up—1 (72)
pn(2) L= Tjn

Vamos ver que a classe M(a, b) ¢ a ideal para o estudo do comportamento
assimptotico de Er=t.
”L

Antes de prosseguirmos vamos enunciar um resultado fundamental na teo-

ria da Anélise Complexa.

TEOREMA 7.2 (Stieltjes-Vitali). Seja {f.} uma sucessio de funcoes a-
naliticas num dominio — aberto e conezo — G de C. Se {f,} é uniformemente
limitada em G e converge num subconjunto E de G onde E tem um ponto de

acumulagao, entao {f,} converge uniformemente em G.

pnl

Estudemos o comportamento de em C \ supp p.

TEOREMA 7.3. Sejam p € M(a,b) com a > 0, b € R e um compacto
K C C\ supp p. Entao
I; pn71<x) o

11m = ¢
n—oo po(T)  x—b+/(x—b)? —a?

Além disso, suppp = [b—a,b+alU E* com E*N[b—a,b+a] =0 e E*

uniformemente em K.  (7.3)

contém quando muito um niumero enumerdvel de pontos. Se E* tiver pontos

de acumulacao entao estes serao b+ a.
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DEMONSTRACAO. Seja K um compacto de C \ [b — a,b + a] tal que
KnN[b—a,b+a)l=0. Seja Zy a aderéncia do conjunto das raizes de p, para

n > N. Entao pelos Lemas 1.2, 1.3 temos K N Zy = () para N suficientemente

p;;_é;:) ¢ uma funcao analitica em K.
n

Denotemos por § = d(K, Zy) > 0. Sobre K e paran > N temos de (7.2)

n
X2 .
S Un71§ : ],npn_l(mj,n)

|z — ;0]

grande. Assim

Pn-1(z)
pn(x)

j=1

Mas da férmula de quadratura de Gauss vemos que
S Nt a(an) = [ B @)dta) =1
j=1

logo

C

pn—l(lj) < Un(s—l < g (74>

pn(T)

onde C' é uma constante. Temos entao que {%ﬂg)} é uniformemente limitada

em todo o conjunto compacto K C C\ {[b — a,b + a] Usupp p} e portanto
existe uma sua subsucessao que converge para uma funcao analitica L, i.e.
lim Pu-1(2) = L(x).
hex Pal(2)

Provemos que também se tem

im Pa(2) = L(x
’;lzgopnﬂ(iv) L(z). (7.5)

Considere-se para o efeito
2 Uk
Dy(z) = pe(@) — ——prs1(x)pr—1(2).
Vk—1
Entao aplicando trés vezes a relagao de recorréncia a trés termos (6.1) obtemos

b, — bi._
Pra(z) + Mpk_lm)
Vg—1Vk—2 Vk—1

2 2
Vg1 = Vg2

Somando de N a n e tomando modulos nesta expressao vem

| Dn ()] = [Dy -1 ()|

n v: o — v b, — b._
s |pk<x>|(MWMHMWIW)

k=N-+2 |'Uk;_1'Uk;_2| |Uk;_1|

Mas de (7.4) i:g; < (%)nfk logo a ultima expressao toma a forma
Dn(SC) C 2n—2N -2 ’UNfl n C 2n—2k
<|—= 1 Ap | =
o = (5) P T2 MG

k=N+2
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onde

pom () il Ol
0 |V —1Uk—2] 5 g1

Como Aj, — 0 quando k£ — oo e podemos tomar k£ de forma que % < 1 temos
D,

lim — (z)

n—oo P ()

Agora multiplicando a equagao (6.1) por pl—% e tomando limite quando n — oo

=0 = (7.5).

obtemos
SR ey
a
Mas p—;;(lg) < 1logo |L(z)| < 1 e portanto temos
—bh— — D)2 — g2

a
a b+ -a@
Do teorema de Stieltjes-Vitali se conclui que se tem (7.3).

Agora, L é analitica em [b — a,b + a]. Isto diz-nos que as raizes de p,
formam um conjunto denso de [b — a,b+ al, e portanto [b — a, b+ a] C supp p.
Do Lema 1.2 resulta que supp u = [b — a,b + a] U E* com E* enumerédvel com

possiveis pontos de acumulacao b + a. [

OBSERVACAO .
e A classe M(a,b) foi considerada por Blumenthal em 1898. Este autor
provou que as raizes de p,, sao densas em [b— a,b+ al.
e Van Vleck estudou esta classe em 1904 para obter alguns resultados

sobre convergéncia de fracgoes continuas.

Este teorema é um caso particular do seguinte resultado devido a Poincaré

(cf. [109, 126]).

TEOREMA 7.4 (Poincaré). Seja (u,) uma solu¢io duma relagio de re-

corréncia de ordem m, i.e.
> er(n)up_k =0 (7.6)
k=0

com ¢;(n) parai=0,...,m tais que

lim ¢;(n)=¢, i=0,...,m

n—oo
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m
Sejam &, as raizes do polindmio caracteristico associado a (7.6), chzk =0
k=0
e suponhamos & # &; para i # j entao existe & tal que
Up—
lim —— = ¢, (7.7)

n—00 Uy,

OBSERVACAO .
e O teorema de Poincaré nao especifica qual a raiz do polinémio ca-
racteristico que aparece no limite (7.7), nem o que é que acontece se
& = |&;] para algum @ # j.

e Perron provou que para todo a raiz & do polinémio caracteristico

existe uma solucao vy da relacao de recorréncia tal que — &

Un—1
Un

quando n — oo.

O Teorema 7.3 mostra qual a raiz do polinémio caracteristico que deve ser
tomada e que a convergéncia ¢ uniforme num compacto devidamente escolhido.
Note que [b—a, b+ a] é a regiao onde as raizes do polinémio caracteristico tém
o mesmo modulo.

Pn—1

Vejamos como se comporta “2=% em supp p \ [b—a,b+al.

n

TEOREMA 7.5. Sejam u € M(a,b) com a > 0 e {p,} a sucessio de
polinémios ortonormais que lhe estd associada. Se x € supp pu \ [b — a,b + a]

entao

_ B AV
lim Pooi(x) _z—b+/(x—b)?—a
a

n—oo pn x)

DEMONSTRACAO. Pelo teorema de Poincaré sabemos que

. pea(®)  w—bE(—b?—a?
lim =
n—co pp(z) a

Agora, se v € supppu \ [b — a,b + a] entdo p{xz} > 0. Mas isto implica que

1
Zpi(:v) < ——; e portanto Zpi(:v) é convergente, nao se podendo ter
neN M{x} neN
n (@)
lim 2n

> 1. [ ]
n—00 p?’b—l(x)

OBSERVACAO . Note que da comparacao dos Teoremas 7.3 e 7.5 con-
cluimos que o limite uniforme em K de p;;—(lg) depende de K, i.e. este limite

nao coincide quando K C C\ suppp ou K C supppu \ [b — a,b+ al.
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O estudo realizado nesta seccao sera aplicado no decorrer deste trabalho.
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1. Propriedades Algébricas

Vamos construir, de forma analoga a realizada para a ortogonalidade sobre
a recta real, a teoria dos polinémios ortogonais sobre a circunferéncia. O pro-
cesso aqui descrito baseia-se no trabalho de Geronimus [57]. Mostraremos a e-
quivaléncia existente entre estas duas nocoes de ortogonalidade. Esta equivaléncia
vai-nos permitir estudar o comportamento assimptotico das sucessoes de poli-
noémios ortogonais monicos de suporte compacto na recta real.

Comecemos por introduzir uma sucessao de nimeros complexos, (¢, ), su-

jeitos a seguinte condigao dada em termos do determinante das matrizes Toeplitz

Co C1 R Cp
C_1 Co N S |

Tn+1 = . . . 7é O, n €N
C.n C_py1 ... Co

convencionando-se Ty = 1 e ¢_j, = ¢; construamos a sucessao de polinémios

monicos {¢,} como

Co c_q C_n
1 c1 Co Con+1
On(2) = 7 | : b, nelZt (L.1)
"leno1 Cneso Cc_1
1 z .. 2"
do(z) = 1. (1.2)

TEOREMA 1.1. Definamos a funcional linear ¢ em T = {z € C : |z| =
1} por

(¢,2"y=c_p,, mnEZ;

entdo a sucessio de polinomios monicos {p,} definida por (1.2) € ortogonal

relativamente a ¢, 1i.e.

(6 6m). = (€, Sn(2)Bm(1/2)) = %@L,m, n.m € N. (1.3)
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DEMONSTRACAO. Basta notar que para m < n

1
(e, ¢n(2)z—m>
Co C_1 e C_p
1 C1 Co oo Copi1
= an ) m = 07 17 y 10— 1
Ch—1 Cp—2 ... C_1
Cm Cm—1 - Cmn
e quando n = m temos directamente (1.3). [

O produto pelo operador z sobre T que aqui definimos é uma forma unitaria,
enquanto que o produto pelo operador z sobre a recta real era simplesmente
simétrico. Dai que nos aparecam determinantes de matrizes Toeplitz onde
antes nos apareciam determinantes de matrizes de Hankel.

Uma condicao necessaria e suficiente para que ¢ seja definida positiva é que

T, > 0, n € N. Podemos enunciar:

TEOREMA 1.2 (Problema Trigonométrico de Momentos). Se (c¢,) €

n

ii—0 > 0, n € N, entao

uma sucessao de elementos em C tal que T,1 = |ci—j]

ezxiste uma medida de Borel positiva o tal que

(e, 2"y = /0 7reXp(—inQ)dcr(é’), n € 7.

Além disso, {¢n} associado a (c,) serd ortogonal a respeito de o, i.e.

1 2w P
—/ ¢n(619)¢m(619)d0(9) = hnbpm, n,meN
21 Jo

onde h,, = T:T;“ > 0.

Deduzamos agora a relagao de recorréncia que estes polindmios verificam.
Introduzamos uma sucessao de ntmeros complexos (a,) a que chamaremos
parametros de reflexao como sendo os coeficientes da expansao em série de

poténcias de {¢,} da fungao 1, i.e.

Entao,
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Assim,
Co C_1 e C_n
n 1
G = (e, 20,(2)) = T
n+1 n+1|Ch—1 Cp—2 ... C_q
C_1 C_9 ... C_p—
C1 Co ceo Cp41
(—1)” Co C1 N
Tn+1
Cl—p Co—p ... C1

Considere-se agora

ACEER <SP YOTR
onde
ajnh;
= (e 20U e o)
— (e, (z Yo+ % F.. zi’;) 6;(2)) — s,
— _ah,
Logo
bp(z) = 2" — 2"t de¢j(1/z)
entao B
On(2) =z (z"_l — "2 n22aj¢j(1/z)> — 12" P 1(1/2)
ou ainda ”
60(2) = 20n1(2) — inrdis (), mEN (14

onde ¢* ,(2) = 2""1$,_1(1/z), n € N. Tomando conjugado em (1.4) vem
50(1/2) = 601(1/2) ~ an g6 a(z), mEN
e multiplicando por z" obtemos finalmente
On(2) = br_1(2) — @n126n1(2), n€N (1.5)

Agora, se substituirmos em (1.5) a expressao de ¢ (z) dada em (1.4) obte-

mos a seguinte relacao de recorréncia a trés termos satisfeita pelos polinémios
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ortogonais sobre T
an¢n+2(z) = (dnz + dn-l—l)qbn—&-l(z) - Zdn—&-l(l - |an|2)¢n(2) ) n €N

Po(2) =1 (1.6)

Temos entao:

TEOREMA 1.3. Seja {¢n} a sucessao de polinémios ortogonais maonicos

sobre T associada a funcional linear c; entdo {¢,} verifica (1.4), (1.5) e (1.6).

2. Teorema Analogo de Favard

Antes de estabelecer em que condigoes temos o reciproco do Teorema 1.3

vamos relacionar a, com os determinantes T,.

TEOREMA 2.1. Seja {¢n} a sucessao de polinomios ortogonais maonicos

sobre T associada a funcional linear ¢. Se |a,| # 0 entao

Ty
la,)?=1- 22 neN (2.1)
Tn+1
hosi =co [J(1 = a;*), neN (2.2)
j=0

DEMONSTRACAO. Multiplicando (1.6) por 2~V e aplicando ¢ obte-

mos

dn—i—lhn—f—l — an+1(1 — |an|2)hn = O, n €N

Agora se |a,| # 0 para n € N entao tendo em atengao que h,, = T;“ obte-

mos (2.1) e (2.2). |

Vamos dar de seguida um critério para a regularidade de uma funcional

linear associada a uma sucessao de polinémios ortogonais monicos.

COROLARIO IL1. Seja {¢n} a sucessio de polinémios ortogonais mo-

nicos sobre T associada a funcional linear ¢. Entao:

o T,, # 0 € equivalente a |a,| # 1, n € N.

o T, >0 € equivalente a |a,| <1, n € N.

OBSERVACAO . Assim, dizemos que ¢ é uma funcional linear reqular

se |an| # 1 e é definida positiva se |a,| < 1.
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Estamos em condigoes de enunciar um anédlogo do Teorema de Favard para

os polinémios ortogonais sobre T.

TEOREMA 2.2. Seja {¢,} uma sucessao de polindmios ménicos verif-
icando uma das relagoes de recorréncia (1.4), (1.5) ou (1.6) com |a,| # O,
entio {¢,} € ortogonal relativamente a funcional linear ¢ associada & sucessao

de momentos (c,) definida por

C1 (&) oo Cpii
1 Co C1 .. Cn,
(-1)"a, = T , neN
n+1
Cl—pn Co—p ... C1

DEMONSTRAQAO. Procedamos por inducao. Suponhamos que se tem

por hipdtese
1
<c,¢n(z);> =0, 0<Ii<n

entdo tendo em atencao (1.4)

(e, 6n1(2) )
= (e.0u() ) — nle, 64(2) )
= (e, 0u(2) 1) — nle, rpn(1/2)
= (e.6n(2)5) — ule, Sy 00(2))

0 , l<n
B hn(l - |an|2) ) l=n

Verifiquemos agora que se tem
(€, pnr1(2)y =0, meN.
Mais uma vez por (1.4)
(€ 20n(2)) — anle, ¢7,(2))
= Gphy — Gy e, 2" 6 (1/2))
=0

A unicidade desta sucessao de polinémios ortogonais monicos sai directamente

do facto de se

an—l-l(z) = Z¢n(z) - dn¢n(z) , neN
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entao ¥, (z) = ¢y (z) paran € N. |

OBSERVACAO . Uma demonstracio alternativa deste resultado foi dada
por Erdelyi et al. em [42].

3. Solucao Geral duma Relacao de Recorréncia

Vejamos que a funcao de Caratheodory da medida de Borel positiva g,

também chamada de Transformada de Riesz-Herglotz

Fz) = - /0 T 0 (3.1)

2mey e — 2

no caso complexo, joga o mesmo papel da transformada de Stieltjes, no caso

real.

DEFINICAO 3.1. Seja {¢n} uma sucessao de polinémios ortogonais mé-

nicos. A sucessao de polinémios ménicos {2, } definida a custa de {¢,} por

Z+y
zZ—=Y

() = = (o

Co

(0(z) - ¢n<y>>> (3.2)

¢ chamada sucessao de polinomios ortogonais associados de primeira espécie .

Pode ver-se que estes polindmios sao ainda uma sucessao de polinémios

ortogonais moénicos e verificam a mesma relagao de recorréncia a trés termos.

TEOREMA 3.1. Seja {¢,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-
nicos verificando (1.4). Entdo a sucessao de polinémios mdnicos associada de

primeira espécie, {8, }, verifica as sequintes relagées de recorréncia

Qny1(2) = 2Q,(2) + a2 (2), neN (3.3)
W 1(2) = (2) + ap20(2), neN

anQpi2(2) = (@2 + Gng1) Qpr1 (2) = 28p41(1 — [an]?)Q(2), neN,

DEMONSTRACAO. Vimos ja que se {¢,} verifica (1.4) entdo também

verifica (1.6). Entao, reescrevamo-la com y no lugar de z, i.e.

an¢n+2(y) = (any + an+1>¢n+1<y) - yan—i-l(l - |an|2)¢n(y) ;, nE N
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zZ+y
=Y

Subtraindo de (1.6) esta tltima equagao, multiplicando seguidamente por

e aplicando ¢, obtemos

0201 (2) = @192 + 22 (e T 012 = i ()

Co

(1 = Janl*) <cy z +y(ngn(z) _ y¢n(y))> ., neN (3.4)

co T2 —y
Mas
20n41(2) = YOn1(y) = (2 = Y)Pn1(y) + 2(Iny1(2) — Pnta(y))
entio de (3.4) sai que
00 12(2) = (41 + 802) Qi1 (2) = 20111 — a0 (2)
+ = (o (4 0)(@601(9) — a1~ faa)ou(w) . mEN
ou ainda

anQnJrZ(Z) = (dnJrl + C_an)Qn+1(z) + _ZanJrl(l - ’anP)Qn(’Z)

+ P (g = (1= |an[)ha), mEN
0

e aplicando (2.2) temos a relagao de recorréncia a trés termos que pretendiamos

obter.

As demais relacoes saiem directamente por raciocinios analogos. |

Estamos em condic¢oes de determinar a solucao geral de uma dada relagao
de recorréncia a trés termos do tipo (1.6), i.e.
dnAnJrQ(Z) = (&nz + &n+l)An+1(Z) - 2dn+1<1 - ‘an‘2)An(2) , ne N

Al(Z)
Ao(Z)

=z—a com |a| <1 (3.5)

TEOREMA 3.2. Seja {¢,(.;\)} a sucessdao de polindmios ortogonais mo-

nicos que verifica
¢n+1(z; )\) :Z¢n(z; )\) _>\_an¢:z(zv)‘>> n GN;

entdao, {on(;A)} € a solugcao geral de (3.5) se e somente se |\ = 1.

Além disso,
1+ A 11—
Int1(2A) = —5=0n1(2) + —5—Quni(2), neN. (3.6)
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DEMONSTRACAO. Vé-se facilmente que {¢,(.;\)} verifica
Gr1(z:A) = 05(2:A) = Aanzgn(z:A), neN;
e daqui, seguindo o processo descrito na demonstracao do Teorema 1.3 obtemos
A @ni2(2;N) = Man2z + Gpi1)nr1 (25 A) — 2Aan11 (1 — [Aay*)dn (25 A)

para n € N. Logo temos (3.5) quando e sé quando |A| = 1.
A representagao (3.6) para {¢,(.,A\)} resulta de {¢p,11} e {Qny1} serem
duas solugoes independentes de (3.5), pois neste caso existem constantes A, B

tais que
On(z;A) = Agn(2) + B (2) (3.7)

Temos somente que calcular A e B. Para tal note que ¢1(0) = —Q;(0) e

portanto, tomando n = 0,1 em (3.7) obtemos

A+ B =1, A—B=\

>|

E daqui se conclui que A = 1% e B= % [ |

Seguindo as mesmas técnicas aqui apresentadas pode ver-se que por {¢,}

e {Q,} verificarem (3.5) se tem que

Upto(2) = <1 4 dntl z> Upt1 — a;LHz(l —lanHu, neN. (3.8)

an n

¢ satisfeita por {¢}} e {Q2F}.

4. Propriedades das Raizes de {¢,} Quando |a,| <1

Os resultados de interlagamentos das raizes dos polinémios ortogonais com
suporte na recta real nao se vao poder ter aqui porque nao existe um Teorema
do Valor Médio para fungoes de variavel complexa. Mantem-se, no entanto,
vélido o Teorema de Fejér sobre a localizacao das raizes (cf. Teorema 1.6.2).

Como segundo objectivo para esta secgao temos o de dar um algoritmo para
a partir de um polindmio mdnico de grau n com raizes em |z| < 1 construir
uma sucessao de polinémios ortogonais monicos e determinar univocamente a
sucessao dos parametros de reflexao (a,) com |a,| < 1. Vamos necessitar para

isso do seguinte resultado [32, Th. 3, pp. 193]:
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TEOREMA 4.1 (Rouché). Sejam f e g duas fungoes analiticas num do-

minio fechado G de fronteira continua 0G. Se
f(2)] > g9(2)], =z€0G

entdao as fungoes f e f + g possuem o mesmo niumero de raizes em G.

Estamos agora em condicoes de comecar o estudo sobre as raizes dos poli-

némios ortogonais.

TEOREMA 4.2. Sejam {¢,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-

nicos sobre T e (a,) a sucessao dos parametros de reflexao associada. Entao:
n

() lan| <1 = u(2) = [[(z = 2;) com |z] < 1.
j=1

(b) 0 < |a,| <1 = ¢n € Pny1 ndo tém raizes em comum.
(¢) lan] =1 = ¢ény1(2) tem raizes simples e estas encontram-se

sobre T.

DEMONSTRACAO. (a). Como |ag| < 1 temos que P;(z) = z — ag tem

raizes em |z| < 1. Procedamos por indugao tomando como hipdtese:

H: {¢1};_, tem as suas raizes em |z| < 1.

Entao, como ¢%,,(2) — ¢5(2) = —zasps(z) temos
e (2) — 9(2)| _ ‘ ¢s(2)
’ ORI B O

Mas ¢7(2) = [[;, (1 — 2Z;) logo se |z| < 1, entdo |¢}(2)| > |pn(z)]. Assim

s1(2) — 03(2)
¢3(2)

Agora pelo Teorema de Rouché concluimos que

(0511(2) = 05(2)) + 05(2) e ¢5(2)

tém o mesmo numero de raizes em |z| < 1. Mas, ¢¥ ndo tem raizes em |z| < 1.

<1

Logo as raizes de ¢4, estao em |z| < 1. Se elas se encontrassem sobre T entao

)
¢S (eiQ)

*,1(€”) = 0 para algum 6 € [0,2x[; e, portanto, |as| =

=1, 0 que é
absurdo.
(b).  Suponhamos que existe zp € C com |z| < 1 tal que ¢,(z0) =

$n+1(20) = 0; entéo

Oni1(20) = 200n(20) — @ndy(20), mEN
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donde se conclui que a, ¢ (20) = 0. Mas ¢ (20) # 0 pois |z9| < 1, entao a,, = 0,
em contradi¢ao com a hipdtese.

(c). Sejam |a,| = 1 e ¢, verificando (1.4). Se €' for raiz de ¢, entao
de (1.4) com z = € temos que ¢, 1(e") = 0. Assim, as rafzes de ¢, em T
sao também raizes de ¢, 1.
0

Tomemos agora a equacao (1.4) com z = e e a,, = €, i.e
3

Bra(€”) = €76,(¢7) — e G, (), neN

e considere-se ¢,(e"?) = e’ entdo

¢n+l(ei9) —  peil0+Y) _ g oi(B—nb+y)
= 2pei"0-5) cos(¢ + b_n- 19)
2 2
Assim,
bni1(e??) = 0 se e somente se 9 + g — ”7_16’ = kg parak =0,1,...,n.
Daqui se conclui que ¢,, tem n raizes distintas sobre T. [ ]

OBSERVACAO . Pode provar-se que se uma raiz de ¢, estd em T entio
todas as suas rafzes se 14 encontram. De facto, se e? for tal que ¢,,1(e?) =0
e ¢,(e) # 0 entdo a, = % Logo, |a,| = 1 e portanto da alinea (c) do
Teorema anterior temos o que queriamos demonstrar.

Estamos em condigoes de demonstrar o resultado principal desta seccao.

TEOREMA 4.3. Seja ¢,, um polinémio de graun com todas as suas raizes
em |z| < 1; entdo podemos construir uma famdlia de polinomios {¢y}}_, or-

togonais sobre T.

DEMONSTRACAO. Escrevamos

n

on(2) = [(= —2) (4.1)

j=1

De (4.1) sai que |a,—1| = H |2;]. Logo |an—1| < 1.
j=1
Definimos ¢,,_1 por
$u(2) + An19(2)

1 —|an-1?

Z¢n—1<z) =
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e tomando *

(1= lan-1[*)¢1(2) = ¢,(2) + an-16n(2)
Donde se conclui para |z| < 1

(I = [an-1*)o}_1(2) — 5 (2) " Pn(2)
& (2) "o (2)

Pelo Teorema de Rouché, as raizes de ¢} _; estao em |z| > 1. Agora, se €'

<

<
0

for raiz de ¢, entdao ¢, 1(e?) = 0 e portanto, da observagao anterior segue
que ¢,(e?) = 0 (o que é impossivel). Entdo |¢,_1(0)] < 1 e aplicando suces-
sivamente este processo obtemos a familia desejado de polinémios ortogonais.

Além disso, pode ver-se que a medida de ortogonalidade correspondente é

m (cf. Freud [47]). |

OBSERVACAO . Note-se que no caso da ortogonalidade sobre R, para
gerar a sucessao de polinémios ortogonais moénicos necessitavamos dois poliné-
mios com raizes interlacadas (cf. Wendroff [150]) enquanto que aqui somente

necessitamos de um polinémio com raizes no interior da circunferéncia unitaria.

5. Relacao Entre as Duas Nocoes de Ortogonalidade Tratadas

Seja ;1 uma medida de Borel positiva no intervalo [—1,1]; entao, vimos
ja que existe uma sucessao de polinémios ortogonais moénicos que lhe esta
associada, i.e.

1
/ P,(z)Py(x)dp(z) = kpopm, n,meN e k, >0.
—1

A custa de y podemos definir uma medida v sobre [0, 27[ por
dv(0) = 5| sinf|dpu(cos0)
e se u for absolutamente continua, i.e. existe w nao decrescente e positiva tal
que du(x) = w(z)dz, entdao
dv(0) = sw(cos )| sin 0|d6.
A v podemos entao associar-lhe uma sucessao de polindmios ortogonais moni-

cos, {¢,}, sobre T por

2

On(2)dm(1/2)dv(0) = hnbpm, n,meN e h, >0.
0
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Vejamos como estao relacionadas estas duas sucessoes de polinémios ortogonais

moénicos (cf. [57, 143, 149]).

TEOREMA 5.1. Sejam {P,} a sucessao de polindmios ortogonais maoni-
cos associada a | e {¢,} a sucessio de polinomios ortogonais mdonicos associ-

ada a v; entdo:

e Os coeficientes de ¢, sao reais.

—1 -
e Se denotarmos por x = % entao

_ ¢2n(z) + ¢§n(2)
2nzn(1 + ¢2n(0)) ’

P () neN (5.1)

DEMONSTRACAO. Os coeficientes de ¢,, sao reais pois a medida v é
simétrica.
Antes de prosseguirmos relembremos a definicao dos polinoémios de Tcheby-

chev de primeira espécie
T, (z) = cos(nf) com x =cosf e n € N.

—1
Agora, se x = #Z— obtemos

Considere-se que

</>n(2) = Z dk,nzk
k=0

entao
2n 2n
S (G90(2) + B50(2) = 3 i 2 =23 dia T ()
k=0 k=0

Desta representacao para z~"(dan(2) + ¢3,(2)) resulta que este polinémio é de
grau n. Além disso, como o coeficiente de maior ordem de T}, é 2"~! obtemos

para coeficiente de maior ordem deste novo polindmio 2™(1 + ¢, (0)).
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Provemos que 27" (o, (2) + ¢5,,(2)) é ortogonal relativamente & medida pu:

/_ T (fanl2) + B30 (2)) Tel2)dpu(z)

1

_ /0 (" mn(2) + G (2)) 2w (0)

2 2
= Pon(2)2 " du (0) +/ 2" o (2)dv(6)
0 0
~J0 , 0<k<n
B fo% Gon(2)22"dv(0) , k=n
<
_ 0 , 0<k<n (5.2)
h2n ) k=n
Daqui se conclui que P, é o polinémio definido por (5.1). |

OBSERVACAO . Pode ver-se que

o 2ha,
/1 Br@)dnle) = o 6am(0))

Tratemos de relacionar os coeficientes da relacao de recorréncia a trés ter-
mos satisfeita pelos {P,}, (I1.2.5), com os pardmetros de reflexdo de {¢,}.

Note-se que a,_1 = —¢,(0).

TEOREMA 5.2. Sejam {P,} a sucessio de polindmios ortogonais maoni-

cos associada a e {¢,} a sucessio de polinomios ortogonais monicos associ-

ada a v com dv(#) = L|sinf|du(cos); entdo:

4Ypp1 = (1= d2p42(0))(1 — ¢gn+1(0))(1 + ¢2,(0)) (5.3)
26, = G2n-1(0)(1 = $2,(0)) — P2011(0)(1 + $2,(0)) (5.4)

Pri1(2)

Reciprocamente, se denotarmos por R,(x) = Prla) 7 temos
$2,(0) = R,(1)—R,(—-1)—1 (5.5)
2nr1(0) = gzg; - Z:Eji (5.6)
DEMONSTRACAO. De (1.2.5) sai directamente que
I P @) 5

2 [1) Pula) Ty () dpa(x)
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Tomando em consideracao (5.2) calculemos

/_ Po(2)T () du(x)

1

o Con(D) o),
= (1T 6mn(0) [ B )

1 2 2n
SET ol MRCROLZ0
. 27Th2n
= (1 + 60 0))

De (5.7) e tendo em atencao (2.2) obtemos (5.3).

Relembre-se que
On(2) = djn?, dpp =1
§=0
Entao de (1.4) obtemos

don—12n = don—22n-1 + $2,(0)P2,—1(0) com 2n em vez de n (5.8)

donont1 = don—12n + ®2n41(0)P2,(0) com 2n + 1 em vez de n
(5.9)

Mas adicionando termo a termo (1.4) e (1.5) obtemos

Gan(2) + 95,(2) = (1 4 ¢20(0)) (202n-1(2) + ¢5,1(2))

e portanto

Z¢2n—l(z) + ¢§n—1<z)
2nzn

Assim, desta igualdade e como {T},} é uma sucessao de polinémios ortogonais

Py(x) =

monicos simétrica, i.e. o correspondente (3, = 0 para n € N, obtemos

n—1
_ Z B, = d2n2,2n12+ Pan-1(0) (5.10)
k=0

Temos entao que

g, = Xn: G, — nif 4, —dap 2n+1 + d2n—2,2n—12_ G2n+1(0) + P2n—1(0)
k=0 k=0

e de (5.8) e (5.9) obtemos (5.4).

Da representagao (5.1) resulta facilmente
2711 + ¢24(0))
(1) a(-1)
2711 4 ¢9,(0))

Pa(1)

Pn(_l)
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De (1.4) com z =1 e z = —1 obtemos

¢n+l(1) - (1 + ¢n+l(0))¢n(1)
Gni1(—1) = (=1)"(1 + ¢n11(0))Pn(—1)

Donde se conclui que

(14 ¢24(0))(1 + ¢2,+1(0))
2
(1 + $24(0))(1 = ¢2,41(0))
2

Adicionando membro a membro estas duas equagoes obtemos (5.5) e subtra-

R.(1) =

Ro(~1) = —

indo membro a membro as mesmas equagoes obtemos (5.6). |

OBSERVACAO . O problema reciproco ao aqui tratado, i.e. partindo
do conhecimento dos coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos (3,,),
(7) obter a sucessao dos parametros de reflexao (¢, (0)), é ligeiramente mais
complicado pois nem sempre se conhece uma representacao para P, e portanto
nao podemos calcular R,.
6. Exemplos
6.1. Polinémios de Bernstein-Szegd. Apresentemos um resultado da

teoria da aproximacao que pode ser encontrado em [2].

TEOREMA 6.1 (Fejér-Riesz). Seja

tal que f,(x) > 0. Entdo existe um unico polindmio trigonométrico g, de grau
n, cujas raizes nao estao no interior do circulo unitdrio, |g,(0)] > 0 e tal que

fn(x) = |gn(x)]? para z € R.

DEMONSTRACAO. Tome-se

2cos(nf) = 2"+z"

2isin(nf) = 2" —z"
com z = e?. Assim,

ful0) = 27" Gon(2)
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com
1o 1
Gon(2) = Ap2™ + =Y A;(2"7 + 2" 4+ =y Aj(z"T — 2
() = A" + 3 3 Al )+ 5 D A )
]:1 j:1
Facilmente se vé que Ga,(z) = G35,(2); além disso, se z; é uma raiz de Gy,

entdo 1/z; também o é, e portanto

Gon(z) =c] [z —2)(z = 1/2) [[(z - &)°

onde z; s@o tais que |z| > 1 e § tém moédulo 1 com multiplicidade par, por ser

fr» um polinémio trigonométrico. Assim,

fa(0) = ’gn(z)|2

onde

90(2) = VI ]G = 20 [z - &)

Como queriamos demonstrar. [ |

Suponhamos que v é absolutamente continua relativamente a medida de

Lebesgue e que a sua derivada Radon-Nikodym

com q(0) = ao + Z (aj cos(j8) + b sin(50))

J=1

dv(@) 1
o 2mqp(9)

Entao do Teorema de Fejér-Riesz sabemos existir um tinico polinémio de grau

k, Qy, cujas raizes nao estao no interior do disco unitario, Qx(0) > 0 e tal que
a.(0) = |Qr(e”)[*.

Provemos agora que os polinémios

pn(2) = 2"*Q4(2), n>k (6.1)

sao ortonormais relativamente a v:

/0 " n(2)rm (@ (6)

1 2RQr(2)T (1) 2) dz
C2r o Qu(2)2FQi(R) iz
1 2", (1/2)
S )y Qu(?)

=0, 0<m<n peloTeorema de Cauchy

dz
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Qr(2)|?

[en@rao - L [T

A sucessao de polinémios ortonormais {,, } definida por (6.1) sdo chamados

df =1

de Bernstein-Szego.

Estas sao as primeiras familias de polindmios ortogonais associadas a mod-
ificagoes racionais de uma medida de Borel dada.

No decorrer deste trabalho, utilizaremos estas familias de polinémios or-
togonais, obtendo a custa delas propriedades interessantes para as sucessoes de
polinémios ortogonais monicos que estao associadas a medidas que sao mod-
ificacoes racionais de uma dada medida mais uma soma finita de deltas de

Dirac.

6.2. Perturbacao dos Polinémios de Jacobi. Vejamos como proceder
para obter os parametros de reflexao duma sucessao de polinémios ortogonais
moénicos{¢, } sobre T quando partimos dos coeficientes da relagdo de recor-
réncia a trés termos da sucessao de polinémios ortogonais ménicos { P, } sobre
R.

Neste caso vamos considerar as sucessoes de polinémios ménicos { P*#}

ortogonais relativamente a medida f definida por
dit(z) = (1 — 2)*(1 4 z)Pdx + M5_1 + Mydy,

i.e. fi é uma perturbacao da medida de Jacobi (cf. Tabela 1) pelas massas M;
e M; em —1 e 1, respectivamente.

O caso a = [ = 0 foi estudado por Marcellan, Garcia-Lazaro e Tasis
m [51].

Vamos necessitar das seguintes relacoes vélidas para os polindmios moénicos

de Jacobi de parametros «, (3

PP (—x) = (=1)"P"(x) (6.2)

pas(1) = o (n + a) (2 n+ Qa) (6.3)

dpﬁz,ﬁ(z) a+1 1

— = P () (6.4)
N 2= (T (n +a+1))2 20+ 20\

o (2n+2a+ 1)I'(n + 2a + 1) ( n ) (6.5)
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Apresentemos também um resultado devido a Geronimus [57] e que relaciona
duas sucessoes de polinémios ortogonais monicos associadas a medidas que

diferem num nimero finito de pontos:

TEOREMA 6.2. Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais mdni-
cos associada a funcional linear w. A funcional linear v definida a custa da

funcional linear uw por

v:u+ZMj5,\j, /\Jg[—l,l]

j=1
€ reqular se e somente se
1+ M Kp1( M, M) - M K,_1(As, A1)
A= : : # 0 (6.6)
Mlanl(Ab >\s) o 1T+ Msanl(As; )‘s)

onde K,, € o polinomio kernel associado a P,, i.e.

Po()Poa(y) — Pu1(7) Pa(y) 1

an ) =
1@,9) Ty 1B

e {P,} € a sucessao de polindmios ortogonais ménicos associada a w. Deno-

tando por {R,} a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos associada a v

temos
1+ MiKp_1(A, A) - MK, _1(Xs, \1) Pn()\l)
: : —0 (6.7)
MlKn,l()\l, )\5) oo 1+ MSKn,l()\s, )\8) P, ( )
Mlanl(zy )\1) ce Msanl(Z, )\5) (Z) ( )

Além disso, a sucessdo de polindmios ortogonais ménicos associada av, {R,},

admite a sequinte representagao

S

[T = A)Bul@) = Pusal@) + 3" duse s Parecs (@)

j=1 j=1
onde dy n4s—; vem dado em termos de M;, K, (N, \j) e dos elementos da re-

lagao de recorréncia a trés termos que {P,} verifica.

OBSERVAQAO . Pode ver-se que v ¢é definida positiva se
(v, P,R,) = (u, PX(z +ZMR Pu(A;) >0

para todo o n € N.
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Para obter P®? em —1,1 basta substituir em (6.7) z por —1,1 e utilizar
as férmulas (6.2), (6.3) e (6.4).

Apresentemos os calculos no caso em que a« = 3, i.e. PM = P* é o

polinémio de Gegenbauer de grau n.
Da definigao de Kernel e de (6.2), (6.3) obtemos
nPr (D) Py (1) = (n = DB ()P (1)
[P

Kn—l(_l, 1) = Kn—1(17 _1) = ( 1)71 1%

e portanto temos somente de calcular K,,_1(1,1) e K,,_1(—1,1). Mas de (6.4)

Ko(1,1) = Kp_y(~1,-1) =

facilmente se obtem
K 1(—1,1)=2(-1)"'K,_1(1,1)

e de (6.7) concluimos

S (1) 3MiMy(K,—1(1,1))* — (My + 2My) K, —1(1,1) o
R e v o ey et R
Pr(-1)
B 3M My(K,,_1(1,1))? — (2M; + My)K,,_1(1,1) o
- {H (My + My) K, (1, 1) —3M1M2(Kn_1(1,1))2+1}( D)
Para calcular (¢,(0)), de (5.5) e (5.6) vemos que necessitamos conhecer R, (1)
e R,(—1). Assim, por defini¢ao

1 — MoK, (My+ My)K,—1 —3M MyK2 | +1 P (1)
1 — MK, (M + M)K, —3MMyK?+1  Px(1)

1— MK, (M +M)K, 1 —3MMK: , +1P (1)
1 — MK,y (M + MK, —3MM,K2+1 Px(1)

R,(1) =

R(—1) = —

com K, = K,(1,1). Daqui se conclui
1—- MK, 1— MK,
¢2n( ) = + =
1—-—MK,_ 1— MK,
(M, + MQ)K 3M1M2K2 L+ 1P (1)

1 6.8
(M1 + My)K, —3MMLK2 +1 Pa(l) (6.8)
B (0) = (M: — Mo) (K — Kny) (6.9)
" 2 — (M + M) (K, + K1) — 2M My K, K,y
Mas, (":a) = %, entao das propriedades da funcao I' se vé que
P11 2~ (a+2)p2e

1
2~ (1 +(a+ 50(1/n>)> e Ko~ o1
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e portanto, a partir de (6.8) e (6.9) obtemos o comportamento assimptdtico

de ¢,(0):
M, — M. 2a
62(0) ~ (@ +1/2)0(1/n) e Gana(0) ~ — o (a’i T

Aplicando a formula de Stirling, i.e.

D(n+1) =n! ~ 2 (@y
€

concluimos que

$2n(0) ~ (a+1/2)0(1/n) e dant1(0)

M, — M, n?a—l/?—n
20432 (e +1)2 em
Logo ¢2,+1(0) converge para zero com uma velocidade de convergéncia

superior a de ¢,(0). Além disso, se M; = M, entao ¢o,41(0) = 0 paran € N.
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1. Resultados Basicos

Comecemos por dar alguns resultados fundamentais da teoria dos poliné-
mios ortogonais sobre a circunferéncia que vamos necessitar no decorrer deste

capitulo.

TEOREMA 1.1 (Férmula de Christoffel-Darboux). Seja {¢,} uma su-

cessao de polinomios ortogonais monicos sobre T, i.e.

/ (D) Im(Dd() = B

Entao o polinomio Kernel que lhe estd associado
— 0;(2);(y)

K,(z,y) = 1.1

() =3 (11)

admite a sequinte representa¢ao

()G ) — 150u(1)5ny)

Kn(w,y) = (1 —zy)hn

(1.2)

DEMONSTRACAO. Procedamos por inducio. Para n = 0 de (1.1)
obtemos que Ky(z,y) = % e de (1.2) Ko(z,y) = (11_;—2%0 Verifiquemos que
a propriedade é hereditéria, i.e. supomos que (1.2) é verdadeira paran < s e

verifiquemos a sua veracidade para n = s+ 1. Assim de (1.1) e da hipétese de

inducao
Ks—l—l(x;y) _ KS(.Z', y) + ¢s+l(z)¢s+l(y) )
s+1
Mas de (II.2.2) obtemos
Ks+1($7 y)
(1= |aP)E@ER) - w56 0)8m) + (- 1960105 )
(1 - zg)hs—&-l ‘
Aplicando (I1.1.4) vem que
Ks-i—l(x? y)
_ 3 (@)di(y) + las25es(2)0s(y) — asrds(@)di(y) — asyor(x)os(y)
(1 = z)hsta
e aplicando (I.1.5) a esta equagao obtemos (1.2). |

Apresentemos agora duas propriedades extremais.
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TEOREMA 1.2. Sejam p uma medida de Borel positiva e {¢,} a sucessao
de polinomios ortogonais monicos que lhe estd associada. Entdo

1
min n()Pdu(z) = ——— . 1.3
/Supw\q<>| M) = e (1.3)

qn(20)=1
Além disso, o minimo € atingido para

Kn(za ZO)

gn(2) = Koo z0)

DEMONSTRACAO. Representemos

qn(2) = Zbk¢k(z) com Zbkqﬁk(zo) =1
k=0 k=0

Mas como

n

[ m@Rdut) = 3 i

k=0
0 nosso objectivo vai ser o de minimizar esta quantidade sujeita a condig¢ao

> o bedr(z0) = 1. Agora, da desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

- < | (20)]?
1< Z ‘bk‘zhkz h—:
k=0 k=0

tendo-se igualdade se e somente se

by = ¢k(20)/ Ry,
> heo 10k (20) 12/ i
Que era o que queriamos demonstrar. [ |

OBSERVACAO . Da férmula de Christoffel-Darboux concluimos que o
polinémio ¢, que minimiza o integral de (1.3) sujeito a condigao ¢,(0) =1 é

D
Temos ainda a seguinte propriedade apresentada por Achieser em [2, pp. 243].

TEOREMA 1.3. Sejam z,...,2, € C tais que |z;| > 1 para j =1,...,k

e ]zj| <1paraj=Fk+1,...,n. Entao, para N > n e para todo o p > 0 tem-se
p
1 1
min — nq& |dz| = —_. (1.4)
q(z)iilg-i-... 27 |z[=1 Hj=1<z - Zj) Hj:l ’Zjlp

Vamos necessitar de uma desigualdade valida para fungoes integraveis.
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TEOREMA 1.4 (Desigualdade de Jensen). Seja f uma funcao integrdvel
em [0, 27| verificando a < f(x) < b. Se ¢ é uma fun¢do convera em |a,b|

entao
1 21 1 2
— 0)do | < — 0))do 1.5
o (5 [ s00) < o [T oton (15)
Apresentamos agora o teorema fulcral desta teoria [2, 47, 57, 143].

TEOREMA 1.5 (Szeg6). Seja w(x) > 0 para x € [0,27] uma fungao
integravel tal que fO% w(t)dt > 0. Defina-se

1 2m
exp § == lnwtdt} , InwelL
Q) = [P L e (1.6
0 , lmwé¢lL
Entao para todo o p > 0
1 2w )
lim min — lg(e™®)Pw(t)dt = Q(w) . (1.7)
n—oo qeP, 27 J,

q(0)=1

DEMONSTRACAO. Introduzamos a notacio
1 2m

o(w;p) = min — D Pw(t)dt N 1.8
fin (W3 p) (I%Iel)llpg 2 ), lq(e™)[Pw(t)dt, n € (1.8)
q(0)=1

entao fi,1(w;p) < w,(w;p) para todo o n € N; e portanto
Tim g, (w;p) = p(w;p) 20 (1.9)

Assim, de (1.8) e (1.9) podemos reinterpretar (1.7) dizendo que queremos
provar que pu(w;p) = Q(w).
Aplicando a desigualdade de Jensen com ¢ = —In e f = |g(e")|Pw(t)

obtemos

> o (5 [ matt) + mlgte i)
> owjew (5 [ "o e ar).

Como para cada n € N o polindmio que minimiza o integral de (1.7) é ¢}
podemos tomar ¢ na ultima desigualdade com raizes em |z| > 1. Logo In |g(z)[?

é uma fungdo harménica em |z| < 1, i.e. continua e tal que para todoo z € By
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se tem

27
o / [+ ey dt = f(2)

com r tal que z + re' € By ;. Assim,
1 2m )
5 [ la@)Pw(t)dt > [q(0)["Q(w).
T Jo
Sendo assim temos a desigualdade u(w;p) > Q(w).

Provemos agora que pu(w;p) < Q(w). Comegaremos por provar esta de-

sigualdade para w(t) = W com r € P e raizes em [t| > 1. Entdo para
n>grr
1 o ) 1 27 it\ |P
min = [ gt = min - [ 100 g
q€Pn 27 Jq ey 0

q(0)=1 q(0)=1
e pelo Teorema 1.3 e como In W ¢ uma fungao harmonica temos

1 2

1 [ 1
in — t)|Pw(t)dt = — In ————dt
W 3y 1O o ) )
q =

Temos entao que

p(w;p) = Q(w) para w(t) = ’r(elit)‘p e rebP.

Considere-se agora w fungao continua com w(t) > p > 0. Pelo Teorema de

Weierstrass existem S,,, s, (polinémios trigonométricos) tais que

1 . 1
<wP(t) <
S (1) ®) Sm(t)
e # e %/2 aproxima uniformemente w quando n — oo. Do Teorema de

Fejér-Riesz (cf. Teorema I1.6.1) sabemos que os polinémios trigonométricos

positivos, r, admitem a representacio 7(t) = |s(e)|?. Assim, de
1 1
M ip) < pw(t);p) < pu(—5—~ip)
SP(t) P2 (8)

concluimos que
p(wip) = Q(w)  para  w(t) € C([0,2n]).

Sendo w uma fun¢ao integravel em [0, 27| e verificando w(t) > p > 0, sabemos

que para todo o € > 0 existe f € C([0,27[) com f(t) > £ e

/Qﬂ F(E) — w()Pdt < &, ¥p >0
0
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Como — In é uma fungao convexa
2
Inf—Inw< —|f —w
p

e integrando e tomando exp obtemos

Q1) < exp(25)Q(w)
Por outro lado
3 |l
= o [T (B2 ) ar o [T e s

e da desigualdade de Cauchy-Schwarz

1 27 )
— [ la(e")|Pw(t)dt
2 Jo
< 1 1 / ezt |2pf2 1+ /27r t dt
T V27 t

< J%\/ / 7 la(e)on () (1+ ;)

unhmp)§§<1+—;> 11n(f2; 2p)

Logo

Entao

<

N

€
0

1+ %) exp(25)Q(w)

Para eliminarmos a restricao w

p(w +€p) < Qw +¢)

logo u(w;p) < Q(w + €). Tomando limite quando € — 0 obtemos (1.7).
Investiguemos agora o caso em que Q(w) = 0, i.e. fo% Inw(t)dt = —c0.

Para todo o € > 0 temos

p(w +ep) = Qw +e).
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Temos entao que mostrar que

21
lim In(w(t) + €)dt = oo
n—0 0
Assim, escrevamos

/027r In(w(t) + €)dt = /027T In"(w(t) + €)dt — /027r In* w(t;dt

)+e
= 11(6) — IQ(E)

| ,a>1 .
com InTa = {Ona g u<t Agora, vé-se que
Y a —

0< I(e) < /Zﬂ(w(t) L O)dt = /2ﬂw(t)dt+27re

pelo que temos que provar que lim, o I5(€) = oo.

Suponhamos que lim, o I2(€) = N < co. Entao pelo Lema de Fatou

27 1
/ Int ——dt < N
0 w(t)

0 que contraria a nossa hipotese. [ |

2. Formula Assimptética

Apresentemos alguns resultados de Andlise Complexa que podem ser en-

contrados em [3, 32, 79, 132].

TEOREMA 2.1 (Prolongamento Analitico). Seja f uma fun¢do analitica
no interior do dominio B C C. Se f se anula num dominio By C B entao f

é constantemente nula em B.

TEOREMA 2.2 (Montel). Seja {f} uma familia de fungdes analiticas
num mesmo dominio B. Se {f} € uniformemente limitada em B, entio {f} ¢é
uma familia normal, i.e. de toda a sucessdo de fungoes de {f} podemos extrair

uma subsucessao uniformemente convergente num compacto de B.

TEOREMA 2.3 (Hurwitz). Seja { f.} uma sucessio de fungdes analiticas
no dominio B C C, convergindo uniformemente sobre um compacto K de B
para uma funcdo f Zconst. Se f(z9) = 0 entao existe ng € N tal que para

n>ng fo(z) =0 para z € {z € C : |z — 2| <r} CB.
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TEOREMA 2.4 (Dini). Sejam K um conjunto compacto munido de uma

métrica, d, e {f,} uma sucessio crescente de fungoes continuas em K, i.e.
fi@) € h@) < < ful@) S ..., zEK.

Se {f.} converge pontualmente para uma fun¢ao continua f em K, entao esta

convergéncia € uniforme.

Definamos a classe de medidas que pretendemos estudar:

DEFINICAO 2.1. Seja 1 uma medida positiva de Borel sobre T. Dizemos
que u pertence a classe de Szegd, S, se e somente se In ' é integravel, i.e.
I uppMln w'dr > —oo, onde p’ representa a.e. a parte absolutamente continua

da medida p.

O préoximo teorema contém os resultados fundamentais da teoria desen-

volvida por Szegd em [143] e foi enunciado por Geronimus em [57].

TEOREMA 2.5. Seja {¢,} uma sucessao de polindmios ortogonais mo-
nicos associada a medida de Borel positiva p definida em [0,2w[. Entdo as
sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(2) Y lan|* < oo.

neN

1,
(b) Eziste lim # 0.

n—oo n—1

2
(c) Z—l(bnéz)l < 00 pelo menos num ponto z € By, o que implica a
neN n

convergéncia uniforme em B(0,1).
(d) {%”T(z)} converge para algum z € By1, o que implica a convergéncia

uniforme em B(0,1).
(€) ¢n,(2) ~ zn”m para algum z € C tal que |z] > 1 e onde D é uma
fun¢ao analitica que chamaremos funcao de Szego.
(f) Existe M > 0 tal que pelo menos para algum zy € By,
2
M.
max |gn(20)[" <

f |Qn‘2d#:1

(g) HES.
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DEMONSTRACAO. (a) <= (b). Vimos ja que

n—1 ) T
hyn = co g(l — |agl?) = T
Como a convergéncia da série Y |a,|* é equivalente & do produto infinito [](1—
lax|?) temos o pretendido.

(a) <= (c). Da férmula de Christoffel-Darboux com = =y = 0 vem

S oR(0))2 (e (o) 1 1
D e S
k=0

h, I o TThZe (1 — laxf?)

Assim, a convergéncia da série desejada no ponto z = 0 é equivalente a con-

vergéncia da série Y |a,|?.
Provemos que nestas condi¢oes temos convergéncia uniforme em todo o

ponto de B(0,1). Pela féormula de Christoffel-Darboux obtemos

2 |ok(2)]? ;zz—zzqﬁnzz
kz_ow}gk)\ _ 1n(2)FF — |zl lon(2)]

T, 21)

Logo

O T e R T )
2 i TT-RE b CI-FF

* 2 1 — 2
\/|¢n<z>| N \/ E
hn Co

1 < Co
05 T Vi /1T =22

Da convergéncia de h,, quando n — oo (cf. (b)) obtemos que {%(Z)} é uni-

Temos entao

Assim

|z| <1

formemente limitada em |z| < 1. Aplicando o Teorema de Montel, sabemos
1
i
) 1
lim —— = D(2), |2]<r<1

k—oo @7, (2)

Como a convergéncia é uniforme D é analitica em |z| < r < 1 e pelo Teo-

existir uma subsucessao {——} tal que

rema de Hurwitz D é uma func¢do que nao se anula em |z| < r < 1. Logo

2

{ Z M} ¢ uma sucessao crescente de fungoes continuas em |z| < 1 e
k

0<k<n
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converge pontualmente pois de (2.1)
Z ’¢k o (2)I?
(1= [2[*)hn

Aplicando o Teorema de Dini temos a convergéncia uniforme de [n )1

GF o,

|z] <r <1
(c) <= (d). Resulta da demonstracao anterior.
(f) <= (c). Na verdade

max |qn(20)]* = min !
meb, VLT e, 2d
/ \;an?du:l qg(zo f |q | a

[ lanl?dp=1 k=0
Daqui se obtém que (¢) = (f).
Suponhamos agora que se tem (f), entdo a sucessao { K,,(zo, z0)} ¢ limitada
e por definicao monotona logo convergente. Do Teorema de Dini temos a
convergencia uniforme.

(d) <= (e). Vimos ja que

lim ¢(z) = D™*(z) uniformemente em By ;.

n—oo

Entao

lim —¢n( )= D7'(1/t) uniformemente em [t| > 1.

n—oo "

Agora tomando t € R com [t| > 1 obtemos
lim —a,(t) = D~'(1/t) uniformemente em [t| > 1.

Entao, pelo principio do prolongamento analitico temos esta convergéncia para
t € Ccom |t| > 1.
(g) <= (a). Esta equivaléncia resulta directamente do Teorema 1.5 ¢ da

alinea (f). |

OBSERVACAO . Do Teorema 2.5 (f) obtemos que a condicio (a) do

mesmo Teorema ¢ equivalente a dizer que {€"?},cy nao ¢ denso em L2 ([0, 27]).
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De facto, seja zp tal que |zo| < 1. E sabido que ﬁ € Li. Mas

1 [ 1 2
N —qy d
Gr) A P 4n(2)| dp(z)
1 27 1 9
== [ 1= (= 20)gu(2)]d
o R NG e
1 1 2
> - . 24
= 9or1 I ’ZO|2/O |q +1(z>’ M(Z)

1 1
~ 14 |20]? Knt1(20, 20)

, VneN

Supondo a convergéncia de Y. |¢,(0)|?/h, obtemos que ﬁ nao pode ser a-

proximada em LZ por {0}, en.
Verifiquemos que se tem o reciproco. Para tal procedamos por redugao ao

absurdo, i.e. suponhamos que a série Y |¢,(0)|?/h, é divergente. Entao

2
min g [ 17 = g () ()
L i0y |2
=ming- | |1 = 2qa(e”)["dp(0)
1

= —Kn((], 0) — 0
Logo e~ ¢ aproximada por {e™},cyn em Li. Da mesma forma se pode ver
que e~* com k > 2 é aproximada por {€"},cn em L2. Logo {€"},en ¢

denso em LZ.

Vejamos o que se passa quando |z| =1, [56, 143|.

TEOREMA 2.6. Seja {¢,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-

nicos associada a medida de Borel positiva p definida em [0, 27| verificando

2
/ Inp(A)dh > —oo
0

onde p(0) = p/(0). Entao

lim {[|g7(¢”) = (D(e)) 7], =0 (2.2)
K 0 0

lim H n(eeNpO) |l g (2.3)

n—00 n+1 L

: : . :
Assim, existem subsucessoes ¢y, e Ky, tais que a.e.

. 1 K, (e, e") 1
lim ¢} () = ——, lim ———" = ——
faard %, (%) D(e)’ P ng +1 p(0)

(2.4)



2. FORMULA ASSIMPTOTICA 63

DEMONSTRACAO. Da alinea (d) do Teorema 2.5 sabemos que

d,, = min — Gn(ew)

n

Lt
D(eif)

2,

1/2

Mas

on(e”) —

Agora como ¢ € LZ([O, 27[) temos (2.2).

e portanto

1
D(eif)

2

. h
() — SP———
2,p hn

|

o5, + 2

Da mesma forma se prova (2.3); e (2.4) é um caso particular destas duas

convergeéncias. ]

Este resultado vai ser fundamental para a obtencao de formulas assimptoticas
para a sucessao de polinémios ortogonais ménicos sobre [—1, 1] que estéd asso-
ciada a {¢,}.

Vamos tecer consideracoes e obter algumas consequéncias acerca dos resul-

tados apresentados neste capitulo.

OBSERVACAO .

e Uma funcao de variacao limitada o pode ser representada como soma
de trés fungoes o(0) = 01(0) + 02(6) + 03(f) onde o, é absolutamente
continua, oy é uma fungao em escada e o3 é a parte singular.

Szeg6 [143] obteve a férmula assimptética para ¢, em |z| > 1
(cf. Teorema 2.5 (e)) supondo o2(f) = 03(0) = 0.

e Vimos também que (a,) tal que
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o0

= tnon(z

n=0

Se (ay) é tal que Y, |an|* < 0o entdo como

n—1
z)=1-— zZak¢k(z)
k=0

obtemos
SRS e
=1—-2z AnPn
D(Z) n=0
1.e.

Zan(bn('z) = %, |Z’ < 1.

3. Uma Representacao para a Medida Associada

Comecemos por provar a seguinte relagao:

TEOREMA 3.1. Sejam {¢,} a sucessao de polindmios ortogonais madni-
cos associada a p sobre T e {Q,} a sucessao de polindmios ortogonais madnicos

associada de primeira espécie. Entao

6 (NN (2) + (DX (2) = 222 L eN. (3.1)

Co

DEMONSTRACAO. De (I1.1.4) e (IL.3.3) obtemos
an (97,(2)2(2) + G (2)2,(2)) = =0n11(2)2n(2) + In(2)sa(2)  (3.2)
Mas {¢n} e {Q,} verificam (I1.3.5) logo
an(¢n+l(2)9n+2(z) - ¢n+2<Z>Qn+1 (Z))
= 2t 41(1 = |an|*) (¢n(2) Qi1 (2) = s (2)20(2))
Assim, de (3.2) obtemos

05 ()0 (2) + () (2)
_ M((ﬁn 1(2)(2) = 0(2)Q2-1(2))

n—1

e portanto aplicando (I1.2.2) obtemos (3.1). [
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Como consequéncia deste resultado temos que

Q:‘L(ew) B Iy,
olte (mei%) = @ (3:3)

Agora como

() - o | TEEE (g0 - 61(2)) duu0)

2mey el — 2z
temos
cof2(2)
1 [?melf 4 2 :
L "G (@) — ¢ (2)) du(0
) S (280 = 61(2) ) du(0)
1 2 Gie—f—Z Py 27 619+Z
= cod, 2 000) - .
i | Gant0) = o [ G auts)

Tendo em conta a defini¢ao de F' dada em (I1.3.1) podemos escrever

co(F(2)dn(2) — 2,(2))
% ' <1+2Zz e~k ) Gn(€)dp(6)

_ogn k1 k0T il
z ;z 27/0 e "o (e)du(f)
=0:"h, |zl <1

Como ¢} (z) # 0 para |z| < 1 obtemos
0.(2)
(%)
Vemos também que da relagao de recorréncia que {Q,} e {¢,} verificam
Qia(z) | ()
Pni1(2) ()

F(z) - =00:", 2zl <1 (3.4)

e de (3.1) obtemos
Q1 (2) () 2",
Pni1(2)  05(2)  cobnri(2)eh(2)
Assim, os primeiros n termos da expansao em série de Maclaurin de — D1 (2)

Pn+1(2)
e 2(( )) coincidem. Logo de (3.4) sai que

Pn(2)

F(z)+

— 00", |z <1 (3.5)
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Os resultados contidos em (3.4) e (3.5) podem ser estendidos a sucessao de

polindmios ménicos nao necessariamente ortogonais (ver [121]):

TEOREMA 3.2. Seja ¢,, um polinomio de grau exactamente n. Se existir

uma medida @ a respeito da qual

27
/ Gu(2)279du(0) =0, j=—k,....n+i—1
0

com k,1 € N, entao denotando por 2, € P, o associado relativamente a medida

i de ¢, temos
Gn(2)F(2) + Qu(2) = O(2"") e ¢, (2)F(2) — Q(2) = O(z")

onde F' € a funcao de Caratheodory associada a j.

Damos agora uma representacao para as medidas p pertencentes a classe

de Szego:

TEOREMA 3.3. Se u € S entao i pode ser representada por

a(6) = d(6) + 3 M) (3.6)
j=1
onde a parte absolutamente continua da medida p, ' vem dada por
1 (0) = h|D(E)* a.e. em [0,2n] (3.7)
M, = :_g lim, (¢~ 2)F(z). (3.8)

eb; €0,2n] paraj=1,...,00.

DEMONSTRACAO. Como p € S, da alinea (a) do Teorema 2.5 sabe-

mos que lim,,_,« a, = 0; logo de (I1.5.3) e (I1.5.4) concluimos que
1
dv(0) = §| sin 0|dp(cos 0)

estd na classe M(1,0). Como v € M(1,0) sabemos do Teorema 1.7.3 que
suppp = [—1,1] U {A\;}°. Além disso, pode ver-se que a transformada de
Stieltjes da medida v e a funcao de Caratheodory de p estao relacionadas por

(cf. [121))
2z
1 — 22

logo p admite a representacao (3.6).

x(y;v) = F(z) para |y|=|z+ V2% —1] — oo,
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Vejamos agora a representagao da parte absolutamente continua de pu.

Do Teorema 1.5 sabemos

1 27 1 2 .
exp{%/(J lnp(t)dt} = lim min — la(e”)[*p(0)dd

n—oo q€P, 2 0
q(0)=1

Mas
in — v 0)df = = .
i or J, [P OE = 5T T o
q(0)=1
Assim,
1 271'

Inp(t)dt = In h|D(0)|?

27 Jo
e como D é uma funcao analitica em Bj; obtemos
1 2w 1 2m )
— Inp(t)dt = —/ In h|D(e)|?db.
2w Jo 2w Jo
Tem-se assim (3.7).
Pelo Teorema de Herglotz [72] (cf. [57, pp. 17]) sabemos que F'(z) definida

por (IL.3.1) é analitica em Bj;. Entdo da definicao de F' e da representacao

de p obtemos (3.8). [

OBSERVACAO . De (3.3) vemos que a parte absolutamente continua
2 ()
P (%)

da medida p esta relacionada com Re

longe” de ReF(e?).

e de (3.4) vemos que “nao esta

Apresentemos agora um resultado de Peherstorfer [121] que nos dd uma
condicao para que a parte absolutamente continua da medida possa ser repre-

sentada em termos da parte real de F.

TEOREMA 3.4. Seja F' analitica em |z| < 1 e suponhamos que I tem
um ndmero finito de polos de ordem um em |z = 1, k = 1,...,m, ie.

lim (z — 2) F(2) = Y, com y/z € R. Se

lim Re <F(z) - i . jkz )

z—el®
k=1

eriste a.e. e é LP[0, 2n| integravel com p > 1, entao

O =

27 e — z
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com

do(p) = (ReF (') — const.)dp — E %5(61'%0 — z)dy
2k
k=1

onde ReF (') = lim ReF(z) e const. = Sy Tk

z—er¥ k

Vejamos agora como obter formulas assimptdticas para as sucessoes de po-
linémios ortogonais monicos associada a p com supp g = [—1, 1JU{ A1, ..., A}
que estao associadas a sucessoes de polindémios ortogonais monicos sobre T

(cf. Teoremas I1.5.1 e 11.5.2).

TEOREMA 3.5. Sejam {P,} a sucessao de polindmios ortogonais moni-
cos associada a p e {¢,} a sucessiao de polindmios ortogonais mdonicos asso-

ciada a v com dv(f) = L|sinf|du(cos); entdo as sequintes afirmacies so

equivalentes:
(a) 0 < H 47y, < 00
(b) Pn(xn) = (2/2)"(D(1/2)) " +o(1), |z| = |z + Va2 — 1] > 1.

1 ein@ efinO
o D(e) + D(e®)
vergéncia € tomada em norma ||.|2,,-

U Inw(x)
d) Emiste —
(d) Vi

DEMONSTRACAO. As trés primeiras alineas sao consequéncia directa
dos Teoremas 2.5 e 2.2 e das férmulas (I[.5.1) e (II.5.3). Para a alinea (d)

(c) Pu(cos(f)) =

o(1), z = €, onde esta con-

dr onde w(z) = V' (x) a.e. em [0,27]

basta notar que com p(6) = w(cos(h))| 81n(9)|
2m

In sin(0)do

1 21

27

L Inw(x
1 V1 —x2

e a existéncia de um destes integrais implica a ex1stencia do outro, visto que

[ZT Insin(0)dg existe. |

Inp(6

Uma condigao suficiente para que a medida p seja tal que o seu suporte
tenha somente um ndmero finito de pontos fora de [—1,1] (cf. [149, T. 60,
pp. 126]), é dada em termos dos coeficientes da relagao de recorréncia a trés
termos que {P,} verifica, i.e. (5,), (Vn)

Zn(%—i‘—l—wno < 00

neN
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Este resultado era ja conhecido da teoria espectral dos operadores tipo Sturm-
-Liouville desenvolvida por Marchenko [99] ou do estudo do espectro de ma-

trizes de Jacobi realizado por Guseinov [67].

4. Extensoes desta Teoria Realizadas por Geronimus

Vamos dar condicoes sobre os parametros de reflexao para que a medida

associada seja absolutamente continua.

EXEMPLO 4.1. Seja a,, = n_-lm com a > 1. Entao a medida p que lhe

estd associada vem dada por du(f) = co®=tdf + 2225(0).

Neste caso (a,) verifica a alinea (a) do Teorema 2.5. Calculemos explicita-

mente ¢;, e . Tomando y, 1 = ;%2 em (I11.3.8), obtemos

Up+2 — Un4+1 = Un+1Yn+1 — UnYn

e portanto

-1
nta-1_ .

Up4+1 — ZUp
n-+a

Tomando agora v, = (n +a — 1)u, vem

Ups1 — 20, = (n+a)C

Entao
Cln+a— ¢
v, = A"+ (nta- 1)
1—2z
Az" Cln+a—1=)
Up = +
n+a—1 (1—-2)(n+a—-1)
—1
c = ul—uoza
Cla— )
A = uo(a—l)—ﬁ

Tomando ug =1, u; =1 F £ obtemos

* 4 2(z" —1)
P (2) (n4+a—1)(z—1)
Qi (2) = M a(l—2)—2) (+a—5)1—z+ %)

Caln+a—1)(1 - 2)? (1—z2)(n+a—1)
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Entao para |z| < 1 com n — oo temos

D(z) = lim ¢)(z) =

n—o0o

1 1—2z
w(z) = JLIEoQ*(z):a—z(a—Q)
_ D(z)  1+z a—1
Fiz) = w(z) 7&(1—2)4_ a

2wco

De (3.8) se conclui que a massa no ponto 1 é igual a

Vejamos agora um resultado de Geronimus [57].

TEOREMA 4.1 (Geronimus). Sejam {¢,} a sucessao de polindmios or-
togonais mdnicos associada a p e (a,) 0s seus parametros de reflexdo. Se a

série Y |an| € convergente entdo

¢;;(z):$+en, <1 e e=0(3 Jal) (4.1)
o) = grsta). 1zl e =0 |ul) (42

Além disso, j € absolutamente continua e u(0) = foa h|D(e)|?dt.

DEMONSTRACAO. De (II.1.5) obtemos sucessivamente

:Jrl(z) -1 ¢n( )
¢5(2) " on(z) )

H(1—|@k\ < [¢n(z |<H1+’Gk|

k=0

E para |z| <1 temos

A convergéncia de ) |a,| implica que

NSNS S = o SR 1 )
3ﬁ%@‘mw‘§0’mww0’”“1

Além disso,

n—1 n—1

[T —lax) < [1/D)] < ]+ larl)

k=0 k=0
e sabemos que

n—1
Gn(z) =1—2) anpu(2) (4.3)

il
o
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Assim, para |z| <1
|n(2)] <[00 !<H1+|ak|<H1+!an!:
Logo

<MD an|, |2 <1

neN

Z an¢n(2)

Portanto de (4.3)

|D7H(2) = ¢ (2)| = |z]

> antn(z

neN

<MY an|, |2 <1

neN

Temos entao (4.1). Usando um processo analogo ao utilizado no Teorema 2.5
para deduzir (e) obtemos (4.2).
Mostremos que a medida associada é absolutamente continua. Pode ver-se

que

1 [e.e]
O (z) = +€e com €= O(Z lag|)

w(2)
wlz) =14z Z a4, (2)
neN
TT = lah) S H 1+ |ag|)
k=0 k=0

()) = h,|¢%(e?)|72 para todo o n € N, obtemos coé)?ef((:;:)) =

h|D(e)|2. Agora, para |z| <1 e quando |a,| < 1 temos
0.(z) _ D(2)

F(z) = lim = .zl <1
n—se @i(z)  w(z)
Logo (( )) ¢ uma fun¢ao continua em |z| < 1. [

OBSERVACAO . Se (an) sao tais que |a,| < 1 entdo

num conjunto denso de [0, 27[. Quando Y |a,|? < oo entdo

lim Vi
n—oo 7 ()

=hD(z), |z|<1ae. em[0,27].
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Mas quando Y |a,| < 0o entao em [0, 27| tem-se

(. A, p
Jim, {JE&W = hD(e")

h
li lim ———— % = p(
i, L e | =00

uniformemente para |z| < 1.
Vejamos agora algumas féormulas assimptoticas.

TEOREMA 4.2. Sejam (ay,) tal que Y |a,| < oco. Entdo para |z|,|y| < 1

en — oo temos

lim Ko(z, y) = LN (4.4)
noee h(1 = zy)D(x)D(y)
Paraz =y, |x| =1 en — oo temos
. Ky(z,7) 1
1 = : 4.
v 1 hD@)P (45)
DEMONSTRACAO. Basta notar que
O ()03 (y) — 2§dn () Dn(y)
K, ) =" - —
o) (1= x)h,
De (4.1) e (4.2) concluimos que se tem (4.4) e (4.5). [

5. Trabalho de Nikishin

Vamos relacionar as funcoes de Szegd associadas a duas sucessoes de po-
linémios ortogonais ménicos, uma relativamente a funcional linear w, {P,},

definida em [—1, 1] por

1
(u, 2"y = / z"w(z)dx com w € S (5.1)
-1
e outra relativamente a
v=u+Y Mg, A¢[-11] (5.2)
j=1

que vamos denotar por {R,}. Note-se que estas duas sucessoes de polinémios
ortogonais monicos estao na classe de Szegd.

Vamos dar um método para obter férmulas assimptoticas para {R,} em
[—1,1], C\{[-1, 1JU{ A1, ..., As}} eem {\q, ..., \;}. Este estudo foi realizado

por Nikishin em [119] e baseia-se no seguinte resultado devido a Gonécar [62].
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TEOREMA 5.1 (Goncar). Sejam {P,} e {R,} as sucessoes de polind-
mios ortogonais monicos associadas a u,v definidas por (5.1) e (5.2), respec-

tivamente. Entao

CACTE S | CORTZEN); 653

5 T ) T,

J=1

uniformemente em C\{[—1,1]U{\,..., A} ep(z) =2z+V22—1e|z| > 1.

OBSERVACAO . As rafzes de {R,} estdo em [—1,1] com possivel ex-
cepcao de s delas. Estas terao como pontos de acumulacao os A; com j =

L,...,s (cf. Teorema 1.7.1).

Como dissemos atras, o nosso objectivo vai ser o de encontrar a funcao de
Szegd associada a v, que denotaremos por D,, pois a partir dela e tendo em
atencao o Teorema 3.5 podemos determinar as férmulas assimptéticas destes
polinémios em [—1,1] e em C\ {[—1,1]U{A1,..., As}}. No final estudaremos
o que se passa em {\q, ..., A}

Do Teorema I1.6.2 vé-se que

H(QZ — Nj)Ru(x) = Poys() + Z At s—j Pnts—j () (5.4)
j=1 j=1
com
hm dppys—j=d;, j=1,...,s

Assim, de (5.4) obtemos

S

PJrS(Z) . PnJrsfj(Z)
[1Gz= ) = Tim Fle) +;dj—Rn(Z)

j=1

Pelos Teoremas 1.7.3 e 5.1 obtemos para z € C\ [—1, 1]

s N _(2@(,2))81—[;:1(2_)‘3') e(2)\°
[ =) = [T (p(2) = 9(A)))? ( 2 )

s ‘?7 2 — s s—J
+Zdﬂ (2))" [Tj-u( 32) (@(2))
[[oi(e(z) = ()2 \ 2
e portanto, tomando ¢(z) = t nesta tltima equagao

TL - wt))? = 2oy ((—) +Zd (3 )) 55)

j=1

J=1

logo os dj com j =1,...,s estao perfeltamente definidos.
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Vamos partir para a determinacao da formula assimptética para R, em

[—1,1]. Mais uma vez de (5.4) e tendo em atencao o Teorema 3.5

s ez’(n—i—s)@ e—i(n—i—s)&
TTtcos(®) = A Rulcos(6) = 55 (W T )

J=1

S 1 ei(n—l—s—j)@ e—i(n—l-s—j)G
+3 dje— [ —+ ,

A In+s—j D(e"e) D(eza)

J=1

27 | D(eif) “
D(e") ((7)8 + ; dj<_)sj) }

e por (5.5) obtemos

H(COS(Q) = Aj)Rn(cos(0)) = QL” {% (261_i9) j=1

j=1
ein9 ( 1 )S S 0
+ . e? —p())))?
D(eze) 267’6 ]1( (IO( ]))
Entao
1 a(ele) —in a(ew) mn
R, (cos(0)) = o {D(ei9)€ o4 D(em)e o5 +o(1) (5.6)
onde com z = ¢ e z; = #/\j) temos o produto de Blaschke
2
s [T (f—-2 S
a(z) = = = (o2) -T2 67
. szl(é(wﬁ)—%(zﬁu%)) o b

Estamos em condigoes de estabelecer o seguinte resultado:

TEOREMA 5.2 (Nikishin). Sejam {P,} e {R,} as sucessoes de poli-
nomios ortogonais monicos associadas as funcionais lineares w,v definidas

por (5.1) e (5.2), respectivamente. Entao as funcgoes de Szegd que lhes estao

associadas satisfazem

onde a(z) € definida por (5.7).

Assim sendo, do Teorema 3.5 concluimos que

Ru(x) = (2/2)"(Dy(1/2)) ™" + o(1) (5.8)
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Estudemos agora o comportamento assimptético de R,, em \;. Com esse ob-

jectivo considere-se a funcao

Gu(2) = (o, TnlD)y _ 2 / gy (5.9)

z2—x 7r z —cost
Consideremos o dominio K C C\ {[—1,1]U {Ay,...,As}}; entdo em K

R(2)0(2) = R)(2) = (v,

n

) (5.10)

Z—X

onde 0(z) representa a transformada de Stieltjes de v. Mas

Assim tendo em atencao (5.9), (5.10) toma a forma

Ro(2)i() — RO () = R,}@)%/O W%(Ho(m (5.11)

Agora sabemos que

lim (= = A)(Ra(2)0(2) — BO(2)) = M Ra(,)
onde M; = Res,—;, (z). Assim de (5.11) obtemos
f27r do

. Yy 70  z—cosf
— Jim (2 = ) 2 (14 o(1)

Ra (X)) =
e de (5.8) vem que

Rn()‘j)

2nt1 o d
- Mjﬂ'(ﬂ()\j)n /0 )‘j — 0089

) 1 1 1 1 B
slfﬁlj (5(5 + g) - é(zj + z_])) D,(s)(1 + o(1))
on+1 2 20 .
T AN X\ — i — 231 = —/\D 1 1
Mmp(A;)" /0 Aj — cosd sirﬁlj(s %)( szj) w(8)(1+0(1))
27L+1 2w d9 1 )
T Maoh)m T = —..D 1 1
Mmo(A)" /0 Aj — COSQ( zJQ) Res,—, w(2)(1+0(1))

Assim, como pelo Teorema dos Residuos

/27r o  2r Ax
0 )\j—cosﬁ_\/ﬁ_zj—zij

estamos em condigoes de escrever a férmula assimptdtica para R, em A; com

j=1,...,5s

i (1( " 1)) P Res, D (2)(1+o(1)) (5.12)
wl = 2 +— = ————Res.—., D\(z o(1)). )
2 J Zj M]
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Este processo enovador vai ser aplicado, mais tarde, para obter férmulas

assimptoticas para polinémios ortogonais associados a medidas mais gerais.



PARTE B

Generalizacoes dos Polinémios
Ortogonais Classicos






CAPITULO IV

Dois Trabalhos do Professor Vicente Gongalves

1. Introdugao 81
2. Teorema de Bochner e Suas Consequéncias 84
3. Discussao da Equacao de Pearson 88
4. Férmula de Rodrigues 90
5. Caracterizacoes 92

6. Interpretacao Electrostatica das Raizes dos

Polinémios Ortogonais Classicos 95
7. Caso Nao-Homogéneo 97
8. Estudo Completo da Equacao Diferencial 100
8.1 Estudo do caso H, 100
8.2 Estudo do caso L 101
8.3 Estudo do caso P? 102

8.4 Caso singular 107

79
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1. Introducgao
O nosso objectivo, neste Capitulo vai ser o de mostrar que a equacao difer-
encial de segunda ordem do tipo

L,P,=0 )

L, =¢D*+¢D + \, [

(x) = apr® + a17 + ay

W(x) = box + by

An =n((n —1)ag + bo)

D" é a derivada de ordem k e D° =T

caracteriza completamente as sucessoes de polinémios ortogonais ménicos clés-
sicas. Com isto queremos dizer que, a partir dela, e conhecendo as suas solugoes
polinomiais, podemos determinar os coeficientes da relagao de recorréncia a
trés termos que estes polinémios verificam, a localizacao dos seus zeros, bem
como a medida que lhes esta associada.

O estudo das solugdes polinomiais da equagao (1.1) foi realizado por Bochner

m [16], dai que este operador leve o seu nome.

Vamos ver como, a partir desta caracterizacao das familias de polinémios
ortogonais classicas, podemos obter as caracterizagoes por nés apresentadas
em [26].

O estudo das solugoes polinomiais de (1.1), realizado por Bochner, esta
baseado no facto de (1.1) ser uma equacao diferencial do tipo hipergeométrico.
Identificando as solugoes polinomiais com a sua representagao em termos de
fungoes hipergeométricas encontrou os polinémios de Hermite, Laguerre e Ja-
cobi. Assim sendo, o processo utilizado por Bochner é exaustivo; além disso
nao nos da uma ligacao directa com os coeficientes da relagao de recorréncia a
trés termos que sabemos verificarem estes polinémios.

Daqui se vé a importancia do primeiro trabalho realizado nesta teoria por
Vicente Gongalves em [60]. De facto, Vicente Gongalves mostra que as solugoes

polinomiais de (1.1), {P,}, verificam uma relacao de recorréncia a trés termos

l’Pn:Pn+1+ﬂnPn+ﬁYnPn*17 n:1’2"" (12)
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com condigoes iniciais Py = 1, P, = x — (3y. Por aplicacao directa do Teorema
de Favard, concluimos que a sucessao de polindmios ménicos { P, }, definida
por (1.1) é ortogonal quando e sé quando ~, # 0.

Vamos descrever o método apresentado por Vicente Gongalves em [60] para
obter uma férmula para (3, v, dada em termos dos coeficientes dos polinémios
¢, que aparecem em (1.1).

Devemos realcar que o estudo realizado por este autor nos leva a duas

situagoes que podemos chamar de singulares:

e Provou que algumas solugoes polinomiais verificam (1.2) somente para
um numero finito de indices, digamos paran = 1,2,..., m. Estes po-
linémios foram estudados por Romanovsky em [129].

e Deu também condigoes sobre os coeficientes de ¢, por forma que
exista ng € N tal que v,, = 0. Neste caso Vicente Gongalves diz-nos
que nao existe uma medida a respeito da qual a sucessao {P,} seja

ortogonal.

Um estudo da equacao de Bessel pode também ai ser encontrado. Desta
forma Vicente Gongalves antecipou o estudo sobre os polindémios de Bessel
realizado por Krall e Frink em [81].

Nesse trabalho Vicente Gongalves mostra que se { P, } esta definida por (1.1)

entao verifica
2¢P7; +¢YP, — (2aon + bo)(z — B,) P, = K,Poo1, n € 7+ (1.3)

Esta representacao para as sucessoes de polindmios ortogonais ménicos classicas
é usualmente atribuida a Tricomi [145, 146]. Mais uma vez nao necessitamos
da ortogonalidade da sucess@o de polinémios ménicos {P,} para obter (1.3).
Veremos também (cf. Teorema 2.2) que (1.3), juntamente com (1.2), nos leva
a (1.1). Mostramos, assim, que o método que Vicente Gongalves apresentou
em [60] serve para demonstrar a caracterizagao de Al-Salam e Chihara [5].
Um ano mais tarde Vicente Gongalves apresentou, em [61], uma férmula
tipo Rodrigues para as solugdes polinomiais de (1.1). O estudo af realizado é
tao simples que parece estranho que a ninguém tivesse ocorrido fazer uma tal

demonstracao. Diz-nos também como obter a equacao diferencial tipo Bochner
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para {y,,,}, i.e. deu uma demonstragao do Teorema de Hahn [68] via férmula

de Rodrigues, i.e. provou que as tinicas sucessoes de polinémios ortogonais mo-

y1/1+1
n+1

nicos, {P,}, cuja sucessao de polinémios ménicos, { }, é ainda ortogonal
sao as classicas.

Queriamos deixar claro que muitos trabalhos foram escritos sobre as MOPSs
classicas, mas normalmente os autores utilizaram sempre como dado inicial
que as sucessoes de polinémios ménicos solugoes de (1.1) sdo ortogonais, o
que enfraquece, como se depreende do acima referido, os resultados por eles
encontrados. Sobre este tema podemos encontrar uma extensa bibliografia no
trabalho de Al-Salam [4] ou em [26].

Apenas existe um trabalho, devido a Lancaster [84], semelhante ao reali-
zado por Vicente Gongalves em [60], mas para o caso em que em vez de um
operador diferencial tipo Bochner, consideramos o anédlogo discreto desse ope-
rador.

Neste capitulo apresentaremos os trabalhos de Vicente Gongalves [60, 61]
e aproveitaremos os resultados ai contidos para fazermos um estudo da regula-

ridade das funcionais lineares que verificam uma equacao de Pearson tomada

no sentido distribucional, i.e.

u tal que D(¢u) = yu. (1.4)

Este estudo foi realizado por Branquinho e Marcellan em [23] e pretende es-
tender o estudo apresentado em [26].

Daremos também algumas caracterizacoes dos polinémios ortogonais classicos
por nos apresentadas em 20, 26].

Veremos também uma interessante interpretacao electrostatica das raizes
dos polinémios ortogonais apresentado por Stieltjes em [141].

Vamos, inspirados nos trabalhos de Vicente Gongalves [60, 61], estudar
também sucessoes de polindmios ortogonais ménicos, { P, }, que verificam uma

relagao do tipo
(©D? + WD + p,1) P, = 2kP, (L.5)

onde ® € Py, ¥ € P; e pu, € C. Este estudo foi realizado por Branquinho e

Foulquié Moreno em [21].
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As sucessoes de polinémios ortogonais moénicos classicas verificam uma
relacdo deste tipo (cf. Teorema 7.1).

Mostraremos ainda que (1.5) é mais geral que (1.1).

Para resolver este problema vamos comecar por determinar os coeficientes
da relagao de recorréncia a trés termos que os {P,} definidos por (1.5) ver-
ificam. Depois, classifici-los-emos em quatro classes, H,, £, P># B2, por
analogia com o caso classico. Determinaremos a medida associada as estas

sucessoes de polindémios ortogonais ménicos:

e No caso ‘H,, obtemos por inversao da transformada de Stieltjes a me-
dida correspondente.
e Nos casos L& e P%P obtemos condigoes sobre 35, 71 por forma a
termos as igualdades (L%) = £ ou (Pfj’b)(c) = P28 onde (Lo)
e (P;f’b)(c) sao os polinémios associados a L2 e P®" respectivamente.
Neste processo utilizaremos as medidas obtidos por Wimp, Askey, e
Bustoz e Ismail para as sucessoes de polindémios ortogonais moénicos
associadas das cldssicas (veja-se [11, 30, 151]).
Como caso singular deste problema (® = 0) estudamos sucessoes de poli-

némios ortogonais monicos, { P, }, que satisfazem
1
P, =P 1 q,PY,.

Um problema deste tipo foi estudado por Branquinho e Marcelldan em [24] mas

utilizando outra argumentos.

2. Teorema de Bochner e Suas Consequéncias

Comecemos por definir

onde a;, b; sdo os mesmos de (1.1) e \;,, = \,,0; 0 com d; o simbolo de Kronecker.

Assim, de [23], temos:

TEOREMA 2.1. Para cada n, temos unicidade da solu¢ao de (1.1), se e

somente se

(a) Ege =0 tem § =n como tnica solugio em N;

(b) Ef, #0,k=0,1,...,n—1.
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Além disso, as solugdes polinomiais mdnicas, P, = x™ + py 2" + pg na™ % +
..., de (1.1) verificando (a) e (b), satisfazem a relagdo de recorréncia a trés
termos
2P, = Pyy1 + BBy +uPu_1, neZ’
Ph=1, P =z-—0.

onde
(2@0 — bo)bl — n((n — 1)&0 + bo)a1

ﬂn - (271&0 + bo)(2(n — 1)@0 + bo)
B e S
/y | = EO,nflEO,n EO,n
n+1l —

>\O,n - )\0,n+2

DEMONSTRACAO. Se P, verifica (1.1) entdo obtemos o seguinte sis-
tema de n equagoes a n incégnitas p; ,,:

’pl,nE(T)l,n_l + Eﬁn =0

p2,nE(§L7n72 + pl,nEﬁnfl + Eg,n =0

\pn,nE&O + pn—l,nE?’l + pn—2,nE;2 =0
A unicidade sai directamente de Ey,; # 0 para k € N.

A segunda parte da demonstracao vai ser feita em trés etapas:

(1) Calculamos up(x) = L1 ((x — 5n)Py)-

(2) Provamos que u,(z) = K,P,_1(x).

(3) Determinamos =, tal que L,1((x — B,)Py — Pot1 — WPa-1) = 0,
n € N. De facto,

Kn+1
ntl = , nelN. 2.2
Tt Aon = Aont2 22)
(1). Pode ver-se que
un(z) = 20 P, + Y P, — (2agn + bo)(z — B,) P,. (2.3)

Se compararmos os coeficientes de P, obtemos uma nova representacao para
Up:
un () = ((2aon + bo) By + (b1 + 2a1n) — 2aopy )"

+ (—4aopzn + ((2a0n + bo) By + b1 + 2a1(n = 1)pra)a” " + ...
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Se obrigarmos u,, a ser um polinémio de grau exactamente n — 1 vem que
ﬂ _ 2aOpl,n - (bl + 2@1’)7,)

" 2ag0n + by
Up = 2(-2&0]?27” -+ (aopl,n — al)pl,n + 2@271)3}’”_1 4.

(2). Como u, é um polinémio de grau n—1 que admite a representagao (2.3),

é suficiente provar que
L,—1(2¢P, + ¢ P, — (2aon + by)(x — 3,)P,) =0
para concluirmos pela unicidade da solugdo ménica de (1.1) que
un () = K Py1(2).

Mas,

Ln_l(un) = ((—2&0 + bo)bl + nal((n — 1)&0 + bo)
+ (2aon + bo)(2ag(n — 1) + by) 5,,) Py

e u, é um polinémio de grau n — 1 logo gr L, _1(u,) < n — 1, pois Ey, = 0.
Assim, o segundo membro desta equacao é identicamente nulo. Daqui obtemos
também a expressao desejada para os coeficientes (3,. Da primeira parte da
demonstracao concluimos que existem K, € R tais que u, = K, P,_1,n € N.

De (2.3) obtemos
K1 = —4aopani1 + ((2a0(n + 1) + bo) Bny1 + b1 + 2a10)p1nta

e de (2.2) obtemos a representacao para Y, 1. [

Vamos ver agora uma caracterizagao para as sucessoes de polinémios orto-
gonais monicos que sai praticamente da demonstragao que acabamos de apre-
sentar. Esta antecipa por um lado a representagao de Tricomi dada em [145]

e por outro a caracterizagao dada por Al-Salam e Chihara em [5].

TEOREMA 2.2. Seja {P,} uma sucessao de polindmios mdnicos que €
solugdo de (1.1). Entdo {P,} admite a representacao de Tricomi, (1.3). Além
disso, se {P,} verifica (1.2) e (1.3), entao também verifica (1.1).

DEMONSTRACAO. A implicacdo (1.1) = (1.3) é consequéncia di-

recta de (2.3). Para demonstrar o reciproco, vamos derivar duas vezes (1.2),
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i.e.
0= Py — (x—5n)Py+ nPra (2.4)
Py= Py — (v = B2) Py + 7P (2.5)
2P, = P!, — (& — Bu)P" + P!, (2.6)

Multiplicando (2.4) por A1, (2.5) por ¥ e (2.6) por ¢ e somando ordenada-
mente, obtemos
208, + Py = —(Ans1 — Ma)(@ = ) P+ (A1 — Anm1) 1P
+ Lpy1Pogr + L Py + Ly 1 Py
e de (1.3) temos que
Lons1 Pust + LoPy + L1 Py = 0.
Por comparacao dos graus dos polinémios vé-se que L, 1P, = 0, i.e. {P,}

verifica (1.1). |

Vejamos que informacao podemos retirar do facto das sucessoes de polino-
mios monicos { P, } verificarem (1.1). Mostraremos na Secgao 5 que as relagoes
que aqui vamos encontrar caracterizam as sucessoes de polinémios ortogonais

monicos classicas.

COROLARIO 1V.1. Se {P,} ¢ uma sucessio de polindmios ménicos que

verifica (1.1) entdo {%} verifica uma relagao de recorréncia a trés termos.
DEMONSTRACAO. Derivando (1.1) obtemos

O(F)" + (20" +¢)(F) + (A +¢" + 4P, =0

e do Teorema 2.1 concluimos a demonstracao. [ |

p)
n+k:

Da mesma forma se pode ver que { } verifica uma relagao de recor-
réncia a trés termos sempre que { P, } satlsfa(;a (1.1).
Vejamos outra representacao para as sucessoes de polindmios ménicos que

verificam (1.1).

COROLARIO 1V.2. Se {P,} ¢ uma sucessio de polindmios ménicos que

verifica (1.1) entdo existem a,,b, € R tais que

P’ P! P
Pn_ —ntl + n_+b
n+1 —1

(2.7)
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DEMONSTRACAO. De (2.5) e tendo em atencdo que { "“} verifica a

relacao de recorréncia a trés termos

n+1 n+2 " T (2.8)
P, P; ‘
1 — 7 —

1 ) 2 ﬁo

concluimos que se tem (2.7) com a, = n(B,—fF,) eb, = (n—1)y,—nvy,_,. N

Vamos ver agora uma representagao para as sucessoes de polindmios mo-

nicos que verificam (1.1) e que foi apresentada por McCarthy em [108].

COROLARIO IV.3. Se {P,} ¢ uma sucessio de polindmios ménicos que
verifica (1.1) entao
2¢(P7;+1P PnHPI) (>‘n - )‘n+2)7n+1p73 + ()‘nfl - )‘n+1)P7%+1
+ ((I - ﬁn)(2)\n+1 - >\n - /\n—1> - (‘7: - 6n+1)()\n+2 - )\n+1))PnPn+1 (29>

DEMONSTRACAO. Do Teorema 2.2 sabemos que {P,} verifica (1.3).
Assim, escrevendo (1.3) com n + 1 em vez de n obtemos
2¢ n+1 + ¢Pn+1

= —(Any2 = Mg 1) (@ = Bng1) Pag1 + (An — Ag2) Y1 P (2.10)

e aplicando a relacdo de recorréncia a trés termos (1.2) a (1.3) temos
2¢P7; + @Z)Pn = _(2/\n+1 — )‘n - )\n_l)(flf - ﬁn)Pn + (/\n+1 - /\n—1>Pn+1 (211)

Agora, multiplicando (2.10) por P, e (2.11) por P,,;, subtraindo a segunda

da primeira equacao obtida, concluimos que se tem (2.9). [ |

3. Discussao da Equagao de Pearson

Vimos no Teorema 2.1 que uma sucessao de polinémios moénicos, { P, }, que
verifique (1.1) estd definida pela relagao de recorréncia a trés termos (1.2) com
coeficientes [3,, 7, definidos por (2.1). Da representacao de =, e da alinea (d)
do Teorema 1.2.1 sabemos que uma condicao necessaria e suficiente para que

{P,} seja ortogonal é que

En+1En+1 +En+1 En+1 En+1
ﬁ+2 ag 1,n+1 2.n+1H0,n o 1,n+1 7&0

3.1
2 Byl Byt Eyi (3.1)
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para n € N. Vejamos como determinar a medida a respeito da qual {P,} é

ortogonal, i.e.
determinar w tal que / P, P, wdx = Kp0pm.-
De (1.1) obtemos sucessivamente

/(ngT’L' +YP + N\, P)wder =0, neN

/((m)’ — w)P.dx = ¢wP!]", neN.
Supondo que supp w é compacto ou que lim,,_,., pw = 0 obtemos que w verifica

a equacao de Pearson (1.5.1), i.e.

(ow)" = dw
pois {P'} é uma familia livre de polinémios — e portanto {P,} é uma das
familias classicas.

Vejamos que se tem o reciproco, i.e. que se {P,} é uma sucessao de poliné-
mios moénicos ortogonal relativamente a uma medida que verifica a equagao de
Pearson (I.5.1) — é uma sucessao de polindmios ortogonais monicos cléssica
— entao {P,} verifica a equacao de Bochner (1.1).

Pelo Teorema 2.2 vemos que necessitamos somente mostrar que {P,} veri-

fica (1.3). Assim, consideremos a representacao
n+1

OP, + Py = aniPs
k=0
onde
o / P,fwd:t
= /(ng,/L + Y P,) Pywdz
= — /(anP,;wdx pois PP, = (P,P.) — PP,
=0, k+2-1<n.
Temos
n+1
OPL+ Py = Y anibs
k=n—1

e, aplicando a rela¢do de recorréncia a trés termos (1.2) que {P,} verifica,

obtemos (1.3).
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Podemos entao enunciar:

TEOREMA 3.1. Uma sucessdo de polindmios ménicos {P,} definida a
custa do operador de Bochner (1.1) € cldssica se e somente se os coeficientes

de ¢, verificam (3.1).

OBSERVACAO . A condicdo (3.1) dé-nos um critério para a regulari-
dade de uma funcional linear que seja solucao da equacao de Pearson, dada

unicamente em termos dos coeficientes de ¢, 1.

4. Férmula de Rodrigues

Vamos apresentar, de seguida, a técnica apresentada por Vicente Gongalves
em [61] para obter uma férmula tipo Rodrigues para as solugoes polinomiais

de (1.1).

TEOREMA 4.1. As solugoes polinomiais, {P,}, de (1.1) sao represen-
tadas por

pr (w(a:)qb”(x) (01 + [ W@mdt))

w(z)

Pu(z) =

onde w € a funcao definida por

¢y € uma constante real e N € P,.

DEMONSTRACAO. Vé-se facilmente que w admite a seguinte repre-
sentacgao integral
exp( ;;) %dt)
o(x)

w(zr) =
Se multiplicarmos (1.1) por w
iy oy Xp(A())

onde A(z) = [7 %dt. Agora, usando a igualdade exp(A(z))y = ¢(z)z,

zo

=0

obtemos sucessivamente,

(02)" = (¥2)' + Az =0
¢2" + (20 =)'+ (¢" = '+ M)z =0 (4.1)
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Tomemos agora z = v(™ i.e.
¢U(n+2) + (2¢/ _ w)v(n—&-l) + (¢// _ w/ + )\n)v(n) -0

e procuremos a equacao diferencial de segunda ordem cuja derivada de ordem

n coincida com a ultima equacao. Assim,

ov" + (2¢" = —n@" ) + (¢" — "+ Xy — n((n + 1)ag + (4ag — bo)))v

=N
onde gr N < n. Donde se obtem sucessivamente
" + ¢V + (1 =n)¢' =)' + (1 —=n)¢’ —¥)v =N’
(@) + (1 =n)¢' —Y)v) = N’
o'+ ((1—=n)¢ =)o =N

Portanto

v=w(x)d"(x) | c ’ Lt)

~ @) (o+ | )
z=D"[w(z)d"(x) | c ' &
o (wwor (a+ [ i)
S (w6 (@) (er + J7 ety ) )

w(z)
Se tomarmos N =0 e ¢; = 1 em (4.2) obtemos

_ D" (w(x)¢"(x))

N w(z)

que ¢ a formula de Rodrigues para as sucessoes de polinémios ortogonais mo-

nicos classicas. [ |

OBSERVAQAO . Esta técnica pode ser aplicada mesmo quando a fun-

cional linear u solugao da equacao de Pearson nao é regular. Assim, obtemos a

férmula de Rodrigues para os casos singulares L%, com a = —1,—2,..., P%¥,
com o, = —1,-2,..., By, com o = —1,—2,... e para os polinémios de
Romanovsky.

5. Caracterizagoes

Vejamos que se tem o reciproco dos Corolarios IV.1, IV.2, IV.3.
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TEOREMA 5.1. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-

: : . : : Lo P
nicos associada a funcional linear w; {P,} € cldssica se e somente se {ﬁ}

¢ ortogonal.

DEMONSTRACAO. Do Corolério IV.1 e do Teorema 3.1 obtemos que
a condicao é necessaria.

P , ) . . .
Suponhamos agora que ¢ ==t + é ortogonal relativamente a funcional linear
n+1

v entao da equacao (1.2.2) com n = 0 obtemos
UOP1

Dv=14u onde 9= [, P’ (5.1)

Por outro lado

(u, P,)
= (v, (zF) —2P,)

/

P
—(Dv,zP,) — n(v,z—)
n

=0, n>2
e portanto como v se pode escrever na base ay, = % como mostra (1.2.1)
temos
P P P,
v=| (0, R)——5x + v, P)—— ('v,P2>—) u. (5.2)
( (u, F§) (u, PY) (u, P)

De (5.1) e (5.2) obtemos que v verifica uma equagao tipo Pearson com ¢ =

Zoﬁ% (b <'U PD>(u P2> + <’U, P1><1‘7L1£12> -+ <’U, P2>('ufﬁ B

Em [26] apresentamos uma nova caracterizacao destas sucessoes de poli-

némios ortogonais monicos:

TEOREMA 5.2. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-
nicos. Uma condi¢io necessaria e suficiente para que {P,} pertenca a uma

das familias classicas é que

P b, Py
n — +ann_+a'nn—1 ) TLZQ
n+1 n T n—1

com ap 1 # (N — 1)y, paran > 2.
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DEMONSTRACAO. Como {P,} é uma sucessio de polinémios ortogo-

nais monicos
zP,(x) = Poi1(z) + BnPu(z) + 1 Poa(z), n=12...
Po(x) =1, Pi(x)=x— B

Assim, tomando derivadas obtemos

n

Agora, consideremos

e substituindo P, da equacao anterior por esta expressao vem

Pl
=
n
_ P,’LJrl iy _ann)P’+(n—1)'yn—an7n_1 P _l ; k_
n—+1 " n’'n n n—1 n e "
Portanto, {i’/jf} é ortogonal se e somente se
r=0,parak=1,2,...,n—2
App-1 # (N — 1)y, para k=2, ...
Que era o que pretendiamos demonstrar. |

OBSERVACAO . Este teorema foi enunciado pelos autores em [26] sem
restricoes nos parametros a,, ; da relacao de estrutura. Esta condicao reveste-se

de caracter fundamental nos casos Jacobi e Bessel.
Como consequéncia do teorema anterior podemos dizer:

COROLARIO 1V 4. Sejam {P,} uma sucessio de polinémios ortogonais
mdnicos classica e (3,), (yn) 0s coeficientes da relagdo de recorréncia a trés
termos, (1.2), que esta sucessio de polindmios ortogonais monicos verifica. Se
denotamos por (0L,), (7,) os coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos

que {n’fll} verifica, i.e.

P/

P/Jrl Pl+2 P,Jrl /

i = 1 L - =1,2,...
P/ P

1_1 _ _60

T_’Q
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Pn Ap41,n+1 Ap+42 n+1
H, |0 0
Le |n+1 0
pas 2(a—p)(1+n) A(n4 1) (nt2) (ntat 2) (nt5+2)
n (2n+a+p+2)(2n+a+5+4) (2n+a+B+3) (2n+a+p+4)2 (2n+a+3+5)
B 4(n+1) —4(n+1)(n+2)
n (2n+a+2)(2n+a+4) (2n+a+3)(2n+a+4)2(2n+a+5)

TABELA 1. Classicos (D)

entao
Uit = (0 + 1) (B — B 41) (5.3)
Ant2nr1 = (N4 1)Yns2 — (0 + 2)744 (5.4)
para n € N.
Agora, como { %} é a sucessao de polinémios ortogonais moénicos relati-

vamente a ¢u, onde ¢ estd definido na Tabela 1, podemos calcular

Apt+in+l € Apiyontl

a partir de (5.3), (5.4) e Tabela 3, e o resultado encontra-se na Tabela 1.
Para vermos que (2.9) caracteriza as sucessoes de polindmios ortogonais

monicos classicas basta factoriza-la da seguinte forma

(2¢P7/1+1 = (A = As2) Y1 P + (2 = Bog1) Angz2 — Ang1) Py1) P
- (2¢P72 + ()‘n—l - )\n-i-l)Pn-H + (.%’ - ﬁn)(Q)‘n-H - )\n - An—l)Pn)pn-Fl (55)

e como P,, P,1 nao tém raizes em comum concluimos que {P,} verifica uma

relagdo do tipo (1.3). Podemos entao enunciar:

TEOREMA 5.3. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-

nicos; entao {P,} € cldssica se e somente se verifica (2.9).
6. Interpretacao Electrostatica das Raizes dos Polinémios
Ortogonais Classicos

Stieltjes [139, 140, 141] apresentou uma interessante interpretacao das

raizes dos polinémios de Jacobi, Laguerre e Hermite na resolugao do seguinte:
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PROBLEMA IV.1. Suponhamos que temos n cargas unitdrias distribuidas

pelos pontos xq1,xa, ..., T, dela,b] ou num qualquer subconjunto de R. A ex-
Pressao
D(xy,29,...,2,) = H |z; — ] (6.1)
1<i<j<n
¢ chamada discriminante de xy, o, ..., z,. Se as cargas se repelem sequndo a

lei do potencial logaritmo, entao
1
—log D(xy,xg,...,2,) = E log ——
— |w; — ;]
1<i<j<n
¢ a energia do sistema de cargas electrostdticas e o minimo desta erpressao
ddnos o equilibrio electrostdtico. Os pontos xy,xs,...,T, onde o minimo é
atingido corresponde ao estado de equilibrio do sistema, em que nao hd trocas

de cargas entre os pontos.

Estudemos o caso em que as n cargas estdao situadas em | — 1,1[. Acres-
centemos duas cargas mais, p > 0 em +1 e ¢ > 0 em —1. Entao a energia
electrostatica do sistema é descrita por

L= —logD(xl,xQ,...,xn)+leog i) +q210gm, (6.2)
j=1 J j=1 J

onde D estd definida por (6.1). Stieltjes demonstrou o seguinte resultado:

TEOREMA 6.1. O minimo da fun¢dao L ¢é atingido quando 1, ..., T, $Go

as raizes dos polinémios de Jacobi P*P~12a~1,

DEMONSTRAQAO. E evidente que o minimo serd atingido para pontos

r; # £1, j = 1,...,n. Para calcular o minimo temos somente que tomar
OL/0xr, =0,k =1,...,n, logo
1
3 . p1+ qlzo, k=1,....n. (6.3)
e Tj— T Ty — Ty +
7k
Tome-se P,(z) = (x — x1)...(x — z,) entdo (6.3) é equivalente a
1 P//
LB ) | p T __0, k=1,...,n

2P (xy)  awp—1 ap+l

i.e. o polinomio

(1—2*)Pl(z) +2(g—p— (p+q)z)P(x)
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anula-se nos pontos x, e como é de grau n tem que ser um multiplo de P,.
Assim, temos depois de compararmos o coeficiente do termo de maior ordem

do polinémio anterior
(1= 2®)P)(x) +2(q —p— (p+ @)x)Py(x) = —n(n +2(p + q) — 1) Pu()

que é a equacao diferencial satisfeita pelos polinémios de Jacobi de parametros

2p — 1,2q — 1, respectivamente. [ |

Uma interpretacao semelhante existe para as raizes dos polinomios de Her-
mite e Laguerre. De facto, suponhamos primeiro que consideramos n car-
gas unitarias distribuidas em |0, co[ e acrescentamos uma carga p na origem.
De forma a prevenir que as cargas possam deslocar-se para co vamos impor

condicoes sobre o centro de massa

1 n
> <K, K=>0. (6.4)
n

k=1

A energia vem agora definida pela expressao
- 1
L:—logD(a:l,wQ,...,xn)—|—p210gm (6.5)
x .
=1 !
Podemos enunciar o seguinte resultado:

TEOREMA 6.2. A funcdo L definida por (6.5) sugeita a condi¢ao (6.4) é
minima quando x4, ...,x, sao tomados nas raizes dos polinomios de Laguerre

L#*~(c,x), onde ¢, = (n+2p—1)/K.

Se considerarmos que as cargas unitarias estao distribuidas em R sugeitas

a que o momento de massa satisfaca
1 ,
=3 2 <L (6.6)
n
k=1
entao:

TEOREMA 6.3. A fun¢do —log D(z1, xs, ..., x,) sugeita a condigdo (6.6)

atinge o seu minimo quando os pontos xi,...,x, sao tomados nas raizes dos

polinémios de Hermite H,(d,z), onde d, = +/(n —1)/2L.
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7. Caso Nao-Homogéneo

Comecemos por ver que as sucessoes de polinémios ortogonais modnicos

classicas verificam uma rela¢ao do tipo (1.5).

TEOREMA 7.1. Se {P,} ¢é uma sucessao de polinémios ortogonais mo-

nicos classica entao verifica (1.5) que, em notagdo operacional, toma a forma

L:PW (z) = 2(ap — by) P.(z) (7.1)

ntn—1
onde

L= ¢D* + (2¢ =)D + (A, + ¢ — /)1
e ¢, 1, \, vém da equagao (1.1).

DEMONSTRACAO. Como {P,} é uma sucessio de polinémios ortogo-

nais moénicos classica, sabemos que

| Pu(t)
(@) = T w(t)dt /, Pl
&)

n—

verifica (4.1) e como ¢, (z) = —P,”;(z) 4+ qo(x) P, (x) vemos que {P,} verifica

(6D + (26 =)D + (O +¢" =) Py = 2(a0 — bo) P,
que ¢ equivalentemente a (7.1). [

Esta representacao para as sucessoes de polindmios ortogonais moénicos
classicas foi obtida independentemente por Grosjean [65], Ronveaux [131] e
Marcellan e Ronveaux [97].

Vejamos agora que podem existir outras solucoes para além das classicas.
De facto, se tomarmos n = 1,2, 3 em (7.1) obtemos, pelo facto de { P, } e {P,&”}
verificarem a mesma relagao de recorréncia a trés termos com condigoes iniciais

Ph=1,P=x—0e Po(l) =1, Pl(l) = x — (31, respectivamente
Cb” - @D/ = 2(a0 - bo)
20" =+ Mo+ ¢" =) (x — B1) = 2(ag — bo)(2z — Fo — 1)
20+ (2¢' =) (BY) + (s + ¢ — )PV = 2(ag — bo) P4

onde Py = 2% — (61 + fa)x + 72 e Py = 332 —2(Go + B1 + Ba)z + (BoBr + FoBa +

12 — v2 — 71). Assim, 3; vem definido em termos de [y, e 72 em termos de
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~1. Temos assim dois graus de liberdade, que é algo que nao acontece para as
sucessoes de polindmios ortogonais ménicos cléssicas saidas da equagao (1.1).
Generalizemos o método descrito na Seccao 2 para estudar as solugoes

polinomiais de (7.1).

TEOREMA 7.2. Se {P,} ¢ a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos
que satisfaz (7.1) os coeficientes da relagdao de recorréncia a trés termos que

lhe estd associada (1.2) vém dados por

—2a1(n + 1)(na0 -+ b@) + (bl — 2(@0 - bo)ﬂo)bo

6n+1 - (2(n —|— ].)CL() =+ bo)(2n(l0 —f- b()) (72>
_ ((n+1Dag +bo)(n + Laz + (ag — b)n
Tnt2 =TT o0 ¥ 3)ag + bo) (21 + L)ao + bo)
. (n+ 1)(—(n+ 2)ay + by — 2(ag — bo)So) (73)
n((2n+3)a0+b0)((2n+2)ao+bo)2((2n—l— 1)&0—{—[)0) ’
onde

v, = —((2n + 1)ag + by)aiby

+ (((n + 1)ag + bo)(2(ag — bo)Bo + b1) — n(n + 1)agaq)ag

DEMONSTRACAO. Sabemos (ver [35])

P(l)

n—1

Po(z) = 2" — (A, + o)zt + (By + fodn — 1) 2 4 ...

(r) = 2™ ' — Aa" 2 + B 4.

n—1

n—1

onde A, = Zﬁk e B, = Z BiB; — Z’yk Agora, comparando os
= 1<i<j<n—1 =

coeficientes de "2, 2"~3 em (7.1) obtemos que An e B, vem dados por

(n+1)(=(n+2)ay + by — 2(ag — bo)5)

e = 2(n + 1)ag + by (74)
Boa— _ (n+1)(=2(ap — bo)y1 — (n + 2)ay
e 2((2n + 3)ao + bo)
~ (n+1)((n+2)ay — by + 2(a0 — bo) o) An+s) (7.5)

2((27’L —|— 3)&0 + bo)

para n € N. Derivando (1.2) obtemos

Pn:PT/L+1_(x_5n)PrIL+7nP1/1—1
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ﬁn Tn+1
Hn 2&0 % + 71
L | 2n—a—1+26 n(n—a+28)+mn
-1
(2n+a+p+1)(2n+a+B3+3) )
Do.d | (Brat2)(a—B+2(1+a+8)6) (A= (a+B+2))n
n (2n+a+8)(2n+a+B+2) + n(2 +a+ B+ n)
((Ol B+2(1+a+8)B0)* -1 1)]
(2nta+p+2)2
4n(n+a+2)(14+(a+1)Bo)
B& 2(2+0)(1+(1+a)fBo) (2n+a+1)(2n+a+2)?(2n+a+3)
n (2n+a)(2n+a+2) + (3+5a)m
(2n+a+1)(2n+a+3)

TABELA 2. Cléssicos Generalizados

Multiplicando esta equagao por 2(ag — by) e aplicando (7.1)

2(ag — bo)Py = Li PO — (¢ — 8L P, + 4Lk PY,
!
( — (x = By) n)1+7nP7§)2>+2¢< )
+(2¢' — ) PY,

— (2nag + bo)PTSD +(2(n — 1)ap + bO)%Pqil—)z

Agora, tomando em consideragao (1.2)

2ao — bo) P = 26 (P ) + (26 — )P,
— (2nag + bo) PV + (2(n — 1)ag + bo) 1P, (7.6)

n—1

Comparando os coeficientes de 2", 2"~ da equacio (7.6) obtemos

—2CLOAn+1 + 2(n + 1)@1 — b1 + 2((10 — bo)ﬁg

= — 7.7
Pata 2(n+ 1)ag + by (7.7)
y _ 4@0Bn+2 — 2(@0 — bo)’}/l - 2(n + 1)@2
e 2((2n + 3)ag + bo)
2(0,0 — bo)ﬁo + 2(7’L + 1)&1 — b1 + (2(TL + 2)@0 + bO)ﬁn—&—Z
Apio (7.8)

2((27’L + 3)@0 + bo)
Temos somente que substituir nas equagoes (7.7) e (7.8) A, e B,, dados por (7.4)
e (7.5) para obter o resultado desejado. |
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8. Estudo Completo da Equacao Diferencial

Comegamos por considerar as expressoes canonicas de ¢, 1) e os correspon-
dentes valores de 3y, y1 no caso classico (ver Tabelas 1 e 3).

Se colocamos estes valores em (7.2) e (7.3) obtemos o resultado apresentado
na Tabela 3. Estes coincidem com coeficientes da relagao de recorréncia a trés
termos das sucessoes de polinémios ortogonais moénicos classicas. Daqui se
conclui que o Teorema 7.2 é consistente com os resultados conhecidos para as
sucessoes de polindémios ortogonais moénicos classicas.

Se considerarmos as expressoes candnicas de ¢, 1 em (7.2) e (7.3) obtemos
os dados apresentados na Tabela 2. Falta-nos somente determinar as medidas
a respeito das quais estas sucessoes de polinémios ménicos sao ortogonais, para

completar o estudo do nosso problema.

8.1. Estudo do caso H,. Por uma analise superficial vemos que estes
polinémios sao praticamente os de Hermite. Mas se §y # 0, nao podemos

obter estes polinémios por uma transformacao afim na variavel de qualquer

B, =—2
polinémio de Hermite, pois por uma tal transformacao < = G4 sME YAl
Tn+1 = 202

e By # Bn, n € ZT. Mas se y; = % ea = =+1, entdo b = F205y e H,(z) =
H, (%, ﬁo), onde H,(x;d) a sucessdo de polinémios ortogonais ménicos
co-recursiva de Hermite. Destes casos obtemos a expressao geral para estes

polinémios
Ho(x) = HY (i 271(z F 250%50) :

Note-se que o caso 3y = 0 estd incluido nesta caracterizacao, pois neste caso o
parametro de co-recursividade [y é zero, i.e. temos os polinémios associados
de Hermite. Para determinar a medida que lhes estd associada temos que

considerar dois casos distintos:

(a) Se 7 é um inteiro nao negativo nao obtemos sucessoes de polindmios
ortogonais moénicos no sentido da ortogonalidade relativamente a uma
funcional linear quase-definida.

(b) Se 71 ndo é um inteiro negativo obtemos as sucessoes de polinémios

ortogonais ménicos estudadas por Bustoz e Ismail em [30] ou por
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Askey e Wimp em [11]. Askey e Wimp deram também a expressao
para os pesos, w?"1~1 da sucessdo de polinémios ortogonais ménicos
{HE" DY e,

0 (z) = (T(c+1))*2 ¢ exp(—2?)
7 [eexp(—t2 — 2ixt)tet2dt

onde ¢ =2y, — 1 e I' é a fungao Gamma.

Do Teorema 1.4.2 obtemos a medida correspondente. |

8.2. Estudo do caso L. Comparando os coeficientes da Tabela 3 com

n+ c e a em vez de n e «, respectivamente, com os da Tabela 2 obtemos

2n+a+14+2c=2n—a—14 205,
(n+c+l)(n+a+tc+1)=n(n—a+26)+mn

(8.1)

a+2c+2=—-a+206,>0
(c+1D(a+c+1)=7>0

e daqui concluimos

a = \/<—Q/ + 2ﬁ0)2 _ 4,71
c=—1+ —a+280—/(—at280)2—4y; G C~ —1.

2

Note que de (8.1) By = w e B85 = 2c+ a+ 1, portanto

Assim, somente quando By = o + 1 temos L (z) = (LZ)(C) (x), caso contrario
LE(x) = L (z;—-20p + a+1). Mas de [11] que a medida correspondente a
{9} e

B ¥ exp(—x)

|¥(e 1~ aszexp(am))P?

w' (z)

onde V¥ ¢ a fungao de Tricomi. Estamos em condigoes de aplicar o Teorema 1.4.2
obtendo assim a correspondente medida para estas sucessoes de polinémios or-

togonais monicos. ]

8.3. Estudo do caso P%?. Comparando, como no exemplo anterior, os

coeficientes 3, das Tabelas 3 e 2 no caso Jacobi, i.e.

*—a®)2n+a+6)2n+a+ B +2)

=(a+p+2)(a=F4+2a+F+1)F)2n+a+b+2c)2n+a+b+2c+2)
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(a+ B)(a+ B+ 2)(b* —a?)
=(a+8+2)(a—F+2a+LB+1)F)(a+b+2c)(a+b+2c+2) [n°

(20 428 + 2)(b* — a?)

=(a+8+2)(a—F+2(a+L+1)3)(2a+2b+4c+2) [n']

b —a® = (a4 +2)(a—B+2a+5+1)5) [n?]

Entao
a==b
V' —a’=(a+8+2)(a—B+2a+p+1)3) e | ou
a+b+2c=a+f
Temos agora dois casos a considerar:
(a). a+b+2c=a+fBel?’—a’>=(a+B+2)(a—B+2(a+F+1)b)
Comparando os correspondentes 7, obtemos
a=b=1/2, c= %‘H

(S ou
1 _ a+p+1
a=b=-1/2, c=*"—

N

"=

Agora, a = b, portanto

(

al). a4+ 0 +2=0= ¢ <0 (que é impossivel).
(a2). 2(a+ B+ 1)y = 6 — . Aqui, se a +F+1 = 0 entdo v = 1,

a=0b= —%, a =0 = —%, c = 0 e [y é arbitrario. Caso contrario temos

Bo = sgery M = 1 @ =b=z oua=—b=+}

(b). a=+beb® —a’>=(a++2)(a—L+2a+B+1)5)
(bl). a+pB+2=0ea=0b

Se compararmos os v,

m+1+c)(n+2a+1+c) _ mtlatl-6) —n?
(2n +2a+1+2c)(2n+2a+3+2c) (2n —1)(2n + 1)
Comparando os coeficientes segundo as poténcias de n
4=4 [n?]
424 2c+ 2a) = 2(4a + 4c+ 4) [n3]

41+c¢)(2a+14¢)—1

=(20+1420)(2a+3+2c) —4(71 + (a + 1= B)?) [n?]
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—2(a+1+c)=-8a+c+1)(y+ (a+1—p)?) [n!]
—(1+0)2a+1+c)=—(2a+2c+1)(2a +2c+3) (71 + (a + 1 — 5y)?)
[n°]
e portanto
1 1
a:b:i§ 871—1—((14“1—50)2
(b2). a+pf+2=0ea=—b
Se compararmos os 7y, obtemos
(n+tat+ltc)n—atl+e)  y+4latl-7F)>—4n’
(2n+1+2c)2n+3+2c¢) 4(2n —1)(2n + 1)
Comparando os coeficientes segundo as poténcias de n
16 = 16 [n?]
32(1+c¢) = —8(2¢+3) —8(2c+ 1) [n3]
16((1+c¢)* —a®) —4=—167 +4(2c + 1)(2c+3) — 16(a + 1 — (3)*
[n?]
—8(1+¢) = —2(2c+3+2c+1)(4y; +4(a+1— Fy)?) [n']

—4((1+0)* —a®) = =(2c+1)(2c+3)(An +4la+1-5)") [

e portanto

1 1
a:—b:iéeﬁzz—(a‘f'l—ﬁoy

(b3). 2(a+f+1)fy=0F—aea=1b
Se comparamos os 7, obtemos
m+1+c)(n+2a+1+c)
(2n+2a+ 1+ 2¢)(2n+ 2a + 3 + 2¢)
(1-(a+B8+2)n—nn+a+5+2)
Cn+a+F+1)(2n+a+ [ +3)

Comparando os coeficientes segundo as poténcias de n

4=4 [nd]

424 2c+2a)+22a+28+4) =42 +a+ 8) + 2(4a + 4c+ 4)

(a+B8+1)(a+B8+3)4n —1)+4(a+c+1)(a+F+2)

=4(1+4¢)(2a+c+1) — (2a+2c+1)(2a + 2c+ 3) [n?]
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2a+c+1)(a+ B+ 1) (a+5+3)(411 — 1)
=(a+08+2)4(1+c)2a+c+1)— (2a+2c+1)(2a +2c+3)) [n!]

(a+f+1)(a+5+3)
[(2a 4+ 2c+1)(2a +2c+3)y1 — (1+¢)2a+c+ 1) =0 [n°]

e de [n?], trés casos se podem dar
(b31). a+5+1=0.
Entéio&:ﬂ:—%ea:b:i
(b32). a+3+3=0
Entéoﬁoz%ea:b:i%.
(b33). (2a+2c+1)(2a+2c+3)11 =(1+¢)(2a+c+1).

Entéao, de [n'] obtemos 71 = ; ou 2(a+ f+ 1)(a+F+3)(a+c+1) =

(a+ B+ 2)(2a + 2c+ 1)(2a + 2¢ + 3).

Agora, se 11 = 1, de [n?]

D[

-« 1
50‘% comhTR
se nao, de [n?] obtemos
S Wl N
2 21+ a+p)

(bd). 2(a+ B+ 1)fy=F—aea=—b
Se comparamos OS 7y,
(mn+a+1+c)(n—a+1+c)
(2n 4+ 14 2¢)(2n+ 3+ 2¢)
(a+B+D(a+B+)n+nn+a+B+2)
Cn+a+B+1)2n+a+ 5+3)

Comparando os coeficientes segundo as poténcias de n

4=4 [n4]
8(c+1)+22a+28+4) =42+ a+ ) +2(4c+4) [n3]

(a+B8+1)(a+B+3)(4n — 1)
=4(1+c—a)(a+c+1)—(2c+1)(2c+3) [n?]

20c+ )(a+ B8+ 1)(a+ B+ 3)(4y: — 1)
=(a+8+2)4(1+c+a)(c+1—a)— (2c+1)(2c+3)) [n']
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P ( Pg,b) ()
o= :_% a=>b= Eora:—b:j:%
a—i—ﬂ—l—B:O,ﬁo:% azbz:l:%oraz—bz:l:%

a+f+2=0n=1—-(a—F+1)?|a=b

_ _ B-a _1 _
50—m771—;1 a=">b

_ _ B« —
b = sarsrn a="b

:j:%ora:—b:j:l

+£1/(a+6+2)2—4(a+5+1) (a+B+3)n

G[C:

2
atf _ otB
5 aorc= = }

TABELA 3. Caso Jacobi Generalizado

(a+B8+1D)(a+8+3)4d(1l+c+a)(c+1—a)— (2c+1)(2c+3)n]=0
[

e portanto, trés casos se podem dar
(b4l). a+p3+1=0
Entaoa=pf=-1ede[n'la=-b==*
(b42). a+3+3=0
Entao fy = 24 e de [n'] a = —b = +£3.
(b43). (2c+1)(2c+3)n =41+ c+a)(c+
Logo

1
3

]

1—a)

1 1 0 —«
4! 47 a 26&0 2(1+O&+6)
ou
1
c:a—gﬁea:—b:iE

Os resultados encontram-se na Tabela 3. Logo P2# é ortogonal em [0, 1]

(ver Wimp [151]) relativamente & fungao peso

w® ()
(1 — )%’

|F(6,2 =7 — 61— Bz) + KO)(—2)°F(B+0,8+2—v—0 14 8;2)[?
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ed=a+ (4 1. Tendo em atencao o Teo-

— DEBATE+BAT(E+y—1
onde K(0) = r(g)r(éﬂ—ﬁ—l)g@)

rema [.4.2 podemos calcular a medida associada a estes polinémios. [

OBSERVACAO .

e Relembre-se que 3y, 71 sao parametros arbitrarios, portanto obtemos
somente alguns exemplos de sucessoes de polindémios ortogonais mo-
nicos para as quais a medida é conhecida.

e Nao estudamos o caso B porque nao temos, neste caso, informacao
acerca dos polindmios associados de Bessel.

e B¢ é um exemplo de sucessao de polinémios ortogonais ménicos que
resulta de BY por meio de uma perturbagao. De facto, se denotarmos
por (/.. os coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos de
B¢, obtemos 3, — A, = O (#) e —,=0 (%) Assim, podemos
aplicar [117, T. 3, p. 177] a parte absolutamente continua da medida

associada a B;. Mas, os resultados véem dados em termos dos novos

polinémios, o que nao é um bom resultado para os nossos propositos.

8.4. Caso singular. Considere-se o caso em que ¢ = 0, a que chamaremos

caso singular. De (7.6) estes polindémios satisfazem
—20y P, = —bo PV — PV, + by, P, neN. (8.2)

1 . . ~ N .
Mas sabemos que {Pé )} verifica a seguinte relacao de recorréncia a trés termos

2P{(z) = B (@) + Bun PV (@) + 0 B (2) . n=1,2,...
PPy =1, P@) =26

portanto (8.2) pode ser reescrita como

b B
po—pw . (b B o |
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_ - . 1
Tendo em atencao a expressao dos coeficientes de P,, PTE ), podemos reescre-

ver (8.3) como

n—1 n
$n—$n7125k+5€"72 ( Z ﬁzﬁj) +"‘:xn—5€n7125k
k=1

k=0 0<i<j<n—1

+$n_2< Z ﬁlﬁj> + ...

1<i<j<n

bl 571 —-1 -2 —
— 4+ — T — g o 8.4
+(2b0+2)(x x ;ﬁk+ (8.4)
Comparando os coeficientes das poténcias de n — 1 e n — 2 respectivamente
em (8.4) obtemos
Bot1 = —+26,, neN (8.5)
Yotz = M, nEN (8.6)

De (8.5),(8.6) obtemos que {P,} ¢ uma transformagcao afim dos polinémios de

Tchebychev de segunda espécie {U,}. De facto, tome-se fy = 0 em (8.5),(8.6)

b1 __ b h— 21/72b1
bo _ : 2'}/1 0
1 ym

N =12 a= 5

IsH|

o 2\/I;T1b1
Portanto, no caso geral P,(z) = U, <%, —250). ]

271
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1. Introducgao

1.1. Nota Histdrica. Aqui vamos tratar de polinémios ortogonais semi
classicos e as suas relacoes com as equagoes diferenciais de diferengas. Estamos
de acordo com Maroni [103] quando diz que a teoria dos polindmios ortogonais
semi classicos foi iniciada por Shohat em [137], quando considerou sucessao de

polinémios moénicos { P, } ortogonais relativamente a fungoes peso w tais que
(Aw)' = Bw (1.1)

com A, B € P, tais que gr B > 1. Neste trabalho Shohat nao estudou as
funcionais que verificam (1.1), i.e. quando é que podemos associar-lhes uma
sucessao de polindmios ortogonais monicos, estando este problema todavia por
estudar. Ele deu-nos condicoes suficientes por forma a termos a regularidade.
Para tal basta considerar w € L'([a,b]) e tal que lim, .., Aw = 0. Nesta
condigbes e tendo em atengao a ortogonalidade de {P,} relativamente a w,
aplicando o Teorema de Favard (cf. Teorema 1.2.1) ou equivalentemente a

relagao de recorréncia a trés termos
2P, = P,y1+ BuPy + 7Py patan=1,2,...

(1.2)
Ph=1, Pi=x-0
obteve que {P,} verifica as seguintes relagoes diferenciais de diferengas
n+s
AP, +BP,= > ansPy, n>s (1.3)
k=n—s
n+s—1
AP/ +BP,= Y byP, n>s. (1.4)
k=n—s—1

Agora, a partir das equagoes (1.2), (1.3) e (1.4) obteve que {F,} verifica uma
equagao diferencial de segunda ordem. De facto, podemos escrever (1.3) e (1.4)

na seguinte forma
a,P, +b,P, 1 =AP +BP,, n>s
Py +d, P, 1=AP/+BP,, n>s

com ay, by, ¢,, d, polindmios com graus independentes de n. Assim, temos

AP, + BPF, b,
AP+ BP! d,
" a, by

cn dy
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e portanto

an by

baAP; + (bB — dy APy + (|7

— d,B)P, = 0. (1.5)

Neste trabalho, Shohat mostrou como estudar o comportamento assimptético
dos parametros 7, de (1.2) quando w(z) = exp(—z*). Podemos entdo dizer
que ele foi um dos pioneiros no estudo dos polinémios ortogonais tipo Freud.
Mais tarde, como consequéncia de um estudo interessante sobre determinantes
de polinémios ortogonais, Karlin e Szeg6 [76] propuseram o problema de de-
terminar as medidas que estao associadas a sucessoes de polinémios ortogonais
monicos {P,} que verificam (1.3).

A resposta a este problema foi dada independentemente por Maroni [100]
e Bonan, Lubinsky e Nevai em sucessivos trabalhos [17, 18, 113, 114].

Com o objectivo de resolver este problema o primeiro desenvolveu a teoria
da quase-ortogonalidade das derivadas de polinémios, que lhe permitiu dar
resposta a outras questoes da teoria dos polindémios ortogonais e apresentar
novos problemas (cf. [103]). Maroni denominou as sucessoes de polinémios
ortogonais ménicos que verificam (1.3) de semi cldssicas pois a funcional li-
near u relativamente a qual {P,} é ortogonal verifica uma equagdo do tipo
Pearson (1.1).

Por outro lado Bonan, Lubinsky e Nevai estavam mais interessados em
obter uma representacao explicita para as medidas associadas a {P,}.

Paralelamente ao estudo realisado por estes autores temos o trabalho de
Hahn [69] onde provou que as sucessao de polindmios ortogonais ménicos ver-
ificando (1.5) tém por medida associada uma solucao de (1.1) para alguns
polinémio A e B. Em [19] Branquinho apresentou um algoritmo para o célculo

destes polinémios A, B da equacgao de Pearson.

1.2. Caso Semi Classico. No estudo realizado por Maroni, podemos ver
uma tentativa de estender os resultados validos para sucessoes de polinémios
ortogonais moénicos classicas a semi classicas. De facto, é sabido que as suces-
soes de polinémios ortogonais moénicos classicas tém associada uma funcional

linear verificando (1.1) com grA < 2 e grB = 1 (cf. [26]). A expressao
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candnica para A e B a que chamaremos ¢ e 1, respectivamente, vém dadas
na Tabela 1.
Outro facto importante, resulta de { P, } verificar uma equacao tipo Bochner,

ie.
OP! + P, + X\, P, =0, neN. (1.6)

Como a sucessao de polinémios ménicos { P, } definida por (1.6) verifica uma
relacao de recorréncia a trés termos independentemente de ser ou nao ortog-
onal (cf. Teorema IV.2.1), onde f3,,, sao parametros dados em termos dos
coeficientes dos polinémios ¢, 1, temos um critério para a regularidade das
funcionais lineares que sdo solugao de (1.1).

Neste trabalho necessitamos conhecer os coeficientes da relacao de recor-
réncia a trés termos para os elementos das familias classicas. Esta informacao
encontra-se contida na Tabela 3.

Relembre-se que a regularidade das funcionais lineares que sao solugoes do
sistema (1.1), com A, B polinémios arbitrarios, nao foi ainda estudado. As
sucessoes de polindémios ortogonais ménicos classicas admitem outras carac-
terizagoes (ver Capitulo IV) algumas das quais podem ser estendidas as semi
classicas. Estas generaliza¢oes podem ver-se em [14, 70, 101, 103, 130].
Recentemente, mostramos em [20] que nem sempre podemos estender essas
caracterizagoes validas para as familias classicas. De facto, a caracterizacao
apresentada no Teorema I'V.5.2 nao pode ser estendida as sucessoes de polino-
mios ortogonais monicos semi classicas.

Vamos agora analisar o trabalho de Bonan, Lubinsky e Nevai [17]. Os
autores comegaram com duas sucessoes de polinémios ortogonais ménicos { P, }

e {R,} que verificavam

n—j+si
TRY = Y cuxPr, neN
k=n—j—t1
onde T = fT; com Ay, Ay € Pec, = 0parak < 0, e determinaram a expressao

para as medidas que lhes estavam associadas. Em [25] usando uma técnica que
aqui apresentaremos, estendemos este resultado a sucessoes de polindmios mo-
nicos, ortogonais relativamente a funcionais lineares. Mostramos também que

{R,} e {P,} sao sucessoes de polinémios ortogonais ménicos semi cldssicas. As
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ideias af contidas permitiram Alfaro et al. [7] determinar a equagao de Pearson
para a funcional linear associada a sucessao de polindmios ortogonais ménicos

{P,} que verificam (1.4).

1.3. Resultados Principais. Como vimos, a partir da equacao de Bochner
satisfeita por uma sucessao de polinémios ménicos { P, }, podemos obter condi¢oes
necessarias e suficientes para a sua ortogonalidade. Aqui estamos mais inter-
essados em resolver o seguinte problema proposto por Branquinho, Foulquié
Moreno e Marcellan em [27] que generaliza, como veremos, o problema de

Bochner tratado no Capitulo anterior.

PROBLEMA V.1. Seja {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais mao-
nicos correspondente a funcional linear w. Dar condi¢oes necessdrias e sufi-

cientes para que a sucessao de polinomios {R,} definida por
M(z)R,_m(z) = A(x)P!(z) + B(z)P.(z) + C(z)P,(z), n>m (1.7)

seja ortogonal e determinar a funcional linear que lhe estd associada.

A este tipo de problemas chamamos problemas inversos diferenciais. Va-
mos somente considerar o caso m = 0. Neste caso temos de (1.7) comn = 0,1, 2

Ry — (R, — P)Py— P,

C:MC(), B:M(Rl—Pl), A=M 5

Portanto (1.7) toma a forma
R, (z) = x(x)P)(z) + I(x) P! (z) + c1Py(z), meN (1.8)
onde

1
X(#) = apr® + axr +ay, I(z) =box +by, ¢ = —
0

Note que R,, nao é monico. De facto,
R, = (¢1 +nby+ n(n — L)ag)z" + ...

portanto supomos ¢; + nby + n(n — 1)ag # 0 para n € N para obtermos uma
familia livre de polinémios.
Uma aproximagcao a este problema foi apresentada por Branquinho e Mar-

celldn em [23] quando determinaram relagoes entre as funcionais lineares u e
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v associadas a {P,} e {R,}, respectivamente que verificam

() Byl (x) + V() P (x) +1(x) Pal@) = ) anpRog. (1.9)

Note que (1.7) é um caso particular desta representagao.

TEOREMA 1.1. Seja {P,} e {R,} sucessoes de polindmios ortogonais
mdnicos associadas as funcionais lineares uw, v, respectivamente. Se {P,} e
{R,} verificarem (1.9), entao temos

S

Ryv
D*(®u) — D(Vu) +mu =Y amﬁ (1.10)
k=0 Tk

20(z)u = (uy, d(y) L (2, y) + »(y) LV (z,y) + n(y) LOO (z, y))v

onde LO9) ¢ o polinémio

Lo (z,y)
= K9 (x,y) — 2Py(2) K (2, y) + (Pi(2) Py(x) — 2P3(x)) K9 (2, y)

n (r) (s)
Rj (m>Rj (y)

(r,s) _
€ Kn (xvy) - <’U,R]2>

. Além disso, u e v sao funcionais lineares
J=0
semi classicas.

No nosso caso temos a partir de (1.8) e (1.10) que
D?(xu) — D(Iu) + cyu = v
e portanto, os momentos estao relacionados por
(c1 + nby + n(n — 1)ag)u, + (nby + n(n — 1)ay)u,—1 + n(n — 1)agu, o
=,

que é a relagao apresentada por Krall e Sheffer em [82] para obter a ortogo-
nalidade de {R,}. De (1.8) vemos que, se {R, } é uma sucessao de polinémios
ortogonais entao {P,} e {R,} verificam uma equagao diferencial de Sturm-
Liouville de quarta ordem. Logo do estudo de Krall [80] sabemos quais as
solugdes do nosso problema, i.e. {R,} é um elemento de uma das familias
classicas, tipo Laguerre (i.e. com funcao peso exp(—x) + Adé(x)) tipo Le-
gendre (i.e., ortogonal relativamente & funcao peso ¢ + 1(6(z — 1)+ d(z +1))),

ou tipo Jacobi (i.e. com fungao peso (1 — z)* 4+ \o(z)).
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Vamos analisar os casos em que {P,} em (1.8) coincide com H,, L% e BY.
Este estudo abre-nos um vasto campo de trabalho a que chamaremos problemas
mversos estruturais, i.e. dada uma sucessao de polindémios ortogonais monicos
{P,} definimos uma sucessao de polinémios ménicos {R,,} por

]{n::: ji: (an}%, n Etk

j=n—~k
m
Ry=> an;P;, 0<m<k.
§=0
Dar condicoes necessérias e suficientes em termos de (a,, ,,—;) para todo o j =
0,1,...,k de forma que {R,} seja ortogonal. Este tipo de problemas foram

estudados por Branquinho e Marcellan em [24].

1.4. Estrutura do Capitulo. O nosso objectivo vai ser o de mostrar as
diferentes técnicas por nés utilizadas no desenvolvimento da teoria dos prob-
lemas inversos. Comecamos por apresentar algumas caracterizagoes das suces-
soes de polinémios ortogonais monicos semi classicas. Vamos omitir a demon-
stracao destas caracterizacoes por estas serem ja subejamente conhecidas. De
qualquer forma apresentamos o resultado que cremos ser fulcral na teoria de-
senvolvida por Maroni, i.e. o que mostra como passar de (1.3) a (1.1). De
seguida estudaremos as extensoes por nos efectuadas a teoria dos polinémios

ortogonais classicos.

2. Polinémios Ortogonais Semi Classicos

A seguinte defini¢ao foi apresentada por Ronveaux [130] e Maroni [100]:

DEFINICAO 2.1. Seja {P,} a sucessao de polinémios ortogonais méni-

cos associada & funcional linear regular u; dizemos que {P,} é semi cldssica

P
n+1

de classe s se existe ¢ € Py o tal que { ¢ quase ortogonal de ordem s
associada a ¢u.
Se s = 0 dizemos que {P,} é uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos

cldssica.

As expressoes candnicas para ¢ e du, (u,2") = [, z"du(x), n €N, onde

I é um caminho, du uma medida complexa, e os coeficientes da relacao de
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recorréncia a trés termos para as sucessoes de polinémios ortogonais monicos
classicas encontram-se em Tabela 1, 2 e 3.

Vamos apresentar, de seguida, alguns resultados sobre sucessoes de poli-
noémios ortogonais monicos semi cléssicas que sao extensoes de caracterizacoes
para as sucessoes de polinémios ortogonais moénicos classicas. Estes resultados

foram enunciados por Maroni em [100] e Bonan e al. em [17].

TEOREMA 2.1. Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais madni-
cos relativamente a funcional linear w. FEntdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes:

(a) {P,} € semi cldssica de classe s;
(b) dp, v € P comgré < s+2, grp < s+ 1 tal que

n+s+2

¢P1I1+1+¢Pn+1: Z bprBPr, n=>s

k=n—s

ebyns#0,n2>s;
(c) o, € P comgro < s+ 2, grip < s+ 1 tal que

D(¢u) = yu
i.e. u € uma funcional linear semi cldssica de classe s;

P, , . . . .
(d) {25} € quase-ortogonal de ordem s relativamente a funcional linear

ou.
OBSERVACAO . Os polinémios ¢, devem verificar a condicio

T (el + [(wew, 1)]) #0

C€Z¢

onde Z, ¢ o conjunto das raizes de ¢ e
¢(x) = (z — ¢)¢c(x)
(@) + ¢o(x) = (2 = c)Ye(@) + 7e()

como foi provado em [14, 103].

DEMONSTRACAO. Provamos somente que (b) implica (c).

Seja {an } a base dual associada a {P,} e escrevamos

D(¢an) — Yoy, = Z /\n,k:ak (2.1)

keN
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onde por definicao de base dual

)\n,k = <D(¢a‘n> - wana Pk> = _<a‘n7 prlé + wpk>

kt-s+1

= —(a, Z bkq,jpj)

j=k—s—1

~J0 , k—1l—s>nork+14+s<n

N —bi—1n , n—1—-s<k<n+1+s
Logo (2.1) toma a forma

n+1+4s
D(¢ay) — bay = — Z be—1n0%, mn €N, (2.2)
k=n—1-s

Tomando n = 0 em (2.2) e usando (1.2.3) obtemos
1+s

P LU
D(¢u) —du = —up » br107—755v
20 )
donde se conclui a demonstracao. [

Provdmos em [7] um resultado que nos da uma caracterizacdo para as

sucessoes de polindémios ortogonais moénicos semi classicas.

TEOREMA 2.2. Seja {P,} uma sucessdo de polinémios ortogonais moni-
cos associada & funcional linearw. Se {P,} verifica (1.4) entdo u vem definida

por

1
D(Au) = §(B + Bsi1)u

onde By estd determinado por b,y e A, B.

Em [25] os autores generalizam os resultados de Bonan, Lubinsky e Nevai

para funcionais lineares. Como resultado central desse trabalho temos:

TEOREMA 2.3. Seja {P,} e {R,} duas sucessoes de polindmios orto-
gonais mdnicos associadas as funcionais lineares w e v . Entao {P,} e {R,}

verificam
n—+p

PR,y = Z ApBrs m>s (2.3)

k=n—s

com Apn—s 7 0, n > s se e somente se, u e v sao funcionais lineares semi

cldssicas e estao relacionadas por ¢(z)u = h(x)v com

hw) = (u,,6() | PW)KL (2,9) = P@)K S (2.9)] )
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OBSERVACAO . Em [17] os autores provaram que em (2.3) podemos
tomar Rff}rl com i € Z* em vez de R, ;. Nesse trabalho os autores pretendiam

generalizar a nogao de sucessao de polinémios ortogonais ménicos semi classica.

3. Equacoes Diferenciais em Diferencas

Vamos apresentar agora a demonstragao do Teorema 1.1 apresentado por

Branquinho e Marcelldan em [25].

DEMONSTRACAO. Seja (ap) e (o) as bases duais associadas a {P,}

e {R,}, respectivamente. Assim,

D*(®o) — D(Vawm) +1nan = An sy, (3.1)
keN

onde

)\n E = <D2((Dan) - D(\Ilan) + N0y, Rk)

)

= (an, PR} + VR, + nRy)
ket

- <an7 Z ak,ij>
j=k—s
B Osek—s>nouk+t<n
agnpsen—t<k<n+s

i.e., (3.1) toma a forma

n+s
D?*(®ay,) — D(Vay,) + noy, = Z apn@), n€N.

k=n—t
Em particular, paran =0, 1 e 2

/ S
D2(<I>a0) — D(Vayp) + nog = Z ak,Oa;g
k=0
s+1
D?*(®ay) — D(Vay) + nay = Z ay, 109,
k=0
s+2
D*(®an) — D(Von) +non = Y ax04
k=0

\
e tendo em atencao que a, = %, pois {P,} é a sucessao de polinémios
I

ortogonais ménicos associada a u, (ver [100]), aplicando a regra de Leibniz,
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obtemos
1 U n— 0 D?(du) Ao
Pl 2@—P1\Ij PlTI— (Pl\Il)’—i—Q(I)’ D(U) = Al
P2 2P2/(I)—P2\I] PQT]—(PQ\I/>/+2P2/¢/+2(I) u A2

onde A; = (u, P?) > 77 ay 0, para i = 0,1,2. Assim podemos inferir que

1 -0 -V ] [D*%u) A
0 20 —T+20| | D) | = —P Ay + A (3.2)
0 0 20 u (P2/P1—P2>A0—P2/A1+A2

Como {R,} ¢ a sucessao de polindmios ortogonais monicos associada a fun-

(u,P}) ’

cional linear v (i.e., o, = (vRT?E)'U’ n € N), e como a,; =
yflp

deduzimos que
20(2)u = (u,, D(y)LO (2, y) + U(y)LOY (. y) + ny) L (z,y)v  (3.3)
onde
LOD (2, ) = Py(y) KD (x,y) — P(a)P(y) KD (@, y) +
(Pi(x)Py(x) = Pa(2)) K9 (2, y).

De (3.3) e usando a segunda equagao de (3.2) obtemos que v é uma funcional

linear semi cldssica e portanto u é também semi classica. [ |

Como exemplo de uma sucessao de polindmios ortogonais moénicos que ve-
rificam (1.10) vamos estudar um problema proposto por Littlejohn em [87],

que passamos a enunciar:

PROBLEMA V.2. Determinar relagoes entre as sucessoes de polinomios
ortogonais ménicos associadas av =u+ Méy e w = x 'u+ My, ondeu €

a funcional linear de Laguerre, definida por

“+o0o
(u, 2"y = / x"x% *dxr, n €N quando o> —1.
0

DEMONSTRACAO. Pode ver-se que v e w sdo funcionais lineares reg-

ulares (ver [19]). Além disso, estao relacionadas por xv = z’w e

Sejam {L2%} e {L>~!} as sucessoes de polinémios ortogonais moénicos associ-

adas a v e w respectivamente; vamos dividir o problema em dois outros:
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e Determinar os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos para

os {L;%}
rL(x) = Lol (o) + GuLS0(2) + ma L (1) (34)

e Determinar os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos para

os {Lp~'}
Ly~ (@) = Ly (@) + &Ly ™ (@) + i Ly (2);
em termos de (f3,,) e (v,) dados por

wlip(x) = Ly (x) + B Ly () + Ly (7). (3.5)

De [19, p. 58] podemos relacionar (&,) e (1,) com (3,) e (Vn):
(. _ Lna(0)L5(0) — Ly(0)Ly ,(0)
gn = 25n+1 - ﬁn - M(l —|—+MKn<0,0> - 1+ Manl(0,0))
MLS(0)LS (0
M = 2%n4+1 — Yo — (§n + Bn) (Bn — 1+ ]Tél()n_nl_(z)( 0)))_'_ g
PR 01V ()
1+ MEK,(0,0) 1+ MK,_4(0,0)

OIlde Kn(07 0) — (LS+1),(O)L%I(—?zl__l(s?)/(O)Lerl(O) )

De [19, T. IV.1.1] podemos relacionar (&,) e (7,) com (3,) € (7n):

n € N(3.6)

\

gn—f—l - Bn—‘rl - (an—‘rl - an)
. Gpy , neN, (3.7)
Nn+2 = Yn+1
n
L, (0)po+(L2)D(0) . Ly (05— 1) .
onde a, = ng1 Qo (L5) () ie. a, = ——— 0" Agora, necessitamos con-

Lg(0)uo+(Ly_ ;)M (0)° 20— L)

hecer (L%)(0; _u%) por forma a ter a, e, portanto, (&,) e (7). De [34]:
(L3)(0; _t) (L3—1)(0; _i) T ) ™

L5 1(0) L (0) po L (0) Ly 1 (0)
donde
1 1 I, v 1
(L0, ——)=Lo 1 (0) | —— ) —=L2 4+ — | neN (38)
Ho ! Ho ; Li(0) Ly, (0) o
Mas, sabemos (ver, por exemplo, [26, 35]) que 3; = 2i + 1 + «a, vi11 = (i +
D+ 1+a)e L$(0) = (—1)"%, i € N, logo (3.8) é equivalente a
1

(£3)(0; —%)

:(_1)n+1(n+1+a)!<li Ha)? 1 ) LN

a! %kzl(k;—i—l—koz)! a+1




122 V. PROBLEMA DE KARLIN E SZEGO
De (3.6) e (3.7) obtemos duas relagdes para os coeficientes de (3.4) e (3.5)

(gn = 2(§n+1 + Ap+1 — an) - (’gn +a, — an71> -

V(OO L0 0)
1+ MK,(0,0) 1+ MK, 1(0,0)

, nelN.

o Ay Ap—1 - ML?:(O)L%_l(O)
T = 2an+177n+2 - a, Nn+1 — (gn + ﬂn)(ﬁn - 1 + MKn_l(O, 0))
PR P81C0) O ()
\ 1+ MEK,(0,0) 1+ MK, 1(0,0)

Para determinar a relacao de estrutura de segunda ordem entre as sucessoes
de polinémios ortogonais ménicos {L2Y} e {L%~'} basta usar o resultado

apresentado em [19] e que nos da
2*(Ly°)" (@) + 22+ ¥)(Ly ") (2) + Y L3 (2) =
)\O?n_i_ngJrl(l’) + an,n)\O,an («T) + an,n—1>\0,n—1L271<x>7

onde 1 e A\,41 vém dadas por (IV.1.1). Assim, é suficiente determinar {L2} e

{L>~1} por forma a termos o pretendido. Mas,
@ a,—1 a Yiy 7 a,—
eLiy(e) = Ly (o) + (] 7k (z), neN,
i=1 """
e, portanto,

2*(Ly°)" (@) + 2*(2 + ) (Ly°) (@) + 2y Ly ()
n+1

= N1 Lot (@) + > sl (2)

k=n—1

onde as constantes ¢, ; sao dados. Este é o caso em que tomamost =2es =1

na férmula (1.10). |

4. Extensao ao Teorema de Bochner

Aqui vamos tratar do Problema V.1. Primeiro transformamo-lo num pro-
blema inverso estrutural, e depois faremos uma discussao para determinar entre
as sucessoes de polindmios moénicos quase ortogonais aquelas que sao realmente

ortogonais.

4.1. Caso Hermite e Bessel. Como H,, ¢ o polinémio de Hermite de

grau n temos

H;L = an—l
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e portanto (1.8) toma a forma

n(n — 1) (aox® + a1x + ag) Hy_o(x) + n(byz + by) Hy_1(2) + c1 H,(2)

~

— jinRal2) (4.1)

onde {R,} ¢ a sucessio de polinémios ortogonais ménicos definida em termos
de {R,} por R, = ,unf%n e i, = n(n — 1)ag + nby + ¢; diferente de zero para
todo o n € N. Sabemos que a sucessao {H,} verifica a relacao de recorréncia

a trés termos

¢H, = Hyp +=Hy 1, neZ?
2 (4.2)

Assim (4.1) toma a forma

~

Rn(x) =H, + Aan,1 + BoH, 2 + Can,:), + DpHyy (43)
onde
(An _ n((n—1)a; + by) Cnezt
Mn
—1),2n—-3 b
B, = n(npm >( n2 &0+a2+50>, n =2
c - n(n—l)(n—?)al, n> 3
244,
“D(n—2)(n —
p, =M= D=2)n=3) -,
\ 4/fbn

Para determinar a relagao de recorréncia a trés termos para { R, }, multiplique-

mos (4.3) por z, e apliquemos (4.2) tendo em atencao (4.3)

~ ~ n
an - Rn+1 + (An - An—f—l)Hn + (5 + Bn - Bn+1)Hn—1

n—1 n —

2
9 An + Cn - Cn—l—l)Hn—Q + ( 9 Bn + Dn - Dn+1>Hn—3

-3 —4
n2 Can74+n

+(

+ Dan,5

i.e.

-ar = Rn—‘rl - ﬁn-ﬁzn + '7an—1 + ann—Q + 77an—3 + u)7’L]—In—4 + Can—5
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onde
(Bn=Api1 — Ay, n2>0
/Yn:g_(Bn—s—l_Bn)_Anﬁna 7121
n—1
gn = 9 An - (Cn+1 - Cn) - Bnﬂn - Anflfyn, n>2
S n—2
Mn = 9 Bn - (Dn+1 - Dn) - Cnﬁn - Bn—l’yna n 2 3
-3
wn:n2 Cn_Dnﬁn_Cn—l’yna 7’L24
—4
\Cn:n2 Dn_anlfYru 77/25

Logo, {R,} ¢é uma sucessao de polindmios ortogonais moénicos se e somente se

Yn+1 7é0 € £n+2:77n+3:wn+4:Cn+5:Oa n € N.

DISCUSSAQ. O estudo do Problema V.1 vai ser dividido em dois casos.
(1) ao 7é 0.

Neste caso D,, # 0 e v, = %, n > 5 Como w, = 0 temos 3, =

Apy1 — A, =0, n>5. Além disso, de 1, = 0 temos
Hn+1 Hn

n+1 n—lz

0, n>5

logo (n 4 1)bg +2¢; =0, n > 5, i.e. by =c; = 0. Agora, de 3, =0 paran > 5
vem b; = 0 e portanto A, = Z—(l), ie. B, =0paran € N. Mas,de &, =0,n > 2
obtemos que 7, = 0 para n > 2; pelo Teorema de Favard concluimos que {Rn}
nao pode ser uma sucessao de polindmios ortogonais monicos.

(ii). aog=0.

A condigao ¢, = 0 ¢é trivialmente verificada. Vejamos que neste caso a,
terd de ser igual a zero, pois caso contrario:

— NHn-—1
® Tn = T,

obtemos 3, =0, n > 4. Agora, de &, = 0 para n > 2 vem que

para n > 4 e substituindo esta expressao em 1, = 0, n > 3,

n

Hnt1 — Hn =0, n>4
n+1 n-1

que implica a; = ¢; =0, i.e. u, =0, n € N (o que é absurdo).

Assim, ag = 0 e portanto a; = 0, i.e., D,, = C,, = 0, n € N. Para obter uma
expressao para 7, considerem-se os seguintes casos:

(ii.1). by # —2as (i.e., B, #0,n > 2).
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npn—1
2pn

(n—2)byc; =0, n > 3,i.e. by =0Ve; = 0. Logo, temos dois casos a considerar:

(ii.1.1). b =0 (ie., A, =0= 5, = 0).

Aqui, v, = ,n >3, ecomo &, = 0 obtemos 5, = 0, n > 3, entao,

Comparando as expressoes para y,, n > 3 obtemos (n+1)agby = —%,

ie. ag = ¢ = 0 (pois by = ¢; = 0 nao se pode ter). Entao v, = ”T’l para
n > 1 (que é absurdo).
(11'1'2)' =0 (i-e-a Ap = Z_[l) = Bn = O)'
1

Sabemos que vy, = 3(n —

2c+d
2d

), n > 1. De & = 0 obtemos 7y = %, ie.
by = 2a9; e como y; = % # 0 temos uma contradigao.
(ii.2). by = —2ay (i.e., B, =0).

Neste momento estamos em condigoes de escrever que B, = C,, = D,, =0,

nbi
nbo+c1

e portanto n, = w, = (, = 0. Neste caso A, = Temos assim, que

discutir dois casos:
(ii.2.1). b #0.
De &, = 0 vem v, =

Npn—1

5. bara n > 2 que comparada com a primeira

expressao para 7,, nos da by = 0 (o que é impossivel).
(i.2.2). b = 0.
Neste caso, temos A, = B, = C, = D,, = 0 logo {]%n} verifica:

l'Rn = fzn-‘,—l + an—l , n=>1,

i.e. {R,} é asucessdo de polinémios ortogonais ménicos de Hermite. n

O resultado aqui encontrado confirma o que esperdvamos obter, pois nen-
huma modificagao nao trivial dos polindmios de Hermite ou até dos de Bessel

pertence a classificagao apresentada por Krall em [80].

4.2. Caso Laguerre. Neste caso

4
Ry =Y an;L3"3 (4.4)

J=0
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onde
(Qppn =n(bo+ (n—1)ag) + 1

-1 =n(2c1 + b1 + (3n 4+ a)by + (n — 1)(a1 + ap(4n + 2a)))
anp—2 =n(n—1)(by + (3n+2a)by + as + a1(2n + a — 1)
+ag(6n® +6(a — )n + a® — 5a) + ¢;)

Az =n(n—1)(n —2)(n+ a)(bo + a1 + ap(4n + 2a — 4))

LA pn—a=n(n—1)(n—2)(n—3)(n+ a)(n+a—1)ag
Se supusermos ag = 0 obtemos que (4.4) é uma combinagao linear de quatro
polinémios de Laguerre consecutivos. Podemos perguntar se esta condicao é
suficiente para que R, se escreva como combinagao linear de quatro polinémios
de Laguerre consecutivos?

A resposta é negativa. De facto, Se considerarmos ag # 0 e as = 0, tomando

em consideragao (1.6) e os dados da Tabela 1, obtemos de (1.8)
R, = (aox +a1) [(x — (@ + 1)) (Lg) = ALy] + (box +b1) (Ly)' + i L,

e portanto,
3

R, = Z bn,n—kLzh_L]i (45)
k=0

onde
(byn =1 +n((n — 1)ag + bo)
bunn-1 =n(c1 + 2n+a)((n —L)ag+by) + (n — 1)((n + a)a; + a1) + by)

bonr2=n(n—1)(n+a)(n—1)ag+ by + (2n + a —2)a; + (n + a)ay)

bynz=nn—-—1)n-2)(n+a)(n+a—1)a

\

Estudemos a partir de (4.4) e (4.5) o nimero de polinémios de Laguerre na

representacao de R,,:

(a) ag #0
(al) ag #0 — cinco.
(82) a9 = 0

(a2.1) a; #0 — quatro.
(a2.2) a; =0 — trés.
(b) ap =0
(bl) az #0
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(b1.1) a3 +by #0 — quatro.

(b1.2) a1 + by =0 — trés.
(b2) ay =0

(b2.1) a1 + by #0 — treés.

(b2.2) a; +by =0 — dois.

Estudemos detalhadamente o caso (b2.2) com by = —1, i.e.
Ro(z) = 2 (Lp)" + (—z +b1) (L7) + ea L.
Tomando em consideracao (1.6) com os dados da Tabela 3 para L% obtemos

Ry, =Lt 4+ A, L% n>1 (4.6)

n—1"

n(n+14+a—bi—cq)

com A, = -

Usando o mesmo processo descrito para {H,} vem que
QS'Rn = Rn+1 + fan + nan—l + (Anfyn—l - An—lnn)Rn—Z

onde
gn = ﬁn +An - AnJrl

N1 = Yns1 + An1(Bn — &nt1)

donde se conclui que as condigOes necessarias e suficientes para a ortogonali-

dade de {R,} sdo

n € N. (4.7)

M1 720 e ApioVni1 — Apngifnao =0 para n € N. (4.8)

De (4.8), n, = AAL’:I para n > 2; e substituirmos esta expressao na segunda

equacao de (4.7) obtemos

Tn Yn—1
n— T, n—1, > 2
3 A A, + Bac1, 1

e da primeira equacao obtemos uma condi¢ao necessaria para a ortogonalidade,

Tn Yn—
y An_ll + Buct = B+ An — Apyr, n>2. (4.9)

Vé-se entao que (4.9) e v1 + A1(o — &1) # 0 nos dao uma condigdo necesséria

e suficiente para a ortogonalidade de {R,} definido por (4.6).

DISCUSSAO. Da Tabela 3 obtemos os coeficientes da relacio de recor-

réncia a trés termos para { L2}

Bn=2n+a+2 e vy, =nn+a+1)
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que substituidos em (4.9) e tendo em atengao J* = n—el)ntotl) y) o5 dao

n+l+a—by—cy
n—c)n+a+1) (n-—1-—¢)n+a)
n+l+a—5b —¢ B n+a—5b —c
nn+l+a—bi—ca) Mm+nr+2+a—b—a)

—9 4.10
* n-—oac n+1—q¢q ( )
Depois de alguns calculos (4.10) toma a forma
B (b +c1)(n—c1) + (n+a) " (by +c1)(n—c1)
TL"‘CY—bl—Cl n+1+06—b1—01
:2+n(1+04—b1) i cl—(n+1)(2—|—oz—bl)
n—c n—c +1
e daqui vem que
(bl—i-Cl)(l—'—Oé—bl) . 61(1+Oé—b1) (411)

n+a—b—c)n+l+a—b—c) m—c)n—c+1)
Estudando (4.11) e tendo em atengao que 7; # 0 obtemos que uma condigao

para a ortogonalidade de {R,} é:
(a) 1+a—b;=0

(b) by =0e a=0.

O caso (a) leva-nos a A, = 0 logo R, = L2 O caso (b) dd-nos A, =

Wﬂ:—ﬁj”. Calculemos entao n; neste caso:
2- 2— 2(3 — —9
mo=2+ c1 o C1_|_ ( Cl) 201(01 )
-0 1—0¢ 2—¢ (1—c1)?
Temos entao que impor ¢; # 0,1,2 por forma a termos a ortogonalidade no
caso (b).

Procedamos agora & determinacao da funcional linear associada a {R,}.
Sabemos que a funcional linear associada a {L]} admite a seguinte repre-

sentacao
(ul, 2™ :/ a"rexp(—z)dxr, n € N.
0

Mas de (4.6) obtemos (u!, R,) = 0 paran > 2. Assim, temos de (1.2.1) e (1.2.3)

que u! pode ser escrita em termos da funcional linear associada a {R,} por

at = [+t |2 (4.12)
(v, k) ) vo
onde
2—61
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Sabemos também que (v, k?) = vy e Ry = x — &, logo (4.12) toma a forma
l1—c)v
ul = x—( ) :
C1Ug

Isto implica que (e =il 4 v (x) e = 1, l.e. vg =

C€1Y0 €10

Podemos entao concluir que a representacao para v vem dada por

(v,p) = / exp(—a)p(z)dz +

que mais uma vez estd de acordo com a classificacao estabelecida por Krall,

1—01

p(0), peP
(&1

para as equagoes diferenciais do tipo Sturm-Liouville de quarta ordem (cf. [80]).

5. Sobre uma Nova Caracterizagao

Recentemente, em [26] foram estabelecidas novas caracterizagoes para as
sucessoes de polinémios ortogonais ménicos classicas. Nesse trabalho, os au-
tores consideraram como ponto de partida a equacao de Pearson no sentido
distribucional. E sabido que muitas destas caracterizagoes podem ser estendi-
das para as sucessoes de polinémios ortogonais ménicos semi classicas (veja-se
por exemplo [14, 19, 100]). Vejamos que nem sempre tal acontece.

Comecemos por explicar a razao pela qual conjecturamos que o Teorema IV.5.2
poderia ser generalizado para o caso semi classico. A partir de agora suporemos

sempre que s > 1.

TEOREMA 5.1. Se {P,} ¢ a sucessio de polindmios ortogonais madnicos

associada a funcional linear w e verifica

_ P,
= ’3:11+ Z —, n>s42 (5.1)
—(s+1)

COM A p—(s4+1) 7 0 entdo existe pgo € P com gr dgyo = s+ 2 tal que

D(¢siou) = Piu (5.2)

1.e. u € semi classica de classe s.

DEMONSTRACAO. Sejam {an} e {a.} as bases duais associadas a

{P,} e{ "“} respectivamente. Assim

n+1
= E )\n,kak

k>n
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onde
Mk = (P = (o Plé+1+ Z
" "’ M
—(s+1)
1 , k=n
= gpy1 , k=n+1ln+2,...,n+s+2
0 , k=0,....n—1
Portanto, tendo em atengao (1.2.1)
s+2
o, = an + Z Untkni1Ontk, N EN
k=1

Considere-se n = 0 nesta equagao e tomemos derivadas depois de aplicar (1.2.2)

e (1.2.1)

k=1
P2 s+2
entao temos (5.2) onde ¢so(z) = —% (1 + Z HiLPIJ- u
) k=1 Llj=17;

OBSERVAQAO . Como consequeéencia do teorema anterior vamos procu-
rar a nossa sucessao de polindémios ortogonais monicos, entre as sucessoes de
polinémios ortogonais moénicos semi classicas cuja correspondente funcional li-
near verifique (5.2). Belmehdi [13] apresentou alguns exemplos de sucessoes
de polinémios ortogonais ménicos semi classicas, { P, } associadas a funcionais
lineares, u, que verificam (5.2) com s = 1. A funcional linear u é definida em
termos das funcionais lineares cldssicas v por (z — ¢)u = v para algum ¢ € C.
Neste caso {P,} pode ser descrito em termos da sucessao de polinémios orto-

gonais moénicos associada a v, { R, }, por
Pn+1 = Rn+1 — an+1Rn, n€eN (53)
Py = Ry

Rns1(ci—ug )

(oo D) U0 = (u,1) e {R,(x;d)} sucessao de polinémios
n(ci—ug

onde a,11 =
ortogonais ménicos co-recursiva.

Belmehdi provou que neste caso {R,} nao pode ser a sucessao de poli-
némios ortogonais moénicos de Hermite. Note-se além do mais que o estudo

realizado por Belmehdi nao inclui todos os casos de sucessoes de polinémios

ortogonais ménicos que verificam (5.3).



5. SOBRE UMA NOVA CARACTERIZACAO 131

Podemos enunciar o seguinte resultado:

TEOREMA 5.2. Se {R,} é uma sucessio de polinomios ortogonais md-
nicos cldssica, entdo a sucessao de polindmios ortogonais monicos {P,} asso-
ciada a funcional linear w definida por (5.3) € semi cldssica de classe < 1 mas

nao pode ser escrita como uma combinagao linear finita de derivadas de {P,}.

DEMONSTRACAO. O cardcter semi classico da funcional linear u foi
provado por Belmehdi em [13].

Do Teorema IV.5.2 como {R,} é uma sucessao de polinémios ortogonais
monicos classica

n+1
_ " n> 92
HﬁZ N

k=n—1

com ay -1 # (n — 1)y, para n > 2; entdo, de (5.3) obtemos

PnJrl
P7/L+2 L b (n— Dtpran, B,
= + sy, +tpr1— — (Ant1@np—1 — e
n+2 Tt oy (@n 101 n >n—1
onde
n+1)a,.9
Sn+1 = Unyip4l — Ong1 + %
NSp+1an+1
tn+1 = Op+1,n — Qn4+1Qnn + Sl e
n+1
para n € N onde a,, vem definido por (5.3) € apn, Gnn-1 vem dado na Tabe-
la 1. [ |

OBSERVACAOQO . Temos aqui um exemplo de sucessao de polinémios
ortogonais moénicos semi classicas de classe um, associadas a uma funcional
linear que verifica (5.2) e ndo pode escrever-se como combinagao linear finita

das suas derivadas.

Se {P,} ¢ a sucessao de polinémios ortogonais monicos associada a fun-
cional linear u verificando (5.2) entao {P,} é uma sucessao de polinémios
ortogonais ménicos de Jacobi Generalizada (cf. Magnus [91]).

Um exemplo de sucessao de polinémios ortogonais moénicos de Jacobi ge-

neralizada, {P,}, tal que

f- e Sl
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com a,j # 0 para k = 1,...,n foi-nos apresentada por Magnus com a ajuda
de um computador.

Pode daqui depreender-se que nao existem sucessoes de polinémios orto-
gonais monicos que possam escrever-se como combinacao de quatro derivadas
consecutivas.

Vamos provar que nao existem sucessoes de polinémios ortogonais ménicos
que satisfacam as equagoes (5.1) e (5.2) com ay,,—(s41) # 0 ¢ s > 1. Com o
objectivo de tornar mais clara a demonstracao, vamos fazeé-la somente para o

caso s > 1. Comecemos por enunciar alguns resultados auxiliares (cf. [35]):

LEMA V.1. Se {P,} € a sucessao de polinémios ortogonais monicos asso-

ciada a funcional linearw e verifica a relagdo de recorréncia a trés termos (1.2)

entao
u, 2" P,
(a) Y1 = <<x—np;l>; n € N;
u, "1 P,)
(b) <uan Zﬁk;nEN

DEMONSTRACAO. Sabemos que se {P,} é uma sucessao de poliné-

mios ortogonais moénicos entao admite a seguinte representacao

Pn<£lj'> =" — i ﬁ x" 1 ( Z 625] Z%ﬂ)

k=0 0<i<j<n—1
_ (waPp)
Agora, como (3, = . P3) obtemos
5, = (w, z(z" — 3300 B .. )P,)
! (u, P2>
u, x"'HP
- S

" (u, P2)
donde se conclui que se tem (b). Para obter (a) temos somente que multi-

plicar (1.2) por P,_; e aplicar u. |

LEMA V.2. Seja {P,} a sucessdo de polindmios ortogonais mdnicos semi
classica de classe um associada a funcional linear w; sew verifica D(¢u) = Piu
onde ¢(x) = apr® + a12* + asx + az com ag # 0 entdo:

(a> <¢u Pn—lpl—f—l) = _ao(n - 1)<U7P7%+1>7 n e Z+;
(b) (pu, PP, 1) =0,0<m<n—2,n>2oum>n+4;
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(c) (pu, PP, ) = (ao<n<ﬁn+ﬁn+l)+iﬁk>+na1+1)<u P2 ), neN.

DEMONSTRACAO. Se substituirmos na Defini¢ao 1.3.1, p, por ’ff, U

por ¢u e s por 1, obtemos
(pu, P 1 Pryq) =0, [n—m|>2

Sr > 1 (gu, PLPL,) #0.

Mas, como { "“} ¢ uma sucessao de polinémios monicos podemos reescrever

estas condigoes como

(pu, PPy ,1) =0, 0<m<n—2, n>2ou m>n+4

Ir>1: (¢u,P,_1P. ) #0.
(a). Sabemos que P,_1 P/, = (Pr_1Pr41)' —P!_ P.y1. Assim de (5.5) obtemos
(ou, Pro1 Pryy) = —(D(¢u), Pro1 Prt) — (du, Py Pryr)
= —(Pyu, P,y Poyy) — ag(u, P2,))
= —ao(u, P2,,).
(c). Tome-se m = nem (5.4) e usando a mesma técnica do Lema V.1 obtemos

(pu, PP, ) = —(u, P3+1> -

n—1
n(u, (ap2® + arz®)(na™ ™ — (n — 1) > 2"+ .. )Pop)
k=0
n—1
= —(a0(n(Bu + Busr) + ) Bi) +nar + 1){u, PrLy).
k=0
Note-se que (b) coincide com (5.4). |

Estamos em condigoes de provar o seguinte resultado.

TEOREMA 5.3. Sejam {P,} a sucessao de polindmios ortogonais md-
nicos semi cldssica de classe um associada a funcional linear w, e u verifica
D(¢u) = Piu onde ¢(z) = agr® + a12? + asx + az com ag # 0; entdo admite a

sequinte representacao em termos das deriwadas

Bt -+ Z by, k— (5.6)

paran € N com b, o # 0.
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DEMONSTRACAO. A demonstracio consiste nos seguintes passos:
— Multiplicar sucessivamente a equagao (5.6) por P; com j =0,1,...,n—4
e aplicar a funcional linear ¢u a equacao resultante.

Temos assim para j =0

b2 bn.3
0 = bn,1<¢u7pll> 7(@4 Pl> ?(qﬁu, Pl>

b2 b3
= —bn71<u,P12> — T<’U, P2P1> — ?<’U, P3P1>
ie. bn 1= 0.
Para j = 1, e usando a mesma técnica, vem b’;f’ = —1+“1+a(;($’3+ﬂ 11+62) b"T2

Proceder da mesma forma até j = n —4. Af obtemos b, ,,_2 em termos de by, 5.
Agora se considerarmos b, o = 0 temos b, , = 0, parak =2,...,n—2,i.e. {P,}
¢ uma sucessao de polinémios ortogonais monicos classica, em contradi¢ao com

as hipdteses do teorema. |
Como conclusao podemos enunciar a seguinte condicao de ortogonalidade:
TEOREMA 5.4. Se {P,} € uma sucessao de polindmios mdnicos que ve-

rifica (5.1) com appn—(s+1) # 0 paran > s+2 e s ndo depende de n entdo {P,}

€ uma sucessao de polinomios ortogonais monicos se e somente se s = 0.

OBSERVACAO . Das relagdes (5.6) e (1.2), e usando o mesmo procedi-

mento do Teorema IV.5.2, obtemos a seguinte relacao para as derivadas valida

paran € Z™.
PTIL PrlL+1 bn,n PylL (n_l)rYn_bn,n 1 — 2bn,k ]./3
I Rl e P S

k=2
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1. Introducgao

Neste capitulo pretendemos apresentar o trabalho que realizamos conjun-
tamente com Marcelldan em [24] bem como apresentar varios problemas, que
o motivaram por um lado e que generalizamos por outro.

A geragao de familia de polinémios ortogonais a partir de uma dada familias
de polinémios ortogonais é um problema muito importante para a resolucao de
problemas de Fisica-Matematica, pois muitas vezes nos aparecem ai sucessoes
de polinémios ortogonais moénicos que ainda nao estao estudadas. Acontece
porém que, a maior parte das vezes, depois de uma analise cuidada verificamos
que elas nao sao mais do que combinacoes lineares finitas de sucessoes de po-
linémios ortogonais moénicos classicas.

Em 1969 Uvarov [147], [118] apresentou a seguinte generaliza¢do de um

resultado devido a Christoffel [36]:

TEOREMA 1.1. Sejam py, o duas medidas de Borel com suporte no con-
!

gunto infinito I C R e tal que dug = % onde q(x) = H(x — ;) tem as suas
i=1
raizes em R\ I. Entao, denotando por {P,} e {R,} as sucessoes de polinémios

ortogonais monicos relativamente a 1y e o, respectivamente temos
P.,(x) ... P,yx)
Qn(xl) cee Qn—l(xl)
nlzy) ... n_i(T
Ro(x) = Qn(1) Qn-1(1)
Qn—l(xl) CIE Qn—l(l‘l)

Qur(z)) .. Qo)

Qu(s) = / Bl®) o)

t—s

(1.1)

onde

Assim,
Ry(x) = Py(z) +aVP,_1(x) + - +aPP,y(2), neZt (1.2)
com a # 0.

Estamos interessados no reciproco deste resultado com [ = 2. Note-se

que todos os resultados a que chegarmos sao generalizaveis para [ > 2. Além



140 VI. PROBLEMAS INVERSOS SOBRE A RECTA REAL

disso, trabalharemos com uma nocgao de ortogonalidade mais geral do que estes

autores utilizaram.

PROBLEMA VI.1. Sejam {P,} a sucessdo de polindmios ortogonais md-
nicos associada a funcional linear w e {R,} a sucessao de polindmios monicos
definida por (1.2) com | = 2. Determinar condi¢ées necessdrias e suficientes
por forma que {R,} seja uma sucessao de polindmios ortogonais mdnicos e

dar uma representagao para a funcional linear que lhe estd associada.

Este problema foi alvo de estudo no caso em que [ = 1 e al constante nao
dependente de n por Chihara [35]. O caso em que [ = 1 e al depende de
n pode ser visto no trabalho de Iserles et al. [73] bem como no estudo por
nés realizado em [19]. O caso geral com @, constantes independentes de n foi
realizado por Peherstorfer em [124].

Este problema esta também relacionado com novas férmulas de quadratura,
como se depreende da anélise dos trabalhos de Peherstorfer [123] e Xu [152].

Podemos ainda ver este problema como surgido duma generalizacao do
trabalho do Geronimus [54], onde este deu uma demonstragao do Teorema de
Hahn para sucessoes de polindmios ortogonais monicos classicas. Na demon-
stracao desse resultado utilizou a seguinte representacao satisfeita pelas suces-

soes de polinémios ortogonais ménicos classicas

Bhis Do B
Pn = n N bn “ ) N
ole) = T80 0, T2 () 4, T ) e
Pl
Pi(x) = 72@) + a1 P{(z), Py(x)=1.

Geronimus apresentou ainda um outro problema (ver [55]):

PROBLEMA VI.2. Construir uma sucessio de polinomios ortogonais

monicos, {P,}, que satisfaga
xpn+s+1 = Pn+s+2 + 5n+s+lpn+s+1 + P)/n+s+lpn+s ) n € N.

Note-se que deixamos arbitrarios os primeiros s coeficientes e consequente-

. . . . 1
mente os s primeiros P;. Quando B,is41 = 0 € Ypys = n € N damos a

1
representagao da medida associada a {P,}. Isto porque {P,} é uma suces-
sao de polinémios ortogonais moénicos associada aos polinémios ortogonais de

Tchebychev de segunda espécie (ver Exemplo 4.1).
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Recentemente, e independentemente do trabalho por nés realizado em [24],
Wimp e Kiesel [77] deram condicoes necessdrias e suficientes sobre os parame-
tros a,, b, para que a sucessao de polinémios ménicos {R,,} definida a custa

dos polinémios ortogonais de Tchebychev de segunda espécie {U,,} por
R.(x) = (apz + b,)Up—1(z) + (1 — a,)Up(x)

seja ortogonal.

Como se vé facilmente este trabalho é um caso particular do que por nos
foi realizado e que aqui vamos expor.

Vamos apresentar um resultado devido a Peherstorfer [124, Cor. 5] e que

¢ o mais geral conhecido até a publicagao do nosso trabalho:

TEOREMA 1.2. Sejam {T,,} e {U,} as sucessoes de polindmios ortogo-
nais monicos de Tchebychev de primeira e sequnda espécie, i.e.

T,(z) = cos(narccosz) e U,_i(v) = sin(n arccos )

sin(arccos )
Sejam {P,} e {R,} as sucessdes de polinomios monicos definidas em termos
de {T.,} e {U,} por

ml4+m?2

Pn(x) = Z dan—(ml—i-m?)—i-j (ZE)7 neN
j=0

ml+m2
Rn,1($) = Z denflf(ml+m2)+j<x> , ne N.
§=0
Se denotarmos por
mt+m? my m2
o dd = [J@—a)m [ [ —a)m
§=0 j=1 j=1

com |xj| <1elz;] >1e

m1+m2 2

E dk 61’169
k=0

plx) = com x = cosf e € [0, 7]

entao

! dx
2% P, (1) ————
/1 Bl >\/1 — 22p(x




142 VI. PROBLEMAS INVERSOS SOBRE A RECTA REAL

para j =0,...,n—1 onde py(z) =

Cp VIR 2 (TEER@) Y
/_133 Ry (x) p(z) ]Z1 (mj2 —1)! < o () ) (2;)
=0 (1.4)

para j =0,...,n—2.

Note-se que este trabalho é mais uma extensao do realizado por Chihara
em [35], mas Peherstorfer deu em (1.3) e (1.4) uma interessante representagao
para as medidas associadas as novas sucessoes de polinémios ortogonais moni-
COS.

Na verdade, dentro do caso em que @/ sao constantes independentes de n
pouco mais se poderia fazer, pois este resultado mantem-se valido se substi-
tuirmos os polinémios de Tchebychev de primeira e segunda espécie por uma
qualquer sucessao de polindmios ortogonais ménicos {7},} juntamente com a
sua associada de primeira espécie {U,,}.

Vamos dar um método para o estudo do Problema VI.1. Este baseia-se em

relacionar este problema com outro que lhe é equivalente:

PROBLEMA VI.3 (Directo). Seja u uma funcional linear regular. Dar

condicoes necessarias e suficientes para que a funcional linear v definida por
u=p(rv com peEP

seja reqular.

Este problema foi estudado por Maroni quando p é um polinémio de grau
um (ver [102]) e quando p é um polinémio de grau dois com x; = x5 (ver [103]).
Neste ultimo caso, ele nao deu a demonstracao deste resultado. As condigoes
a que chegamos aqui sao diferentes das obtidas por Maroni.

A estrutura deste capitulo é a seguinte:

e A seccao 2 é dedicada ao estudo do problema directo. Além disso,
damos no Teorema 2.1 a relacao entre os parametros das relagoes de
recorréncia a trés termos que as sucessoes de polinémios ortogonais

monicos associadas a u e v verificam.
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e Na seccao 3 estudamos o Problema VI.1. O Teorema 3.1 dé-nos a ca-
racterizacao destas sucessoes de polinémios de uma forma construtiva.

e Damos na seccao 4 dois exemplos ilustrativos da aplicacao do Teore-
ma 3.1.

e Apresentamos na seccao 5 um estudo do comportamento assimptotico
destas familias de polinémios ortogonais. Para tal vamos estabelecer
um resultado andlogo do Teorema de Goncar (ver Teorema 5.1).

e Com o0 objectivo de estudarmos a localizacao das raizes da sucessao
de polinémios ortogonais ménicos { R, } vamos provar na secgao 6 que
a funcional linear v que lhe estd associada pertence a classe M (a,b)

sempre que a funcional linear de partida u 14 estiver.

2. Problema Directo

Esta seccao esta motivada por algumas modificacoes consideradas na lite-
ratura dos polinémios ortogonais e tratadas na Parte A. Por exemplo, alguns
casos de polinémios de Bernstein-Szeg6 que aparecem estudados em [35, 63,
64] e [143, T. 2.6] (cf. Secca@o 6.1 do Capitulo I1.), sdo ortogonais relativamente

as funcgoes peso

(1 —2%)"2(p(x))~"
w(w) = { (1 —2%)2(p(x))~!
(152)2(p(2) !

onde p é um polinémio positivo e de grau fixo definido em [—1, 1]. Estes poli-
noémios podem ser representados em termos dos de Tchebychev de primeira e
segunda espécie, como pode ser visto a partir de (1.1).

Aqui vamos resolver um problema mais geral por nés enunciado em [19]:

TEOREMA 2.1. Sejam w uma funcional linear e {P,} a sucessao de po-

linomios ortogonais monicos que lhe estd associada, i.e.

TPo1(2) = Pora(2) + Bui1 Poyr (7) + Va1 Pa(z), n €N

2.1
P(x)=2-&, Px)=1. 21)
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Tome-se ug = 1 e xy # xo € C. A funcional linear v definida por u =

(x — x1)(x — zo)v € regular se e somente se vy # 0 e vy sao tais que

2 2
- - 1
Ty — Iy (o1 = 00"+ Ty — Iy (22 = 00)" # (2.2)

|d.| #0, neN.

T2lg — U1 V1 — T1Yg

Seja

Pn(xQ; -

Pn+1($1;—
Pn+1($2; -

V1 —Z2V0 V1 —Z2V0 )

dy, =

UI*IIUO) V1 —x1Y0

e vg,v1 0s primeiro e sequndo momentos de v, respectivamente. Assim, a Ssu-

cessao de polinomios ortogonais monicos relativamente a v vem dada por
Rn+2(x) = Pn+2($)+an+2pn+1(x)+bn+2pn(m)a nc N

Rl(l‘) = P1<.T> + Glpo(l’) (23)
Ro(z) = Py(x)

onde

. 1
|:an+2:| _ —dgl |:Pn+2(1‘1, _’Ul—im’UO) , neN (24)

bt Poa (22 =5

eay = Po—v1. Os coeficientes da correspondente relacao de recorréncia a trés

termos

Ryy1(2) = Ruso(2) + &ni1 R () + npy1 Rn(z), neN 25)
Ri(z)=z—&, Rolz)=1 '

vém dados em termos de (f,) e (v,) de (2.1) por

fn:ﬁn_(an—&—l_an), necN

bn+3
Mnts = bn—’Yn+17 neN
n+2

m =7+ a1(Bo — &) — by
N2 = Y2+ as(B1 — &) — (bs — ba) .

LEMA VI.1. Sejam u, v as funcionais lineares definidas no Teorema 2.1;

entao

T2V — U
1 200 1
u + Oy, +

To — X1 ! To — 1

v=(z—21) "z —12)" S

5o, (2.6)

onde 0., representa a distribuicao delta de Dirac no ponto x;.

DEMONSTRAGAO DO LEMA. Necessitamos determinar

(z —z1) Nz — 22) (2 — 1) (2 — 22)0)
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Assim,

(@ —21) o = 22) 7 (2 — 21)(x — 22)v), f(2))

f@)—f(z1)  flx2)—f(z1)

o . i T—x1 To—T1
= (o — ) — oo,
B r — T9 _ r — T
= (v, f(x) + I2_x1f($1) xg—xlf(x2)>
. V1 — T2V 1V — U1 )
- <IU + To — T 5I1 + To — T 51727f<x>>7
donde se tem (2.6). [

DEMONSTRACAO DO TEOREMA. Do lema anterior, vemos claramente que
as condigOes necessarias e suficientes para que a funcional linear v seja regular
virdo dadas em termos de 1, x9, vy € v1. De facto, como {P,} é uma base de
P, temos que R,i2(x) = Pyio(x) + ZZE an ;- Pe(x), onde os coeficientes a,
vem dados por:

(w, PHan, = W, (x—mz)(x—22)Rpi2Pp)
0 , k=0,1,...,n—1

- <U7R721+2> ) k=n
(v, (x —z1)(x — 22) Ryy2Ppy1) , k=n+1

e portanto,

Roio() = Puyo(x) + apnso P (z) + byia Po(2), (2.7)
onde api2 = Appi1 € bpio = any; logo, da defini¢ao de ortogonalidade (1.1.1)
a condicao necessaria para que a funcional linear v seja regular é que b, o # 0,
n € N.

De (I.3.2), a sucessao de polinémios ortogonais ménicos associada a v é
quase-ortogonal de ordem dois associada a u. Agora, se substituirmos na
Defini¢aa I.3.1 u por (x —x1)(x — x2)v obtemos que v ¢é regular (pois v é quase-
ortogonal de ordem dois relativamente a u, i.e b,,2 # 0, n € N), se e somente
se:

i.1 (v, R,41) =0 paran €N,
.2 (v,2R,42) = 0 paran € N,
1.3 (v, R?) # 0.
Escrevamos estas condigoes em termos das condigoes iniciais:

e Dei.l com n = 0 obtemos a; = By — v1.
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e De i.3 e tendo em conta a tltima expressao de a;

U1 — T1Y

(IL‘Q —?)1)2 7£ 1.

To — T1 To — I

Ryi0) =0 ,
e De {Ev’ R+2> =0 n € N, concluimos que
V, Tltpy2) =

para n € N.

(v, (r —21)Rpy2) =0
(v, (z — 22) Rny2) =0

Estas duas expressoes sao suficientes para calcular a, o € b,1o:

e Substituindo = por z; em (2.7) e substraindo de (2.7) a equagao en-

contrada, obtemos, depois de dividir por z —

exl Rn—l—Q(x) = earl Pn+2(-r) + an+2‘9x1Pn+1(fL') + bn+2‘9x1 Pn<x) (28)

Aplicando a funcional linear regular 4 a ambos os membros de (2.8)

temos
(v, (z — 29) (Ryy2(r) — Rppa(21)))
= Pé?l(%) + an+2Pr(Ll)(iU1) + bn+2Pr(L£)1($1) , neN;
mas sabemos que (v, (z — x2) R,12(2)) = 0, logo
(Ul - xQUO)RnJrQ(xl)
=P PO boyo PV N
n+1(‘r1) + Apt2 n (‘rl) + Opt2 n,1($1> , nelN
e Usando o mesmo processo com o em vez de x; obtemos
(Ul - xlvo)Rn+2(x2)
= P (@) + g2 PO (32) + boya P2y (22), m €N

e tomando em consideragao (2.7) obtemos

( 1 1

—Pn+2(9€1; ——) = Pn+1($1; _—)an+2
V1 — Ty U1 — T2
1
+ P21 ——————)bns2
V1 — T2V
1 1
_Pn+2(x2§ _—) = Pn+1(332; _—)an+2 (2‘9>
U1 — 10 U1 — T1%0
1
+ Po(2; = ————)buss
\ V1 — L1V

e portanto, obtemos (2.4).
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Logo

‘dn+1|
by = — , e N.
+2 ’dn‘ n

Em conclusao:
— A funcional linear v é regular se e somente se (2.2) é verificada.
Para a determinacao dos coeficientes da relacao de recorréncia a trés ter-

mos (2.5) proceda-se da seguinte forma:

e Substituir R, 1 na equacao (2.5) por P,y1(2)+ans1 P (x)+byi1 P ()
e aplicando a relacdo de recorréncia (1.2.5) obtemos, depois de com-
parar os coeficientes de P, com k=n —2n—1nn+1,

(&) M1 = bz—:l%—b n =2

(b) ant1Vn + bng1Bn—1 = Enr1bnir + Mugran, n > 1

(€) Yat1 + @n1Bn + b1 = bpio + Eai1@nit + Mot >0
(d) &nt1 = Bot1 — (@nt2 — @ng1), n = —1.

E daqui o resultado segue. ]

Como caso limite temos o seguinte resultado apresentado em [19] e [103]:

COROLARIO VIL.1. Sejam u a funcional linear regular, ug =1 e x1 € C;
a funcional linear v definida por w = (x — x1)?v € reqular, se e somente se
vg # 0 e vy sao tais que

(v1 — x10p)?

#1
Vo
|d,| # 0, para todo o n € N

onde d,, € a matriz

) Pn(l’l;_é)

Pn+1(-1'1§_ v —21vQ
+vo Pr (1)

1
v]—21v0

(vi—z1v0) P} (xl;—m)-i-vopnﬂ(m) (Ul—xwo)P,'L(dfu—m)

A sucessdo de polinomios ortogonais monicos correspondente, associada a v

vem dada por
Rn+2(x) = Pn+2(1:) + anJrZPnJrl(x) + anrZPn(x) ) n e N;

onde

Unt2| _ g1 Prsal; =) (2.10)
b2 " (on = xlvo)P/LH(ﬂCl; —— )+ voPya(71) '

V1 —T100
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eay = fg— 2. Os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos que R,
Vo

satisfaz (2.5) estao relacionados com os da (1.2.5) pelas sequintes formulas

bn = Bn — (Gny1 —an), n€N (2.11)
br,
Mnt3 = b +3%+1, neN
n+2
m=m+a (o —&)— b (2.12)

N2 = Y2+ as(B1 — &) — (bs — ba) .

3. Problema Real Inverso

A resposta ao problema principal deste capitulo vem dada pelo seguinte

teorema.

TEOREMA 3.1. Seja {P,} a sucessio de polinomios ortogonais maonicos
associada au e {R,} uma sucessao de polindmios ortogonais quase-ortogonal
de ordem dois associada a {P,}; {R,} € uma sucessao de polindmios ortogo-
nais monicos se e somente se, 0s ParAmetros ap , = Ay € Gpp_1 = by, de (2.3)
verificam

(45} An43
Apyq = E% — By — B5 + a3 — —+7n+2 + Bnts + Bnte

bn+3

Tn
bpta = bpys <1 % +1> + Ynts + ant3(Bnt2 — Bnts + Gnsa — angs) (3.1)
n+2

n € N, com condigoes iniciais
a1 =0eay=L—Po+a—FZn
<
(a) ay, Gz, 627 b3 se
CL17£0, bg—a1a27é0€

a3 = a2v1+b2(Bo—P2—az)—a1(y2+az(B1—P2—az)—b3+b2)

ajaz—ba
(b) a1, as,as,bs se a; #0 e by = ajas.

Além disso, a1, as,as, by, b verifica
Yo + ag(B1 — o+ az — az) — bz +by #0
M+ ai(Bo—pPi+az—a) —by#0.

Neste caso, os coeficientes da relagao de recorréncia que {R,} verifica vém

(3.2)

dados por
{fn = ﬁn - (an—H - an)

, neN (3.3)
M1 = Ynt1 + Ani1 (ﬁn - £n+1) - (bn+2 - bn+1)
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com as restricoes ag = by = 0.
Além disso, a funcional linear v tal que {R,} € a correspondente sucessio de

polinomios ortogonais monicos vem dada por

u = p(x)v, (3.4)

onde p(v) = ohs [(1+ 2+ E)Py(a) + (2 + 22)Py(2) + 22 Py ()|

v,1) n1n2 no mn2 U

OBSERVACAO .
1. De (3.4) tendo em atencao o Teorema 2.1 e o seu coroldrio obtemos
os coeficientes a,, ¢ b,:
— Se (G2 —ag)® — 4(52 + % + by — 1) = 0 entao temos (2.10).
— Se (52 —ag)® — 4(G2 + % + by — 1) # 0 entao temos (2.4)).
2. A condigao (3.1) dé-nos um algoritmo para o calculo de (ay,by,).
De facto, da primeira condicao podemos calcular a,, .4 em termos de

(ar)i*3 e (bpi1)pt?; e substituindo a, 4 na seguinte obtemos b, 4.

DEMONSTRACAO. De (1.3.2), existem duas sucessoes (a,), (b,) C R

tais que
Roio(x) = Poyo(2) + any2Pry1 () + bpya Po(2) (3.5)

com b,2 # 0, n € N. Multiplicando a equag@o (3.5) por = e usando (1.2.5)

obtemos

TRyy2 = Poys + BugoPoyos + Y2 Pos1 + anga(Pota + Bus1 Posa

+ ’yn—&-lpn) + bn+2(Pn+1 + ﬁnpn + ’ynPn—l)
Aplicando duas vezes (3.5) temos

TRyt1o = Ryts + &Ry + MngaRnt1 + (GnsoVns1 —

An4+1Mn+2 + bn+2(ﬁn - §n+2))Pn + (bn+2f}/n - bn+lnn+2)Pn71

onde
én - ﬁn - (anJrl - an)
, nelN.
Mn+1 = Tn+1 + an—i—l(ﬁn - §n+1) - (bn+2 - bn—i—l) (36)



150 VI. PROBLEMAS INVERSOS SOBRE A RECTA REAL

Logo, {R,} ¢ a sucessdao de polinémios ortogonais monicos se e somente se

Tn+1 + an—i—l(ﬁn - §n+1> - (bn+2 - bn+1) 7é 0
Ap+2Vn+1 — Ap+1Tn+2 + bn+2(ﬁn - 571—&-2) =0 y n € N. (37)

bn+37n+1 - bn+277n+3 =0

L b -
Agora se substituirmos 7,,3 = "z?’—z’;“ na segunda equagao (3.7) e na ex-
n

pressao de 7,1 em (3.6) obtemos

An+3 An42
A Vnt2 — —+%+1 + (anta — @ns3) — (Bngs — Bor1) = 0
bn+3 bn+2
_ bn+3’yn+1
Vn+3 + an+3(ﬁn+2 — Bpys + Qpya — an+3) - (bn+4 - bn+3) = T
n+

e daqui, o algoritmo (3.1) sai directamente.
Agora {R,,} ¢é a sucessao de polindmios ortogonais ménicos associada a funcio-

nal linear regular v. Procuremos a relacao existente entre estas duas funcionais:

e Se aplicarmos a funcional linear u a (3.5) obtemos (u, R,.2) = 0,

n € N. Assim
2
u — Z )\iai (38)
i=0

onde (o) ¢ a base dual associada a {R,} e \; = (u, R;), i =0,1,2.

Como {R,} é a sucessao de polinémios ortogonais moénicos associada

a v temos a partir de (1.2.3) oy, = <1]RT?2>'0, n € N; e portanto (3.8)

pode ser reescrita na forma

u= (1 + 8 R(2) + b—:RQ(x)) <L

m Mo v, 1)
Substituindo agora R;, Ry nesta expressao obtemos (3.4). [ |
4. Exemplos

Vamos construir duas sucessoes de polindémios ortogonais monicos quase-
ortogonais de ordem 2 associada aos polinémios ortogonais de Tchebychev de

segunda espécie, {U,}, e Hermite, { H,}.

EXEMPLO 4.1. {U,}. Neste caso 3, =0, yp41 = 1, n € N (ver [35, Ex.

4.9]). Assim, se tomarmos para condigdes iniciais a; = as = 2a e by = by =
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—c # 0, com a,c € C, obtemos por indugao sobre (3.1) e consideragdes sobre

as condigoes iniciais, que

nt3 = 2
{a+3 “ , nelN.

bn+4 = —C
Vé-se claramente que se tem (3.2).

Os coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos que {R,,} verifica vém

§o = —2a o dMm=
Sn-l—l =0 Nn+2

Este é um exemplo de Al-Salam e Verma, [6]. Determinaram também a medida

dados por
+c

[| wi=

1 , nelN.
4

associada a {R,}. As condigoes para que esta funcional seja definida positiva
vem dada por ¢ > —% eacR.
Damos de seguida a funcional linear regular v (ndo definida positiva, porque

m < 0) em termos da funcional linear de Tchebychev de segunda espécie u, no

casoem que a =0ec= —1:
16 9 N1 Vo
——v=(— u+ —(0_3,+ 9s;).
Desta representacao obtemos (—%'v, 1) = vg, i.e vg = —%; portanto
’U—(E-FZE) u—g(é_%i—FcS%i). |

COMENTARIO . Este resultado é mais geral do que o apresentado
no Teorema 1.2, pois partindo de condigoes iniciais chegdmos a uma repre-

sentacao para a medida do tipo daquela que Peherstorfer encontrou.

EXEMPLO 4.2. {H,}. Neste caso sabemos que

Bn =0
{%H =2t peN (ver [35, Ex. 1.6]).

2

Se tomarmos como condigoes a; = az = 0 e by = b3 = 1 obtemos de (3.1) e

consideracoes acerca das condigoes iniciais ag = 0,

Up4q4 = 0
bn
bnpa = 722 (bpso — ) + 282, nel.

bn+2

Pode ver-se que bog 1o = borr3 = k + 1 para k € N. De facto,
k =0 by = b3 = 1. Por inducao,
Se bopio =bypyz=k+1, k<p
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Entao bopio = bopizs =k + 1, k= p+ 1. De facto,
boppa = 2P + B (p+1 - 2) =p+2
by = B4 B (1 - 252) =2

A condicao (3.2) é facilmente verificada.

Os coeficientes da relacao de recorréncia a trés termos verificada por { R, } vém

dados por
—% , n=0
&n=0¢ nuu=¢k+1 , n=2k+1, nel
AL =2k +2

2

A funcional regular (nao definida positiva) v vem dada em termos da funcional

linear de Hermite, u, por:

——V = $72'U, + 'U060.
Yo

Desta representacao obtemos (—%v, 1) = vy, i.e v9 = —2; portanto

v =2x"2u— 20. [ |

5. Féormulas Assimptoéticas

Vamos aplicar o método de Nikishin desenvolvido no Capitulo III por forma
a obter férmulas assimptoticas para as sucessoes de polindmios ortogonais mo-
nicos { R, }, que se expressam em termos de uma sucessao de polinémios orto-
gonais monicos { P, }, cuja medida associada esta na classe de Szegé, por (2.3).

Comecemos por estabelecer um analogo do Teorema II1.5.1.

TEOREMA 5.1. Sejam {P,} e {R,} duas sucessoes de polindmios orto-
gonais monicos associadas as medidas de Borel positivas py, ps com pp € S.

Se
dpa(z) = (z — z1) (2 — 22)dps ()

entao

iy Bn(2) _ 0(2) = p(21) p(2) — p(22) (5.1)

n—oo Py(2) ¥(2) w(2)

uniformemente para z € C\ supp p1, onde p(z) = z+ /22 — 1 para |z| > 1.
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DEMONSTRAQAO. Comecemos por calcular lim,_,. a, e lim,_. b,.
Vemos, da analise do Teorema 2.1 e Corolario VI.1 que a,, b, tém expressoes

distintas quando z; # x5 ou x; = r5. Vamos entao analisar estes dois casos

separadamente.

Caso x; # X3. Intercalando o produto de matrizes

_ 1 0 -1 1 0
Pri2(z1) Pt2(z1)
0 —1 0 L
Ppyo(x2) Ppya(x2)

em (2.4) obtemos

Ap42
bn+2

1 -1
nH(m 1 PV@) Pl 1 P (@)
— _ | Pat2(=) vi—x2v0 Pny2(z1)  Pnta2(z1) v1—T2v0 Pr(LfL)2($1)
Pui(z2) 1 PM@)  Pa(a) 1 Pali(a2)
Pia(xz2) v1—x1v0 Pny2(z2)  Pnia2(z2) v1—z1v0 Prya(z2)

V1 —T2v0 Pn+2 T )

1
v1—x1v0 Pri2(z2)

(
1 _|_ 'n,«&»lEm
Dos Teoremas 1.7.3 e de Markov
a
lim |, "+2
i g2
2
2 x(@1;01) 2 x(z15p1)
o p(z1) (1 + vy 1902;0> <<P(£B1)> (1 + v1 1332;))
B 2 x(z2;301) 2 2 x(z2;01)
o(x2) (1 + vy — 9311)0) <<P(CB2)> (1 + v1— wlvo)

2
_ [1 )
1 2

i % )

_p(z1)+e(z)
= { pla1) Bls) }

2 2

V1 —T2V
:1: 3
1+ x(z2;01

V1 —x1Y0

1+ X(m;m)]

Caso x; = X3. Intercalando o produto de matrizes

1 -1 1
Pn«)»Q(ml) 0 Pnju2(:v1) 0
D) 1 _ Pia() 1
P2 o(z1)  Pato(z2) P2 (1)  Pata(z2)

m (2.10) obtemos

|:an+2:| :A—lB—l

bn+2
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onde

i Pn+1(331) Pn(il)

A = , Pnta(e) ™" , Pnia(e) n-t

- P, P, (1‘ ) P, Pn(x )

() @t + 2, (7)) (@t + bths,
] 1 PU@)

B — tn+1 _ 1+ v1—21V0 Pn+2(x})
_5n+1

pm
et (0 (#2) @)
e dos Teoremas 1.7.3 e de Markov obtemos depois de alguns célculos
—p(z1)
lim {a"”} = 2 2
nbo | bnsa (@)

Vemos assim que em qualquer dos casos

plan) + (o)

lim a, =a = —
n—00 2
: p(x1) p(22)
lim b, = b=
b 2 9
e portanto
(t - 90(51)) (t - 90(;62)) =2 +at+b (5.2)

De (2.3) e (1.7.3) obtemos

o e (2 () et )

uniformemente para z € C \ supp u1, e de (5.2) com t = @ sai (5.1). [ |

Estamos agora em condigoes de calcular a funcao de Szego associada a ps.

TEOREMA 5.2. A funcdo de Szegd associada a jo vem dada por

Dﬂl (Z)
D, (2) = (5.3)
0

onde z; = ﬁxj), j=1,2.

DEMONSTRACAO. De Teorema II1.3.5 e da representacio para R, (2.3),

vemos que
1 et ( o0 ) 20
Rn cos 0 e ———— — +—(Z—|—b
+2( ) on Dul (619) [ 2 2

o—if 2 . o0 )
a
2 2

+o(1)
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e por (5.2)
L[ ale?) g _ale?) _ing
R, 1o(cosf) """ + "+ o(1) (5.4)
+ Qn+2 DM (619) l)'u1 (619)
onde
1 1 1 1
(1)
z 21 z Z9
comz:ewezj:#xj),jzl,z
Agora de (5.4) obtemos (5.3). |

Como py € S, da alinea (d) do Teorema I11.2.5 concluimos que a férmula

assimptotica de R, em |z| > 1 vem dada por

Ru(z) = (g)"%(z) +o(1).

A férmula assimptotica de R, nos pontos x1, zo obtem-se da mesma forma
a partir de (II1.5.12)

2n+3 Z@— 1

7 Resies, Dy (2)(1+ 0(1)) (5.5)

J

R, (z;) =

onde M; = Res.—; X(2; u2). Agora, de (5.3) obtemos

3
_ ijk ' . ) _
Res:—z; Dy, (2) = {ijk Dy(z) xj#xg, j#k=1,2

Z%Dm(zl) , L1 = T2

que substituido em (5.3) nos da a férmula assimptética de R,, em 1, xo.
Pode ver-se que todos estes resultados sao generalizaveis a modificacoes do

tipo

,ug(.T) = M& + ZMjéﬂ?j

j:l(m — ;)

tendo-se neste caso

li =
ns Po(2)

uniformemente para z € C \ supp i e

put =5t o0-11(5-3)
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6. Estabilidade na Classe M(a,b)

Comecemos por analisar o que é que acontece se u € M (a,b).

TEOREMA 6.1. Sejam u uma funcional linear reqular e { P,} uma suces-
sao de polinomios ortogonais mdnicos que lhe estd associada. Se w € M(a,b)
entdo v definida por u = (v — x1)(z — x2)v pertence a M(a,b).

Além disso, as raizes da sucessao de polindmios ortogonais monicos {R,} as-

sociada a v estao em [b—a — €,b+ a + €] salvo possivelmente 2m(e) delas.

DEMONSTRACAO. Vimos j& que neste caso existem os limites das su-
cessoes (ay) e (b,). Entao de (3.3) obtemos
A G = 1 e
A28, T = L0
logov € M(a,b). Assim, do Lema 1.I1.2 concluimos que as suas raizes estao em

[b—a—€,b+ a+ €] salvo possivelmente 2m/(e) delas. |

Peherstorfer [122] efectuou um estudo da localizacdo das raizes de R,
definido a custa de P, pertencente a classe de Szegé por (1.2). Peherstor-
fer da-nos um critério para determinar o nimero de raizes de R, no exterior

de [—1,1].

TEOREMA 6.2. Seja {P,} a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos
associada a medida pu pertencente a classe de Szegd. Sejam m(n) € N, n € N
ndo decrescente com lim,_,..(n —m(n)) = oo, £(n) € N com 0 < ¢(n) < m(n)

ea;j, €Rparaj=0,...,m(n). Se existe ng € N tal que para n > ny

ZQjaj,nz”_j

=0
tem m(n) — €(n) raizes no disco |z| < r < 1, €(n) raizes em |z| > R <
1e Z;”:(g)\ajm|qj < const., onde ¢ > 2max{r,1/R} entao, para n > ny

suficientemente grande

m(n)
=0

tem n — €(n) raizes simples em | — 1,1 e {(n) raizes em C\ [—1,1].
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Se m(n) é constante para n > ny o teorema é também vélido para medidas

(o cuja parte absolutamente continua p’ é positiva a.e. em [—1,1].
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1. Introdugao e Definicao do Problema

Este capitulo vai ser dedicado ao estudo da sucessao de polinémios ortogo-
nais monicos associada a inversa de uma funcional linear. Este problema foi
estudado por Maroni e Guerfi em [66]. Apresentamos aqui algumas impor-
tantes generalizagoes. Antes de mais queremos destacar que no trabalho [66]
os autores nao apresentaram qualquer demonstracao dos resultados apresen-
tados. O nosso objectivo vai ser o de demonstrar os resultados simplesmente
apresentados por estes autores e completar o estudo que estes fizeram acerca
dos polinémios classicos. Além disso faremos o estudo do comportamento
assimptotico dos polinémios ortogonais associados a funcional linear inversa
quando a inicial estd na classe de Szego.

Veremos que o problema fulcral deste capitulo é um caso particular do
tratado no capitulo anterior.

Vamos considerar uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos { P, }
associada a uma funcional linear u, i.e. (u, P,P,) = Kplnm. Sabemos que
podemos representar u a custa dos seus momentos (u,z") = u,, n € N por

u—E un

neN

e estabelecer a sua regularidade por

Construamos uma funcional linear v obrigando os seus momentos, v,,, a satis-

fazer
Uy UL .. Uy Un, 0
0 wy .- Ups1| |Vn-1 0
" = , neN, (1.1)
0 0 ... U Vo 1
Assim os v,, vém dados por
Uy Unp,
(—1)” Ug Up—1
Up = ungl . s n €N
0 (751

a funcional linear associada a (v,,) chamaremos inversa de u, por analogia com

a inversao de séries formais.
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Aqui vamos dar condigoes necessarias e suficientes para a regularidade da
nova funcional linear v definida & custa de u por (1.1), i.e. quando é que lhe

podemos associar uma sucessao de polinémios ortogonais moénicos { R, }.

OBSERVACAO . A condicio (1.1) é equivalente & equacdo vu = 1 em

- 5(")
termos das suas representacoes na base {% .

2. Condigao de Ortogonalidade

De (1.1) pode ver-se que vy # 0. Mais,

TEOREMA 2.1. A sucessao de polinomios ortogonais monicos associada

av, {R,}, admite a sequinte expressao

U9 us N Un+1
Unp, Un+41 v U2n—1
n —
UpT + Uy UeTE +urm ug ... Y upr™ "
R,(x) = (2.1)
U9 us . Unp
Ug
Up Upy1 ... U2p—2
quando e $6 quando
U2 Us e Up,
#0, n>2.
Up Upy1 --. U2p—2

DEMONSTRACAO. Vejamos o que acontece a

U2 Ce u
Uy ... Uy "
Unp c. U2n—1
Up ... Up—2 n
UgV1 + U1Vo .. Do UkUn—k
Consideremos agora
U9 c. U
Uy ... Uy "
Ug | : . <’U,, T n) -
Up, c. U2n—1
Up .. Up—2

n
UpViy1 + ULV ... § : —0 UkUn—k+i
k=0
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Este ultimo determinante, tomando em consideracao (1.1), pode ser reescrito

na seguinte forma

U9 us ce Unp
U, Un+41 v U2n—1
i—1 i—1 i—1
= 2 k=0 Wit1-kVk T 2 _g=o Wi+2-kVE -+ T 2_ k=0 Witn—kUk
(%) Uus . Unp

k=0 Unp, Un+1 cee Ugp—1
Uit1-k Uito—k -+ Uipn—k
Que é zero parai=1,2,...,n — 1. Mais,
UQ oo Un_;’_l
Up+1 - - - Uon
(u,z"R,) = —
U ... U,
Up ... Up—2

Temos assim que { R, } definido por (2.1) é a sucessao de polindmios ortogonais

monicos associada a v. |
Podemos entao escrever,

COROLARIO VIL1. Seja u uma funcional linear regular. Entao a fun-
cional linear inversa, v, € reqular quando e s6 quando —x*u for uma funcional
linear reqular.

Além disso, se u for definida positiva v serd definida negativa.

Vamos ver agora dois resultados que nos permitirao estudar conveniente-
mente esta sucessao de polinémios ortogonais ménicos. O primeiro é devido a

Brezinski [28] e o segundo a Maroni [103].

TEOREMA 2.2. Sejam u uma funcional linear reqular e v a funcional
linear inversa de w. Denotemos por {R,} a sucessao de polinémios ortogonais

monicos associada a v. Entao a sucessao de polindmios ortogonais monicos
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associada {Rg)} admite a sequinte representacao

U9 us cee Upy2
Up Upt+1 - Uon
1 N
RW(z) = , n>2
Uz ... Upt1
Up ... U2p—1
R(x) =z~ f
RV(z) = 1.

Assim, se denotarmos por v a funcional linear associada a {Rg)} temos que

v = 22y,

DEMONSTRAQAO. Para a demonstracao deste resultado, basta notar

que
R (z) <,,,’ Rpia1(2) — Rn+1(t)>
r—1t
e que
Ug Us - Upt2
Rn+1 (ZE) - Rn+1(t) _ .
r—t Un+1 Un4-2 .. U,
uy  ug(z+t) .. Uy T4,

Agora temos somente que calcular a accao de v sobre este tltimo polinémio. M

TEOREMA 2.3. Sejam u uma funcional linear reqular e v a funcional

linear inversa de w. Entio, u® = —ugz?v.

3. Método para a Inversao de Funcionais

Do Teorema 2.3 se vé que a sucessao de polinomios ortogonais ménicos
{R,}, associada a funcional linear v, inversa de u é um caso particular das
sucessoes de polindémios ortogonais moénicos estudadas no Capitulo VI. De
facto, tendo em atencao a Definicao 1.2.1 e o Corolario VI.1 do Teorema VI1.2.1

obtemos':

Por uma questao de clareza para o que se segue reproduzimos o enunciado.
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TEOREMA 3.1. Sejam {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais md-
nicos associada d funcional linear w e {R,} uma sucessao de polindmios orto-
gonais monicos associada a funcional linear v inversa de w, i.e. existem pares
de sucessoes (87), (7)) € (Bn), (Yn) com Yni1 # 0, n € N tais que

TP, = n+1 + ﬁzmpn + ’Vim n-1, MNE Z*

n

» (3.1)
P0:1, Plzgj_ 87”
e
xR" = Rn+1 + ﬁan + fYan—l , nec /Al
(3.2)
R0:17 Rlzl'—ﬂo.
FEntao
—ugv = 2 2u® + M5, + M,o),
R"+2 ($) = Pé}i-)Q(l‘) + an—i-QPéi_)l(l') + bn+2P7§1)(x)
Ri(z) = P (z) + a BV (x) (3.3)

Ro(l’) =1

onde (a,) e (b,) vém dados por

An+4-2 = —d! Pn+2($1; _’Ul—lwl”UO) -
bn+2 " (v = $1UO)PZL+2(1‘1§ —— )+ vo P y2(71)

V1 —T100 J

com
B (0) FV(0)

o (PIL) () + P (0) o (PP) (0) + wPi(0)

e ar = [y — ;L. Além disso, os coeficientes (Bn) € () podem ser calculados

em termos dos (3™) e (v™) bastando para tal aplicar (VI.2.11) e (VI1.2.12).

n

d, =

O problema que nos surge aqui prende-se com o facto de muitas vezes se nao
~ 1 .
conhecer uma expressao para Pé )(O). Vejamos como proceder nestes casos.
1 . . \ : .
Do Teorema 2.2 vemos que {Rf1 )} estd associada a funcional linear vV = 22u.

Entao de [19, T. II1.1.4] ou [102] obtemos o seguinte resultado:

TEOREMA 3.2. Sejam {P,} uma sucessao de polindmios ortogonais mo-
nicos associada a funcional linear w e {R,,} uma sucessao de polindmios orto-

gonais monicos associada a funcional linear v inversa de w. Entdo

(07% 1n+2 ing Pn 2(0)Pn 1(0)
ﬁnJrl = tont Yn+2 + = *
Ap4+1,n+1 det Dn+1

An4+2.n+2  ini
Yury = 2L in e N (3.5)
an+1,n+1

, neN (3.4)
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com

int

Bo=—B" e m=—4"—(8"). (3.6)

DEMONSTRACAO. A demonstracao de (3.4) e (3.5) é uma consequéncia
directa de [19, T. III.1.4]. Provemos que se tem (3.6).

Como {R,} é a sucessdo de polinémios ortogonais monicos associada a v

temos
(v,R1) =0= [ = % (3.7)
0
(v, Ry) = 0= 12 — (B0 + B1)v1 + (Boi —71)vo =0
)
= =—-/ (3.8)
Vo
Da mesma forma se conclui que
ini U1
(u, ) = 0= f3 = (3.9)
0
(u, Py) =0 = ~! :u—z—(o ). (3.10)

Recordemos que da definicao de funcional linear inversa se tem

Upg U U2 (%) 0
0 Uy U1 V1| = 0
0 0 U Vo 1

Entao da segunda equacao e de (3.7) e (3.9) obtemos

U1 Uy

ﬁo—vo——u—o—— 0

e da primeira equacao

Vo ULV U2 0
Vo UpVp  Up '

Agora substituindo 72 obtido em (3.10) nesta equagao vem

U2 ini
— =" -
Vo

Agora de (3.8) se tem o pretendido. |
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4. Exemplo

Antes de mais enunciemos o seguinte resultado:

TEOREMA 4.1. Sejam {P,} a sucessio de polindmios ortogonais madni-
cos associada a funcional linearu e {R,} a sucessdo de polinémios ortogonais
ménicos associada & funcional linear v =u=t. Se {P,} for semi cldssica entdo

{R,(ll)} ¢ semi classica enquanto que {R,} € de Laguerre-Hahn.

Este resultado diz-nos que a inversao duma funcional nao é estavel na classe
semi classica. Além disso, pode ver-se que se invertem os papeis entre uma
sucessao de polinémios ortogonais ménicos e a sua associada.

Vejamos o que acontece no caso em que { P, } é uma sucessao de polinémios

ortogonais ménicos classica (ver Tabelas 1 e 3).

4.1. Caso Hermite. Neste caso os polinémios associados de primeira or-

dem de {R,}, s@o ortogonais relativamente a funcional linear
WM 2 :/x”x26_$2dx, n € N.
R

Assim, {RS)} coincide com a sucessao de polinémios ortogonais monicos de
Hermite generalizada de ordem p = 1, no sentido de Chihara [35, p.157]; e,

portanto, verificam a seguinte relacao de recorréncia a trés termos

On
eRO(w) = R () + 2R ()

0 =2k
onde 0, = sen . Entao os coeficientes da relacao de recorréncia
2 sen=2k+1

a trés termos que {R,} verifica
2R, (2) = Rpy1(2) + BuRu(2) + VaRp_1(x), neZ*

(4.1)
Ro(x) =1, Rai(z) =z —F
A 571—}—1 =0
vem dados por nt1+0,., » " € N. Para calcular (i, 71 basta ver que
Tnt2 = 79

U2
uo

U2n+1:0,n€NequeZ—§:— :—%. Assim,ﬂ(]:Oevl:—%.

4.2. Caso Laguerre. Neste caso os polindmios associados de primeira

ordem de {R,}, s@o ortogonais relativamente & funcional linear

W® 2™ :/ "2 e dr, neN.
0
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Mas estes polinémios ortogonais nao sao mais do que os polinémios associados

+2_ —x

a r* e, i.e. sao polinomios de Laguerre de parametros « + 2; e, portanto,

verificam a seguinte relagao de recorréncia a trés termos

v R ()

=R (@) + 2n+a+3)RD(x) + n(n+a+3)RY (x), neZ'

Entao os coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos (4.1) que {R,}
61’L+1 = 2n + o+ 3

Yusz = (n+1)(n+a+4)
mos calcular 3y, y,. De facto,

verifica vém dados por , n € N. De (3.6) pode-

ﬁ() = —(CY—Fl)

nm o= —(a+1l)=(a+1)?=—(a+1)(a+2).

4.3. Caso Jacobi. Os polindmios associados de primeira ordem de {R,,},

sao ortogonais relativamente a funcional linear
1
WM 2" = / "2 (1 —2)%dxr, neN
0

que coincidem com os polinémios de Jacobi de parametros ( + 2, «; logo,

verificam a seguinte relagao de recorréncia a trés termos

Wy — pl) 1 (8+2)*—a” ) 0
an1<x>_R"+1<x>+2((2n+a+5+2)(2n+a+ﬁ+4)+1 RW(z)
nn+a)(n++2)(n+a+5+2) RO (). nezt

@nta+tf+)2ntatf+2?2ntat+ft+3) "

Entao os coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos (4.1) que {R,}

verifica vém dados por

n(n+a)(n+8+2) (n+a+5+2) ’

1 (8+2)*—a?
{ﬁn-i-l =32 <(2n+a+ﬂ+2)(2"+a+3+4) * 1> n € N.
Tnt2 = Gnia+Bt1)@ntati+2)2@ntatBra)

De (3.6) podemos calcular (3y,7;. De facto,

___B+1
b= a2
eI 1 B+ +3).

a+[F+2
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4.4. Caso Bessel. Os polinémios associados de primeira ordem de { R, },

sao ortogonais relativamente a funcional linear
WM ") = /a:"xa”e_wxdx, n € N.
T

que sao os polinémios ortogonais de Bessel de parametros o 4 2; e, portanto,
verificam a seguinte relagao de recorréncia a trés termos
2(a+2) ) (2)
Cn4+a+2)2n+a+4) "
4 2
— nin+a+2) RY (z), nez'.
Cn+a+1)2n+a+2)22n+a+3)

Entao os coeficientes da relagdo de recorréncia a trés termos (4.1) que {R,}

2RV (x) = R, (x) -

verifica vém dados por

6 1 —_ 2(OL+2)
S v} . new.
Tnt2 = (2n+a+1)(2n+a+2)?(2n+a+3)
De (3.6) podemos calcular 3y, ;. De facto, Gy = _o%ﬂ ey = W‘M‘

5. Funcionais Lineares de Segundo Grau

Vamos apresentar mais uma aplicacao da teoria desenvolvida no Capitulo VI.

Vamos estender a Defini¢ao 1.4.1 a funcional linear:

DEFINICAO 5.1. Seja u uma funcional linear regular. Definimos trans-

formada algébrica de Stieltjes de u como sendo

S(u)(z) = — Z Z:Zl onde wu, = (u,x").

neN

Em [105] Maroni apresentou um tipo de funcional linear que veremos pos-

suirem propriedades muitos interessantes:

DEFINICAO 5.2. A funcional linearu diz-se de sequndo grau se existirem

polinémios B, C, D tais que
B(2)S*(u)(2) + C(2)S(u)(2) + D(2) =0 (5.1)

onde D depende de u, B, C.

OBSERVACAO . Da regularidade de u obtemos que B # 0, C2—4BD +
0OeD #0.
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A classe mais vasta de funcional linear estudada até hoje é a chamada de

Laguerre-Hahn que vem definida por

#(2)S'(w)(2) = Bi(2)S*(u)(2) + C1(2)S(w)(2) + Di(2) (5-2)

onde ¢, By,Cy, D, € P.

De (5.1), (5.2) se conclui que se uma funcional linear for ao mesmo tempo de
Laguerre-Hahn e de segunda grau, entao sera semi cldssica, pois a transformada
de Stieltjes da funcional linear verificarda uma equacao diferencial linear de
primeira ordem com coeficientes polinomiais.

Estamos em condigoes de enunciar:
TEOREMA 5.1. Uma funcional linear u de sequndo grau é semi cldssica.

DEMONSTRACAO. De facto, derivando em (5.1) obtemos

S'2BS +C)+B'S*+C'S+D' =0. (5.3)
Mas
1C 107
2 f— —_—— —_———_—
BS +CS+D_(2BS+C)( S+4B)+D 15
Entao de (5.3) toma a forma
102 1 C ! Q2 ! /
(ZE_D)S +(§S+Z§>(BS +C'S+D")=0

e de (5.1) obtemos
(C* —4BD)S"+ (2BC' — B'C)S* 4+ (CC' +2D'B —2B'D)S + D'C = 0.

Logo a funcional linear u é de Laguerre-Hahn. Do que vimos acima se conclui

que queriamos demonstrar. [

Como consequéncia deste resultado Maroni provou em [106]:

TEOREMA 5.2. Sejam uw uma funcional linear regular de sequndo grau
e {P,} a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos que lhe estd associada.

Entao existe V € P tal que

s+d
VAP = D nosti Proats (5.4

J=0
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DEMONSTRACAO. De facto se u for de Laguerre-Hahn entéo existem

polinémios 7', U tais que
n-+di
TP, —UPM = > by;P;, n>s+1 (5.5)
j=n—s1

e do caracter semi classico resulta que existe V € P tal que

n+ds
VP, = Z CnjPi, m>sy+1. (5.6)
Jj=n—s2
Conjugando (5.5) e (5.6) obtemos (5.4). [

Sempre que u € M(a,b) podemos determinar facilmente uma expressao
para a medida complexa que lhe esta associada. De notar que Maroni obteve

somente para alguns casos particulares a medida associada (cf. [106]).

TEOREMA 5.3. Sejam u uma funcional linear de sequndo grau e {P,} a

sucessao de polindmios ortogonais monicos que lhe esta associada. Entao

1 s+d I4s—j
a
Su)(z) = a; 5.7
(u)(2) @(Z);](I_H FW_GQ) (5.7)
onde
lim app-sij=0a-s1j, Jj=0,1,...,54+d.

DEMONSTRACAO. Basta multiplicar ambos os membros de (5.4) por

-1

o © aplicar os Teoremas de Markov e 1.7.3. ]
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1. Introducgao

Vamos transpor para a circunferéncia o trabalho realizado no Capitulo VI.
Este trabalho foi realizado por Branquinho, Golinskii e Marcelldn em [22].
Assim, estamos interessados no estudo de sucessoes de polindmios ortogonais
monicos sobre T geradas como combinagoes lineares de sucessoes de polinémios
ortogonais ménicos sobre T. Analisemo-las do ponto de vista histérico:

(a) A primeira esta relacionada com perturbagoes das medidas correspon-
dentes. Um primeiro exemplo vem dado quando multiplicamos uma medida
de Borel positiva du por uma fungao racional positiva. Uma primeira ten-
tativa de estudo deste tipo foi feito independentemente por Godoy e Mar-
cellan [58], Garcia-Lazaro e Marcellan [50] e Ismail e Ruedemann [74] onde
polinémios trigonométricos positivos foram considerados. Em particular, al-
gumas férmulas de Christoffel foram deduzidas para o caso real. Quando se
consideram fungoes racionais gerais o problema fica muito mais complicado
(ver [59, 74]).

Uma segunda tentativa pode ser a adicao a uma medida de Borel posi-
tiva dp um nimero finito de massas de Dirac. Alguns autores [31, 57, 86]
consideraram propriedades assimptéticas para as correspondentes sucessoes de
polinémios ortogonais moénicos quando os pontos de massa estao localizados
na fronteira de T ou no seu exterior.

(b) Em [24] Branquinho e Marcellan estudaram sucessoes de polindmios
ortogonais monicos sobre T cuja combinacao linear de dois elementos con-
secutivos seja ainda uma sucessao de polinémios ortogonais monicos. FEste
trabalho foi motivado pelo conceito de quase-ortogonalidade sobre a recta real
(ver Peherstorfer [123]) e estende alguns resultados nao publicados de Mar-
cellan e Tasis (ver por exemplo [98]). Independentemente, Garcia-Lazaro e
Moral [52, 95] estudaram esta questao de uma maneira original.

(c) Finalmente, podemos gerar novas sucessoes de polindmios ortogonais
moénicos por perturbagoes finitas nos parametros de reflexao. Neste caso, uma
andlise cuidada e extensa foi feita por Peherstorfer [121]. Nesses trabalhos a
componente principal assenta nas relacoes entre as medidas de Borel positivas

e as fungoes de Caratheodory correspondentes.
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Com este capitulo pretendemos contribuir para o estudo da segunda ten-
tativa de geracao de sucessoes de polindémios ortogonais ménicos sobre T. Em
particular, apresentamos condigoes necessarias e suficientes por forma a que
Upn = Op — Qpdnp_1 seja uma sucessao de polindmios ortogonais ménicos so-
bre T quando {¢,} é uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos sobre
T. Além disso, na sec¢ao 3 apresentamos alguns exemplos de sucessoes {¢,}
satisfazendo este tipo de condicoes. Nessa secgao mostraremos que as medidas
correspondentes a estas sucessoes de polinémios ortogonais moénicos estao na
classe de Szeg6 e, consequentemente, a sua parte absolutamente continua pode
ser calculada explicitamente (cf. Teorema II1.3.3). Na secgdo 4 descreveremos
todas as solugoes para estas medidas, que estarao essencialmente na classe de

Bernstein-Szegd.

2. Condicoes Necessarias e Suficientes

2.1. Condigao Necessaria. Comecemos por definir que tipo de medidas

pretendemos estudar.

DEFINICAO 2.1. Sejam p uma medida de Borel positiva sobre [0, 27[ e
{én} a sucessao de polinémios ortogonais ménicos associada a p. Dizemos que
p pertence a classe My se existe uma sucessao de nimeros complexos (o)

com «, # 0 tal que {1, } definido por
Un(2) = ¢n(2) = andn-1(2) (2.1)
¢ uma sucessao de polinémios ortogonais monicos associada a v.

Apresentemos um resultado auxiliar que pode ser visto em [94]:

LEMA VIIL.1. Seja {¢,} uma sucessao de polinémios ortogonais madnicos.

Se
Appn(z) = Bogr(2), mneN (2.2)
entio A, = B, =0, n € N.

DEMONSTRACAO. Tendo em atencao (II1.1.2) podemos reescrever (2.2)

na seguinte forma

An¢n(z) = Bn—
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logo
B,  $a(0) .
An == y =
K,(0,0) h, = 77"
B, ¢;(0)
=0 0,1 -1

Kn(()’ 0) h] ) J [l y 1

e de j = 0 obtemos o resultado. ]

Branquinho e Marcellan provaram em [24] o seguinte teorema de caracte-

rizagao.

TEOREMA 2.1. Seja u € My, entao, temos as sequintes expressoes

042(1 — |G1’2) = ap+ (—6_12 -+ &2&1)0_41 (23)
C_Ln+1 - O{n+1C_Ln - O, n 2 2 (24)
11— an]*) = a,, n>2 (2.5)

onde a, = —¢,(0), n € N. Além disso, 1,(2) = 2" 24hy(2), n > 2.

DEMONSTRACAO. Vimos jd que {n} é uma sucessdo de polinémios
ortogonais monicos sobre T se e somente se satisfaz as seguintes relagoes de

recorrencia

Uni1(2) = 29n(2) + Pnn1(0)97(2) . neNe | (0)) < 1.

Assim, usando (2.1) obtemos

¢n+1(z) - an+1¢n(z)
= 20n(2) — n2dn-1(2) + (—lns1 + ng1Gn) (D) (2) — A2y 1(2))

para n > 1. Aplicando (1.4) obtemos

- an+1(z¢n—1(z) - Emgbfl_l(z))

= —0n2¢0n-1(2) + an + 102y, (2) + Anp1Gn(9,(2) — Gn2z¢y_1(2))
e por (1.5) temos que

[an-i-l - Qp — an+1|an|2} 20n-1(2) = = [Any1 — ni1Gn] Qnzdy 1(2)  (2.6)
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para n > 1. Agora, de (2.6) e tendo em considera¢ao o Lema VIIL.1 temos

042(1 — |a1|2) = —((_12 - OéQC_Ll)O_él + aq
an(_dn+1 + an—l—lan) - C_Lnl/}n—s—l (0) - 0; n Z 2
np1(1 = |aa?) = a,, n>2.

Assim, se a,, # 0 paran > 2 temos de (2.4) ¥, +1(0) = 0 paran > 2 ese a, =0
para n > 2 obtemos de (2.1) 1,,4+1(0) = 0 para n > 2. Aplicando a relagao de

recorréncia de {1, } vem que

¢n+1(2) = Z%(z) , n= 2;

e a representacao para estes polinémios

Un(2) = 2" Hha(2), n>2
tem-se. Logo, para termos {¢,} perfeitamente determinado necessitamos das

condicoes iniciais ay, as, as. [ |

OBSERVACAO .
e oz # 0 implica «,, # 0, n € N,

e De (2.5) podemos calcular «,, n > 3 em termos de as. Como

(1—]a1]?)(14+(az—aza1))as
1—|(i2—a2ﬁ1‘2 .

lag — asaq| < 1, de (2.3) podemos escrever a; =
_a _a 2y
Agora, se ap # 0, de (2.4) ag = 22 e de (2.5) ap = 2(1 — ag[*), Le.

temos (v,) determinado por (2.3)-(2.5).

e De (2.5), se ay = |asle?, entdo a1 = |ay1]e, n > 1.

Vamos ver de seguida, que tipo de coeficientes a,, e a,, podemos ter.

(a). Se a; =0 temos de (2.3)
Qg = —a9Q1 + oy (27)

entao, duas condigoes se podem dar:

(a.1). a; = ag

Neste caso as; = 0 e consequentemente ay = 0. De (2.4) a,, = 0, para
n>1lede (25) a,=a;,n>1

d)n(z) =2z"
[0

i.e. {¢,} toma a forma ¥,(z) =
n =a, n=>1

Isto implica que

2" 1z + a1), n > 1 e é ortogonal relativamente & medida de Poisson du =

do _
|eXp(20) T O_/1|27 |061| 7é 1. (a2) (03] 7£ —a9




2. CONDICOES NECESSARIAS E SUFICIENTES 179

Entao, tomando a conjugada da equagao (2.7)

Qg = —ao0; + oy
C_YQ = C_I/QCH + O_él
_ Q2+a2a2
e o) = 1 Jas?
Neste caso, resulta que
_ _ Kay _
Upt1 = Op10p = — G,
K,
n
e como H K; = A, temos,
i=1
P _ 1 n+1K n 1 > 9
an-i—l—(_) 1a2)A N Z a4
n

ote-se que ay # 0 pois caso contrario, a; = ap em contradigao com a hipdtese.

Entao ¢, (z) = 2" 2y(z) com 5(0) # 0.

Se tomarmos as = —q e ap = 1 — ¢ entao a; = %’ Por inducao
1 -3
a, = M7 n>2
1+ (n—2)q
a, = (=1 a n>2ea =0.

1+ (n—2)q’

(b). Se a; # 0, dois casos se podem considerar:

(b].) a9 = 0
De (2.4) temos a,, = 0, n > 2. Entao, ¢,(z) = 2" '¢1(2), n > 1. Mais,
an = g e de (2.3) ax(1l — |a1]?) = —ae@1d; + ;. Conjugando obtemos
5(2<1 — ‘CL1|2) = Qo141 + Q1
e portanto

(= ]ar (1 — asan)
T T Pla?

Observe-se que nestas condicoes

Un(2) = 2"7'01(2) + anz" 21 (2)
= 2"hi(2)(2 + a)

= 2" ?(z—a)(z+ ), n>2
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Esta condigao corresponde ao caso em que {#,} é a sucessao de polinémios
ortogonais monicos associada a medida

do
~ Jexp(i6) — i exp(i6) + asf?
(b.2). as #0

Entao a, # 0, n € N. Esta ¢ a situagao mais interessante.

dp ao| # 1.

Vamos determinar um algoritmo para calcular os parametros de reflexao.

De facto, de (2.3) temos

Oég(l — ]a1\2) — o + QG

Ay = —
a

Usando sucessivamente (2.4) e (2.5) temos

o) _ _
a3 =—-— a3 = —a3a
3= 1 PAE 3 302
[es (1 — fax]?) Pt
Podemos considerar a situacao particular ao = —q e ap = 1 — ¢. Como atras,
deduzimos
1+ (n—3)q
" 1+ (n—2)q
an _ (_1)n+1 q

1+ (n—2)q

. - 4 5 — 1-2¢
para n > 2; se tomarmos @; = X, em (2.3) entao oy = +1- Logo

14+ (n—3)q
" 1+ (n—2)q
¢ SRy ;P
para n > 1. .

A partir do conhecimento de (a,) podemos chegar a medida p como se
pode ver do estudo realizado no Capitulo III no Exemplo 4.1. Aqui nao vamos

proceder dessa forma.

2.2. Condigao Suficiente. Vamos ver que condic¢oes adicionais temos
que impor por forma a termos que os polinémios definidos por (2.1) sejam

ortogonais.
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TEOREMA 2.2. Sejam {¢,} uma sucessio de polindmios ortogonais md-

nicos sobre T e (a,) C C\{0}. A sucessio de polindmios monicos {,}

ay — aoay| < 1
definida por (2.1) € ortogonal se e somente se, se tem (2.3)-(2.5) e a2 — aztiy |

lag +aq] < 1
DEMONSTRACAO. De (I1.1.5) temos
i1 (2) = 05(2) = Y Grzu(2). (2.8)
k=0

Vamos provar que as condigoes (2.3)-(2.5) implicam

Vnt1(2) = 20n(2) + Ynp1(0)P7(2) -

Vamos proceder em trés etapas. Primeiro, tomemos n > 2 e aplicando suces-

sivamente (2.1), (II.1.5) e (2.8) obtemos

Yn1(2) = 20n(2) = Gnr1(2) — n10n(2) — 2(dn(2) — angn-1(2))

= —an+1¢2<2) - Oén+1¢n(z) + ZQn¢n_1(2)

= —Gnp (1 —z Z ak¢k1(z))
k=1
— Qns16(2) + 20001 (2)

= Z¢n—1(z) (anan—l-l + an) - an+1¢2—1(z) - O‘n+1¢n(z> .

Por (2.4), (2.5)

_ Anyl, 2
Qnp = Opty1 — —C |an’
n
Qpp1 = Qpy1Qp + Oy
_ 2
Qp + Aplpy1 = O+ an—l—llanl = Op41

e, portanto,

%H(Z) - an(z) = _O‘n+1(¢n(2) - Zﬁbnfl(Z)) - an+1¢2—1(z)

= (Qng1Gn — Qpy1)@P_1(2) =0

e como ,+1(0) = 0 para n > 2 temos

wnJrl(Z) - an(z) = %H(OWZ(Z) para n 2> 2.
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Agora paran =1

Pa(2) — 2101 (2)

P2(2) — a2 (2) — 2(¢1(2) — ardo(2))
= —a207(2) — a201(2) + a1z
= z(a1 — Qo + CL16_LQ) - (C_LQ - OéQC_Ll) .

Por outro lado

BOE) = (@ am): (- o+ a)

= (—ay+ asa)(1 — (a1 + a1)2)
= — (G — @) + 2(G2a1 — a2 + a1) + z(az(1l — |a1]?)
—ay — (agay + ag)ay)
Pela equagao (2.3) vem que

P2(0)7(2) = —(ag — a2aq)(1 — z(a1 + 1))
logo é equivalente a (II.1.4) com n = 1. A equagao (II.1.4) paran = 0 é

obviamente verdadeira. [ |

O nosso objectivo no que se segue, vai ser o de determinar que tipo de
medidas de Borel positivas vao estar em M,. Comecemos por provar que
estas medidas de M sao tais que «,, podem, sem perda de generalidada, ser

tomados positivos para n > 2. Chama-las-emos medidas normalizadas.

TEOREMA 2.3. Se u pertence a My entao é uma rotagdo de alguma

medida normalizada.

DEMONSTRAGAO. Tomando «, = |a,|e?, para n > 2. Considerando
On(2) = e ™, (2e) e P (2) = e ™), (2€") entdo de (2.1)
QLM—I(Z) = 6—i(n+1)0(¢n+l<zei0) — |ans1]e®dn(ze”))
= e 0% 1 (2€"7) — Jonsile B, (2e”)
= Gnt1(2) = |ans|dn(2) u
Apresentemos agora o seguinte resultado devido a Godoy e Marcelldn [58,

Cor. 2].

TEOREMA 2.4. Seja {¢,(.; 1)} a sucessdo de polindmios ortogonais md-
nicos associada a p e dpy = |z — B]*du com B € C\ {0}. Entdo, a sucessio
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de polindmios ortogonais monicos {¢,(.; 1)} associada a py vem dada por

(2= Donleiin) = bnea(sin) — ALK i) me N (29

Este resultado vai-nos permitir demonstrar algo que intuimos do estudo

atras realizado:

e Certas modificagoes racionais das medidas tipo Bernstein-Szeg6 estao

em MQ-

Vejamos entao trés exemplos fundamentais de medidas que estao em M.

EXEMPLO 2.1. Sejam |z;| < 1, j = 1,2 dois nimeros complexos ar-
bitrarios, C' > 0 e

Cdo

T EP - e

dito dp = |z — o dupy, z=¢", (2.10)
onde 0 < |a| < 1 é um nimero complexo. Se denotarmos por {1, } a sucessao
de polinémios ortogonais moénicos associada a g, {¢,} a sucessao de poliné-
mios ortogonais moénicos associada a p e a, = ¢,(0) entdo existe («,) C C tal

que

Pn(2) = andn-1(2) = n(2). (2.11)

De (2.9) sabemos que

(2 — 0)bul(2) = s (2) — ;ﬁT(O;’)K( @) (2.12)

onde

[¢nll*(1 — 27)

K (z,y) =
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ver por exemplo [57, p. 10, Th. 8.1]. Se considerarmos (2.12) com n > 2,

temos
() = o Ynl@) o
(= anls) = il - 22N, ()
ot
= o) LK e
= G- +a (1) - g )
_ - Un(2) Ka(z, )
= (¢ —a)u(z) + Ko (a, ) Un(a) Kpla,a)
_ « Vn(2) Knoa(z, @)
= (z—a)Yu(z) + Ko(, ) |Ya(@) Kn-i(a,a)
= (zm ) + o - o, (2)
entao
On(2) = Un(2) + %aqﬁn_l(z) , n>2
B K, (o, )
Un(2) = on(z) — maqﬁn,l(z) , n>2
Yi(z) = ¢1(z) —
logo tem-se (2.11) com «,, = KI’(L;ZO(CO‘OE) .

EXEMPLO 2.2. Se dy = ﬁ com |z1| < 1 entao ¢,(z) = 2" 1(z — 21)
paran > 1.

De (2.5) ap =g, n >2¢

onde

7h(2) = fn(2) — ndnoa(z), n>2

Le. ha(z) = (2 — a2)(z — 21).
Note-se que, se z; = 0, entdao ¢, (2) = 2" e Y, (2) = 2"z — ), n > 2 e

U(2) = 2 — aq, le. ap = as.
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EXEMPLO 2.3. Sejam |z < 1, i = 1,2 dois nimeros complexos ar-

bitrarios,
de
du = duy = |z — 112du.
12 |1—212’|2|1—222|2 € 1 |Z | H
Entao
n, o
On(z,dpy) — Gn1(z,dpy) = 2"z —21)(z — ), n>2 (2.13)

Ap—1

onde a,, = ¢ (0, dpy).

De facto, se denotarmos por ¢,(z) = ¢én(z, ). Por [58, Prop. 3, (a)]

obtemos

(z—1)%0n(z, 1) =
onde

Pnt1(2) ¢Z+1(z)

B1a(?) nt1(2) (¢Z+1)/ (2)
(2 = Déni1(2) bni1(2) ¢Z+1(Z>

An(z) = 0 Pnt1(1) ¢Z+1(/1)
Pnt1(1) (D) (6500) (1)

Mais, A, (2) = (2 — D)pn11(2) A1, (1) + ¢dnr1(1)Ag,(2) onde

Ony1(2) O5q(2
AQ’H(Z): ¢n+1g1§ 2+121;

Mas ¢,, pertence a classe de Bernstein-Szego, i.e.

= ¢5(1)pni1(2) — ¢Z+1(2)¢2(1)

On(2) = 2" a(2), n>2
$2(2) = (2 —21)(z— 2)
On(2) = ¢3(2), n=>2.
Assim
Aa() = ((63) (Da(1) = ¢5(1)¢5(1)) — (n = Diga(H*, n =1
Apn(1) = ¢2(1)5(1) —@3(1)ea(1) =0, n=>1

e portanto

(2 = 1)*¢n(z, ) = (2 — 1)2" 6a(2) + ¢2(1)
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Donde se conclui

P2(1) ¢3(1)Pny1(2) — ¢2(1)¢Z+1(Z>

(z = Doz, 1) = 2" 'go(z) +

Al,n(l) z—1
_ n1 B2(1) @3(1)2"Lha(2) — (1) 3(2)
- e AL 1
gz + 20

Al,n(l) z—1

L 92(1) 95(1)¢a(2) — Aa(1)¢5(2)

Ay ,(1) z—1
— g (z) £ $2(1)$3(1)d2(2) "ZQZ].

Al,n(l) j=0
+£fiz) {@u)(ﬁz(i : f2(1) _ @(1)@(2 : fg(l)

N fj%) [6:(1)(61(2) + 1+ 62(0)1(0))

~65(1) (610) + 5:0)(61(=) + 1))

logo

(2 = D)z, 1) A1 (1) = ¢2(2) [AM(l)an + Qnd(fz)} + ¢2(1) Ry (2)
(2 = Dnra (2, 1) A1 (1) = ¢2(2) [Arng1(1)2" + Qno1(2)] + ¢2(1) Ra(2)

onde

n—2

Qualz) = Ioa(DPY#

Ri(z) = ¢2(1)(¢1(2) + 1+ $2(0)$1(0))

Subtraindo as duas expressoes

(2 = 1) [fns1(2, p1) A1 g1 (1) — (2, 1) Ar (1))

= 02(2) [Ar i (1)2" = App(1)2" + [ga(1)F 2]
= ¢a(2) [A1,n+1(1)2n - Al,nﬂ(l)znil]
= Ay (D)ga(2)2" (2 = 1)
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i.e.
Gry1 (2, 1) A1 g1 (1) — On(2, 1) A1n(1) = A1 i1 (1) dnra(2)

que coincide com (2.13).

Os resultados contidos nos exemplos anteriores dizem-nos:

TEOREMA 2.5. Toda a medida p da forma

1 — 22 .
d,LL:C | fyz| de z:eze

1 —ZzP[1 —Zpz?

com 0 < |y <1, |z| <1, j=1,2¢eC >0 pertence a Ms.

Vejamos agora um exemplo de sucessao de polinémios ortogonais moénicos

associada a uma medida que nao esta na classe M.

EXEMPLO 2.4. Seja {¢,} a sucessao de polinémios ortogonais moénicos
associada a du = 5=df + Mé(e* — 1) entéao

M -1
(2, dp) = 2" —
Onl, dp) nM+1z—-1
e, consequentemente, a, = —H% para n € N. Além disso, a sucessao de poli-

némios ortogonais ménicos {1, } associada a {¢,} por (2.1) com coeficientes

(a,) definidos por (2.3)-(2.5) vém dadas por

i(z) =Mz —1), n>1

donde se conclui que ndo podem ser ortogonais sobre T pois [¢1(0)] = 1 ou,

equivalentemente, um dos zeros de 1), esta na fronteira de T.

Demonstremos este resultado. Comecemos por escrever ¢,, como expansao

em poteéncias de z

n—1
0u(2) = 2"+ Azt
k=0

onde
1 [7 &
= — z =-—-Mo,(1
)\n,k o . ¢n(2’)2’ do ¢n( )
n—1
Portanto, ¢, (z) = 2" — M¢,(1) 2 onde ¢, (1) = ﬁ Donde se obtem
k=0

a expressao desejada para ¢,.
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A partir de (2.4) apq3 = —%, n € N e de (2.3) obtemos

1+ M M? M M 1+MY _
l——= ) = + oy + g

C142M (14 M)2 1+2M 1+ M1+2M
ie a3 = _ﬁ3 entao, a, 11 = —%, n € N. Portanto,
M 1<_.Zn+1
¢n+1<z) = "

1+ (+1)M 1-z
14+nM (n M 1—,2”)

1+n+1)M\" 1+nM 1-z
el l+nM M 2
= z _—Z+
1+ (n+1)M l+n+1)M 1-=z
n+1 Zn
= - (14+nM+M
: Tr L MM
= Z"(z—-1).

No decorrer deste Capitulo provaremos que as medidas que estao na classe

M sdo absolutamente continua.

3. Estabilidade na Classe de Szeg6

E bem sabido que uma sucessao de polinémios ortogonais ménicos {on}
associada a medida positiva de Borel p sobre T pertence a classe de Szegd
S, se e somente se Iny' é integravel (cf. Defini¢ao 111.2.1). Em termos dos
parametros de reflexao esta condigao vem reformulada pela alinea (a) do Teo-
rema II1.2.5. Assim, do Teorema 2.1 vemos que a sucessao de polindmios or-
togonais ménicos {1, } definida por (2.1) com ajas # 0 pertence a esta classe.
O que é que acontece a sucessao de polinémios ortogonais ménicos {¢, } neste
caso? Vamos ver que esta sucessao de polinémios ortogonais ménicos também

pertence a classe Szego.

TEOREMA 3.1. Seja {¢,} a sucessao de polindmios ortogonais monicos
associada a medida de Borel positiva . Se p € My entdo {¢p,} pertence a S.
DEMONSTRACAO. Da equacio (2.4) tiramos que se existe ng > 2 tal

no
que an, = 0 entdo a,4,, = 0, n € N; e portanto Z la,|* = Z]anlz, ie.

neZt n=1

{én} pertence a S.
Assumamos agora que a, # 0, n € Z*. Entao de (2.4)

lani1]? — a2 q]an> =0, n > 2. (3.1)
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Mas, neste caso de (2.5)

1— |an]? = OZZI . n>2 (3.2)

logo, como |a,| < 1 temos
ap < Qpy1, N>2 (3.3)
@ ﬁ(1 —lax?), n>2. (3.4)

Qn41 k=2

Sabemos

Z |ay|? < oo se e somente se 0 < H (1 —lan|?) < oo.
neZt neLt
Assim de (3.4) temos esta convergéncia se e somente se lim «,, = a com a # 0.
n—oo
Agora de (3.3) vemos que («,) é uma sucessao mondtona crescente, pelo que
temos somente de provar que tem um majorante.
Se substituirmos na equagao (3.1) a expressio de |a,|* obtida em (3.2)

obtemos

1—O‘"+1—ai+1(1— dn ):0, n>2

Apt2 Q41
Opt2 — Qp41 Opt1 — Oy
Ontd ZOnit gz OwilZOn
On42 Q41
1 1
- = Qp41 — Qp, >2
Q41 (0 77EE))
1 1
Opi1 = — + g — , n=>2.
a3 On+2

Logo a1 < 0%3 + an, n > 2, ie. existe a € RT tal que lim o, = . Mais,

n«—0oo

o+ —=—+
« Qa3

: (o5 To2)t /(G5 +a2)2—4
l1.e. o = 2

Portanto, 0%3 + ay > 2. E daqui se segue o

resultado desejado. ]

Estamos em condigoes de calcular a parte absolutamente continua da me-

dida positiva p associada a sucessao de polinémios ortogonais ménicos {¢, }.

TEOREMA 3.2. A parte absolutamente continua da medida u associada
a{p,} € a.e.

- |1_0‘Z|2 i0

~ e FT 39

onde C >0, ¥, = ¢, — a1 € lim o, = .

w(®)
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DEMONSTRACAO. Darepresentacio ¢, (z) = 2" %1)y(z) usando o ope-
rador * sobre (2.1) obtemos
U5(2) = 9p(2) — Anzgy () . (3.6)
Mas lim ¢%(z) = D '(z;u), onde D(z;p) é a fungio de Szegé (ver [47, p.
209])7;:130 que de (3.6) tem-se

e daqui se obtem (3.5). |

Como consequéncia podemos enunciar:

COROLARIO VIIL1. Se i esta em My entdao existe lim, .. o, e €

menor do que ou tqual a 1.

DEMONSTRACAO. Se o > 1, i.e. existe § > 0 tal que o« = 1+ 4, entdo
de (2.4) existe ng € N tal que para n > ng, |a,| > (1 + )" "™|a,,|. Logo (a,)

¢ uma sucessao nao limitada, o que implica que E |lan|? ndo converge. [
neN

4. Estrutura de M,

Para obter a representacao para as medidas da classe My vamos necessitar
de dois teoremas que relacionam o comportamento dos parametros de reflexao
com as medidas correspondentes. O primeiro é devido a Geronimus [57, p. 52,

Th. 26.1] (cf. Teorema II1.4.1) e o segundo a Nevai [116].

TEOREMA 4.1. Seja {¢,} a sucessao de polindmios ortogonais monicos
associada a medida de Borel positiva j. Se (a,) € tal que
lim a, =0

X (4.1)

Z |ax Z |41 — Q| < 00

k=1 m=k
Entao du(8) = p/'df + \o(6).

Provemos primeiro alguns resultados auxiliares acerca das sucessoes de po-

linémios ortogonais moénicos cuja medida correspondente pertence a M.

LEMA VIIL2. Seja {¢,} a sucessao de polindmios ortogonais mdnicos

associada a p € May. Entio (a,) verifica (4.1).
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DEMONSTRACAO. Da primeira condi¢ao de (4.1) podemos concluir
que se i € My entao {¢,} pertence a S (cf. Teorema I11.2.5).

Para analisar a segunda necessitamos de mais informacao sobre (|ay,|).
Comecemos por provar que esta sucessao ¢ monotona decrescente. De facto,

de (24), a0, € Ry n>2¢ea, <1, n €N obtemos

lani1| < |an|, mn>2 (4.2)

an = lanle®, n>2. (4.3)
Agora temos dois casos a considerar:

e Se a < 1 entao de (2.4) obtemos |a, 1| < @™t ay| e portanto Y |a,| <

oo o que implica que se tenha segunda condigao de (4.1).

e Se a =1 entao de (4.2), (4.3) Z a1 — an| = Z (lan| = |ans1])-
neZ+t nezZt

Podemos, entao calcular

n

o o0 o
Sl S lamis —anll = 3 el i S (—lamsa] + o)
k=2 =k k=2

m=k

oo
= D lax| lim (—[ansa] + |ax))
p n—oo

= D _lal”.
k=2
Mas {¢,} pertence a S, que é o que querfamos demonstrar. ]
OBSERVACAO . Temos que se iy € My entdo du(8) = 1/df + X3 (6).
Vejamos que A = 0.
TEOREMA 4.2. Se € My entao X\ = 0.

DEMONSTRACAO. De (2.4) sabemos que = apqq e do Corold-
rio VIIIL.1 este limite € menor do que ou igual a 1. Assim se, 0 < a < 1, entao
Y nen lan| < 00 entao do Teorema I11.4.1 A = 0. Consideremos agora a = 1.
Neste caso tomemos 1, (z) = 2" 25(2) na (2.1) para n > 2, e obtemos depois

de substituirmos por z =1

Pa(1) = Gnia(1) — any1¢n(1) .
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De (2.4) sai que

Ual) = dun(l) = “20,(1)

Bl _ dun) o)

An+1 Ant1 Qp

Logo, como a,, = |a,|e?, para n > 2

Pnt1(1)  ¢a(1) .

|ans]  asf

2 |a 1]

Elevando ao quadrado ambos os membros desta equagao obtemos

2Re (¢2—(1>¢2(1)>

|ag|

[fner (D [S2(DP

|an+”2 B |a2P

+ (VB + (B, (=

Como (1) # 0 (pela propriedade das raizes dos polinémios) e B,, > n — 1,
entao

|Gna (D]? _ 1 2 2
> =|1a(1)|"B
|an+1P 2|¢b( )| n

para n > ng, onde o numero inteiro positivo ny depende da medida p. Final-

mente,

) > M n > ng. (4.4)

Ap41

2 2(1 § -
()P > 22D (Z WE,

k=2

Q41

E sabido que se estivermos na classe de Szegd as séries

D1 e Yl

n>0 n>0
convergem simultaneamente. Entao de (4.4) a série Y- -, |@n(1)[* diverge e,
consequentemente, nao existe massa no ponto 0 (cf. e.g. [57, Th. 20.2], [107,

(7), p. 435] ou [149, T. 41, p.82)). |

Podemos enunciar o seguinte resultado.

TEOREMA 4.3. Toda a medida normalizada pn € absolutamente conti-
nua relativamente a medida de Lebesque e a sua fun¢ao densidade é positiva e

continua no intervalo aberto (0,2m).

Estamos em condicoes de enunciar o resultado fundamental deste Capitulo,
que nos da a representacao para as medidas que estao em M. Da comparacao

dos Teoremas 3.2 e 4.3 e dos Exemplos 2.1-2.3 (cf. Teorema 2.5) obtemos:
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TEOREMA 4.4. Uma medida de Borel pu sobre a circunferéncia pertence a
classe My se e somente se for absolutamente continua relativamente a medida

de Lebesgue e admitir a sequinte representacao

1—az2do 4
‘ OéZ’ 2267'9

dp=C

1=zl =2z

com0<la] <1,|z] <1, j=1,2eC>0.
Os polinémios mdnicos {1} definidos por (2.1) coincidem com os polind-

mios tipo Bernstein-Szeqgd e sao ortogonais relativamente a medida v definida

por

do .
dv=C =",
R TR DT P







CAPITULO IX

Modificacoes da Medida por meio de Exponenciais

1. Introdugao 199

1.1. Problemas Espectrais para Matrizes
de Jacobi e Polinémios Ortogonais 199

1.2. Solugao do Problema Espectral, Trans-
formacoes

Consistentes das Matrizes de Jacobi

e Medidas de Ortogonalidade 199

1.3. Deformacgoes Isospectrais das
Matrizes de Jacobi 200

1.4. Deformacoes Isomonodromicas

das Matrizes de Jacobi 205

1.5. Resultado Principal 206

1.6. Consideragoes Gerais e Estrutura do 208
Capitulo

2. Identidades para os Menores de Hankel 211

3. Deformacgoes Isospectrais 216

195






1. INTRODUCAO 197

1. Introducgao

1.1. Problemas Espectrais para Matrizes de Jacobi e Polinémios
Ortogonais. Existe, como vimos no Capitulo I, uma correspondéncia biunivoca
entre duas caracteristicas fundamentais de familias de polinémios ortogonais
{pn}, por um lado a definigao de p,, através da sua medida de ortogonalidade

p, supp p C R, i.e.

/pn(m)pm(x)du(x) =0nm, nN,MEN (1.1)

ou por outro, a partir dos coeficientes (v,), (b,) da relacdo de recorréncia a
trés termos, que p, deve verificar (cf. Teorema 1.2.1), i.e.

TPn = UnPni1 + bnpn + Un_1pn_1 paran =1,2,...

p1=0, p=1, (v,>0, Smb,=0). (1:2)

Sabemos ja que associada a uma relagao de recorréncia a trés termos, ou
mesmo associada a medida p, temos sempre uma matriz de Jacobi J.

Como exemplo da importancia destas relagoes entre p e J podemos men-
cionar a sua interpretacao na teoria dos operadores. Pelo Teorema de Stone [142]
se J é a representacao matricial de um operador auto-adjunto, entao supp p
é o espectro do operador e p é a sua medida espectral (veja-se [1, 12, 120]).

Assim sendo podemos estabelecer como problema espectral directo : a partir

dos coeficientes (vy,), (b,) do operador J determinar a medida espectral, i.e.
J — u (1.3)
e reciprocamente, a relagao
v o — J (1.4)

¢ chamada problema espectral inverso (em [88] pode ver-se uma resenha de
resultados sobre relagdes entre (1.3), (1.4)).
Estes problemas podem ser abordados de varias formas como vimos na

Introducao.

1.2. Solucao do Problema Espectral, Transformacgoes Consistentes
das Matrizes de Jacobi e Medidas de Ortogonalidade. Tendo-se em
conta os processos gerais, somente se conhecem alguns casos em que se con-

seguiu resolver o problema espectral (1.3), (1.4). Entre eles podemos contar
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o caso dos polindmios ortogonais classicos [20, 26, 35, 96, 143], e os poli-
némios ortogonais associados a matrizes de Jacobi periddicas [33, 55, 125].
Nestes casos conhecemos expressoes para a medida de ortogonalidade p assim
como para os coeficientes da matriz de Jacobi J. Por exemplo, no caso dos
polinémios de Hermite temos

n+ 1\
Un = ( 2 ) —— du(r) = exp(—2®)dr, xR,
b, =0

Em alguns casos é possivel apresentar a solucao do problema espectral
na forma de equagbes nao-lineares (recorrentes ou diferenciais). Talvez o
mais simples, foi apresentado por Shohat [137] e redescoberto mais tarde por

Freud [47] (ver [19] para um estudo detalhado destes problemas):
{vi(v21 + U+ V) + 200, =

b, =0
e du(z,t) = exp(—a*/4 —t2?), x€R. (1.5)

Historicamente, devemos dizer que Laguerre [83] foi o primeiro que intro-
duziu um método para obter féormulas de recorréncias nao-lineares para os coe-
ficientes de matrizes de Jacobi associadas a fungoes peso especiais (polinémios
ortogonais semi cldssicos), e que foi mais tarde desenvolvido em [48, 49, 90|
e apresentados estes avangos de forma unificadora em [88].

Voltando ao exemplo de Shohat e Freud, de (1.5) vemos que a familia de
polinémios ortogonais depende de ¢, e portanto temos que J e p variam com

o tempo sofrendo modificagoes a que chamaremos deformagoes:
J(t) —  pu(z,t). (1.6)

Determinando outras deformacoes do estilo referido, levar-nos-a a estender a
classe de polinémios ortogonais, para as quais podemos estudar o comporta-
mento dos coeficientes da matriz de Jacobi a partir da medida de ortogonali-

dade, e vice versa.

1.3. Deformacgoes Isospectrais das Matrizes de Jacobi. Um exem-

plo importante de deformacao nos parametros da matriz de Jacobi J sao as
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resultantes das chamadas equagdes de Toda [144]:

dva(t) _ bult) =bua(t)

dt 2 n(t)
J(t): < dba(t) _ o 2 , neN. (1.7)
dt - vn—l(t) Un(t)
v_1 =0

Esta deformacao tem a particularidade de deixar invariante o espectro de
J(t), i.e. o suppp nao depende de t [45, 46, 71, 93]. Uma deformagdo
deste estilo é chamada isospectral. Este tipo de deformacoes foi descoberto
por Gardner et al. em [53] quando provaram que a equacao nao-linear de
Korteweg-de Vries é uma deformacao isospectral de um operador de Sturm-
Liouville, obtendo assim um método para resolver a equagao de Korteweg-de
Vries.

Uma caracteristica geral dos operadores simétricos isospectrais L(t) foi su-
gerida por Lax em [85]:

dL(t)
S =AL-LA (1.8)

onde A é um operador anti-simétrico. Ao par {L, A} chamamos par de Lax.
Passamos a apresentar a demonstragao do resultado de Lax enunciado por

Nikishin em [120].

TEOREMA 1.1 (Lax). Se A\, € R é um valor préprio de J, i.e se existe

wm polindmio nao nulo f,, com ||ful| = 1 tal que Jf, = Mufn entio A, = 0.

DEMONSTRACAO. Tomando derivadas em Jf, = A, f, i.e.
Tfut T fo = Aafa+ Aafa
e por (1.8) obtemos
(JA = AT) fo + I fu = Aafu+ Aafa
e, porque A, é um valor préprio de J
MAfn = JAfu+ T fo = Aafu + Afa
tomando produto interno com f,

Ml Ay fu) = (JAfa, fu) + (T fus F) = NalFus ) + Ml Fns f) -
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Mas (f,, fn) = 1 o que implica que 2(f,, f») = 0. Além disso, como A é uma

matriz anti-simétrica, (Af,, f,) = 0. Assim, usando a simetria do produto

interno
}\n = _<Afm an) + <fn7 an>
= _)‘n<Afnu fn> + An(fna fn> :
Logo Ay = 0, i.e. o espectro de J nao depende de t. [

Assim, a equagao de Toda (1.7) pode ser reescrita na notagao de Lax (1.8),

com

0 C1 dl
—Cq 0 Cy d2
—C3 0 C3 dg

onde ¢,(t) = %2 e dyu(t) =0

Outro exemplo de deformagao isospectral da matriz de Jacobi J foi obtido
por Moser em [110] a partir do estudo do seguinte problema:

— Considerem-se os pontos {x,}neny com z, < z,y;. Suponhamos que

existe uma forca actuando sobre eles segundo a lei exponencial
—\Tn—Tn— — (T — Ty
Fn —e ( n n 1) —e ( n+1 rL) , n E N

Determinar o comportamento dinamico deste sistema de pontos sabendo que
2,(0) = ky, e £,(0) = 1.

Para resolver este problema temos somente que aplicar a segunda lei de

Newton
Gy = 7o) em(Eniimmn) o e N, (1.10)
b, = T,
Fazendo a mudanca de varidveis { Y (enay €I (1.10) obtemos
U’n e n+1—Zn
dv,(t) 024 (t) — v2,(¢)
— n— n n t
dt 2 oall)
J(t) o dba(t) 0 , neN. (1.11)
dt
V1 = 0

Estas equagoes sao chamadas de Langmuir ou equagoes de diferencas finitas

de Korteweg-de Vries (cf. [9, 75, 93]).  Além disso, como se vé a partir
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de [110] as equagdes (1.7) e (1.11) possuem além da propriedade isospectral

uma modificacao simples da medida de ortogonalidade:

dn(t) _ bu(t) = bualt) .
dt 2 un(?) exp(—at)dpu(z, 0)

— du(z,t) =
Pell) _ o2 )~ 200 Je(et)dute 0p.12)
don(t)  vp_y(t) —vp (1)
dt 2 on(t)
dba(t) _
=0, b, (0) =0
v_1 =0

_exp(—2?t)du(x,0)
— du(x,t) = Texp(—a20du(w,0) (1.13)

Vejamos agora a demonstracao destes dois resultados efectuada por Nikishin

e Sorovkin em [120].

TEOREMA 1.2. Seja {p,} a sucessao de polinémios ortonormais asso-
ciada a matriz de Jacobi J. Se J verifica (1.8) com A determinada por (1.7)

e (1.11) entao a medida associada a {p,} € do tipo

_exp(—aPt)du(z,0)
dpafer;1) = [ exp(—zPt)dp(z,0) (1.14)

onde du(z,0) € a medida associada a J(0) e p= 1,2, respectivamente.

DEMONSTRAQAO. E bem sabido que a medida espectral admite a

seguinte representacao

X(z 1) = Zm"—(t) (1.15)

zZ— Ay
neN
onde my,(t) é a fungao de Christoffel. Definamos ¢, = [po(An) p1(An) .- .]t, ie.
Jn = ij()\n)ej onde e;=1[0...010 .k
jEN
logo Jg, = A\ngn. Além disso,

L ST () = (g ) (1.16)

M () keN
e portanto, obtemos depois de tomar derivadas sobre Jg,, = A, g, e aplicar (1.8),
J(gn — Agn) = M\(gn — Agn). Como o espago préprio associado a A, é unidi-

mensional, podemos ver que existe s, # 0 tal que

gn :Agn+sngn7 n € N. (117)
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Tomando o produto interno com g, na ultima equacao

e portanto %% = $,{gn, gn). Daqui obtemos que (g,,g,) = e*t. Colo-

cando esta expressao em (1.16) obtemos m,,(t) = e 2. De (1.15) obtemos

e—?snt
M) = : 1.18
X(Za ,u) S /\n ( )
neN
Comparando os coeficientes de (1.17) concluimos que s, = —% + C(t), logo
o = S (1) exp(tAh) com p =1,2. Assim,

X(z3p) = Szt) > mn(olei(p)\(;M% (1.19)
Mas
1

x(2;p) ~ - para z— 00
z

logo S(t) = > 2 m,(0)exp(—tA2). Substituindo em (1.19) S(t) por esta

expressao obtemos

Z mn (0) exp(—tA})
neN z—Mn

x(zi 1) = Yoo o mn(0) exp(—tAR)

Da Definicao 1.4.1 se obtém que du vem dada em termos da medida inicial

du(.,0) por (1.14). [

OBSERVACAO . Note que a transformacao (1.12) é valida para qualquer
conjunto de dados iniciais {v,(0) > 0, Smb,(0) = 0} ou du(z,0); o mesmo
se mantém verdadeiro para (1.13) com dados iniciais {v,(0) > 0, b,(0) = 0},
e qualquer du(z,0) simétrica relativamente a origem. Desta forma, tomando
uns dados iniciais especiais, as equagdes nao-lineares (1.12), (1.13) podem ser
reduzidas a uma forma simples ou até ser resolvidas como no exemplo de
Shohat-Freud (1.5), que corresponde ao caso Langmuir (1.13) com du(z,0) =
exp(—x*/4)dz, x € R. Se du(z,0) tem como suporte um conjunto de intervalos
disjuntos, em [8] o autor deu o comportamento assimptotico dos parametros

vn(t) e by(t) de (1.12) em termos de fungoes theta de Riemann.
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Seguindo a notagao de [92], as equagdes nao-lineares para os coeficientes

da matriz de Jacobi do tipo seguinte sao chamadas de tipo Toda:

dv, (t

Ud( ) :F(Un,...,'Unip,bn;-"7bnip)

db 7izﬁ) el
# = G(/Un,...,'Unipybna"'7bnip)

onde F,G sao polinémios, p é fixo independente de n e v,,b, = 0 para v
negativo. As transformagoes da medida da forma (1.14) sdo chamadas tipo

Freud.

1.4. Deformagoes Isomonodromicas das Matrizes de Jacobi. Men-
cionemos outro método para obter deformagdes consistentes do tipo (1.6) que
foi primeiramente apresentado por G.V. Chudnovsky em [37], e estd baseado
em algumas ideias de B. Riemann. Este método é aplicado para alguns pe-
sos especiais que satisfazem equagoes diferenciais de coeficientes racionais (por
exemplo, polinémios ortogonais semi classicos). O método baseia-se em deter-
minar deformacoes para a matriz de Jacobi tais que o grupo de monodromia
para a funcao peso se mantenha inalteravel. Recentemente, este método foi
utilizado por A. Magnus em [92]. Comparando este método com o que aqui
nos traz, vemos que este serve somente para dados iniciais devidamente escol-
hidos, no entanto permite obter resultados de uma forma mais simples. Além
disso, é aplicavel a fungdes peso, w(.,t), que sdo semi cldssicas generalizadas
no sentido que Magnus defeniu em [92], i.e. existem polinémios ¢(.,t) e ¥(.,t)

tais que

o0

As medidas que aqui vamos estudar, (1.14), nao incluem todos os casos de

= (x, t)w(z,t).

medidas semi classicas generalizadas mas por outro lado permitem-nos estudar
outro tipo de medidas que nao estao incluidas nesta classe. De facto, derivando

em ordem a z (1.14)

Bun) o)
w(zx,t) w(z,0)

Agora, quando w(z,0) ndo é semi cldssica vemos que este quociente nao é uma
fraccao racional em x, nao sendo por isto uma medida semi cléssica generali-

zada.
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1.5. Resultado Principal. Neste capitulo estudamos modificacoes isos-
pectrais de matrizes de Jacobi por transformagoes do tipo Freud na medida
espectral. Obtemos para p arbitrario em (1.14), as equagoes do tipo Toda
para os coeficientes da matriz de Jacobi associada. Antes de apresentarmos o
resultado fundamental, vamos introduzir algumas notagoes.

Para todo o p = —1,0,1,..., definimos recursivamente

pelo esquema
(p= _1)V—1,k7n =0 )
(p = O)VO,k,n =1

0 k=p (A
p= 1)V, kon = -
( ) n { fnzlk (UEL—I—&-mVp—?am—L” + bi-{-mvp—l,m,n) k< p )

onde (v,), (b,) sdo os elementos da matriz de Jacobi (1.3), e convencionamos
v, =b, =0 parav <0.

Para calcular V, 1 ,, procedemos da seguinte forma: comecamos por calcular
V_1kn, Vokn, Vi1n; definimos a partir destes V; ., para k =0,—-1,-2,... a

partir da féormula
Vp,k,n = Vp,kJrl,n + U72171+kvp72,k71,n + anrkfol,k,n (12())

que resulta de (A); agora, a partir de Vo kn, V1 ks Vo2.n € de (1.20) calculamos
Voin para k =1,0,—1,—2,...; e assim sucessivamente.

Como exemplo do método acima descrito veja-se

Vl,O,n - bn Vl,fl,n = bn + bnfl V1,72,n - bn + bnfl + ban

Voin =02 Vogn=024+02 1+ Vo 1,=0v2+0:  +02
"‘U?LfQ + bn—l(bn + bn—l)

Vion=0 V31, =02(by+but1) Vion=>bn(v:+v2i_|+0b2)
+ 05 (b + Dny1)
+ U%—l(bn + bn—l)

Enunciemos agora o resultado fundamental deste capitulo.

TEOREMA 1.3. Sejam p € N, p(x,0) uma medida de probabilidade com

parametros da matriz de Jacobi associada (v,(0)), (b,(0)) tais que v,(0) > 0,
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Smb, (0) = 0, entdo

dUn Un
E = (Vp,[),n - prozn‘H-)E
db,,

% = Vp+1,1,n—1 — Vp+1,1,n

_exp(—aPt)du(z,0)
— du(z,t) = Texp(—ar)dp(x, 0) (1.21)

i.e. os coeficientes da matriz de Jacobi satisfazem uma equacao tipo Toda, se e
somente se a medida de ortogonalidade se comporta como uma transformagao

tipo Freud.

Consideremos agora alguns corolarios deste teorema. Para p = 1, (1.21)
coincide com as equagoes de Toda (1.12). Mas quando p = 2, obtemos de (1.21)

um resultado novo

dv, Up,

0t = (Ui—l - Ui+1 + bi - bi—&—l)?

db,,

e V1ot + (Uh = V2)by — Vabna

_ exp(=at)du(z,0)
— du(z,t) = [ exp(—a2t)du(z, 0)

que generaliza as equagoes de Langmuir (1.13), pois no Teorema 1.3 nao nos

restringimos a dados iniciais simétricos. Para p = 3 e p = 4 o Teorema 1.3

dé-nos
( dv,
E = |:—U727J+1 (an+1 + bn+2> + ’U271<2bn + bn—l)
Un
— (bny1 — bn)(vi + b721+1 + bi + bn+1bn)} )
db,,
Tt = U?z(bi-i-l + bi + bry1bn) — U?z—l(bi + bi—l + bnbn1)

_exp(=a’t)dp(z,0)
— dp(z,t) = [ exp(—3t)dpu(z, 0)

e associado a

_exp(—a*t)dpu(,0)
dp(z,t) = [ exp(—zt)du(z,0)
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temos
( dvfb 2 2 2 2 2 2
a [vn+1(vn+2 + Upy1 + U, 3040 by + 20 12b041)
- Uifl(vi + Uifl + Uifz + 3b721 + biq + 2b,b,-1)

+ (bngr = 0n) (205 + 5y + b)) + b7 by 4 by )] 05

db,,

e Up (1 (b + 2651 + bpga) + by + 05 + b1 bn + D0

+ 202 (bn + bpy1)] — V21 [0 _o(bp—z + 2b,—1 + by,)

202 (byy 4 by) + B2y 65 4 b2 by + by 1]

\

respectivamente. Os casos p > 3 nao foram considerados antes. Podemos,
além do mais apresentar a representacao de Lax para as equagoes de Toda
do Teorema 1.3. Usando a notagao de (1.8) e (1.9) temos para p = 2:

o UnUn—1 o Un—1

d = 7 = T(bn +by—1)
para p = 3:
d, = 0”1)2"*1 (bpt1 + by + by1)
Cn = ]+ b2+ by + 02 4 0+ vly)
e para p = 4:
) v

Cnt1 = _En [U721+1(bn+2 +2b,11 + by) + QUi(an + b,)
02 (bpgt + by bo) B2 403+ 02 by by D]

UnUn+1, 2 2 2 2
- (Vpyo + U5y + U, + 0,

dn+1 -

\ + b?z+2 + b?z-i—l + bi + bn+2bn+1 + bn+2bn + bnbn—H)

Tendo em consideragao que as transformacgoes de Freud (1.14) possuem a pro-
priedade de isomonodromia para algumas medidas iniciais du(z,0) do tipo
semi classico [92], serd interessante combinar nestes casos as equagoes de Toda
com as deformagoes isomonodrémicas. Note-se que Magnus nao considerou

em [92], nenhum exemplo de transformagoes de Freud com p > 2.

1.6. Consideragoes Gerais e Estrutura do Capitulo. Por forma a
demonstrarmos o Teorema 1.3, vamos ter de resolver um problema espectral
inverso, i.e. para as medidas de ortogonalidade da forma (A) teremos de

determinar os correspondentes coeficientes (v,), (b,) como em (1.2) a partir
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dos determinantes de Hankel,
So ... Sp1

H,=| : : (1.22)
Sp—1 .. Sop—a

onde (S,) sdo os momentos associados a medida de ortogonalidade. Como

¢ sabido (cf. [1, 120, 143]), as sucessoes de polinémios ortogonais ménicos

(cf. (1.1), pu(2) = wnPu())
P (z)=a" 4+l 4+ 4l

admitem a representagao (I.1.1) em termos dos determinantes de Hankel e isto
dé-nos uma expressao para os coeficientes de P,
So oo Spek-1 Snek41 - SOn

Uhn = : : : P (1.23)
Sn—l o S2n—k—2 SQn—k o SZn—l

A relagao de recorréncia a trés termos para a sucessao de polinémios ortogonais

moénicos { P,} vem dada por

xP, = Pyy1 + b, Py +v2 Py (1.24)
donde se conclui que
U2 _ Hn Hn+2
" HnJrl HnJrl y n € N. (125)

bn = gl,n - gl,nJrl

Desta forma temos a solugao do problema espectral inverso (1.23), dada em
termos dos determinantes de Hankel e seus menores.

Na Seccao 2 demonstramos algumas igualdades validas para os menores de
Hankel. No estudo que vamos realizar para o calculo de ¢;, e H, o seguinte

determinante vai jogar um papel fundamental

So Si .S,
S S oS,
.1 .2 .+1 Lj’n
Lj,n = : : . ) ) ‘C],TL = H—l
So1 S. ... Seny nt
Sntj Sntj1 oo Sonty
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Para estes determinantes vamos mostrar que sao validas as seguintes igual-

dades (cf. Teorema 2.2 da Seccao 2)

)

p
E Cknt Lyt =0

k=0

p
> linipLytn =0 (1.26)
k=0

p
E gk,nerCpfk,n = Vp,l/,n
k=0

J

Na Sec¢ao 2, consideramos também outros menores de Hankel (cf. Teorema 2.1

da Secgao 2) como sao

S S % o
: S (k1 Son—(k+1
) S (k+1) Son—(k+1) . Snfik:; 52%;:1;
]jﬂ = Snf(kfl) San(kfl) ) ij - : :
5; S' Sph_1 Son—1
n 2n Sn+1 SQn—H
Sh—k+j Son—ktj Sn—ktj Son—ktj

Tendo em atencao que os determinantes de Hankel tém uma importancia in-
trinseca, pode concluir-se que as identidades do tipo (1.26) podem ter interesse
independentemente do estudo das equacoes de Toda ou das transformacoes de
Freud.

Na Seccao 3 relacionamos os determinantes ¢, ,, e H,, com os acima expos-
tos quando a medida vem alterada por uma transformacao tipo Freud (1.14).
Para tal vamos necessitar saber como se comportam os momentos por estas

transformagoes. A partir de (1.14) vemos que

dS(t)
B = —S1p(6) + 5,(054(0),

Para p = 2, esta equacao foi obtida pela primeira vez por Kac e Moerbeke [75]

k=0,1,... (1.27)

(para mais detalhes consultar [9]).

Como derivando formalmente (1.25) obtemos

dUn_ Hn+2 Hn+1 Hn+1 Hn Un,
dt |\ Hyz Hop) \Hopn Ho)| 2
db,,
dt

(1.28)
= _él,n—i-l + él,n
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necessitamos conhecer Hn /H, e Eln Para tal basta tomar derivadas nos de-
terminantes de Hankel e em ¢4 ,, i.e. (1.22) e (1.23), respectivamente, tendo em
consideracao a lei (1.27). Depois usamos as identidades deduzidas na Secgao 2
obtemos H,,/H, (cf. Teorema 3.1) e {1, (cf Teorema 3.2). Finalmente, o Teo-
rema 1.3 é um corolario imediato dos Teoremas 3.1 e 3.2.

Como conclusao, queremos deixar claro que estes resultados tém um caracter
formal. O nosso objectivo foi somente o de obter as equagoes (1.21). Serd in-
teressante realizar um estudo conducente ao comportamento assimptotico das
solugdes da equagao (1.21). Nesse caso terfamos um método alternativo ao es-
tudo realizado em [88, 89, 92, 115, 128] do comportamento assimptdtico dos
coeficientes da relagao de recorréncia a trés termos dos polinémios ortogonais

associados a medidas do tipo Freud.

2. Identidades para os Menores de Hankel

Nesta secgao damos varias identidades para os menores de Hankel (1.22).
Estas serao de grande utilidade no que se segue.
Como dissemos na Introdugao, vamos considerar trés tipos de menores de

Hankel. O primeiro é L;,,, que se obtem de H,; substituindo na tltima linha

de H,,1 os indices m porm+ 7, m=n,n+1,...,2n
So St oS,
Sh So oo Shi
Lin=| : bl nj=01,... (2.1)
Sn—l Sn B SQn—l
Sntj Sntjtl -+ Oontj

Note-se que Lo, = H,y+1. O segundo, que denotaremos por []’fn é obtido
de H,.; transferindo a linha n — 57 + 1 para a ultima linha do determinante

avangando os indices 7 unidades

Sy . S,
Sn—(k+1) -+ Som—(k+1)
Iy =1S—e-1) - Swm——p|, nj=01..., k=0,1,...,n—1(2.2)
S, . Son
Sn—k—i—j B SQn—k+j
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Assim, Ijon = L;,. O terceiro determinante, que denotaremos por J]’?n obtem-
se de H, 1 avancando primeiro uma unidade os indices dos elementos da tltima
linha do determinante e efectuando de seguida uma modificacao do tipo real-

: k
izada para obter I},

So Sh
Sn—(k-i—l) S2n—(k+l)
Sn—(k—1) -+ Sop_(k— .
Tk, = Uf b 2 f’f DI nj=0,1,..., k=0,1,...,n—1(2.3)
Sn_1 Son—1
Sn+1 52n+1
Sn—k—i—j S2n—k:+]

L; I* Jk
Ljn =2, IF, =" == 2.4
” HnJrl ’ o HnJrl , ‘-7]771 Hn+1 ( )

Veremos que neste processo, os menores de Hankel, que representam os coefi-
cientes dos polindémios ortogonais terdo um papel importante (cf. (1.23)).

Apresentamos agora formulas de recorréncia que relacionam estas quanti-

dades:

TEOREMA 2.1. Para j=1,2,..., ek=0,1,...,7 — 1 temos

Ij’in = _Ig’f:-lu + (_1>k+1z§]—(k+1),n+1£k+1,n+l (2-5)
T = T + (DTl nn (2.6)

onde IV, , JF, e lyn vém dados por (2.2), (2.3) e (1.23), respectivamente.

]7”7

DEMONSTRAQAO. Para demonstrarmos que se tem (2.5), comegamos
por considerar [ ]’fn e construimos a partir dele dois determinantes mais por

adicao de uma linha e uma coluna devidamente escolhida. Obtemos assim,
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por um lado

SO S Sn SnJrl
Sn—(k+1) -+ Som—(k+1)  Som—(k+1)
See o S
Li—k41ynt1 = |Sn—ke1) --- Son—(k-1)  S2n—(k-1)
Sn—l Ce Sgn_l SQn
Sn RN Sgn S2n+1
Sn—k:-l—j cee SZn—k—i—j SQn—k+j+1
e por outro
So e Sy Sha1
Sn—(k+1) -+ Som—(k+1)  Son—k
e Sn—(k-1) -+ Som—(k-1) Som—kt2
Jn+1l 7 : : :
Snfl s S2n71 SZn
Sunt o San
Sn—k—l—j s S2n—k+j S2n—k+j+1

Note-se que os complementos algébricos correspondentes a linha n — k + 1 do
determinante L;_(441)n+1, i-€. (Sn—k, - ., S2n—k+1) coincide (a menos de sinais)
com os complementos algébricos correspondentes a linha n+1 do determinante
I

Jmn+1-

Denotando estes complementos algébricos por (4,)"f; e tendo em atengao

que A, 1 =—1 j’“n obtemos
Sn-rAo+ ...+ S An + Son-p1 (1)) = Ity
{Sn+1Ao o Soni1 Ay + Sonia(—I5) = (= 1)FLi- 1)t (2.7)
Por outro lado, podemos escrever mais n — 1 igualdades,

(S0 + . Sy + Suia(—15,) =0

Sn—k;—lAO +...+ SQn—k—lAn + S2n—k(_jjlin) =0 ( )
2.8
Sn—k—i—lAO + ...+ SQn—k+1An + SQn—k-&-?(_[;in) =0

[ SnAo+ ...+ S Ap + 52n+1(—]]]fn) =0
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De (2.7) e (2.8) obtemos o seguinte sistema de equagoes

SO “e . Sn+1 AO O
Sn—(k+1) - Ok 0
Sh—k oo SS9kt Ay _ (_1)kLJ‘*(k+1)vn+1
Sn—(k=1) - Son—k+t2 0
Sn P 52n+1 An O
Sn—i—l S2n+2 4L _Ijk,n i L Ijkv:}rl

Resolvendo-o a respeito de —1 ]’?n e usando a representacao dos coeficientes da

sucessao de polinémios ortogonais ménicos (1.23) vemos que

ko _ I;i::}rlHnH + (_1)ij—(k+1)7n+1€k+1,n+1Hn+1

Jn HTL+2

que por (2.2) e (2.4), nos dé (2.5).

Da mesma forma, provamos (2.6). Comegamos por considerar dois deter-

minantes [/41, e I'_, ;. A partir da decomposicao do determinante I}_, .,
nos complementos algébricos associados a linha (S, ¢, ..., Sen_k+1) € dos com-
plementos algébricos associados a linha (S, ..., S2,11) de [ ]k:}rl obtemos
[ S, o Soa 1T A ] [ 0 ]
Sn—(k—i—l) oo S2n—k N 01
Sh—k e Son—kt1 A (_1) Ij—kz,n—H
Sn—(k—l) ce S2n—lc+2 =
Spo1 ... Son A, 0
Sn <o 52n+1 44kn [jk’zj_l
Sn+1 . SQ?’L+2 ] | J]7n ] L 0 ]
Donde se conclui que
ko Ij]‘fZJlrlgl,n-i-lHn-i-l + (_1)kjjl—k,n+1€k+l,n+lHn+1
e Hn+2
que facilmente nos da (2.6). |

Determinemos uma representacao para Vp j .
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TEOREMA 2.2. Parap=1,2,... ek=0,1,...,p temos

p
ka,mkﬁp—k,mk =0 (2.9)
k=0
p
> limipLypkn =0 (2.10)
»
Zek,n—&-uﬁp—k,n = vp,y,n (211)

onde L, e U, vém dados por (2.1), (2.4) e (1.23), respectivamente, € Vi
estd definida por (A).

DEMONSTRACAO. De (2.5) obtemos (2.9). De facto, tendo em atencao
que I, = L, tomando n+v em vez de n nos indices, a identidade (2.5) toma

a forma
Ly = IVnJrqul + (=1)"Lo— i) ntv+1l1nt1 - (2.12)
Tomando agora v = 0 em (2.12)
~Lpn =Ty 11+ Lop1ns1l1n41

e aplicando sucessivamente (2.12) obtemos

k

krk+1 2:
_/:p,n - ( 1) 7 pn+k+1 + £ (v+1), n+u+1£u+1 n+v+1-
v=0

Para k = p — 1, a itima igualdade dé-nos (2.9) pois Z2 =0 e £y, = 1.
A segunda igualdade é um corolario da formula de Szeg6 para os polinémios

ortogonais (cf. (I.1.1)). Por definigao
Lyn = /x"*an(q:)d,u(x).
Substituindo
2" = Py, — {El,nﬂ)x”ﬂ)_l + oo g }

no ultimo integral obtemos, usando a ortogonalidade (1.1),

p
n+p—v
- E gu,n—l—p/ L P E gun—l—p p—v,m
v=1

que nos dé (2.10) directamente.
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Temos somente que provar a ltima identidade. Para tal, consideremos (2.10)

p p—1 p—1
E Ep—u,n—‘rk"cu,n = Ep,n + E Ep—u,n-‘,—kﬁu,n = E (Ep—u,n-l—k - gp—u,n—i—p)*cu,n
v=0 v=0 v=0

e adicionando algebricamente termos intermédios, e usando (1.2.7) com a con-

vengao {_; , = 0, obtemos
P
E Ep—u,n-‘,—kﬁu,n
v=0

- (gpfu,n+k+k1 - épfu,n+k+k1+1)£u,n

k1=0 v=0
p—k—1 p—1 p—1
2
= (UnJrkJrklfl E Ep—l/—Q,n—l—&—k—l-kl + bn+k+k1 E gp—u—l,n—&—k—l—kl)ﬁu,n .
k1=0 v=0 v=0

Tomando m = k + ki, vemos que

p
E gp—u,n—‘rk’ﬁu,n
v=0

[y

p—2 p—1

- (Uifprm Z Ep—u—2,n—1+m + bn+m Z gp—z/—l,n—}—m)ﬁy,n (213>

v=0 =0

bS]

il
3

Daqui se conclui que (2.11) e (2.13) coincidem com a definigao de V,,, dada

no esquema (A). [

3. Deformacoes Isospectrais

Nesta seccao estudamos o comportamento dos momentos, determinantes
de Hankel e relagao de recorréncia a trés termos associados a sucessao de po-
linémios monicos ortogonais relativamente a uma transformacao de Freud da

medida de ortogonalidade (1.14).

Vejamos como se comportam os momentos. Tomando derivadas em

_ ok _ Ja¥exp(—aPt)dp(,0)
Silt) = /x A1) = [ exp(—zPt)dp(z,0)

entao
dSy(t) [ a*Pexp(—at)du(x,0)
dat [ exp(—aPt)dp(z, 0)

[ a? exp(—aPt)du(x,0) [ ¥+ exp(—zPt)du(z,0)
(J exp(—a?t)du(z, 0))?
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e portanto

dSi(t)
dt

A partir daqui podemos continuar o nosso estudo com os determinantes de

= —Sk+p—|—SpSk, k=0,1,... (31)

Hankel, e coeficientes dos polinémios ortogonais.

TEOREMA 3.1. Se as medidas de ortogonalidade evoluem sequndo a
transformacao de Freud (1.14), entdo o comportamento dos determinantes de

Hankel ¢ descrito por:

Hn p—1 j
ot 05+ S Y by G2
n+ j=0 i=0
HnJrl Hn .
_n_ g Conlo i 3.3
Hn+1 Hn P + kz:; k‘, P k‘, ( )

onde Uy, sao os coeficientes da sucessao de polindmios ortogonais monicos

associada aos pesos de Freud e Ly, estao definidos por (2.1) e (2.4).
De (3.3) e usando (2.11) obtemos:

COROLARIO IX.1. Nas condigoes do Teorema 3.1 temos
H,. H,

_r__g9 n 3.4
Hn+1 Hn p + V ,0, ( )

onde Vp, k,n estd definido por (A).

Como consequéncia obtemos de (3.4) e tendo em atengao (1.28) a equagio

diferencial para v, no Teorema 1.3, a seguinte relacao
Un

dv,
e Vpon — Vp,o,n+1)§-

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA. Usando a expressao (3.1) para as derivadas

de S, (t), podemos derivar o determinante de Hankel. Como consequéncia

temos,
So Sh,
X Snfp Sanp
_Hn+1 = —(n + 1)SpHn+1 + SnJrl . SZnJrl + ...
Snfp+2 52n7p+2
Sn SQn
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So Sh So ... Sp
+ Sn—Q s SZn—Q + Sn—2 s S2n—2
Sn+p—1 ce SZn-‘rp—l Sn—l s SQn—l
Sp ... Sy Spip o Sonip
p
= ~(n+ DS Hu + ) (-1,
j=0
portanto
Hoio -
nt .
- =—(n+1)S,+ > (=1)TI 3.5
Hoy = DS+ 0T (35)

De (2.5) sai que

J J
If;,n = (—1) Z fk,n—j+kzg_k,n—j+k = (=1) Z Con—jrkLp—tn—j+k
k=0

k=0

logo (3.5) toma a forma

—_

I . p—1 J
— =(n+1)S, - Crn—jtkLp—kn—j+k
Hn+1 - =0

i
o

o que nos leva a (3.2).
De forma a provarmos (3.3), factorizamos a ultima expressao nas varidveis

E,,,n e obtemos sucessivamente

Hn+1
Hn+1
P p—]. p—l/+1
= (n + 1)SP - § :ép,n-*-jl - § :Ep—17n+j2£17n+j2 R § T
n=1 J2=1 Jv=1
- gl,n+1£p71,n+1
p p-v+l
=(n+1)5, - E : E , Cp—v1n+j, Lv1nt,
v=1 j,=1
e subtraindo
Hn+1 . Hn
Hn+1 Hn
p p
= Sp_ E gp—l/-i—].,n+p—V+1£V—17TL+p—V+1 + E ep—l/—i—l,nﬁu—l,n
v=1 v=1

p p
- Sp - E gk,n—l—kﬁp—k,n—i-k - E Zlc,11£p—k,n .
k=1 k=1
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Tendo em atengao (2.9) obtemos

HnJrl Hn
HnJrl Hn
P
- Sp - Lp’n—{-l - Z gk,nﬁp—k,n
k=1
p
= Sp - Z gk,nfcp—k,n
k=0
e daqui sai (3.3). [

Passemos agora ao estudo do comportamento de ¢ ,.

TEOREMA 3.2. Se a medida de ortogonalidade du(x,t) é uma trans-
formagdo tipo Freud (1.14), entao {4, verifica

p+1

él,n - ng—y—l—l,nﬁy,n—l (36)
v=0

onde Uy, sao os coeficientes dos polinomios ortogonais e Ly, estao definidos

por (2.1) e (2.4).
De (3.6), e tomando em consideragao (1.26) obtemos o seguinte resultado.

COROLARIO IX.2. Nas condicées do Teorema 3.2 temos

él,n = Vp+1,1,n—1- (37)

Como consequéncia obtemos de (3.7) e de (1.28) a equagao para b, apre-

sentada em Teorema 1.3, i.e.

db,,
E - Vp—i—l,l,n—l - Vp—i—Ll,n-

DEMONSTRAGAO DO TEOREMA. Sabemos de (1.23) que a expressao para

{1 ,, vem dada por

So St . Sho
_gl,an = = Ll,n—l (38)
Snf2 Snfl cee S2n72
Sn Sn+1 s S2n71
que derivada formalmente nos da
) Hn Ll n—1
b1 = —4 .
1,n Hn 1,n + Hn
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Vemos assim que necessitamos conhecer as derivadas dos determinantes L; ;1.

A partir de (3.1) vemos

So ... So
S() Sn,1 Sn_g p S2n—3—p
. Sn—l SQn—2
Ly, 1 = (n+1)S I T
1, 1 ( ) Sn—Q SQn—S Sn_p SQn—p
Sn SQn—l
Snfg SanS
Sn Sanl
| Sa-z ... Sopea | T S 52: 5
Sn+p_2 e SQTH—p—B Sn— S n—
Sn SQn 1 n+p - 2n+p—1

Donde, com a notagao (2.3), obtemos

: H, ,
él,n = anl,n - (7’L + 1)Sp€1,n - p+1 n 1 Z ‘717,7’& 1-

Tomando em consideragao a expressao para H,/H, apresentada no teorema

anterior e de (3.5) vemos que

p—1 p—1
gl,n - _gl,n Z( )jIIJ;n 1 gp—i-l,n - Z(_Dyjpj,n—l - £p+1,n—1- (3‘9>
j=0 v=0

Agora de (2.6) e usando duas vezes (2.5) obtemos

jpy,nfl = ( :Z’-yn 1+( )V+IIO (v+1), £V+1,n)‘€1,n
+(_1)V+1€V+17n(_:z—§—v,n—1_I (v+1), 61 n)

= _I;,n—lgl,n_ (_1)V+1£V+1,n( Ig v,n—1 -

Substituindo esta expressao em (3.9) e simplificando o resultado obtido temos

p—1
_ELTL = _gl,n Z( 1)1/1';771 1 — /L p+ln — £p+1,n—1
v=0
p—1
+ Z pn 1€1n (_1>V+1€V+1,TLIS*V,TL71)
v=0

p

_ p p—1 §

— (_1) gl,nl—n gl N pn 1 €V+1,nz—§_y7n_1 - Ep—i—l,n—l
v=1
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De (2.5) e (3.8) esta expressao toma a forma

gl,n = gp,n‘cl,nfl + gl,nﬁp,nfl + €p+1,n£0,n71
p—2

+ Z £V+1,n£p71/,n71 + gO,n£p+1,nfl

r=1

que coincide com (3.6). |

Obtemos o Teorema 1.3 a partir dos corolarios dos Teoremas 3.1 e 3.2.
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