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Prefacio

Na quimica, fisica e biologia, entre outras, existem fenémenos que podem
ser modelados com equagdes de conveccido-difusdo-reaccdo - CDR. Este tipo
de equacgdes permite traduzir, por exemplo, no caso de varios poluentes lanca-
dos para a atmosfera, a concentracéo dessas substancias em determinado in-
stante quando sujeitas a transporte (por exemplo, causado pelo vento), di-
fuséo e reaccéo (dos diversos compostos uns com os outros). Embora néo seja
a unica aplicacédo deste tipo de equacdes, esta é talvez uma das mais impor-
tantes. Destacamos ainda modelos de propagacdo de epidemias [Mur92] e de
digestor de papel [dig75].

Para as equacgoes CDR ja sdo conhecidos hd muito resultados de existén-
cia e unicidade de solucdo, assim como de propriedades da solucdo dessas
equacoes. Este tema é ainda hoje estudado por muitos matematicos existindo

algumas questoes em aberto (referéncias).

Por outro lado, é sabido que uma expressdo para a solugdo analitica de
qualquer equacéo com derivadas parciais s6 pode ser obtida em casos muitos
especiais, valendo o mesmo para as equagoes CDR. Assim, o analista numérico
encontra aqui uma fonte de problemas com caracteristicas particulares que de
alguma forma tem de aproveitar para desenvolver bons métodos numéricos
que aproximem a solucdo dessas equacdes. Dos varios tipos de métodos uti-
lizados para tal efeito, existem dois que se destacam: os métodos particiona-

dos e os métodos implicitos-explicitos. No entanto, e ndo sendo a cura de todos
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os males, ambos os métodos tém os seus pontos fortes e fracos. Geralmente,
um método particionado tem ordem baixa (1, no maximo 2) mas tem boas pro-
priedades de estabilidade, enquanto que um método implicito-explicito tem
geralmente ordem mais elevada (pode mesmo escolher-se um método deste
tipo de qualquer ordem), mas fracas propriedades de estabilidade. Além disso,
a correccdo das condigdes de fronteira para os métodos particionados é ainda
um problema em aberto que s6 esta resolvido em casos muito particulares.

Surge entéo a questao:

Perante uma equacdo de convecgdo-reacgdo-difusdo, que tipo de método
numérico devemos escolher para aproximar a sua solu¢cdo de modo

eficiente: um método particionado ou um método implicito-explicito?

O presente trabalho pretende de alguma forma dar uma resposta a esta
questdo recorrendo a um resultado do tipo "consisténcia+estabilidade = con-
vergéncia". Por forma a simplificar o estudo que faremos aos dois tipos de
métodos, assumimos quase sempre que as componentes convectiva e difusiva
da equacéo séo lineares. Além disso, ao longo de todo o texto, assumimos tam-
bém que a solugdo analitica existe, é tinica e é suficientemente regular (ver
[Pao92]).

Este trabalho é constituido por quatro capitulos que apresentaremos de
seguida. O primeiro capitulo apresenta uma teoria da estabilidade/convergéncia
para problemas (néo necessariamente diferenciais) néo lineares, sendo o prin-
cipal objectivo estabelecer um resultado do tipo "consisténcia+estabilidade =
convergéncia". Nos dois capitulos seguintes, sdo introduzidos os métodos par-
ticionados (segundo capitulo) e os métodos implicitos-explicitos (terceiro capi-
tulo) sendo estudadas as suas propriedades de estabilidade, consisténcia e
convergéncia. Por dltimo, apresentaremos um modelo de propagacéo geogra-
fico de epidemias e dois métodos, um de cada tipo estudado, para aproximar a

solucgao do referido problema.



=0
=23
e

Prefacio

Por dltimo, ndo podemos deixar de referir algumas questdes que permanecem
sem resposta e/ou que surgiram durante a escrita deste trabalho. Salientamos

as seguintes:

e Que influéncia tém as correcgoes de fronteira para os métodos parti-
cionados na convergéncia e estabilidade dos mesmos? E possivel manter

a ordem global do método com correccoes adequadas?

e Como escolher os coeficientes dos métodos implicitos-explicitos com mais
de uma etapa por forma a obter boas propriedades de estabilidade? Sera
que existe alguma vantagem, para além da ordem, em considerar um

método de trés ou quatro etapas?

e K possivel adaptar a abordagem utilizada para provar a convergéncia
dos métodos numéricos no contexto de problemas totalmente néo lin-

eares, isto é, em que a conveccdo e a difusdo sdo nio lineares?

e No contexto das equagdes integro-diferenciais e com atraso, como tirar
proveito do particionamento para desenvolver métodos numéricos para

este tipo de equacoes?

Gongalo Nuno Travassos Borges Alves da Pena
Coimbra, 2004
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1 Teoria da Convergéncia -
Estabilidade

Neste capitulo introdutério pretendemos apresentar alguns elementos da
teoria geral da convergéncia de métodos numéricos para equacoes diferen-

ciais - Convergéncia, Consisténcia e Estabilidade.

Os problemas de condicéo inicial e de fronteira que consideramos ao longo
deste trabalho sdo, na sua maioria, ndo lineares. Atendendo a este facto, os
conceitos da teoria de convergéncia para métodos numéricos sio apresentados
num contexto geral. A demonstracio da convergéncia é consequéncia natural

dos conceitos de consisténcia e estabilidade.

Iniciamos este capitulo apresentando na secgdo 2 alguns conceitos funda-
mentais da Teoria de Convergéncia. A estabilidade no caso linear € objecto de
estudo na seccédo 3. Finalmente na seccédo central deste capitulo, seccéo 4, é

feita uma digressédo pelo conceito de estabilidade no caso néo linear.

Observamos que, embora pretendamos estudar métodos numéricos para
equacoes diferenciais, a teoria apresentada pode ser concretizada no contexto
dos métodos numéricos utilizados, por exemplo, na resolucdo numérica de

equacoes integrais ou equacoes integro-diferenciais.

A fim de facilitar a leitura deste capitulo, introduzimos exemplos ilustra-

tivos dos conceitos que sdo objecto de estudo.

1
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1.1 Preliminares

Consideremos o problema diferencial (ou integral), ndo necessariamente

linear,
¢(u) =0

emque¢: X — Y e X eY séoespacgos vectoriais. A determinacéo da solucéo
analitica desta equacdo s6 é possivel em casos simples e, mesmo nestes ca-
sos, tal solucdo é expressa frequentemente como uma série de fungoes ou um
integral dependentes dos pardmetros. A fim de estudar as propriedades da
solugdo u do problema anterior, é fundamental a substituicdo modelos con-
tinuos por modelos discretos que permita obter uma "aproximacéo" para a
solucdo continua.

Seja H uma sucessdo de numeros reais positivos convergente para zero.

Para h € H, consideremos a equacgéo
én(Un) =0 (1.1)

em que ¢y, : D, C X, — Y, e X3, Y, s@o espacos vectoriais normados, deno-
minada modelo discreto/discretizacédo. A U;, chamamos solucéo discreta.

Admitiremos que dim X; = dimY}, < oo.

Exemplo 1. Fixemos o« um nimero real tal que 0 < o < 1 e consideremos o

problema diferencial

du =u?, 0<t<1
dt (1.2)

u(0) =«
A solucdo analitica deste problema é

.«
T l—at’

u(t)

Com o objectivo de definir o modelo discreto, seja N € Ne h = ﬁ Aproxi-
mando a derivada de (1.2) com diferencgas progressivas, obtemos as seguintes

equacoes discretas
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U%=a

U=UN — fUm), n=0,...,N - 1.
em que f(u) = u?

O problema anterior pode ainda ser escrito na forma ¢,(Uy,) = 0 em que

U%— o
Ul}:U0 B f(UO)

én(Un) =

UNf}’ILJN—l —f(UNfl)
e U, =[U°,..., UNT.

Notemos que, neste contexto, X;, =Y, = RN+,

Observemos que, no caso nio linear, ¢; pode ndo estar definida em todo o

espaco X, (pode envolver logaritmos, raizes quadradas, etc...).

Erro Global. Convergéncia

Seja U;, a aproximacédo discreta definida por (1.1). Uma questéo que se
coloca é em que medida U, representa uma "boa aproximacio" para v. Uma
vez que U}, e u podem nio ser comparaveis (por exemplo, relativamente a (1.2),
u é definida em [0, 1] e U, é um vector com N + 1 componentes) consideremos
um representante u; de u em X;. Em geral, e no contexto das diferencas
finitas, este elemento é obtido considerando a restri¢io de u aos pontos da
malha.

A e;, = up — U, chamamos erro global em Uj,.

Definicao 1.1.1. Dizemos que a discretiza¢do (1.1) é convergente se existir

ho > 0 tal que para cada h € H e h < hy, (1.1) tem solugdo e

lim flen|, = 0.
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Se, para h € H suficientemente pequeno, |les|lx, = O(hP), entdo diz-se que

a convergéncia é de ordem p.

Exemplo 2. Retomemos o Exemplo 1. Admitamos que a funcdo f do segundo
membro da equacdo diferencial (1.2) é de Lipschitz (com constante de Lipschitz
L) e que u € C%([0,1]). Como jd vimos, os espacos X}, e Yy, séo RV *1, para cada

h € H. Nestes espacos, introduzamos a norma
Vil = max |[V"?|, V, =[VO, V. . VNI
n

Para representante de u em X, consideremos o vector uy, cuja n-ésima com-
ponente é u(x,), com x,, = nh. Provemos agora que a discretizagdo tem, relati-
vamente & norma escolhida, ordem de convergéncia um.

Paran=0,1,...,N — 1, desenvolvendo u(x,+1) em torno de x, obtemos

h2
wW(Tny1) = u(x,) + b/ (z,) + ?u”(fn). (1.3)

para algum &, € (x,,xn11). Por outro lado, as componentes de Uy, verificam

Uttt = Ut + hf(U™), (1.4)
paran = 0,...,N — 1. Subtraindo membro a membro (1.4) a (1.3) e intro-
duzindo ej, = uy, — Uy, = [€°, €', ..., eN]T obtemos

2
O = e h () — FUT) + ()

Da identidade anterior e atendendo a que f é de Lipschitz resulta

h2
e < (L L) €] + = [u” (&)l (1.5)

Por outro lado, se u € C? ([0, 1]) existe M > 0 tal que

, h?
le"™ ] < (L+hL)|e"| + M.

Da desigualdade anterior, concluimos que

1— (1+hL)"™' M,

n+1 n+1|_0
le" T < (1+hL)™ T | + avhn 2
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ou ainda,
1+ hL)"tt -1
n+1 < M(
‘e | = 2L
uma vez que ey = 0. Como (1 + hL)"*! < el paran = 0,1,...,N — 1, vem
finalmente
el —1
<M h
fenll < M
isto é,
lenll = O(h).

Erro Local. Consisténcia

Al := ¢n(up) € Y), chamamos erro local (ou erro de truncatura) de (1.1)

em up.

Definicao 1.1.2. Dizemos que a discretizac¢do (1.1) é consistente (respectiva-

mente, consistente de ordem p) se
lim [lZa]ly, =0 (llly, = O(™")) .

Exemplo 3. Retomemos novamente o Exemplo 1. Com as notacgoes introduzi-

das na sec¢d@o anterior, se l;, = ¢p,(up,), entdo as componentes de 1}, satisfazem

1°=0
n+l _  n
l"“z%—ﬂuﬁ), n=0,...,N—1.

Atendendo a (1.3), da hipétese u € C[0, 1] vem

"< Ch, n=0,...,N—1

onde C ndo depende da componente considerada nem de h. Assim, tomando o

mdximo de todas as componentes tem-se finalmente

1Tl = O(h).
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1.2 Estabilidade linear

Até agora néo foi feita nenhuma disting¢éo sobre o caracter linear ou néo

linear de (1.1). Suponhamos que (1.1) é linear, isto €,
¢n(Un) = ¢n(Un) = fn =0, (1.6)

ou ¢ (Up) = fn, onde, para cada h € H, v}, é um operador linear definido de
Xy em Yy, e fr, é um elemento fixo de Y.
O conceito intuitivo de estabilidade motiva-nos para a seguinte implicacio

~0

Xn

Jewn =T, = @) —w(@n)|

“0 =[5

Yh

isto é, pequenas perturbagdes nos dados do problema implicam pequenas per-

turbacoes na solugdo. Surge assim, de uma forma natural, a seguinte definicéo.

Definicao 1.2.1. A discretizacdo (1.6) é estdvel se existirem constantes positi-

vas S e hy tais que, para cada h € H com h < hg, se tem
[Villx, < SI¥n(Va)lly, para todo Vi, € Xp. 1.7
A constante S é chamada constante de estabilidade de (1.6).

Estamos neste momento em condi¢des de provar um resultado importante

da Analise Numérica De Equacdes Diferenciais - o Teorema da Convergéncia.

Teorema 1.2.1. Se a discretizacdo (1.6) é consistente e estdvel (com constante
de estabilidade S), entdo (1.6) admite, para h suficientemente pequeno, uma
solugdo Uy, unica que verifica |ley|| < S |lin]l. Se a ordem de consisténcia é p,

entdo a ordem de convergéncia é pelo menos p.

Demonstracdo. Notemos que para h suficientemente pequeno, a desigualdade
(1.7) implica a invertibilidade do operador v;, e portanto, a existéncia e unici-

dade de solugdo do problema (1.6). Por outro lado,

l[un = Unll < S{[¢n(un = Un)ll = S |[én(un) = ¢n(Un)]l (1.8)
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donde
llenll = lun — Unll < S'[[ton(un — Un)|| = Sl¢n(un)|l = S [|In ]l (1.9
q.e.d.

Assim, o conceito de estabilidade permite-nos concluir dois resultados im-

portantes:
[C1] Consisténcia + Estabilidade = Convergéncia;

[C2] Para h suficientemente pequeno, o problema (1.6) tem uma unica

solucao.

1.3 Estabilidade nao linear

Primeira tentativa de definicao

Nesta seccio pretendemos estudar de modo natural o conceito de estabili-
dade para ¢; quando este é ndo linear. Esta extensio deve ser considerada de
modo a que [C1] e [C2] sejam verificados.

Seja D;, o dominio de ¢;, em X;. Atendendo as desigualdades (1.8) e (1.9)
e admitindo que, para h suficientemente pequeno, U; existe, concluimos que
consisténcia implica convergéncia desde que seja valida, para h suficiente-

mente pequeno, a desigualdade
HVh - WhHXh < S ||¢h(‘/h) - ¢}L(Wh)||Yh (110)

onde V;,, W), € D;, e S independente de h, V}, e W),.
A desigualdade anterior permite introduzir o seguinte conceito de estabi-
lidade (ver [LMSS87]).

Definicao 1.3.1. A discretizacdo (1.1) diz-se estdvel-N se existirem constantes
positivas S (constante de estabilidade) e hg tais que, para cada h € H e h < hy,
a desigualdade (1.10) é vdlida, quaisquer que sejam Vy,, W}, € Dy,
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No caso néo linear, a existéncia de solucédo do problema nio é consequén-
cia imediata da estabilidade da discretizacdo. No entanto, impondo certas
restricoes a ¢y, é possivel provar que (1.1) tem solucdo em Dj. O resultado

seguinte é fundamental para garantir a invertibilidade de ¢j:
Lema 1.3.1. Sejam X e Y espacos normados com a mesma dimensdo finita,
¢: D C X — Y uma aplicagdo e u € D. Admitamos que

[L1] existe R > 0 tal que ' B(u, R) C D;

[L2] ¢ é continua em B(u, R);

[L3] existem S >0er, 0 <r < oo tais que se v,w € B(u, R) e

[¢(v) —p(u)l| <7, llo(w) — d(u)]| <,
entao
lo —wl| < Slé(v) — d(w)]|-
Entdo ¢ admite inversa = : B(¢(u),m0) — B(u, R), com 7o = min (R/S,r),

e ¢! é de Lipschitz com constante de Lipschitz S.

Demonstragdo. Caso r < oo.

Comecemos por notar que a aplicagdo
¢: B(u, R)N ¢~ (B(¢(u), 7)) — ¢(B(u, R)) N B(d(u),7)

esta bem definida. Mais ainda, esta restri¢do de ¢ é bijectiva sendo a sobre-
jectividade consequéncia da definicéo e a injectividade consequéncia de [L3].
Notemos também que no dominio de definicéio considerado, ¢~ é de Lipschitz,
com constante de Lipschitz S.

Se provarmos que

Bro = B(¢(u)7r0) - ¢(B(ua R))

INotacdo: B(u, R) é a bola aberta centrada em w e raio R
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entdo concluimos a demonstragdo. Suponhamos entdo que existe §p € B,,
tal que 69 € ¢(B(u,R)). Para A € [0,1], sejam 6(\) := (1 — X)p(u) + Ao e
B :={N: 6\ €d(B(u,R), Axe[0,\)}e
1o s B', B #10

] o, B = 0.

Mostremos agora que A < 1 origina uma contradicéo que torna a hipétese

S0 € ¢(B(u, R)) um absurdo. Comecemos por observar que 6(\) € ¢(B(u, R)).
Seja 6 = 5()). Ora, se A = 0, entdo 5(0) = ¢(u) € ¢(B(u, R)). Por outro lado,
como 0 < A< 1,sejae>0talque A —c € (0,1] e

S\ —¢) € ¢(B(u, R)) N B(¢(u),r).

Assim, ¢71(6(X — ¢)) existe e é um elemento de B(u, R). De [L3] concluimos
que a sucessdo {¢~' (6 (A —en))}, o € de Cauchy (logo convergente), desde
que {&,,}, .y seja tal que &, > 0 e lim, &, = 0. Seja o := lim,, ¢~ (6 (A —&,)).
Da definicéo de ¢ e de [L3] temos sucessivamente
67" (6 (A =2)) —ul <S5 (A —2) = ()|
=8 (A —¢)llo(u) — doll
<S8 (X — 5) 0
<R(A—¢)
e portanto, tomando ¢ a tender para zero, concluimos que |a — u|| < R, isto é,
a € B(u, R). Mais ainda,
ola) =6 (lm o™ (5(X—2)))
~lim 6 (67 (6 (R~ 2))
=3 ()
=4.
Assim, § € ¢(B(u, R)) N B(¢(u),r). Podemos agora escolher uma bola fechada
B centrada em « tal que B C B(u,R) e ¢(B) C B(¢(u),r). Notemos que
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nestas condi¢des, ¢ (B) e B sdio homeomorfos e portanto ¢ (B) contém uma
vizinhanca aberta de 6, o que é absurdo.
O caso r = co segue uma demonstracido semelhante, tomando r = %.

q.e.d.

Conjugando o conceito de estabilidade-N e as hipéteses [L1] e [L2], con-

cluimos [C1] e [C2], como é estabelecido no seguinte resultado:

Teorema 1.3.2. Seja (1.1) uma discretizacdo consistente e estdvel-N. Se existir
uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h € H, ¢ é
continua em B(uyp, R) C Dy, entdo, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem

solugdo Uy, em B(up, R), unica em Dy, e
lim ||uh — UhH = 0
h—0
Além disso, ||up, — Up|| < S ||¢n(un)|-

Demonstrac¢do. Aplicando o Lema 1.3.1 a ¢, com r = co e u = uy,, concluimos
que ¢, tem inversa definida de B(¢n(un), R/S) em B(up, R). Como (1.1) é
consistente, para h suficientemente pequeno, ||¢n(ur)|| < R/S e portanto 0 €
B(én(up), R/S). Deste modo, (1.1) tem solucéo Uy, := ¢; ' (0).

A unicidade de solucdo em D, é consequéncia da desigualdade de estabili-
dade-N. A demonstracéo da relagdo entre o erro local e o erro global segue os
passos da demonstracéo do Teorema 1.2.1.

q.e.d.

Notemos que o conceito de estabilidade-N é demasiado restritivo pois néo

permite concluir a convergéncia de alguns métodos.

Exemplo 4. Consideremos novamente a equacdo diferencial do Exemplo 1 e
a respectiva discretizacdo apresentada. Escolhamos u, como sendo a restri¢do
de u nos pontos da malha subjacente e definamos as seguintes normas em Xy,
e Yh
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Vil = max[V"], Vi = [V, .VN]T € X,

N
HFhH:|FO|+Zh|Fn|a Fh:[FOa"'aFN]TG}/}L
n=1
Provemos que a discretizacdo (1.2) ndo é estdvel-N.

Seja Vj, € X, o vector definido recursivamente por

Vo=1

VS — f(VT) =0, n=0,...,N -1

De [SSV86] segue-se que >V ~ ;2 e portanto, a medida que h tende para
zero, |lup, — Vi|| nao é limitada. Por outro lado, como as componentes de V},
satisfazem a definicdo anterior, temos que ||pn(V3)|| = 1 — . Atendendo a que
a discretizacdo é consistente com o problema diferencial, a desigualdade (1.10)
ndo pode ocorrer com S independente de h, e portanto a discretizacdo ndo é

estdvel-N.

Notemos que a definigao de estabilidade-N exige que (1.10) seja valida para
quaisquer elementos V},, W, em X} pelo que podemos estar a comparar ele-
mentos que nio sdo relevantes para o estudo da estabilidade da discretizacéo,

como mostra o exemplo anterior.
Parece-nos entéo natural comparar apenas elementos de X} préximos de
up ou que ||¢n(up)|| ndo seja "muito grande". Estas consideracdes levam-nos

ao conceito de limiar de estabilidade que apresentamos na sec¢io seguinte.
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Estabilidade-S
A definicéo seguinte foi proposta por Stetter [Ste73]:

Definicao 1.3.2. A discretizac¢do (1.1) diz-se estdvel-S se existirem constantes
positivas S, hg e r €]0,4+00] - limiar de estabilidade - tais que a desigualdade

(1.10) se verifica para cada h € H, h < hg e para V,,, Wy, em Dy, tais que

l6n (Vi) — dn(un)|| <7, ||on(Wh) — dn(un)| <. (1.11)

Observacoes:

1. Se (1.1) é estavel-S com limiar r < oo e ¢ € linear entdo (1.1) ainda é
estavel-S com limiar r = co. Neste contexto, esta definicdo de estabili-

dade reduz-se a definicao de estabilidade no caso linear.

2. Esta definicdo é menos exigente que a defini¢io de estabilidade-N. Note-
-se que apenas verificamos se a condicédo de estabilidade (1.10) é valida

para os vectores que satisfacam (1.11).

No contexto desta nova defini¢éo e do Exemplo 4, se »r < 1 — a entdo néo
poderiamos averiguar se a desigualdade de estabilidade é valida para V},

uma vez que ||¢p(Vp)]| =1 — a.

Embora seja um conceito que é um enfraquecimento do conceito de estabi-
lidade-N, para discretizacoes estaveis-S e consistentes vale um resultado de
existéncia, unicidade e convergéncia analogo ao Teorema 1.3.2 que estabele-
cemos seguidamente. N&o apresentamos a sua demonstracgéo pois é analoga

a prova do Teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.3. Seja (1.1) uma discretizagdo consistente e estdvel-S. Se existir
uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h € H, ¢ é

continua em B(up, R) C Dy, entdo, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem
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solugdo Uy, em B(up, R), unica em Dy, e
li — Uyl =0.
Lim [Jun — Unl|

Além disso, ||up, — Up|| < S ||¢n(un)|-

Estabilidade-K

H. Keller em [Kel75] propde um conceito alternativo ao conceito de estabi-
lidade-S em que na desigualdade de estabilidade sdo apenas envolvidos ele-
mentos de D), pertencentes a uma bola centrada em u;, e ndo em elementos

de D;, cujas imagens por ¢, estdo numa bola centrada em ¢y, (uy,).

Definicao 1.3.3. A discretizacdo (1.1) diz-se estdvel-K se existirem constantes
positivas S, hg e R €)0,4+00] - limiar de estabilidade - tais que, para cada
h € H, h < ho, B(up, R) C Dy, e, para Vy,, Wy, em B(up, R), vale a desigualdade
(1.10).

Notemos que a semelhanca do conceito de estabilidade-S, recuperamos a
definicdo usual de estabilidade quando o operador ¢, é linear.
No contexto da defini¢do anterior vale o seguinte resultado cuja demons-

tracéo é analoga a do Teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.4. Seja (1.1) uma discretizacdo consistente e estdvel-K. Se existir
uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h € H, ¢ é
continua em B(uyp, R) C Dy, entdo, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem

solugdo unica Uy em B(up, R) e
lim ||uh - UhH =0.
h—0

Além disso, ||up — Up|| < S [|on(un)]-
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Observacoes:

1. Comparando os Teoremas 1.3.3 e 1.3.4, verificamos que as conclusoes sdo
as mesmas excepto no conjunto onde é garantida a existéncia de solucio.
A definicdo de estabilidade-S garante unicidade em todo o dominio Dy,

enquanto que a defini¢do de estabilidade-K apenas garante em B(uy, R).

2. Em [Kel75], Keller segue uma abordagem alternativa a esta e recorre a
linearizacdo de ¢; em torno de u; para provar a existéncia e unicidade

de solucio.

Exemplo 5. Consideremos novamente o problema introduzido no Exemplo 1.
Seja R>0e

M = [u(t) — R, u(t) + R].
te[0,1]

Atendendo a defini¢do de f existe L = L(R) > 0 tal que
|f(v) — f(w)| < Llv—w| parav,we M. (1.12)

Com o objectivo de estudar a estabilidade da discretizacdo, consideremos

as normas introduzidas no Exemplo 4 e vectores Vj, e W, de RN 1! tais que
Wy —unll < R, ||Vh—unl] <R (1.13)

e as normas definidas no Exemplo 4.

Sejam Fp, = ¢ (V3) e G, = ¢on(W},) tais que
Y+l _yn
—

Wntl _jpn
——
Subtraindo membro a membro (1.14) a (1.15), obtemos, paran =0,1,... , N—1,

FO=V0_—q, F"fl= —f(V"), n=0,1,...,N (1.14)

G'=W'—q, G"tl= —f(W™, n=0,1,...,N. (1.15)

VI W S VW B (F(V) = (W) + b (P - G
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De (1.13) concluimos que V" e W™ estdo em M, para n = 0,1,..., N e por-

tanto, para estes valores, é vdlida a desigualdade (1.12). Logo

|[Vrtl — Wt (L4 RL) [V — WP + h|F L — Gnt

n+1
< (1+hL)n+1‘V0_WO|+hZ(1+hL)7z—i+l ’F’L_G2|
i=1
paran=20,1,...,N — 1.
Atendendo a que, para i < N, (1+ hL)! < e, tem-se finalmente

N
max [V — W"| < eF <|V0 — W0| +hz !Fi — Gi|> ,
=1
isto é,
Vi = Wallx, <e"llon(Va) = on(Wa)lly, -

Pelo Teorema 1.3.4, concluimos que a discretizacdo é convergente e tem pelo

menos ordem de convergéncia um.

Embora adequadas para problemas diferenciais ordinarios, as defini¢oes
apresentadas sdo demasiado restritivas para problemas envolvendo derivadas

parciais. Esta observacéo € justificada pelo exemplo seguinte.

Exemplo 6. Consideremos uma equacdo de difusdo-reac¢@o

Ut = Uz + f () ,x € (0,1), t € (0,T)
w(0,t) =u(l,£) =0 ,t>0
u(z,0) = ug(x) ,x €[0,1]

onde f € C(R) mas ndo é globalmente de Lipschitz e uy(0) = uo(l) = 0.
Seja M um inteiro positivo, Ax = 1/M e {z;,i =0,..., M} a malha definida
por x; = iAx. Consideremos uma constante positiva c e sejam h = cAz? e

t, = nh, n = 0,...,N, onde N = % é inteiro positivo. Discretizando u,
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com diferencas progressivas e u;, com diferencas centradas de segunda ordem,

obtemos o seguinte modelo discreto

U = ug(z,),j = 0,..., M

Up=U" =0,n=0,...,N

urtt—ur up, 208+ UL
J Jo_ Zg+1 J Jj—1 n
h - AxQ + f(Uj )7

paran =0,....N—1,j=1,....M —1. SeU" = [U},...,U%_,]* entdo o

modelo anterior pode escrever-se na forma

(1.16)
UnJrl _ Un

- — DU —F{U") =0, n=0,...,N—1,

onde, para cada n > 1, F(U") é o vector de componentes F'(U}'). Seja X, =Y}

o0 espago das matrizes (M — 1) x (N + 1) onde consideramos as normas

Vallx, = max [V*]ly, V=[OV VY], (1.17)
N

1Eully, = [[FOll, +h D NF" s Foo= [FOEY - | FN). (1.18)
n=1

Se uy e ug., s@o limitadas entdo a ordem de consisténcia é dois.

Estudemos agora a estabilidade de (1.16). Sejam V), e W;, dois elementos
em Xy e Fy, = ¢p (Vi) e G, = ¢, (Wh). Note-se que as componentes de ¢ (V},) sd@o
definidas por (1.16) com U™ substituido por V". Assim, de acordo com (1.17) e
(1.18) temos

Yl _ymn

F7L+1 — - _ D2V7L _ F(V”)

n+1l _ n
g W W . we DyW™ — F(W™).
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Tomando e = V"™ — W™ vem
"t = h(F" — G + (I 4 cDy)e™ + h(F(V") = F(W™)).
Portanto

+ L+ hDally fle™]ly + A IF(VT) = F(WT)]

le" ™, < R =G

e, atendendo a que para ¢ < 1/2, ||I + hDs||, < 1, obtemos ainda
Hen+1H2 <h HFTL-‘rl _ Gn+1H2 + Henll2 +h HF(Vn) _ F(W")H2

Se F verificasse uma desigualdade do tipo Lipschitz entdo procedendo como

no Exemplo 5 obteriamos
||‘/h - Wh”Xh S eL HFh - GhHYh .

Notemos contudo que tal pode ndo ser possivel com a definicdo de esta-
bilidade de Keller. De facto, se existir R > 0 tal que para h suficientemente
pequeno e Vi, Wj, € B(up, R) fosse vdlida uma desigualdade do tipo Lipschitz
e ||Vi —unl| < R, os valores V' e W' podiam crescer na ordem de h™=% e ndo
era possivel majorar f(V*) — f(W]') uma vez que a funcdo f ndo é globalmente
de Lipschitz.

Um modo de contornar a dificuldade anterior é considerar limiares de esta-
bilidade dependentes de h. De facto se os limiares fossem da forma rhz, entdo,

para V, e W), tais que
Vi —unll < 7h2,  ||[Wh —up|| < rh?

vinha
(V™) = F(W™)[ly < LV™ = W™,

e a discretizagdo (1.16) seria, neste novo contexto, estdvel para ¢ < 1/2.

Torna-se assim necessaria uma nova definicdo de estabilidade que a seme-
lhanca das anteriores permita concluir [C1] e [C2] e que considere limiares de

estabilidade dependentes de h.
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Estabilidade Restrita

Introduzimos nesta sec¢do uma extenséo a defini¢cdo de estabilidade-K de
Keller, com limiares de estabilidade dependentes de h (ver [LM85]).

Definicédo 1.3.4. Sejam h € H e Ry, €]0,+0c0]. Diz-se que a discretiza¢do (1.1)
é estdvel - relativamente aos limiares Ry, - se existirem constantes positivas hg
e S tais que, para h € H,h < hy, B(up, Ry,) C Dy, e, para V,, Wy, € B(up, Ry,), €
vdlida a desigualdade (1.10).

Note-se que se os limiares ndo dependem de h, entédo a definicio de esta-
bilidade-K é recuperada. No contexto da estabilidade restrita, vale um resul-
tado de convergéncia andlogo aos resultados de convergéncia anteriormente

estabelecidos para os conceitos de estabilidade ja estudados.

Teorema 1.3.5. Se a discretizagdo (1.1) é consistente e estdvel com limiares

Ry, ¢y, € continua em B(up, Ry) e

lim | n (un) ||

=0

h—0 Ry, ’
entdo, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem solugdo tinica U, em B(uy, Ry)
e

}ILIL% [un — Unll = 0.
Além disso, ||up, — Up|| < S ||¢n(un)|-

Assim, a discretizacdo considerada no exemplo anterior pode provar-se

agora convergente com o Teorema 1.3.5.

Semi-estabilidade

Até agora, introduzimos apenas conceitos alternativos de estabilidade que
permitissem concluir [C1] e [C2] e que n&o fossem demasiado restritivos no
sentido de classificarem como instaveis algumas discretizagdes uteis na pra-

tica. No entanto, se repararmos, a prova de [C1] apenas exige que a condic¢do
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de estabilidade seja valida para u; (representante de v em X},) e Uy, (solucéo
numérica). Podemos entdo definir um novo conceito de estabilidade que tenha
em conta este facto. Introduzimos assim o conceito de semi-estabilidade (ver
[LMSS88]).

Definicao 1.3.5. A discretizacdo (1.1) é dita semi-estdvel se existir ho > 0 tal
que, para h € H e h < hy, existe Ry, €]0,+00| - limiares de estabilidade - e S > 0
tais que, B(uy, Ry,) C Dy, e, para cada V, € B(up, Ry,),

[un = Vall < Sllon(un) = on(Va)ll - (1.19)
No contexto da defini¢io anterior vale o seguinte resultado:

Teorema 1.3.6. Admitamos que (1.1) é consistente e semi-estdvel com limiares
de estabilidade R;,. Se, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem uma tinica

solugd@o Uy, tal que ||up, — Uyl < Ry, entdo
lim ||uh - UhH =0.
h—0
Além disso, ||uh - Uh” <S ||¢h(uh)|\

Demonstragdo. Seja e, = up — Up. Por hipétese temos que ||up, — Up|| < Ry €

portanto a desigualdade (1.19) é valida para U,. Assim tem-se que
lenll = llun — Unll < S ||on(un) — ¢n(Un)|l
e atendendo ao facto de ||¢,(Up)|| = 0, conclui-se finalmente
llenll < Sitnll-
q.e.d.

A nocéo de semi-estabilidade juntamente com consisténcia, ao contrario
das outras definicoes de estabilidade apresentadas, ndo permite, em geral
concluir a existéncia da solugdo de (1.1). No entanto, impondo condi¢oes de

regularidade a ¢; podemos estabelecer resultados de existéncia.
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Comecemos por notar que, num numero consideravel de aplicagoes, ¢;, tem
derivada a Frechet em vy, ¢}, (u,). Mais ainda, se existir Uj,, solugéo de (1.1),

e estiver suficientemente préximo de u;, entéo
0 = ¢n(Un) = ¢n(un) + ¢, (un)(Un — up). (1.20)
Atendendo a (1.20), consideremos o problema linear
@1, (Un) = ¢n(un) — &4 (un)(un) + @3 (un)(Un) = 0. (1.21)
A discretizacgéo (1.21) é, de acordo com (1.7), estavel se

[EL] Existem constantes positivas hg e L tais que, para h € H com
h < hy, existe ¢, (up) "' e ||¢), (un) 7| < L.

O resultado seguinte mostra a relagéo entre a semi-estabilidade de (1.1) e
a estabilidade de (1.21).

Teorema 1.3.7. Admitamos que, para h € H com h suficientemente pequeno,

¢n tem derivada a Frechet em uy,. Entdo, sdo equivalentes as afirmacoes
1. (1.1) é semi-estdvel.
2. A discretizagdo (1.21) é estdvel.

Demonstracdo. Suponhamos que (1.1) é semi-estavel. Entéo, para h suficien-

temente pequeno, consideremos vy, € B(0, Ry) tal que

an(vn) = én(un + vn) — dnlun) — ¢ (un)os,

verifica |[gn(zn)[| = o([lznl)-
Seja § > 0. Entdo, existe R,(5) < R, tal que, se ||lz4] < Rx(8), entdo

llgn(@n)|| < ﬁ lznl-
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Da desigualdade anterior e atendendo a semi-estabilidade, tem-se suces-

sivamente
05 (un)zn |l = l¢n(un + xn) — ¢n(un) — gn(xs)l|
> ||on(un + xn) — on(un)|| — llgn(xn)|l

> 57 anl — llgn ()]
]
>S5 (1- o) o
57 (1- 555 ol
= o llul

Logo existe [¢}, (us,)] " e ||¢),(un) || < S +96.
Finalmente, atendendo a arbitrariedade de § > 0, tem-se

7, (un) | < 5.
Reciprocamente, suponhamos que [EL] é valida. Novamente, para h sufi-
cientemente pequeno e v, € D, tem-se
[én(vn) = Gnlun)ll = 19k (un)(vn — un) + gn(vn — un)|
2 |65 (un) (vn — un)|l = llgn(vn — un) ||
> L7 lon — unll = llgn(vn — un)|l -

Seja 6 > 0. Atendendo a que

lim {|gn(zn)l| =0,

lzn]|—0

existe R} (9) tal que, se |jvy, — uy|| < R}, (0), entdo gp, (v, — up,) estd bem definida

e
lon(on = un)l < 27557
Assim,
)
= llgn(vn —un)|| = Y] l[vn — un|
e portanto

[vn — unll < (L +6) [[¢n(vn) — dn(un)ll -

q.e.d.
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Observamos que o resultado anterior permite estudar a semi-estabilidade
da discretizacgéo néo linear utilizando a estabilidade da sua linearizacéo.

No teorema seguinte é estabelecida uma condigéo sufuciente para a esta-
bilidade de (1.1).

Teorema 1.3.8. Suponhamos que

[CE1] para h € H suficientemente pequeno, ¢y tem derivada a Fréchet em
Vp € B(U}“Rh),

[CE2] ¢ vdlida a condicdo [EL],

[CE3] existe uma constante Q) € [0, 1) tal que, para h € H suficientemente

pequeno e vy, € B(up, Ry,), € vdlida a desigualdade

¢, () — ¢, (un) || < % (1.22)

Entdo (1.1) é estdvel com limiares de estabilidade R;, e constante de esta-
oy L
bilidade 5

Demonstragdo. Seja h suficientemente pequeno e vy, w;, € B(uy, Ry). Consi-

deremos Ay, : [0,1] — Y}, definida por
Ap(t) = (1 = t)op + twp, — ¢, (un) ™" [Gn((1 = t)on + twn) — Pn(un)] -
Notemos que esta aplicacdo é diferenciavel e que

A () = wp — v — ¢, (un) ™ [, (1 = t)on + twp ) (wp, — vp)]
= ¢ (un) "t [ (un) — @1, (1 = t)on + twn)] (wy, — vp).
Assim, de (1.22) e [EL] obtemos sucessivamente
145, ()] < {5, (wn) ™| 65 (wn) — &, ((1 = t)op, + twp) || [lwn — vp]|
< L% Jun o

< Qlwn — vnll-
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Da desigualdade anterior vem finalmente
[AR(1) = Ap(O)[| < [AL (N < @ lwn — vnll- (1.23)
Notemos ainda que se tem

1A (1) = Ap(0)[| = [|(wn — vn) — &}, (un) ™" [dn(wn) — dn(vn)]||
2 |lwp — vall = L ||¢n(wn) — ¢n(vn)]l -

Conjugando (1.23) e (1.24) concluimos

(1.24)

L
lwn —vn|| < —= llon(wn) — én(vn)l-

1-@Q
q.e.d.

Se a derivada a Fréchet de ¢, é de Lipschitz ou continua entéo, o resul-
tado anterior permite concluir a equivaléncia entre semi-estabilidade e esta-

bilidade restrita.

Corolario 1.3.9. Suponhamos que sdo vdlidas [CE1] e [CE2] e, para h € H
suficientemente pequeno, ¢, tem derivada a Fréchet de Lipschitz em uy,. Entdo
existe S > 0 tal que (1.1) é estdvel com constante de estabilidade S e limiares
min { Ry, (L~' = S~HC; '

Demonstracdo. Note-se que necessitamos apenas de provar [CE3].
Seja S > L e vy, tal que |jvp, —up| < min{Rh, (+-1) &} Entdo vem

sucessivamente

|5 (vn) — & (un) || < Ch llvn — un|

g C’hmin {Rh, (i - ;) é}
h

1 1 1
<G (7-<) =
h (L S) Ch

S—L
<
SL

(1.25)

Logo Q = 2L € [0,1).
q.e.d.



24 Teoria da Convergéncia - Estabilidade

Corolario 1.3.10. Se sdo vdlidas [CE1] e [CE2] e para h € H suficientemente
pequeno, ¢, tem derivada & Fréchet continua em uy, entdo (1.1) é estdvel se e

80 se é semi-estdvel.

Demonstragdo. Basta notar que a condicéo (1.22) é valida se ¢}, (-) for continua
em up.

q.e.d.



2 Métodos particionados

Consideremos o problema diferencial

% = Uy + Uyy — 100u®  em Q x (0,7)
u=0 em 00 x [0,T] 2.1
u = ug em Q x {0}

em que Q) = (0,1)2.

O problema de difusédo-reac¢io (2.1) apresenta um termo reactivo "stiff" e
portanto na sua resolucdo numérica deve ser utilizado um método implicito.
Assim, uma discretizacéo possivel para este problema obtém-se aproximando
as derivadas espaciais com diferencas centradas de segunda ordem e tratando
o termo reactivo de modo usual.

Sejam N e M inteiros positivos e Az := 1/N e Ay := 1/M. Consideremos

a malha
A:{(.’L“yj), 11:ZA$3 yj:]Aya ZZO,]—va, ]:132a3M}

Seja h > 0 tal que Kh = T, para algum K inteiro positivo e consideremos
t, =nh, n=0,1,..., K. Uma discretizacio possivel para aproximar a solucéo
de (2.1) é
urtt —up, urtt —ourtt v urtt Ut —ourtt Ut
»J 2J +1.J J »J+ »J »J + f(UZ,lfl)a

_ s i—1,7 +
(2.2)

h A2 Ay2

25
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parat=1,.... N—1lej=1,...,M — 1.
Se U™ for o vector com componentes
T
n n n n n n n n
[Ule U2,1ﬂ ) UN71,1, U1,27 2,29 UN71,27 R U17M717 ) UNfl,Mfl}
(2.3)

entdo o sistema (2.2) pode reescrever-se na forma

(I —hA) U™ =U™ + hF(U™)

n+1
i,
e A é uma matriz tridiagonal por blocos da forma

onde F(U"*!) é um vector de componentes f(u}}") (ordenadas como em (2.3))

B vl
vl B vl

vl B vl
vl B_

onde I representa a matriz identidade Iy_; y_; € B é a matriz tridiagonal

—2(v +p) f
Iz —2v+p) p

o =2+ p) 7
f —2(v + p)

1 1

Com [1 = xoz €V = F.3-

Assim, a determinacdo de U"*! envolve a resolucdo de um sistema de
(N —1) x (M — 1) equagdes néo lineares, o que computacionalmente nédo é
muito apelativo se considerarmos uma malha densa (com um nimero elevado
de nodos).

Uma forma de contornar o esfor¢o computacional referido é fazer parti-

cionamento nas componentes da equacio, isto é, aproximar cada uma das



Métodos particionados 27

componentes em separado e emparelhar de forma conveniente as solucées
numéricas respeitantes as varias componentes. Esta abordagem é particu-
larmente apelativa pois permite simplificar substancialmente a resolugdo do
problema. O modo de proceder anterior é caracteristico dos Métodos das Di-
reccoes Alternadas - MDA - que surgiram naturalmente da tentativa de re-
duzir o esfor¢o computacional na resolucdo dum problema envolvendo EDPs
com um método numérico classico (por exemplo do tipo considerado).

Os primeiros MDA surgiram nos anos 50 e 70 e foram introduzidos por
Peaceman e Rachford [RP55] e Rachford e Douglas [RD56]. Estes métodos
pertencem a uma classe que designamos por Métodos Particionados - MP
- que sdo o objecto de estudo deste capitulo. Nos anos 50, surgiram ainda
outro tipo de métodos particionados: os métodos localmente unidimensionais
- MLU. Alguns exemplos de MLU podem ser encontrados em [Mar90]. A uti-
lizagao da ideia subjacente aos métodos MDA e MLU - reducdo do esforco
computacional por particio em problemas unidimensionais - levou alguns au-
tores a efectuar parti¢cées do problema inicial em subproblemas através da
particdo da equacéo diferencial. Esta particdo tem em atencdo, como é 6bvio,
as propriedades especificas de cada termo. Deste modo, o problema diferencial
inicial é substituido por uma sequéncia de problemas diferenciais interliga-
dos por condigdes iniciais adequadas. Para cada subproblema é considerado
um método numérico estando a escolha deste dependente das propriedades
especificas da equacdo em questdo. Assim, obtemos uma sequéncia de méto-
dos numéricos que, tal como a sequéncia de subproblemas, estdo ligados por
condicdes iniciais adequadas. O método numérico obtido deste modo pertence

também a classe dos métodos particionados.

Comecamos por apresentar duas formas de construir métodos particiona-
dos na primeira sec¢do. Na segunda seccdo analisamos o erro induzido pelo
particionamento associado aos MP. Por tultimo, na terceira secgédo, as pro-
priedades de convergéncia e estabilidade sdo analisadas para uma familia

de métodos.
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2.1 Os métodos particionados

Seja Q um dominio de RY de fronteira 9. Consideremos o problema de

condicdes inicial e de fronteira

%:Fl(u,$)+F2(U,$)+F3(U7-T) , w€Qte(0,7)
u(z,t) = 0 cwedn el 24
u(x,0) = ug(x) ,zeq

em que Fi, Iy e F3 sdo operadores que verificam

3
Z Fi(u,z) = V(au) + V- (BVu) + f(u,x). (2.5)
=1
Supomos que « e 3 sdo fungdes suficientemente regulares e f € C1(R).
Em [0,7T] consideremos a particdo t; = jh, j =0,1,...,M, Mh =T e seja
[tn,tn+1] um intervalo arbitrario. Consideremos o problema (2.4) em [t,,, t;,41]

substituido, por exemplo, pela sequéncia de problemas

1
ov” =V(avh), 1€t € (tn,tni1)
ot
vi(z,t) =0, 2 € 0, t € [tn,tni1] (2.6)

vi(t,) = u(ty), v € Q,

Ov? 9
ot =V (ﬁvv )’ refte (tmtn+1)
v (z,t) =0, 2 € 0N, t € [tn, tni1] 2.7

V3 (tn) = v (tns), T €Q,

3
o7 _ f@,2), €t € (tn,tni1)
ot
v3(x,t) =0, 2 € 0, t € [tn,tni1] (2.8)

V3(ty) = v*(tns1), € Q.
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A solugo v3(t,,1) obtida pela resolu¢do dos problemas (2.6)-(2.8) é uma
aproximacéo para u(t,+1).

Se denotarmos por S; , 0 operador tal que S; j, (v'(t,)) = v'(t,+1) entéo
U(tnt1) = Sz, 0825 051 n (u(ts)). (2.9)

Um método particionado é obtido considerando um método numérico para
cada um dos problemas anteriores ((2.6)-(2.8)).

Dado o problema (2.4) existem varias formas de construir métodos parti-
cionados, das quais podemos destacar duas: fazer particionamento nas com-
ponentes da equacéo com derivadas parciais e obter problemas diferenciais do
tipo do anterior ou efectuar uma discretizacédo das derivadas relativamente ao
espaco seguida de uma particéo do sistema diferencial ordinario obtido.

Consideremos novamente (2.4) mas com 2 C R. Em Q consideremos

uma malha {z; =iAz, i=0,1,...,N}. Tomando z = z; na equacéo diferen-
. . . .. 0 0? .
cial e aproximando as derivadas parciais a—u e 6—5 utilizando operadores de
x x

diferencas, obtemos um sistema diferencial ordinario para a determinacgio de
U(t) = (Uy(t),...Un(t))" que pode ser representado por

ddf[tj = Fl,Am(U) + FQyAm(U) + Fg’Az(U)7em (O,T]

U0)=0°

onde F;a,(U) é uma discretizacdo do vector de componentes Fj(u) e
U = [u(z4,0)]T = u(0).

Sejam V?,i = 1,2, 3 as solucdes dos seguintes problemas diferenciais

dv'?t

—_— F T Vl 3 t tn)tn
o 1,a:(V7), €| +1]

Vl(tn) - Un7

dv?

Tdt Fona(V?), t € [tn, tnta]

V2 (tn) - Vl (tn-‘rl)a
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dv? :
— = Fac(V?), L€ [tn, tni]

V3(tn) = V2(tng1).
Utilizando um método numérico para cada um dos problemas diferen-
ciais ordindrios anteriores obtemos um método numérico particionado. A ti-
tulo ilustrativo, consideremos o método de Euler explicito em cada um dos

subproblemas. Obtemos entéo o método particionado

VI=V0+hFa,(V0) ,VO=0U"
V2=V 4 hFyp, (VY ,V2=V! (2.10)
V3 =72 + th’Az(f/vQ) ,V?’ = ‘72,

em que U(t, 1) ~ V3. Logo u(x, tni1) = Ui(tny1) = V2.
Na literatura tém surgido varios tipos de parti¢ées sendo a particéo intro-
duzida por Strang em [Str68] uma das mais referidas. Strang particionou o
problema inicial em vérios problemas integrando cada um em [t,,?, +%]. Em
seguida, em [t, , 1, ?n41], fez a mesma integragdo mas por ordem inversa.

Apresentamos seguidamente uma particido de Strang possivel
00 = u(ty,)
vl = Fi(vY), vi(t,) = vifl(tm_%), 1=1,2,3
'U?+i =F3_it1 ('U3+i)7 U3+i(tn+%) = 'U3+i_1(tn+l)7 =123

W(tps1) = 0 (tnt1)

(2.11)

que ilustramos na figura 2.1. Com a notacéo anteriormente introduzida,
u(t”+1) ~ ﬂ(tn+1) = SL% o SQ,% o 537% o 537% o 527% o Sl,% (U(tn)) . (212)

Considerando o particionamento de Strang e o método de Euler explicito

obtemos o seguinte método particionado

yo —gm

ViV R, =123

VAT = VL L AR Al (VY i=1,2,3
g+l — s,

(2.13)
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tn+1

F3 F2 F1

F Fp F3

Figura 2.1: Esquema do método particionado

onde F; o, € um operador tal que
Fina([u(zg, tn)];) = [Fi(u) (2, tn)]; (2.14)

e 4" é a restricao de u(t,,) aos pontos da malha considerada.

Se S'iyh = I + hF; a5 entéo,

[w(z),tng1)]; = U™ = 5, 081 (UY). (2.15)

[N

Exemplo 7. Consideremos o problema diferencial (2.4) com Q = (0,1),
T=01,a=00=2e flu) = —ku Fazendo Fspny =0, Fopny, = —kl e

Fi Az = 2D5 em (2.13) obtemos o método particionado

VO =yUn
Vi=VO+4hD, VO
V2= (1-5n)V!

_ _1
V3 - 1+5hv2
V4= (I - hDy)~'V3
yntl = y4

(2.16)
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Por outro lado, fazendo as mesmas substituicoes em (2.10) vem

Vo =yn
Vi=V042hD,V0
V2= (1-10n)V!
Untl — 12

(2.17)

Apresentamos nas figuras 2.2 e 2.3 as solugoes numéricas associadas aos

métodos (2.17) e (2.16), respectivamente, para a condic¢do inicial
ug(z) = x(xz —1)

epara h =0.005e Ax =0.1.

Figura 2.2: Solucgdes obtidas para k = 0 e k = 60, respectivamente.

2.2 O erro de particionamento

n+1

Seja u(t,+1) a solugdo do problema diferencial (2.4) e v a solucéo obtida

pelo MP do tipo do método numérico anterior. O erro da aproximacéo obtido é

n+1 n+1

e" =utpy1) —v
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Figura 2.3: Solugoes obtidas para k = 0 e k = 60, respectivamente.

Seja v(t,+1) a solugédo da sequéncia de problemas do tipo (2.11). Entéo

n+1

€ = u(tpi1) = V(tnt1) + 0(tng1) — 0"

EITSL'-H = u(tn+1) — v(tnt1)
chamamos erro de particionamento em ¢, e, atendendo a sua forma, é ma-
nifesto que é uma contribuicéo significativa para o erro e"*!. Nesta seccio
pretendemos estudar o erro de particionamento E}é“.
Uma estimativa para o erro de particionamento é obtida seguidamente,
em alguns casos, utilizando o desenvolvimento em Taylor. Consideremos o

problema (2.4) com Q C R, F3(u) = 0 e o particionamento

Ol 1 1
e Fi(v,z), t € (tn,tny1), v (tn) =ulty)
(2.18)
* 2 2 1
e (v z), t € (tnytnt1), v°(tn) =v (tng1)-
Proposicao 2.2.1. No contexto anterior,
1. se F} = (au), + (Buy), e Fo = f(u,x), entdo
h2
Bt = = ((fuF1)(u,2) = Fi(f,2)) + O(h?); (2.19)

2
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EFt = —— ((fuF2)(u, z) — Fa(f,2)) + O(h%); (2.20)
3. se F1 + Fy = (au)z + (Bug )., entdo

h2
Elg+1 = ? (Fl(F2(u7x)ax) - FZ(Fl(uvx)a l)) + O(hs)
Demonstra¢do. Suponhamos satisfeitas as hipoteses do ponto 1. e demonstre-
mos que o erro de particionamento é dado pela expressédo indicada.

Para v?(t,, 1) vale a seguinte representacio
wo,
2 Ou

V2(tnsn) = [ Cnfoo)+ 0 ) fw )+ 0<h3>]

v=2v2(t,)

e, atendendo a que v%(t,) = v'(t,,1), obtemos

h? o
v (tpi1) = |v+ hf(v,z) + ——f(v,z)f(v,x) + O(h?) . (2.21)
2 au 'U:'Ul(tn+1)
Por outro lado, para v = v'(t,1), tem-se
1 h2 a 1
0 (tny1) = |w+ hF(w,z) + — = (Fi(v', 2) . (2.22)
2 at w:vl(tn)
Mas, atendendo a definicéo de F,
9 (Fl(vl z) = Fi(v}, @)
at 9 t )
e portanto (2.22) toma a forma equivalente
1 h? 1
v (tpt1) = |w+ hEF (w, ) + ?Fl(vt,x) . (2.23)
w=v1(ty)

De modo analogo, tem-se

f0'(tns1),2) = [f(v,2) + hfu(v,2)Fi (v, 2) + O(hz)hzmx,tn) (2.24)



2.2. O erro de particionamento 35

(fuf) @ (tng1), 2) = (fuf) (0 (tn), z) + O(h). (2.25)

Conjugando (2.21), (2.23), (2.24) e (2.25) tem-se

V¥ (tny1) = v+ h(FL+f)(v,x)+

FB(fuf + 2fuF2) (v,2) + Fy (Fi(v,2),2)] + O(h?)

(2.26)

Finalmente, atendendo a que a solucéo de (2.4) verifica

ultar1) = uth(Fy+ f)(u,2) + 5 (P (Fi(u,2),7)) +
(AL 2) + (B + fuf) o) 2O |
de (2.26), concluimos o pretendido.
q.e.d.

Nas condi¢oes da Proposig¢ao 2.2.1, o erro de particionamento associado é
de primeira ordem. No entanto, em certos casos, é possivel estabelecer que o

erro anterior é de segunda ordem.
Corolario 2.2.2. Seja E;EH o erro de particionamento associado a (2.18).

1. Se Fi + F» = (au), + f(u,z) e o e f sdo independentes de x, entdo
ERT = O(h?).

2. Se Fi + F5 = (Bug)z + f(u,x) e f é linear em u e independente de x, entdo
ERT = O(h?).

Demonstracgado.
1. Atendendo a (2.19) e (2.20), o resultado fica provado se, com Fj(u,z) =

auy e Fy(u,z) = f(u), provarmos que

((qul)(U, 213) - F1(f(U7 J?), x))u:u(z,tn) =0.
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Ora,

(fuF1)(u, 2) = Fi(f(u,2),2) = f'(u)(ous) — a(f(u))’
= af(u)u, — af (wu,
=0

2. A demonstracéo segue os passos da anterior.

q.e.d.

Formas alternativas de obter expressoes para o erro de particionamento
podem ser encontradas em [LV99] e em [AFdOT04].

2.3 Estabilidade e convergéncia

O objectivo desta seccédo é o estudo das propriedades de estabilidade de
métodos particionados e do erro u(t, 1) — v" " em que u(t, 1) é a solucdo de
(2.4) e v" ! é a solucdo obtida por um método numérico do tipo MP. O estudo
das propriedades anteriores depende substancialmente do tipo de método que
estamos a considerar (implicito/explicito) e do tipo de problema (linear/nio
linear).

Com o objectivo de exemplificar o estudo das propriedades mencionadas,
consideremos uma familia de métodos introduzida por Hundsdorfer em
[Hun98b]. Os procedimentos utilizados podem facilmente ser adaptados a

outros métodos particionados.

Discretizacao

Consideremos o particionamento (2.11), com F;, i = 1,...,s, s € {1,2,3}
lineares. Os MP apresentados por Hundsdorfer sio obtidos aproximando as
primeiras trés etapas de (2.11) com o método de Euler explicito e as trés ul-

timas com o método de Euler implicito. As derivadas parciais presentes em
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F;(u) sao discretizadas de modo a ser valida a seguinte igualdade
Fj(u) (i, tn) = [Fjaqe ([u(zi, tn)])]; + O(Az®).
No contexto anterior, 0 método pode escrever-se na forma

vo—yn

Vi=ViT 4 LR A, (Vi) i=1,2,.. s

Vet = et L BE Al (VT i =1,2,.0s
Un+1 — VQS.

(2.27)

Notemos que o método introduzido é, de certa forma, uma generalizagio
do método dos trapézios, pois, no caso de existir apenas uma componente, o
método anterior reduz-se ao método referido. Atendendo a este facto, o método
anterior é chamado Método Particionado Trapezoidal. O estudo que apresen-
tamos pode ser facilmente generalizado para s € IN.

Consideramos seguidamente o estudo do caso linear. Na hipétese ante-

rior, F; n,, @ = 1,2,3, slo representados por matrizes e substituindo V*~! na

expressdo de V¢, parai = 1,...,2s, obtemos facilmente
Ut =Q7'Qyt ... Q7P ... PP U™, (2.28)
onde
h h
Qi=1—-Fin, e Pi=1+-FAs,
27 2 7
parai=1,...,s.

O MP (2.27) é equivalente a

Urtt = Q7. Q7P ... PP U™, n=0,1,...
{ @@z Qs 2AUY, n=0, (2.29)

UY =u(0).
Estabilidade e estabilidade interna

Estudemos a estabilidade do método (2.27). Consideremos perturbacoes

ot p2, ..., p** nas etapas de (2.27) e sejam V!,..., V2% as solucdes correspon-
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dentes
VO — Un
ViV R AT g, =12, s
V5+i = ‘757%71 + %Fs-‘rl—i,Axf/s+i71 + ps+i’ i=1,2,...,s
0n+1 _ ‘723.

(2.30)

Pretendemos estimar ¢” = U™ — U". Subtraindo Vi a V? obtemos facil-

mente
el = Re" +d", 2.31)
onde
R=Q7'Q;'...Q;'P,... PP,
e

" =@y ...Q7  (Ps...Popt + Py.. . Psp? + -+ Pop*~ L+ p°) +
+Q1_1'~~Q;1ps+1+Q;1-~~Q;31p5+2+"'Q1_1p28'

Notemos que se, para alguma norma, se tiver ||R|| < 1 entdo o método é

(2.32)

estavel no sentido usual.
De facto, com uma escolha conveniente de normas nos espacos X, =Y, =
RY associados ao problema provemos a estabilidade da discretizacdo. Come-

cemos por notar que o problema se pode escrever na forma

¢n(Un) =0 (2.33)
onde, se Fy, = ¢,(Uy), entao
FO =U"—u(0)
USRI .

Sejam U, e V;, dois elementos de X} cujas componentes satisfazem (2.29)
e Fj, e G}, definidos por

Ut — RU™ it _ VI RV

F’n+1 —
h ’ h
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Assim, as componentes de e;, verificam
e+l = p(F™HL _ Gntly 4 Ren
donde concluimos
=R [F* =G+ R(F" =G ) 4+ RYHF - GY] + RY(FO - GY)

e portanto

n
le"* ] <P D_[IF =G +[|F° =67, -
=1
Considerando as normas do Exemplo 6 obtemos finalmente

Uk = Vil x, < 6n(Un) = én(Vi)lly, »

isto é, a discretizagdo (2.27) é estavel-N.
No entanto, tal néo é suficiente para garantir que na pratica um método

particionado seja "estavel", pelo menos, no sentido referido no capitulo 1.

Exemplo 8. Consideremos o problema (2.11) particionado do modo seguinte

VO — Un
Vi= Vil p BR AV =1, s
A ‘ 2 4,A ‘ (2.35)
Vet = Vet L BE AV i =1, s
Un+1 — VZS

usualmente chamado particionamento do ponto médio.
Procedendo como anteriormente aquando do estudo do particionamento

trapezoidal, estabelecemos
Ut = sun (2.36)

onde
S=Q7'Qy"...Q; Ps... PPy, (2.37)

Notemos que se os operadores F; A comutarem, entdo as matrizes S,
associada ao método anterior, e R, associada ao método (2.29), sdo iguais. No

entanto, os métodos apresentam comportamentos substancialmente diferentes.
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De facto, consideremos o problema de difusdo-reacgdo

ou  O%u
g—@%’m , em (0,1) x (0,0.5)
w(0,t) =u(l,t)=0 , t€[0,0.5] (2.38)

u(z,0)=z(z—1) , z€][0,1].

— Sol_exacta ||
\ -0~ Ponto médio
\e

\

— Sol. exacta
-0~ Ponto médio
-0.01-
A E
)

H
'
4\

Figura 2.4: Solucgbes nos instantes t = 0.25 e ¢ = 0.5, respectivamente, com
Az = h =1/40.

Apresentamos de seguida os erros das aproximacoées obtidas pelos métodos

(2.29) e (2.35) na norma L, discreta associada, ||, A, = (Az 2™z) %, para
t = 0.5 com Ax = 1/40.

h 0.1 0.05 0.025

0.0125
Trapezoidal | 1.43 x 1072 | 2.54 x 1073

511 x10~% | 1.31 x 10~

Ponto médio | 2.23 x 102 | 1.59 x 102

111 x 1072 | 2.81 x 1073

Os erros anteriores foram considerados em funcdo de uma solucdo de refe-
réncia obtida com o método de diferencas finitas
n+1
U7 —U U 22000
h Ax? J

com uma malha de espagamentos h = 1075 e Az = 1/40.
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Como ambos os métodos tém a mesma matriz associada, a diferenca de
comportamento s6 pode ter origem no erro residual associado a cada uma das

etapas.

Analisemos seguidamente a influéncia de perturbacoes das etapas no re-
sultado final.
Consideremos as perturbacdes internas p', ..., p?° e o método (2.35). Neste
caso temos
A" =P ... P (Q7...Q7 Y + Q.. P+ Q) +

(2.39)
+P;.. .P3,1p5+1 +P... P572p8+2 .. .P1p2871 + p2s.

Notemos que ao contrario do método (2.29) em que d" é definido por (2.32),
a norma dos operadores P, ... P;,i =1,2,...,s— 1, associados as perturbacdes
p°T1 ..., p**~! pode ndo ser limitada a4 medida que h e Az tendem para zero.
Nessa situacéo, sdo introduzidos erros em cada iteracéo que acabam por tornar
o método instavel.

Um modo de contornar a influéncia das perturbacgdes internas é exigir
que pequenas perturbacgées nas etapas do método originem pequenas pertur-
bacdes em d” e portanto na aproximacio U1,

Surge deste modo o conceito de estabilidade interna.

Definicao 2.3.1. O método (2.27) diz-se internamente estdvel se existirem con-

stantes positivas C1,Cs, . ..,Cys ndo dependentes de h, Ax ou n tais que
|d"]| < C1 leH + Cy Hp2|| 4o+ Oy ||p2sH .

Apresentamos de seguida alguns resultados de estabilidade/estabilidade

interna. Seja M a dimensé&o das matrizes F; a,.

Teorema 2.3.1. Consideremos a norma L, discreta em R™. Se os operadores

Fianz, 1=1,2,...,s comutam e verificam
2T Fape <0, Vo e RM, (2.40)

entdo o método (2.27) é estdvel e internamente estdvel.
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Demonstracdo. Comecemos por notar que a comutatividade das matrizes F; a,

i=1,...,s,implica a comutatividade de P; com Qj_l e portanto
R=Q{'PQ;'P,...Q;'P,. (2.41)

Por outro lado, notemos que para provar a estabilidade/estabilidade in-

terna da discretizacéo € suficiente estabelecer

H(I - hFj,,M)*H <1oe | =hFian) ™ (T +hFi)

<1
isto é,
lo <1 e [l@7'Al <t (2.42)
De facto, usando (2.41) e (2.42) vem facilmente
IRl <1 e[| <o +][o*]| + -+ llp°l

ou seja, 0 método é estavel e internamente estavel.
Provemos entéo (2.42). Comecemos por provar que se F; a, verifica (2.40),

entdo, para h > 0, tem-se
| =nFian) ™ o] < ol 2.43)
Seja z € RM. Com z na forma x = (I — hF; a.) y, obtemos
H(I — hFypg)”" x” - H(I — hFype) (I = hFypg) yH = llyll- (2.44)
Assim, utilizando a representacio anterior deduzimos sucessivamente
a5 lell* =aTe
=[(I —hF;p0)y]" [(I = hE; az) Y] (2.45)
=yTy —hyTFlp oy — hy" Fi aoy + B2y" Fl 5 Fi Ay
em que, atendendo a condicgéo (2.40), se tem

—hy"FlAyy >0 e —hy"Famy > 0. (2.46)
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De (2.45), (2.46) e
T T 1 2
: . = — . > 0. .
Y FzyAgng,Azy Az ”Fz,Axy” =20 (2.47)

vem
el > vy = 5l (2.48)
Finalmente, de (2.44) e (2.48) concluimos (2.43).
A primeira desigualdade de (2.42) é agora consequéncia de (2.43) e da re-
lacdo entre a norma L» discreta e o raio espectral de uma matriz.
Para provar a segunda desigualdade de (2.42), procedemos de modo analo-

go. Consideremos x = (I — hF a,)y. Tem-se
H(z — hFya0) " (I + hFp,) xH = (I + hF:n0) vl - (2.49)
Por outro lado,

ﬁxTx =yl (I- hFi,Ax)T (I = hE;az)y
=y"y — Wy Fi noy — hy" Ff py + WPy F A Fi azy,

e, atendendo a que
—hy"Fiaay>0 e —Aty"Flyy>0

vem

1
o0 2y Y+ DY Foaey + by gy + Wy F A Fiaay

isto é,
(I + hFiae)yll <z (2.50)
De (2.49) e (2.50) concluimos a segunda desigualdade de (2.42).
q.e.d.

O teorema anterior é frequentemente utilizado no estabelecimento da esta-
bilidade e estabilidade interna de MP em que o particionamento do problema
diferencial é efectuado por forma a substituir o problema inicial por subpro-

blemas em que a variavel espacial pertence a R. No entanto, para problemas
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unidimensionais e atendendo a que as matrizes F; o, associadas as discretiza-
¢oes mais usuais de u, (diferencas progressivas, regressivas e centradas) e u,
(diferencas centradas) ndo comutam (caso em que a e 3 sdo constantes), néo
é de qualquer utilidade.

Sejam A}, AZ e A}, as matrizes associadas aos operadores de diferencas
progressivas, regressivas e centradas para a componente convectiva, respecti-
vamente, e Ap a matriz associada ao operador de diferencas centradas para
a componente difusiva, a menos de uma constante que depende apenas dos
parametros de espacamento.

Se AL, A2, A%, Ap € RV*N | sejam Iy a matriz identidade de ordem N e

Iy1,1_1 matrizes de ordem N definidas por

On_1 In-—
I+1_lN1 Nl]

0 0%71
I, = Ifl.
Entao
AlC = _I+I+17
A2C =1—-1_14,

AL =T -1,
Ap =21+ 141 +1_1.

Proposicao 2.3.2. AL ndo comuta com Ap, i=1,2,3.

Demonstragdo. Comecemos por notar que qualquer uma das matrizes A%, se
escreve na forma A = ol 4+ 81,1 + vI_;. Atendendo a que
[A,Ap] =AAp — ApA
=BI I 1+ 111 — (VI + BI-1144)
= (B =) U1, 1-4],

concluimos que Ap comuta com A se e s6 se 3 =~ ou [, 1 comuta com I_;.
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O resultado fica provado se provarmos que [/ 1, I_1] # 0 pois para qualquer
AL nao se tem 3 = 1.

Notemos que

[ Iv1 Onoy |
I+1I,1 == T
| Ono1 0]
e - -
0 0% _
I I = Nt
| Onv—1 In-1 |

e portanto [I;q,]_1] # 0. Logo, as matrizes A%, i = 1,2,3 nédo comutam com
Ap.
q.e.d.

Uma consequéncia imediata dos resultados anteriores é a necessidade de
estabelecer condigdes suficientes para a estabilidade e estabilidade interna
em que seja contornada a propriedade da permutabilidade das matrizes en-

volvidas. Neste contexto é valido o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.3. Se as matrizes Q;, P;, i = 1,2,...s verificarem
Q7 <te @Rl <1, (2.51)
entdo o método (2.27) é estdvel e internamente estdvel.

Demonstracdo. Para estabelecer o resultado basta notar que (2.51) implica
(2.42).
q.e.d.

Erro local

Tendo estabelecido condigbes suficientes para a estabilidade do método
(2.27), o estudo do erro de discretizacéo local é suficiente provar a convergén-
cia de (2.27). Uma forma de obter expressoes simples para o erro de discretiza-
¢ao local é utilizar o problema perturbado (2.30) com uma escolha conveniente

dos vectores p', i =1,2,...,2s.
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Consideremos U™ = ul(t,,), u(t) = [u(x;,t)]; e

7

= h 1Ax( ( )), i:1,2,...,8
ps“ = (tn-‘rl ( ) thAI( (tn+1))a

pS—H h s+1— 'LAz(ﬂ(tn+1)) 1=2,...,8
e seja p;(t) = F; a.(u(t)). Para s = 3, obtemos a seguinte expressido para d"
d" = Q7'Qy Q5" [~EPsPypi(tn) — B Pspa(tn) — 2es(tn) + U(tni1)—
—U(ty) — Lps(tnt1) — 2Qsp2(tni1) — Q3Q22¢1(tnr1)] -

Notemos que, atendendo a definicéo de U™ e p?, h~d™ é exactamente o erro
local e €™ o erro global na etapa n.

Atendendo a igualdade

Tt 1) ~ (1) = b (Far((tn)) + Fac (ltns1) + O(Aa?)) + O(K?)

conclui-se a seguinte representacéo para d"

"= Q7'Qy'Q5! (h;Fg,AmFQ,Arwl(th/Q) + %S(Fg’Az + Fy n2) @ (tny12)
+ BBy aah(trrj2) ) + O(h®) + hO(Aa?).

A expressédo do erro de discretizacéo local para s = 2 obtém-se facilmente

fazendo F3 o, = 0, tendo-se

= Q710" (Y Fassi b)) + O0) + HO(A21) (2.52)
Além disso, notemos que se os operadores I} o, € I a, Verificarem
FQ,AmFl,Ax = 0(1)

entdo d" = O(h%) + hO(Aa?), desde que ||Q7 Q5" || < 1 seja inferior a um.
O estudo da convergéncia dos MP, em particular, e dos Métodos de Dife-

rencas Finitas, em geral, baseado na implicagao
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consisténcia + estabilidade = convergéncia

pode esconder as propriedades reais de convergéncia dos métodos. De facto,
por exemplo, no contexto dos Métodos de Diferencas Finitas com malhas néo
uniformes, o facto do método ser inconsistente ndo implica que ndo tenhamos
convegéncia. Hundsdorfer observou em [Hun92] que por vezes o erro global
pode ter ordem superior ao erro local. Atendendo a observacgio anterior, apre-
sentamos seguidamente uma abordagem alternativa para o estudo da con-

vergéncia destes métodos.

Convergéncia

Os resultados de convergéncia do método (2.27) que apresentamos de se-
guida tém por hipétese a sua estabilidade. A convergéncia é, como vere-
mos, consequéncia de algumas estimativas para o erro local e do resultado

seguinte.

Lema 2.3.4. Suponhamos que existem &, e 1, tais que

d" = (R — D)&n + 1. (2.53)
Se &, e 0, verificarem
1nll < C"RY,
1n — &l < C'RIT, (2.54)

17|l < C"RITY + D'hAz?P,
entdo existe C que depende apenas de C' e T tal que ||e"| < Ch? + D' AzP.

Demonstracdo. Expandindo o erro global e™ segundo a relagio de recorréncia
(2.31), obtemos
en _ dn—l +Rdn_2 N +Rn_1d0,

e atendendo a (2.53), vem ainda

e" = 571—1+R(§n—17§n—2)+' : '+Rn71(517§O)+Rn§0+nn—l+Rnn—2+’ . ’+Rn717’0-
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Logo, de (2.54), segue-se facilmente

lle™ || 2C"h? + C'(n — 1)L + C'nh9tt + D'nhAxP

<
< 2C'hY + 2C"'nhi T + D'nhAxP.

Finalmente
lle™]] <2C"(1+ T)h? + D' AxP

pois hn < T.
q.e.d.

Teorema 2.3.5. Sejam Fay, = Fiax + Fopne + -+ Fspg, s=2e
FriFoncet” (t) = 0(1)
para k =1,2et € [0,T). Entdo || = O(h?) + O(AzP).
Demonstracdo. Atendendo a que
R—1=hQ7'Q;" ' Fas

tem-se
(R—1I)Fy, =hQi'Qs

Conjugando a igualdade anterior com (2.52), obtemos
h2
d" = (R - I)FA_iFQ,Ax?SO/l (tns1/2) + O(h®) + hO(AxP) (2.55)

Assim, com &, = %F&;Fg,mw’l (tnt1/2) €y = O(R*)+hO(AzP) concluimos
a estimativa.

q.e.d.

Exemplo 9. Consideremos a equacdo de convec¢do-difusao

ou ou 0%u
%= Y9 +ﬂ@’ em (0,10) x (0,7T)
u(z,0) = ug(z), em [0, 10]

u(0,t) =u(l,t) =0, em[0,T]
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2

. . ou  O%u .
Discretizando p e 92 com diferencas centradas de segunda ordem e con-
X i

siderando um método particionado do tipo (2.27) com s = 2, obtemos

Vo=yn
V=V —alDy(V?)
V2=V 4 L8Dy(V?)
V3 =V2 4+ LBD,(V?)
V=V —alDy(V*)
Untt = v,
onde ) }
0 1
-1 0 1
1
Do = 2Ax2
-1 0 1
-1 0

Atendendo a que F> n, = x> A, onde A ndo depende de Az nem de h,

concluimos que se a u for suficientemente regular, entdo

B
Ax?

Apresentamos na figura seguinte a solugdo numérica obtida com o método
analisado tomando T = 0.3, « = 0.1, 6 =1, Az = 0.0125e h = 0.1.

FilFonep™ = Ac?(Ar + A9) 15400 (1) = 0(1), k = 1,2
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Consideremos a equacéo de difusdo-reaccéo

ou  O%u
a—@—IOOu, xE(O,l),te(()’l)
w(0,t) = u(1,t),  tel0,1] 3.1)

w(z,0) ==z(x—1), =z€l0,1].

Atendendo a que a reaccdo € "stiff" na resolu¢do numérica do problema (3.1)
devemos considerar um método implicito. Se, por exemplo, se utilizarmos
um MP podemos integrar numericamente de modo implicito apenas o sub-
problema envolvendo a reacgdo. O método (3.2) é estabelecido a partir da
observacéo anterior.

Vo — pn

V1= (I+hDy)V°

V2 =V!—100nV?

Untl — 2

(3.2)

Este método é reescrito na forma equivalente
(1+100h)U™ T = (I + hDy)U™. (3.3)

Uma outra forma de discretizar a componente reactiva em ¢,, € considerar
essa componente metade de forma explicita e metade de forma implicita, isto

é, considerar um método obtido discretizando a componente reactiva de modo

51
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a ter informacéo de dois niveis: ¢, e t,+1. O método (3.4) é obtido segundo a

dltima observacao.

U71,+1 _ Un Un Un+1
e 1007+2 . (3.4)

Apresentamos de seguida os erros das aproximacées obtidas pelos métodos

anteriores relativamente a norma ||-|| parat=1e Az = 0.1.

h 1/20 1/40 1/80
Método (38.2) | 4.11 x 10~7 | 3.36 x 1011 | 3.44 x 10~14
Método (3.4) | 2.59 x 10~ | 3.37 x 1072 | 1.879 x 10~2!

Os resultados obtidos revelam que o método (3.4) é uma boa alternativa ao
método (3.2).

A particdo da componente reactiva e a integracdo implicita e explicita
desta componente motiva-nos para o estudo dum novo tipo de métodos, chama-
dos Métodos Implicitos-Explicitos (MIE).

Consideremos uma equacédo de convecc¢iao-difusdo-reacgio escrita na forma

% = Fi(u) + Fa(u).

Tipicamente as equacdes CDR tém componentes que podem ser integradas
explicitamente e outras que devem ser integradas implicitamente. Por exem-
plo, se F} for néo linear e F for linear, como em (2.1), podemos pensar inte-
grar I explicitamente e F» implicitamente por facilidade de implementacéo
e esforco computacional. Assim, as componentes a integrar implicitamente e
explicitamente devem ser escolhidas de acordo com as caracteristicas das di-
versas componentes presentes na equacéo diferencial. No nosso contexto, as
componentes que geralmente introduzem "stiffness" no método numérico sio
a reaccgéo e a difusdo. Deste modo, estas componentes devem ser integradas
implicitamente podendo a conveccéo ser integrada explicitamente.

No presente trabalho introduzimos uma classe de métodos MIE de diferen-

cas finitas baseada nos métodos de passo multiplo tdo conhecidos das equagoes
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diferenciais ordinarias. Em [ARW95] esta feito um estudo bastante detalha-
do deste tipo de métodos para sistemas diferenciais ordinarios obtidos pelo
método das linhas para equacdes de conveccéo-difusdo. Como veremos, a con-
sisténcia dos métodos MIE é facil de estabelecer sendo possivel construir um
método deste tipo de qualquer ordem. No entanto, o estudo da estabilidade
dos métodos MIE é um pouco mais delicada do que o correspondente estudo
dos MP em que a estabilidade é consequéncia dos métodos envolvidos no MP.
Assim, comecamos por introduzir, na seccéo 3.1, a equacéo geral de um
MIE de n etapas (isto é, envolvendo n niveis, t,11,tn,--.,tn_si2), seguido do
estudo do erro local associado. Na secgdo 3.3, analisamos a estabilidade de
métodos de uma etapa e duas etapas para (2.4) no caso em que a reaccio é
linear e néo linear (s6 para uma etapa) e o problema é unidimensional.
Observamos que a norma envolvida nos resultados de consisténcia, esta-
bilidade e convergéncia estabelecidos neste capitulo é a norma ||-[| . Além

disso, consideraremos apenas (2.4) com Q = (0,1).

3.1 Métodos Implicitos-Explicitos

Consideremos novamente o problema diferencial (2.4). Sejam F; e F ope-
radores tais que Fy(u) + Fi(u) = (au), + (Bug)z + f(u).

Um método implicito-explicito de diferencas finitas para a equacdo ante-
rior consiste, por exemplo, num método que integra explicitamente F, e im-
plicitamente F}, como na sec¢éo anterior.

Seja

O=20<z1 < - <zyp1<zy=1
uma malha uniforme com pardmetro Ax, h > 0 e t,, = nh.

Associada a malha, suponhamos a existéncia de operadores Fy o, € Fi A
tais que

[F}(u)(i, tn)]; = Fiaa ([ul@i; tn)]i) + O(AzP7) (3.5)

para algum p;, j = 1,2. Seja p = min {p1,p2}.
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Um método de passo multiplo implicito-explicito com s etapas para (2.4) é

um método da forma

s—1 s—1 s—1
U™+ ;U7 =0 biFoaaU" ) +h Y ¢jFLac(U"7)  (3.6)
=0 j=0 j=-1

com c_; # 0 e onde a componente i do vector U” é uma aproximacao a u(xz;, t,).

Embora a designacdo de métodos MIE se aplique a uma classe mais vasta
de método do que a aqui considerada, vamos adoptar essa designacio para os

métodos de passo multiplo implicitos-explicitos que estudamos.

3.2 Algumas consideracoes sobre o erro local

Atendendo a forma simples do método (3.6), é facil obter expressdes para
o erro local, desde que a solucio de (2.4) seja suficientemente regular. Tendo
em conta as propriedades dos operadores de conveccédo, reaccdo e difuséo, con-

sideramos

Fo(u) = (au)y +pf(u) e Fi(u) = (Bug)e + (1= p)f(u)

onde 1 é um parametro. Se a reacgdo for "stiff'entdo tomamos p = 0; caso
contrario, 1 € (0,1].

Comecemos por estudar a ordem de consisténcia de (3.6).

Proposicao 3.2.1. Se
s—1
1+ Z a; = 0
§=0

s—1 s—1 s—1
1= jag=> b= ¢
j=0 j=0

j=—1
1 s—1 j2 s—1 ’ s—1 (3 7)
§+ Eajzfzjb]:c_lfztycj '
Jj=1 Jj=1 Jj=1
R ) L N ) L 1 N )
R = it ¢
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entdo, O(h?) + O(AzP).

Demonstracdo. Fixemosi € {1,2,...,N — 1}. Se U] representa a i-ésima com-
ponente de U”, entéo (3.6) pode escrever-se na forma equivalente

s—1

U”+1+Zaj ur —th [Fo.aaU™ )i+ 0> ci[Fras(U™ )]

j=—1

Substituindo U}* por u}" = u(x;,t,), em que u é a solucéo exacta do proble-

ma diferencial, e atendendo a que
[Fj.ax([ui])]i = Fj(u) (@i, tn) + O(Az?)

paraj =1,2, vem

s—1

s— s—1
’U,;H_l + Zalju?—j = hz bjFO(u)(xi,tn_j) +h Z c; Iy (u)(mi,tn_j). (3.8)
. 0

j=—1

Desenvolvendo u} 7, Fy(u)(zi,t,_;) € Fi(u)(x,t,_;) em torno de t, até a

ordem p obtemos

) P (_s\k 9k
=y ZL) gtk (wis tn) + O(RFF), 3.9)
k=0 ’
L. (—jh)* 0" Fo(u) o
Fo(u) (i, tn—j) = ) _ " (@i tn) + O(h"H), (3.10)
k=0 ’
= (—jh)* 0" Fi(u) 1
Fl(u)(x“tn_]) = Z k' atk (‘T’L? ) + O(h’p+ ) (311)
k=0 ’

jh k+1 8kF0( )
Otk

('ria tn)_

[vj@

k=0

£ P —h kak s—1
2 ajz( i!) ik (@intn) =2 b,
- ot

" (—jh)H R Fy(u
¢ ( Jk!) atk( )(xi,tn) = O(h"*?) + hO(AxP),
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Reescrevendo o primeiro membro da igualdade anterior como um polinémio

em h obtemos

_7:—1 =—1 j:O ]:—1
s—1 2 2 —1 s—1
jca; 0%u oLy . OF1| o
J Y Z70 Tl
2o ; 7 +j;1‘76J o |

s—1 . s—1 Np— _ s—1 S\ p— _
3 (=Jj)Pa; OPu Z(—J)p ' Py 3 (=Pl PR Pt

oo = (p-)t ot & (p- 1) ot
+O(hP*) + hO(Ax?)
(3.12)

Atendendo a que

8"’u 6’“_1F0 8k_1F1

kT =1,2,...

otk otk—1 otk—1 "’ k y 4y , P

e a (3.7) concluimos o pretendido.
q.e.d.

Corolario 3.2.2. Qualquer que seja s € N, existe um MIE de s etapas com
erro local O(h®) + O(AxP).

Demonstracdo. A demonstracio deste resultado, que nao faremos, baseia-
-se na prova de que o sistema de equacdes (3.12) tem sempre solucio (ver
[ARW95]).

Estudemos agora com mais detalhe o erro local de métodos com uma e

duas etapas.

MIE de uma etapa

Como vimos na sec¢édo anterior, um método de uma etapa com erro local

O(h) + O(AxP) deve verificar

a0+1:0, 17170:0 e 176076_110
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isto é, é um método pertencente a classe de métodos

Un+1 _yn

; = Fo.ne(U™) +vF1 px(U™) + (1 = 3)Fya. (U™ (3.13)

em que v é um parametro.
Vejamos agora qual a expressao do termo principal do erro local associado
ao método (3.13).

Proposicao 3.2.3. O erro local associado a (3.13) é da forma

Erh + O(h?) + O(AzP)

onde
Br = (= 1)8fm (2) + 0+ 21— DAL+t s
T = g uu \ By @ Y u You 718&6
0%u ou’ out 3.14
+ g t2Bhat 2~ S+ (@ - 5 @Y

+ lo+ @y -1 fe + (27— 1)Bfen
onde 7y, 1 € Y2 sao funcoes que dependem das derivadas de o, 3, f e p.

Demonstracdo. E suficiente introduzir a solucéo exacta de (2.4) em (3.13), de-
senvolver em série de Taylor e usar a defini¢do de Fj e F}.

q.e.d.

Corolario 3.2.4. Nas condicbes da proposicdo anterior, o erro local associado
a (3.13) é O(h*) + O(AaP?), desde que o = 0, v = 1 e se verifique uma das

seguintes condicbes:
1. u=0,

2. félinear em u.

Observacao: Da expresséo (3.14), decorre facilmente que nos casos néo con-

templados no coroldrio anterior, o erro local é apenas O(h) + O(AzP).
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MIE de duas etapas
Procedendo como no caso anterior, analisemos métodos de duas etapas
para os quais
14+ag+a =0,
l—a1=by+by=c_1+co+ci,
1+a1 = 721)1 :2(6_1 761).

Sejam v e § tais que

[N

2
'Yl e Cc_1=
Y+ 3

ag = —

Reparametrizando os coeficientes, 0 método pode escrever-se na forma

1) Un—l} = (1 +7)Fo.a: (U") +

1 1
- - n+1l _ n -
h[('y+2)U 2vU +(W 5

—YFyne (U™1) + (”Y + g) Fiae U) + (1 =y —0)Fia: (U") + gFl,Ax (1
(3.15)

3.3 Estabilidade

No que se segue analisamos a estabilidade de um MIE pertencente a classe

(3.13).
Consideremos a partigéo Fy(u) = au, e Fi(u) = Bug, —ku,coma<0e e

k constantes reais positivas. Sejam Fy A, € F} A, definidos por

(0%
FO,Ar = FZE
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Fipe = — kI.

Notemos-se que os operadores associados as matrizes anteriores verificam

(3.5). Consideremos a classe de métodos (3.13), reescrita na forma
[I— (1 =)hF1 A U = (I + hFy ax +YhFL az) U™

e v tal que 0 < v < 1. Tomando os vectores

Un+1 —_yn

Fn+1 _
h

— Fo,p2(U™) = vF1,02(U™) = (1 = 9)F1 a0 (U™,

Vn+1 —_yn
h

é facil estabelecer

Gt = — Fone(V™) = yF1L Az (V™) — (1 — 3)Fy an (V™T),

[I — h(1 =) (Dy — kI)] ™ = h(F"™ — G™1) + [T + hFy ax + hy (D2 — kI)] "
(3.16)
come” =U"—-V",

Neste contexto, vale o seguinte resultado
Proposicao 3.3.1. Se
1. T — (1 —~)hFy A, € invertivel,

2, H[I— (1—7)hF17Ax]_1H <1,

oo

<L

oo

8 |11 = (1= W1 sa] ™ (1 + B, 50+ AR 0)

entdo a discretizagdo (3.13) é estdvel-N relativamente as normas (1.17) e (1.18)

substituindo ||-||, por ||| ..
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Demonstragdo. Introduzindo em (3.16) as matrizes

A=[I—1—)hFia]™"

B = (I + hFy ae +vBhD2)

obtemos
"t = hA(F"T — G"TY) + ABe™ — khyAe" (3.17)

a partir da qual vem
e™+H| < B [[F™E = G + (14 kyh) el

Procedendo como quando da estabilidade de (1.16), concluimos o pretendido
com constante de estabilidade e*7.

q.e.d.

Tendo em conta a definicdo de F; Ao, e Fy A, € impondo condicdes de es-
tabilidade a h, Az e v, estabelecemos seguidamente condi¢oes que permitem
concluir a veracidade das hipéteses da proposi¢iao 3.3.1. Com o objectivo an-
terior, introduzimos conceitos e proposicoes auxiliares que tém um papel de

relevo no que se segue.

Definicdo 3.3.1. Uma matriz A = [a;;| diz-se estritamente diagonal domi-

> las| < lasl

i#]

nante se

para todo o 1.
Definicao 3.3.2. Diz-se que A = [a;;| é uma matriz M se
1 ai; >0,V a;<0,Vi#j

2. Aé ndo singular e A~! tem entradas néo negativas.
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A relacao entre matriz estritamente diagonal dominante e matriz M é es-
tabelecida no seguinte resultado, cuja demonstracgéo pode ser encontrada em
[Hac92].

Proposicao 3.3.2. Se A = [a;5] é tal que a;; > 0, Vi, a;; <0, Vi#jeé

estritamente diagonal dominante, entdo A é matriz M.

O resultado seguinte, cuja prova pode também ser vista em [Hac92], per-
mite determinar uma estimativa para ||A~'||_ quando A é matriz M. Para
facilidade de escrita, introduzimos a notacdo A > B para matrizes A = [a;;] e
B = [b;;] que verifiquem

Qi = sza VZ,j
Proposicao 3.3.3. Seja A uma matriz M e w um vector tal que
Aw > 1,
onde 1 é um vector com todas as componentes iguais a 1. Entdo
147 < llwllc -
Provemos entéo 1, 2 e 3.

Proposicao 3.3.4. I — (1 — v)hFy a, é uma matriz M.

Demonstragdo. Comecemos por provar que A = I — (1 — y)hFi a, € estrita-

mente diagonal dominante. Se

e
) P ‘(1 A;ghﬂ‘ < ’1 _ 4=k ;Zﬁhﬂ(ﬂ) k(1 y)h’

entao A é estritamente diagonal dominante.
Atendendo a que 1 — v > 0, segue-se que as desigualdades anteriores sao

sempre verdadeiras e portanto conclui-se o pretendido.
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Por outro lado, de 1 — v > 0 vem que as componentes diagonais de A
(1- v)hﬁ
séo positivas. Pelo mesmo argumento, é facil de ver que as componentes néo

diagonais de A sdo né&o positivas. Logo, pela Proposicéo 3.3.2, A é matriz M.
q.e.d.

Pela proposicdo anterior I —(1—-y)F; A, € matriz M e portanto é invertivel.

Por outro lado, a Proposicédo 3.3.3 permite determinar um majorante para
= =mrad”]

Proposicao 3.3.5. Nas condicbes anteriores, tem-se

1
R —
o 1+ (1—9)hk

Demonstracdo. Seja A =1 — (1 —v)F; A, € w o vector definido por

T = (= hFa

w =901

onde § é um numero real.

Entao, ) )
1+ B 4 k(1 — )k
1+ k(1 —~)h
Aw=056A1=4§ :
1+ k(1 —~)h

|1+ UM k(1 — )b |

Atendendo a que

(A-vhs
RS > _
1+ A2 +k(1=y)h>1+k(1—-7)h
o resultado fica provado tomando
P —
1+ (1 —~)hk

q.e.d.
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Atendendo a que v € [0, 1], vem de imediato que

H[I (1= v)Fl,Am]*lH <1

o0

Com o objectivo de concluir que
17 = (1= hFLa0) ™ (04 BP0 +90BD) | <1
determinemos condigGes sobre v, h e Ax que garantam que
|1 4+ hFo,ae +vhBDs| <14 (1 —7)kh (3.18)
para concluirmos 3.

Proposicao 3.3.6. Se v, h e Az forem escolhidos tais que

h h

h
— 1 —a— — - — — 3y K — .
2 min {1 axs 203y el 1— By e } < (1 —7)kh (3.19)

entdo
|7 = (L= P (T + hFo a0 +4RBDs)|| < 1.
Demonstracdo. Comecemos por notar que

h
Ax?

o
Az2 YAzl

h
B =1l—-a——2
1Bl =1 - g - 200

h
ti et ’vﬁ

donde tiramos que (3.18) é valida se e s6 se

h h h h h
—a— — —_— —_— —_— — | < — .
’1 N 2~03 3 +~0 3 + lvﬁ 3 +a JL" <14 (1—7)kh

Por outro lado, a desigualdade anterior verifica-se se forem validas as de-

sigualdades
(1—~)kh >0

h h k(1 —~)h
—o— — <
an ’Yﬁsz = 2

(3.20)

h h
— — - - < —
2 <1 AL 270 x2> < (1 —v)kh

2 (1 - vﬂA’;) < (1= )kh.
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Atendendo a definicdo de «, 3, v e k, é facil de verificar que (3.20) implica
(3.19).
q.e.d.

Notemos que os resultados obtidos podem ser facilmente extendidos quando
a reaccdo é da forma f(u), com f € mathcalC'(R). Consideremos novamente
os vectores F" ™1 e G"*! definidos por
U+l _n

F’n+1 —
h

- FO,AI(Un) - 'YFl,AxUn - (1 - 'Y)Fl,AxUnJrl

V’rb+1 —_yn
h
E facil estabelecer que se e” = U™ — V" e

FU™) = [fU), f(U3), ... F(UN D]

Gn+1 = - FO,AI(VH) - ’VFI,Aan - (1 - ’Y)FI,AQL’VTH_I'

entao
(L= h(1 =) Da] €™+t = h(1 =) [F(U™1) = (V)] =

= h (F"t — GV + [I + hByDs + hFy ag) € + hy [F(U™) — F(V")].
(3.21)

Pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (U, V") tal que
FU") - F(V") = D(¢")e"
onde D(£") é uma matriz diagonal com entradas diagonais iguais a f/(£).

Assim, (3.21) é equivalente a

[I _ h(]. 7,.}/) (D2 +D(£n+1))] €n+1 =h (Fn+1 _ Gn+1) 4
+ L+ hy (D2 + D(E")) + hFp az €™

(3.22)

Proposicao 3.3.7. Sejam R > 0e M = [infu — R, supu + R]. Se

/ v
sup F@) < g

entdo, [I — (1 — y)hFLAw]_l existe e

17— = praa] 7| < mane hl - V@)
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Demonstragdo. Comecemos por notar que se
1—h(1=7)f(z)>0,Vz e M

entdo A =1 — (1 — y)hFi A, é estritamente diagonal dominante e tem compo-
nentes diagonais positivas. Atendendo a Proposicdo 3.3.2 vem que A é matriz
M. Tomando

1
R S gy y 7o

a Proposicéo 3.3.3 e o raciocinio usado na demonstracéo da Proposicédo 3.3.5

permite concluir o pretendido.

q.e.d.
Se admitirmos que
[un —Un| <R e fup—Vil| <R
entdo a regularidade de f implica que existe uma constante L tal que
ID(E")lo < L

e portanto obtemos
e < A (1 + hyBDs + hFo sl + hyL) [l + b A [ F+1 = G4
Proposicao 3.3.8. Se

1 f'(z) <0, Vo € M,

2. —2min {1 - az; - 20755, 1 - Arzs} < (1 - hmaxzen (@)

entéo
AT I + hyBDa + hFp Azl < 1.

Demonstrag¢do. Comecemos por notar que se 1. se verificar entdo estamos nas
condicoes da Proposicdo 3.3.7. Por outro lado, 1. implica que HA—lH < 1. Por
outro lado, atendendo a que

1 1

bedr1— h(1—7)f (z)  mingenm {1 —h(1—7)f ()}
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segue-se que o resultado é valido se
1+ hyBDs + hFp el < 1= h(1 =) max f'(z).

Repetindo os argumentos utilizados no caso linear, concluimos o pretendido.

q.e.d.

Para finalizar este capitulo, analisemos a estabilidade para um método de

duas etapas da forma (3.15).

Consideremos £y, = [F7[F"|.... |[FX|" em que
FO = [Uo_go
F' = Ul _y!
Frtl — (7 + %) yntl — 27[]” + (’Y _ %) Ur—1 N
h

+(1+7) Fo.aa(U™) = vEo,a: (UMY + (v + £) Fiac (U )+
+ (1 -y — C) FLAJ»(U”) + %F17Ax(Un_1)

1

onde u° e u' sdo vectores contendo os valores de u nos niveis ty e t;. Seja G},

definido de forma andloga. Subtraindo F"*! a G"*!, paran =1,2,...,N — 1,

e tomando e;, = U;, — V}, obtemos

2
— (29T + h(1 +7)Fo ae + h(1 — 7 — ¢)Fi a,] U™ (3.23)

1
- { <’Y - 2) I — hvFons + ;Fl,Az:| urt.

1
h(FnJrl _ G"“) — [(’y + 2) I—h (’)’+ E) 1,A:c:| urtt

Sejam
= () I-h(y+5) Fia
= 29I +h(1+7v)Foaz + h(1 —v—)F1,aqx

_ 1 c
= —(r—3)- Az T 51 Ag
(v=3)I—hyFoas + $Fia
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Entéo, (3.23) é equivalente a
Aen-{—l — h(Fn+1 _ Gn+1) + Ben + Cen—l.

Tomando " = e"~!, a equacdo anterior pode escrever-se na forma

A 0 ett 1 | B C e N h(FHl — Ggntl)
o I|le+t | |1 o én 0
ou ainda,
entl _ A-1B A-1C er N h(F"t1 — Gntl)
gn+l I 0 én 0 '
——
P E™ Kn+1

Tendo em conta o que ja foi dito para equacgoes deste tipo, é facil estabelecer

que se || ®]|,||A7!]| < 1 entdo

n+1
< 3 ]+ 2
=2

Por outro lado, tendo em conta a defini¢cdo de F™ e K™ tem-se

n+1
le™ 1 < RN = G+ [let ||+ [le]]-

=2
Considerando em X; a norma usual e em Y}, a norma

N
v = RO NF [+

1=2

£

conclui-se que
lenllx, <on(Un) — on(Vi)ll,
isto é, a discretizacao é estavel-N.
Procedendo de modo andalogo ao caso de métodos com uma etapa, pode

provar-se que
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Proposicao 3.3.9. Sey,c>0e~y+c < 1entdo Aéuma matriz M e

1 1

A7 < < :
4~ Y+i+kh(v+5) v+ 3

Por outro lado, atendendo a estrutura da matriz ®, tem-se que
@] < max {|JA7H[ 1B|C||, 1}

onde B|C representa a matriz que se obtém concatenando as matriz B e C.

Portanto, a discretizacéo (3.15) é estavel no sentido ja referido se
[A=H[IBIC] < 1.

Procedendo como no caso para uma etapa, é possivel estabelecer resultados
analogos a Proposigéo 3.3.6.
Notemos que a técnica exposta permite também analisar a estabilidade de

métodos MIE com mais de duas etapas.



4 Um modelo de propagacao

geografica de epidemias

A modelacdo matematica da propagacdo de uma epidemia numa comu-
nidade é um tema actual pois o entendimento do fenémeno, e fundamental-
mente, a sua previséo e controlo, sdo questdes relevantes para a economia e

satude mundial.

Os modelos matematicos que surgem na literatura sdo, na sua maioria,
caracterizados por equacdes diferenciais ordindrias. Destes, salientamos os
modelos SI e SIR. O primeiro modela a interaccéo entre individuos infectados
e individuos susceptiveis de contrair a doenca e o segundo modela a interaccio
entre os tipos referidos e os individuos que sdo imunes. No entanto, pela sua
natureza proépria, estes modelos ndo tém em conta o espago em que a popu-
lacéo evolui. Assim, e atendendo a cada vez maior mobilidade de individuos
nas comunidades, os modelos anteriores tém sido alterados para equacgdes com

derivadas parciais por forma a que tenham em consideragéo este facto.

Neste capitulo apresentamos um destes tltimos modelos que envolve ape-
nas dois tipos de individuos: os susceptiveis de contrair a doenca e os ja in-
fectados. Na seccdo 1, apresentamos o modelo matematico que pretendemos
estudar. Na seccédo 2 sdo apresentados dois métodos numeéricos - um parti-
cionado e um implicito-explicito - e sdo estudadas as suas propriedades de

estabilidade e convergéncia. Na ultima seccéo sdo apresentados alguns resul-
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tados numéricos.

4.1 O modelo matematico

Consideremos uma populacdo distribuida por uma regiéo () na qual exis-
tem dois tipos de individuos: individuos infectados por uma doenca e indi-
viduos susceptiveis de contrair essa doenca. Denotemos por S(z,t) e I(x,t),
respectivamente, os individuos susceptiveis e infectados em cada = € 2 e em

cada instante t. Admitimos que

e a transicdo de susceptiveis para infectados é proporcional a ST, onde r

é um parametro constante;
e os infectados tém uma taxa de mortalidade induzida pela doenca al;

e a disperséo espacial de S e I é modelada por difusédo (com o mesmo coe-
ficiente D).

Atendendo as hipéteses anteriores, as varidveis S e I relacionam-se de

acordo com o seguinte sistema de EDPs

08

— = —rIS + DV?S
gj 4.1)
pr rIS —al + DV?I

Neste modelo, o pardmetro » é uma medida da eficiéncia da transmissdo
da doencga, 1/a é a esperanca de vida de um individuo infectado pela doenga e
D é o coeficiente de difusdo associado ao problema.

Suponhamos que §2 C R. Considerando em (4.1) a mudanca de variavel

I S ’I“So
M=o, S'=—, ot =42,
£ = rSot, A=
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onde Sy é o nimero de individuos da populacdo, obtemos o sistema equivalente

95 _ sty vrs

ot*

or- (4.3)
5 S +V

No que se segue omitimos os asteriscos para facilitar a notacdo. Conside-
ramos um dominio suficientemente grande, [a,b], que contenha a populagéo
e que permita considerar condigbes de fronteira homogéneas. Mais ainda,
supomos conhecida a distribuicdo em (2 dos individuos infectados e suscepti-
veis no instante ¢ = 0. Assim, o problema a estudar é

oS

E:—IS+V2S, em Q x (0,7)
%:IS—AHV%, em Q x (0,7)
S(x,0) = So(x), em 2 x {0}
I(x,0) = Iy(x), em 2 x {0}
S(a,t) = S(b,t) = I(a,t) =1(b,t) =0, em [0,T)

4.2 Modelos discretos

Atendendo aos dois capitulos anteriores, podemos considerar na determi-
nacdo de uma aproximacéo para S e I dois tipos de métodos: métodos parti-
cionados ou métodos implicitos-explicitos. Apresentamos seguidamente o es-
tudo de métodos pertencentes as duas classes referidas, no contexto de (4.3).
Para o efeito introduzimos em [a,b] e [0,7] duas malhas {z;} e {t;} definidas
por

z;=a+ilAzx, 1=0,1,...,N
tj=jh, j=0,1,....K
onde h e Az séo taisque a + NAz =be hKK =T. Seja

Ui =187,8),.... 8% , O, 05,.... 1% )7

em que Sf e ILJ denotam aproximacdes para S(xz;,t;) e I(xz;,t;), respectiva-

mente.
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Método implicito-explicito

Comecemos por notar que um método numérico que aproxime a solucio
de (4.3) pode integrar explicitamente a parte néo linear da reacc¢éo e integrar
implicitamente o restante.

Consideremos o método implicito-explicito da classe de métodos (3.15) com
y=0ec=1

1 _ 1 1 _
57 (UM U™ = Fya (U™) + sFa0 (Ut + 3FLa (Ut 44
com Fy Ay € F'1 a, definidos por

Dy| o

4.5)
0 \ M + Dy

FI,A:E = [

~UPUR

_yn Unr
FoasU)=| 0 2N (4.6)
1¥YN

UN1Us(v-1y
E facil estabelecer que (4.4) tem ordem de consisténcia dois desde
h = CAx, para alguma constante positiva C. Estudemos a estabilidade de
(4.4).
Tomando U"+! = (I +hFy az)U™, (4.4) € equivalente a

(I — hEy an)U™ = U™ 4 2hFy a.(U™)
4.7

Ul = (I + hFyp,)U"
Atendendo a que a reacgéo é caracterizada por uma funcéo em C*(RR?), é
facil estabelecer que se

e hFLM)?lHOC s1 4.8)

max{HI—i—hFLAzH, (I—hFLM)’lH }<1
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entéo o método (4.4) é estavel-K.
Logo, e atendendo a definicdo de Fi a., se ||[I +hFia.ll,, < 1 entdo o

método (4.4) é estavel-K. Mais ainda, se
2

< ——1 4.9)
)\ + AiQ
entdo ||/ + hFy aql < 1.

Exemplo 10. Sejam Q2 = [0,10], T =9, a = 0.02,7 = 2.0854 x 107 e D = 0.1.

A figura 4.1 apresenta a evolucdo temporal do niimero de infectados para os
dados iniciais

So(z) = 160e 105" | 30~ 2= | 9 —40(z—6)* (4.10)

Io(z) = 5e~5==0)* (4.11)

e Ax = 0.025. Notemos que para este valor de Ax, a condicdo de estabilidade

determina que para valores de h < 3.121 x 10™* o método é estdvel.

0.035

Figura 4.1: Solugdes obtidas com h = 8 x 10~% e h = 2 x 1073, respectivamente.

No entanto, a condi¢édo de estabilidade (4.9) pode tornar-se demasiado se-
vera se o pardmetro )\ for muito grande e/ou Az for muito pequeno.

Atendendo a conclusdo anterior, consideremos agora na determinacio de
uma aproximagao para a solucio de (4.3) um método baseado num particiona-
mento do tipo (2.18).
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Método particionado

Particionando o problema (4.3) em dois subproblemas

oS

787:1 =151, 2€Q, tE [tn, tni]

ol

— =0LS51— A1, z€Q, tE€[t,, t,

ot Tt AL E [t o1 (4.12)

Li(ty) = I(tn), Si(tn) = S(tn)

Il(l'ﬂf) = Sl(lﬂ,t) =0,z € 89, te [tn,tn+1]

0S8 925;

D = gar T €D L [t

812 o 8212

E - 6.1'2 , T S Q: te [t”’t”""l] . (413)

12(tn) = Il(t’ﬂ+1)7 52(tn) = Sl<tn+1)

Ir(z,t) = Sa(z,t) = 0,2 € OQ, t € [tn, tnt1]
Sejam S71! e IT'T" aproximagdes para S(z;,tn11) € I(x;, t,), respectivamente,
definidas por

qn+1 on
Slyj B Slvj _ _jn Svn Svn _ Svn
- 1,5%1,5> 1 —

b (4.14)
T
L [ Sy - A T =1
Syt =Sy Syt —28 T+ sy gn _ gntl
h B Az? P
n+1 n n+1 n+1 n+1 (415)
IQ,j - IQ,j o IZ,j+l - 212,j + IQ,jfl jn _ jn+1
h - Az? T
paraj=1,2,... N — 1.
Sejam SP' = [Sr,]T e I' = [I7,]”. Entéo, (4.16) e (4.17) podem escrever-se
na forma il &
Sy — 81 S ~ ~
! h IZ_I{I' ?7 S?:Sn
(4.16)

in+1 _ in 5 5 B B B
1 - 1 :I{L S{L —)\IIH_I, IIL — Jn
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Syt - Sy
h
ot -1y
h

onde - ST deve ser interpretado componente a componente. Observemos que

— Dyt Gy = g
(4.17)

=DoIyt, Iy =1

(4.16) e (4.17) séo equivalentes a

U™ttt = AU™ + hAF(U™), (4.18)
onde
(I —hDy)"" | 0
A= - . (4.19)
0 | (I~ hD2) !

Finalmente, notemos que (4.18) pode ainda ser escrito na forma ¢, (U;,) =0

com

on(Un) = (4.20)

Ut _AU™—hAF(U™)
h

Uo — 0 ]

onde u° se obtem de modo usual a partir das condicdes iniciais para S e I.
Uma estimativa para ||A|| em que A é definida por (4.19) é estabelecida no

lema seguinte.
Lema 4.2.1. [|A]| <L

Demonstracdo. Comecemos por notar que

1

Al = max{”([ D)

(= na) |}
Atendendo a que A > 0, vem

1A < [|(7 = hD2)~H].

Finalmente, tomando na Proposicdo 3.3.5 v = 0 e &k = 0, concluimos o
pretendido.
q.e.d.
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Assim, a estabilidade e a estabilidade interna é consequéncia do lema an-

terior.
Proposicao 4.2.2. O método (4.18) é estdvel-K e internamente estdvel.

Demonstracdo. Comecemos por mostrar que (4.18) é internamente estavel.
Consideremos perturbacdes p;, i = 1,2 nas etapas de (4.18) e seja U™ a corres-

pondente solucéo perturbada. Seja e® = U™ — U™. Vale a seguinte represen-

tacao
e = AT+ hJp(OU™ + (1 — 9)6%)} " + AMpy + Aps, (4.21)
para algum 6 € (0,1), e
I 0
M= [ 1 1 ., (4.22)
0 1+h)\I

com Jr a matriz jacobiana associada a F.

Atendendo ao lema anterior e a d, = AMp; + Aps, tem-se
lldnll = [[AM p1 + Apa|| < |1l + [Ip2]] - (4.23)

Portanto (4.18) é internamente estavel.

Provemos agora que (4.18) é estavel-K. Sejam F"*! e G"*! definidos por

Un+l — AU™ — hAF(U™)

Frtt = 4.24
N , ( )
it VT AV - BAR(VT) 4.25)
h )
e

e =U"-V". (4.26)

Procedendo como no Exemplo (6), temos
le"™H| < h||F™T =G + (|l le™]| + A Al L |le™||.- (4.27)

Logo, atendendo a que ||A|| < 1, concluimos de imediato a estabilidade pre-
tendida.
q.e.d.
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Relativamente a consisténcia de (4.18) vale o seguinte resultado.

Proposicio 4.2.3. Se S e I forem suficientemente regulares e h = C Ax?, para
alguma constante positiva C, entdo (4.18) é consistente com ordem de con-

sisténcia igual a um.

As propriedades dos métodos (4.4) e (4.18) séo apresentadas na seguinte
tabela

Método (4.4) Método (4.18)
Condicéo de estabilidade Incondicionalmente estavel
2
h ——
)\ + AiQ

Se h = C Az entdo o método é | Se h = CAz? entdo o método é
consistente com ordem de con- | consistente com ordem de con-

sisténcia igual a dois sisténcia igual a um

E manifesto que a escolha por um dos dois métodos resulta do compromisso

entre a estabilidade e a consisténcia.

4.3 Resultados numéricos

Os resultados numéricos que seguidamente apresentamos foram obtidos
utilizando o método (4.18).

Sejam 2 = [0,10], a = 0.02,7 = 2.0854x10"2 e D = 0.1. As figuras seguintes
apresentam a evolucédo temporal do nimero de infectados e susceptiveis, res-

pectivamente, para os dados iniciais
So(x) = 160e =105 | 30e= 247 4 90 —40(z=6)* (4.28)

Io(z) = 5e @0 (4.29)

e h=0.05e Az = 0.025.
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