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Prefácio

Na química, física e biologia, entre outras, existem fenómenos que podem

ser modelados com equações de convecção-difusão-reacção - CDR. Este tipo

de equações permite traduzir, por exemplo, no caso de vários poluentes lança-

dos para a atmosfera, a concentração dessas substâncias em determinado in-

stante quando sujeitas a transporte (por exemplo, causado pelo vento), di-

fusão e reacção (dos diversos compostos uns com os outros). Embora não seja

a única aplicação deste tipo de equações, esta é talvez uma das mais impor-

tantes. Destacamos ainda modelos de propagação de epidemias [Mur92] e de

digestor de papel [dig75].

Para as equações CDR já são conhecidos há muito resultados de existên-

cia e unicidade de solução, assim como de propriedades da solução dessas

equações. Este tema é ainda hoje estudado por muitos matemáticos existindo

algumas questões em aberto (referências).

Por outro lado, é sabido que uma expressão para a solução analítica de

qualquer equação com derivadas parciais só pode ser obtida em casos muitos

especiais, valendo o mesmo para as equações CDR. Assim, o analista numérico

encontra aqui uma fonte de problemas com características particulares que de

alguma forma tem de aproveitar para desenvolver bons métodos numéricos

que aproximem a solução dessas equações. Dos vários tipos de métodos uti-

lizados para tal efeito, existem dois que se destacam: os métodos particiona-

dos e os métodos implícitos-explícitos. No entanto, e não sendo a cura de todos
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ii Prefácio

os males, ambos os métodos têm os seus pontos fortes e fracos. Geralmente,

um método particionado tem ordem baixa (1, no máximo 2) mas tem boas pro-

priedades de estabilidade, enquanto que um método implícito-explícito tem

geralmente ordem mais elevada (pode mesmo escolher-se um método deste

tipo de qualquer ordem), mas fracas propriedades de estabilidade. Além disso,

a correcção das condições de fronteira para os métodos particionados é ainda

um problema em aberto que só está resolvido em casos muito particulares.

Surge então a questão:

Perante uma equação de convecção-reacção-difusão, que tipo de método

numérico devemos escolher para aproximar a sua solução de modo

eficiente: um método particionado ou um método implícito-explícito?

O presente trabalho pretende de alguma forma dar uma resposta a esta

questão recorrendo a um resultado do tipo "consistência+estabilidade ⇒ con-

vergência". Por forma a simplificar o estudo que faremos aos dois tipos de

métodos, assumimos quase sempre que as componentes convectiva e difusiva

da equação são lineares. Além disso, ao longo de todo o texto, assumimos tam-

bém que a solução analítica existe, é única e é suficientemente regular (ver

[Pao92]).

Este trabalho é constituído por quatro capítulos que apresentaremos de

seguida. O primeiro capítulo apresenta uma teoria da estabilidade/convergência

para problemas (não necessariamente diferenciais) não lineares, sendo o prin-

cipal objectivo estabelecer um resultado do tipo "consistência+estabilidade ⇒

convergência". Nos dois capítulos seguintes, são introduzidos os métodos par-

ticionados (segundo capítulo) e os métodos implícitos-explícitos (terceiro capí-

tulo) sendo estudadas as suas propriedades de estabilidade, consistência e

convergência. Por último, apresentaremos um modelo de propagação geográ-

fico de epidemias e dois métodos, um de cada tipo estudado, para aproximar a

solução do referido problema.
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Por último, não podemos deixar de referir algumas questões que permanecem

sem resposta e/ou que surgiram durante a escrita deste trabalho. Salientamos

as seguintes:

• Que influência têm as correcções de fronteira para os métodos parti-

cionados na convergência e estabilidade dos mesmos? É possível manter

a ordem global do método com correcções adequadas?

• Como escolher os coeficientes dos métodos implícitos-explícitos com mais

de uma etapa por forma a obter boas propriedades de estabilidade? Será

que existe alguma vantagem, para além da ordem, em considerar um

método de três ou quatro etapas?

• É possível adaptar a abordagem utilizada para provar a convergência

dos métodos numéricos no contexto de problemas totalmente não lin-

eares, isto é, em que a convecção e a difusão são não lineares?

• No contexto das equações integro-diferenciais e com atraso, como tirar

proveito do particionamento para desenvolver métodos numéricos para

este tipo de equações?

Gonçalo Nuno Travassos Borges Alves da Pena

Coimbra, 2004
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1 Teoria da Convergência -

Estabilidade

Neste capítulo introdutório pretendemos apresentar alguns elementos da

teoria geral da convergência de métodos numéricos para equações diferen-

ciais - Convergência, Consistência e Estabilidade.

Os problemas de condição inicial e de fronteira que consideramos ao longo

deste trabalho são, na sua maioria, não lineares. Atendendo a este facto, os

conceitos da teoria de convergência para métodos numéricos são apresentados

num contexto geral. A demonstração da convergência é consequência natural

dos conceitos de consistência e estabilidade.

Iniciamos este capítulo apresentando na secção 2 alguns conceitos funda-

mentais da Teoria de Convergência. A estabilidade no caso linear é objecto de

estudo na secção 3. Finalmente na secção central deste capítulo, secção 4, é

feita uma digressão pelo conceito de estabilidade no caso não linear.

Observamos que, embora pretendamos estudar métodos numéricos para

equações diferenciais, a teoria apresentada pode ser concretizada no contexto

dos métodos numéricos utilizados, por exemplo, na resolução numérica de

equações integrais ou equações integro-diferenciais.

A fim de facilitar a leitura deste capítulo, introduzimos exemplos ilustra-

tivos dos conceitos que são objecto de estudo.
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2 Teoria da Convergência - Estabilidade

1.1 Preliminares

Consideremos o problema diferencial (ou integral), não necessariamente

linear,

φ(u) = 0

em que φ : X −→ Y e X e Y são espaços vectoriais. A determinação da solução

analítica desta equação só é possível em casos simples e, mesmo nestes ca-

sos, tal solução é expressa frequentemente como uma série de funções ou um

integral dependentes dos parâmetros. A fim de estudar as propriedades da

solução u do problema anterior, é fundamental a substituição modelos con-

tínuos por modelos discretos que permita obter uma "aproximação" para a

solução contínua.

Seja H uma sucessão de números reais positivos convergente para zero.

Para h ∈ H, consideremos a equação

φh(Uh) = 0 (1.1)

em que φh : Dh ⊂ Xh −→ Yh e Xh, Yh são espaços vectoriais normados, deno-

minada modelo discreto/discretização. A Uh chamamos solução discreta.

Admitiremos que dimXh = dimYh <∞.

Exemplo 1. Fixemos α um número real tal que 0 6 α < 1 e consideremos o

problema diferencial 



du

dt
= u2, 0 < t 6 1

u(0) = α

(1.2)

A solução analítica deste problema é

u(t) =
α

1 − αt
.

Com o objectivo de definir o modelo discreto, seja N ∈ N e h = 1
N . Aproxi-

mando a derivada de (1.2) com diferenças progressivas, obtemos as seguintes

equações discretas
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



U0 = α

Un+1−Un

h = f(Un), n = 0, . . . , N − 1.

em que f(u) = u2.

O problema anterior pode ainda ser escrito na forma φh(Uh) = 0 em que

φh(Uh) =




U0 − α
U1−U0

h − f(U0)
...

UN−UN−1

h − f(UN−1)




e Uh = [U0, . . . , UN ]T .

Notemos que, neste contexto, Xh = Yh = R
N+1.

Observemos que, no caso não linear, φh pode não estar definida em todo o

espaço Xh (pode envolver logarítmos, raízes quadradas, etc...).

Erro Global. Convergência

Seja Uh a aproximação discreta definida por (1.1). Uma questão que se

coloca é em que medida Uh representa uma "boa aproximação" para u. Uma

vez que Uh e u podem não ser comparáveis (por exemplo, relativamente a (1.2),

u é definida em [0, 1] e Uh é um vector com N + 1 componentes) consideremos

um representante uh de u em Xh. Em geral, e no contexto das diferenças

finitas, este elemento é obtido considerando a restrição de u aos pontos da

malha.

A eh = uh − Uh chamamos erro global em Uh.

Definição 1.1.1. Dizemos que a discretização (1.1) é convergente se existir

h0 > 0 tal que para cada h ∈ H e h 6 h0, (1.1) tem solução e

lim
h→0

‖eh‖Xh
= 0.
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Se, para h ∈ H suficientemente pequeno, ‖eh‖Xh
= O(hp), então diz-se que

a convergência é de ordem p.

Exemplo 2. Retomemos o Exemplo 1. Admitamos que a função f do segundo

membro da equação diferencial (1.2) é de Lipschitz (com constante de Lipschitz

L) e que u ∈ C2([0, 1]). Como já vimos, os espaços Xh e Yh são R
N+1, para cada

h ∈ H. Nestes espaços, introduzamos a norma

‖Vh‖∞ = max
n

|V n| , Vh = [V 0, V 1, . . . , V N ]T .

Para representante de u em Xh consideremos o vector uh cuja n-ésima com-

ponente é u(xn), com xn = nh. Provemos agora que a discretização tem, relati-

vamente à norma escolhida, ordem de convergência um.

Para n = 0, 1, . . . , N − 1, desenvolvendo u(xn+1) em torno de xn obtemos

u(xn+1) = u(xn) + hu′(xn) +
h2

2
u′′(ξn). (1.3)

para algum ξn ∈ (xn, xn+1). Por outro lado, as componentes de Uh verificam

Un+1 = Un + hf(Un), (1.4)

para n = 0, . . . , N − 1. Subtraindo membro a membro (1.4) a (1.3) e intro-

duzindo eh = uh − Uh = [e0, e1, . . . , eN ]T obtemos

en+1 = en + h (f(un
h) − f(Un)) +

h2

2
u′′(ξn).

Da identidade anterior e atendendo a que f é de Lipschitz resulta

∣∣en+1
∣∣ 6 (1 + hL) |en| +

h2

2
|u′′(ξn)| . (1.5)

Por outro lado, se u ∈ C2 ([0, 1]) existe M > 0 tal que

∣∣en+1
∣∣ 6 (1 + hL) |en| +M

h2

2
.

Da desigualdade anterior, concluímos que

∣∣en+1
∣∣ 6 (1 + hL)n+1

∣∣e0
∣∣+ 1 − (1 + hL)n+1

1 − (1 + hL)

M

2
h2,



1.1. Preliminares 5

ou ainda,
∣∣en+1

∣∣ 6 M
(1 + hL)n+1 − 1

2L
h

uma vez que e0 = 0. Como (1 + hL)n+1 6 eL para n = 0, 1, . . . , N − 1, vem

finalmente

‖eh‖ 6 M
eL − 1

2L
h

isto é,

‖eh‖ = O(h).

Erro Local. Consistência

A lh := φh(uh) ∈ Yh chamamos erro local (ou erro de truncatura) de (1.1)

em uh.

Definição 1.1.2. Dizemos que a discretização (1.1) é consistente (respectiva-

mente, consistente de ordem p) se

lim
h→0

‖lh‖Yh
= 0

(
‖lh‖Yh

= O(hp)
)
.

Exemplo 3. Retomemos novamente o Exemplo 1. Com as notações introduzi-

das na secção anterior, se lh = φh(uh), então as componentes de lh satisfazem





l0 = 0

ln+1 =
un+1

h − un
h

h
− f(un

h), n = 0, . . . , N − 1.

Atendendo a (1.3), da hipótese u ∈ C2[0, 1] vem

∣∣ln+1
∣∣ 6 Ch, n = 0, . . . , N − 1

onde C não depende da componente considerada nem de h. Assim, tomando o

máximo de todas as componentes tem-se finalmente

‖lh‖∞ = O(h).
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1.2 Estabilidade linear

Até agora não foi feita nenhuma distinção sobre o carácter linear ou não

linear de (1.1). Suponhamos que (1.1) é linear, isto é,

φh(Uh) ≡ ψh(Uh) − fh = 0, (1.6)

ou ψh(Uh) = fh, onde, para cada h ∈ H, ψh é um operador linear definido de

Xh em Yh e fh é um elemento fixo de Yh.

O conceito intuitivo de estabilidade motiva-nos para a seguinte implicação
∥∥∥ψ(Uh − Ũh)

∥∥∥
Yh

=
∥∥∥ψ(Uh) − ψ(Ũh)

∥∥∥
Yh

≈ 0 =⇒
∥∥∥Uh − Ũh

∥∥∥
Xh

≈ 0

isto é, pequenas perturbações nos dados do problema implicam pequenas per-

turbações na solução. Surge assim, de uma forma natural, a seguinte definição.

Definição 1.2.1. A discretização (1.6) é estável se existirem constantes positi-

vas S e h0 tais que, para cada h ∈ H com h 6 h0, se tem

‖Vh‖Xh
6 S ‖ψh(Vh)‖Yh

para todo Vh ∈ Xh. (1.7)

A constante S é chamada constante de estabilidade de (1.6).

Estamos neste momento em condições de provar um resultado importante

da Análise Numérica De Equações Diferenciais - o Teorema da Convergência.

Teorema 1.2.1. Se a discretização (1.6) é consistente e estável (com constante

de estabilidade S), então (1.6) admite, para h suficientemente pequeno, uma

solução Uh única que verifica ‖eh‖ 6 S ‖lh‖. Se a ordem de consistência é p,

então a ordem de convergência é pelo menos p.

Demonstração. Notemos que para h suficientemente pequeno, a desigualdade

(1.7) implica a invertibilidade do operador ψh e portanto, a existência e unici-

dade de solução do problema (1.6). Por outro lado,

‖uh − Uh‖ 6 S ‖ψh(uh − Uh)‖ = S ‖φh(uh) − φh(Uh)‖ (1.8)
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donde

‖eh‖ = ‖uh − Uh‖ 6 S ‖ψh(uh − Uh)‖ = S ‖φh(uh)‖ = S ‖lh‖ (1.9)

q.e.d.

Assim, o conceito de estabilidade permite-nos concluir dois resultados im-

portantes:

[C1] Consistência + Estabilidade ⇒ Convergência;

[C2] Para h suficientemente pequeno, o problema (1.6) tem uma única

solução.

1.3 Estabilidade não linear

Primeira tentativa de definição

Nesta secção pretendemos estudar de modo natural o conceito de estabili-

dade para φh quando este é não linear. Esta extensão deve ser considerada de

modo a que [C1] e [C2] sejam verificados.

Seja Dh o domínio de φh em Xh. Atendendo às desigualdades (1.8) e (1.9)

e admitindo que, para h suficientemente pequeno, Uh existe, concluímos que

consistência implica convergência desde que seja válida, para h suficiente-

mente pequeno, a desigualdade

‖Vh −Wh‖Xh
6 S ‖φh(Vh) − φh(Wh)‖Yh

(1.10)

onde Vh,Wh ∈ Dh e S independente de h, Vh e Wh.

A desigualdade anterior permite introduzir o seguinte conceito de estabi-

lidade (ver [LMSS87]).

Definição 1.3.1. A discretização (1.1) diz-se estável-N se existirem constantes

positivas S (constante de estabilidade) e h0 tais que, para cada h ∈ H e h 6 h0,

a desigualdade (1.10) é válida, quaisquer que sejam Vh,Wh ∈ Dh.
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No caso não linear, a existência de solução do problema não é consequên-

cia imediata da estabilidade da discretização. No entanto, impondo certas

restrições a φh, é possível provar que (1.1) tem solução em Dh. O resultado

seguinte é fundamental para garantir a invertibilidade de φh:

Lema 1.3.1. Sejam X e Y espaços normados com a mesma dimensão finita,

φ : D ⊂ X −→ Y uma aplicação e u ∈ D. Admitamos que

[L1] existe R > 0 tal que 1B(u,R) ⊂ D;

[L2] φ é contínua em B(u,R);

[L3] existem S > 0 e r, 0 < r 6 ∞ tais que se v, w ∈ B(u,R) e

‖φ(v) − φ(u)‖ 6 r , ‖φ(w) − φ(u)‖ 6 r,

então

‖v − w‖ 6 S ‖φ(v) − φ(w)‖ .

Então φ admite inversa φ−1 : B(φ(u), r0) −→ B(u,R), com r0 = min (R/S, r),

e φ−1 é de Lipschitz com constante de Lipschitz S.

Demonstração. Caso r <∞.

Comecemos por notar que a aplicação

φ : B(u,R) ∩ φ−1(B(φ(u), r)) −→ φ(B(u,R)) ∩B(φ(u), r)

está bem definida. Mais ainda, esta restrição de φ é bijectiva sendo a sobre-

jectividade consequência da definição e a injectividade consequência de [L3].

Notemos também que no domínio de definição considerado, φ−1 é de Lipschitz,

com constante de Lipschitz S.

Se provarmos que

Br0
:= B(φ(u), r0) ⊂ φ(B(u,R))

1Notação: B(u, R) é a bola aberta centrada em u e raio R
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então concluímos a demonstração. Suponhamos então que existe δ0 ∈ Br0

tal que δ0 6∈ φ(B(u,R)). Para λ ∈ [0, 1], sejam δ(λ) := (1 − λ)φ(u) + λδ0 e

B′ := {λ′ : δ(λ) ∈ φ(B(u,R)), λ ∈ [0, λ′)} e

λ =

{
supB′, B′ 6= ∅

0, B′ = ∅.

Mostremos agora que λ 6 1 origina uma contradição que torna a hipótese

δ0 6∈ φ(B(u,R)) um absurdo. Comecemos por observar que δ(λ) ∈ φ(B(u,R)).

Seja δ = δ(λ). Ora, se λ = 0, então δ(0) = φ(u) ∈ φ(B(u,R)). Por outro lado,

como 0 < λ 6 1, seja ε > 0 tal que λ− ε ∈ (0, 1] e

δ(λ− ε) ∈ φ(B(u,R)) ∩B(φ(u), r).

Assim, φ−1(δ(λ − ε)) existe e é um elemento de B(u,R). De [L3] concluímos

que a sucessão
{
φ−1

(
δ
(
λ− εn

))}
n∈N

é de Cauchy (logo convergente), desde

que {εn}n∈N
seja tal que εn > 0 e limn εn = 0. Seja α := limn φ

−1
(
δ
(
λ− εn

))
.

Da definição de δ e de [L3] temos sucessivamente
∥∥φ−1

(
δ
(
λ− ε

))
− u
∥∥ 6 S

∥∥δ
(
λ− ε

)
− φ(u)

∥∥

= S
(
λ− ε

)
‖φ(u) − δ0‖

< S
(
λ− ε

)
r0

6 R
(
λ− ε

)

e portanto, tomando ε a tender para zero, concluímos que ‖α− u‖ < R, isto é,

α ∈ B(u,R). Mais ainda,

φ(α) = φ
(

lim
ε→0

φ−1
(
δ
(
λ− ε

)))

= lim
ε→0

φ
(
φ−1

(
δ
(
λ− ε

)))

= δ
(
λ
)

= δ.

Assim, δ ∈ φ(B(u,R)) ∩ B(φ(u), r). Podemos agora escolher uma bola fechada

B centrada em α tal que B ⊂ B(u,R) e φ(B) ⊂ B(φ(u), r). Notemos que
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nestas condições, φ
(
B
)

e B são homeomorfos e portanto φ
(
B
)

contém uma

vizinhança aberta de δ, o que é absurdo.

O caso r = ∞ segue uma demonstração semelhante, tomando r = R
S .

q.e.d.

Conjugando o conceito de estabilidade-N e as hipóteses [L1] e [L2], con-

cluímos [C1] e [C2], como é estabelecido no seguinte resultado:

Teorema 1.3.2. Seja (1.1) uma discretização consistente e estável-N. Se existir

uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h ∈ H, φh é

contínua em B(uh, R) ⊂ Dh, então, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem

solução Uh em B(uh, R), única em Dh, e

lim
h→0

‖uh − Uh‖ = 0.

Além disso, ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh)‖.

Demonstração. Aplicando o Lema 1.3.1 a φh com r = ∞ e u = uh, concluímos

que φh tem inversa definida de B(φh(uh), R/S) em B(uh, R). Como (1.1) é

consistente, para h suficientemente pequeno, ‖φh(uh)‖ < R/S e portanto 0 ∈

B(φh(uh), R/S). Deste modo, (1.1) tem solução Uh := φ−1
h (0).

A unicidade de solução em Dh é consequência da desigualdade de estabili-

dade-N. A demonstração da relação entre o erro local e o erro global segue os

passos da demonstração do Teorema 1.2.1.

q.e.d.

Notemos que o conceito de estabilidade-N é demasiado restritivo pois não

permite concluir a convergência de alguns métodos.

Exemplo 4. Consideremos novamente a equação diferencial do Exemplo 1 e

a respectiva discretização apresentada. Escolhamos uh como sendo a restrição

de u nos pontos da malha subjacente e definamos as seguintes normas em Xh

e Yh
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‖Vh‖ = max
n

|V n| , Vh = [V 0, . . . , V N ]T ∈ Xh

‖Fh‖ =
∣∣F 0
∣∣+

N∑

n=1

h |Fn| , Fh = [F 0, . . . , FN ]T ∈ Yh

Provemos que a discretização (1.2) não é estável-N.

Seja Vh ∈ Xh o vector definido recursivamente por





V 0 = 1

V n+1−V n

h − f(V n) = 0, n = 0, . . . , N − 1.

De [SSV86] segue-se que 2V N ∼ 1
h log h e portanto, à medida que h tende para

zero, ‖uh − Vh‖ não é limitada. Por outro lado, como as componentes de Vh

satisfazem a definição anterior, temos que ‖φh(Vh)‖ = 1 − α. Atendendo a que

a discretização é consistente com o problema diferencial, a desigualdade (1.10)

não pode ocorrer com S independente de h, e portanto a discretização não é

estável-N.

Notemos que a definição de estabilidade-N exige que (1.10) seja válida para

quaisquer elementos Vh, Wh em Xh pelo que podemos estar a comparar ele-

mentos que não são relevantes para o estudo da estabilidade da discretização,

como mostra o exemplo anterior.

Parece-nos então natural comparar apenas elementos de Xh próximos de

uh ou que ‖φh(uh)‖ não seja "muito grande". Estas considerações levam-nos

ao conceito de limiar de estabilidade que apresentamos na secção seguinte.

2 lim
N→+∞

V N

1
h log h

= 1
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Estabilidade-S

A definição seguinte foi proposta por Stetter [Ste73]:

Definição 1.3.2. A discretização (1.1) diz-se estável-S se existirem constantes

positivas S, h0 e r ∈]0,+∞] - limiar de estabilidade - tais que a desigualdade

(1.10) se verifica para cada h ∈ H, h 6 h0 e para Vh,Wh em Dh tais que

‖φh(Vh) − φh(uh)‖ < r , ‖φh(Wh) − φh(uh)‖ < r. (1.11)

Observações:

1. Se (1.1) é estável-S com limiar r < ∞ e φh é linear então (1.1) ainda é

estável-S com limiar r = ∞. Neste contexto, esta definição de estabili-

dade reduz-se à definição de estabilidade no caso linear.

2. Esta definição é menos exigente que a definição de estabilidade-N. Note-

-se que apenas verificamos se a condição de estabilidade (1.10) é válida

para os vectores que satisfaçam (1.11).

No contexto desta nova definição e do Exemplo 4, se r < 1 − α então não

poderíamos averiguar se a desigualdade de estabilidade é válida para Vh

uma vez que ‖φh(Vh)‖ = 1 − α.

Embora seja um conceito que é um enfraquecimento do conceito de estabi-

lidade-N, para discretizações estáveis-S e consistentes vale um resultado de

existência, unicidade e convergência análogo ao Teorema 1.3.2 que estabele-

cemos seguidamente. Não apresentamos a sua demonstração pois é análoga

à prova do Teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.3. Seja (1.1) uma discretização consistente e estável-S. Se existir

uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h ∈ H, φh é

contínua em B(uh, R) ⊂ Dh, então, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem
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solução Uh em B(uh, R), única em Dh, e

lim
h→0

‖uh − Uh‖ = 0.

Além disso, ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh)‖.

Estabilidade-K

H. Keller em [Kel75] propõe um conceito alternativo ao conceito de estabi-

lidade-S em que na desigualdade de estabilidade são apenas envolvidos ele-

mentos de Dh pertencentes a uma bola centrada em uh e não em elementos

de Dh cujas imagens por φh estão numa bola centrada em φh(uh).

Definição 1.3.3. A discretização (1.1) diz-se estável-K se existirem constantes

positivas S, h0 e R ∈]0,+∞] - limiar de estabilidade - tais que, para cada

h ∈ H, h 6 h0, B(uh, R) ⊂ Dh e, para Vh,Wh em B(uh, R), vale a desigualdade

(1.10).

Notemos que à semelhança do conceito de estabilidade-S, recuperamos a

definição usual de estabilidade quando o operador φh é linear.

No contexto da definição anterior vale o seguinte resultado cuja demons-

tração é análoga à do Teorema 1.3.2.

Teorema 1.3.4. Seja (1.1) uma discretização consistente e estável-K. Se existir

uma constante R > 0, independente de h, tal que, para cada h ∈ H, φh é

contínua em B(uh, R) ⊂ Dh, então, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem

solução única Uh em B(uh, R) e

lim
h→0

‖uh − Uh‖ = 0.

Além disso, ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh)‖.
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Observações:

1. Comparando os Teoremas 1.3.3 e 1.3.4, verificamos que as conclusões são

as mesmas excepto no conjunto onde é garantida a existência de solução.

A definição de estabilidade-S garante unicidade em todo o domínio Dh

enquanto que a definição de estabilidade-K apenas garante em B(uh, R).

2. Em [Kel75], Keller segue uma abordagem alternativa a esta e recorre à

linearização de φh em torno de uh para provar a existência e unicidade

de solução.

Exemplo 5. Consideremos novamente o problema introduzido no Exemplo 1.

Seja R > 0 e

M =
⋃

t∈[0,1]

[u(t) −R, u(t) +R] .

Atendendo à definição de f existe L = L(R) > 0 tal que

|f(v) − f(w)| 6 L |v − w| para v, w ∈M. (1.12)

Com o objectivo de estudar a estabilidade da discretização, consideremos

as normas introduzidas no Exemplo 4 e vectores Vh e Wh de R
N+1 tais que

‖Wh − uh‖ < R, ‖Vh − uh‖ < R (1.13)

e as normas definidas no Exemplo 4.

Sejam Fh = φh(Vh) e Gh = φh(Wh) tais que

F 0 = V 0 − α, Fn+1 =
V n+1 − V n

h
− f(V n), n = 0, 1, . . . , N (1.14)

G0 = W 0 − α, Gn+1 =
Wn+1 −Wn

h
− f(Wn), n = 0, 1, . . . , N. (1.15)

Subtraindo membro a membro (1.14) a (1.15), obtemos, para n = 0, 1, . . . , N−1,

V n+1 −Wn+1 = V n −Wn + h (f(V n) − f(Wn)) + h
(
Fn+1 −Gn+1

)
.
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De (1.13) concluímos que V n e Wn estão em M , para n = 0, 1, . . . , N e por-

tanto, para estes valores, é válida a desigualdade (1.12). Logo

∣∣V n+1 −Wn+1
∣∣ 6 (1 + hL) |V n −Wn| + h

∣∣Fn+1 −Gn+1
∣∣

...

6 (1 + hL)n+1
∣∣V 0 −W 0

∣∣+ h
n+1∑

i=1

(1 + hL)n−i+1
∣∣F i −Gi

∣∣

para n = 0, 1, . . . , N − 1.

Atendendo a que, para i 6 N , (1 + hL)i 6 eL, tem-se finalmente

max
n

|V n −Wn| 6 eL

(
∣∣V 0 −W 0

∣∣+ h

N∑

i=1

∣∣F i −Gi
∣∣
)
,

isto é,

‖Vh −Wh‖Xh
6 eL ‖φh(Vh) − φh(Wh)‖Yh

.

Pelo Teorema 1.3.4, concluímos que a discretização é convergente e tem pelo

menos ordem de convergência um.

Embora adequadas para problemas diferenciais ordinários, as definições

apresentadas são demasiado restritivas para problemas envolvendo derivadas

parciais. Esta observação é justificada pelo exemplo seguinte.

Exemplo 6. Consideremos uma equação de difusão-reacção





ut = uxx + f(u) , x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T )

u(0, t) = u(1, t) = 0 , t > 0

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ [0, 1]

onde f ∈ C(R) mas não é globalmente de Lipschitz e u0(0) = u0(1) = 0.

Seja M um inteiro positivo, ∆x = 1/M e {xi, i = 0, . . . ,M} a malha definida

por xi = i∆x. Consideremos uma constante positiva c e sejam h = c∆x2 e

tn = nh, n = 0, . . . , N , onde N = T
h é inteiro positivo. Discretizando ut
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com diferenças progressivas e uxx com diferenças centradas de segunda ordem,

obtemos o seguinte modelo discreto





U0
j = u0(xj), j = 0, . . . ,M

Un
0 = Un

M = 0, n = 0, . . . , N

Un+1
j − Un

j

h
=
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

∆x2
+ f(Un

j ),

para n = 0, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,M − 1. Se Un = [Un
1 , . . . , U

n
M−1]

T então o

modelo anterior pode escrever-se na forma





U0 − [u0(xj)]j=1,...,M−1 = 0

Un+1 − Un

h
−D2U

n − F (Un) = 0, n = 0, . . . , N − 1,

(1.16)

onde, para cada n > 1, F (Un) é o vector de componentes F (Un
j ). Seja Xh = Yh

o espaço das matrizes (M − 1) × (N + 1) onde consideramos as normas

‖Vh‖Xh
= max

n
‖V n‖2 , Vh = [V 0|V 1| · · · |V N ], (1.17)

‖Fh‖Yh
=
∥∥F 0

∥∥
2

+ h

N∑

n=1

‖Fn‖2 , Fh = [F 0|F 1| · · · |FN ]. (1.18)

Se utt e uxxx são limitadas então a ordem de consistência é dois.

Estudemos agora a estabilidade de (1.16). Sejam Vh e Wh dois elementos

em Xh e Fh = φh(Vh) e Gh = φh(Wh). Note-se que as componentes de φh(Vh) são

definidas por (1.16) com Un substituido por V n. Assim, de acordo com (1.17) e

(1.18) temos

Fn+1 =
V n+1 − V n

h
−D2V

n − F (V n)

Gn+1 =
Wn+1 −Wn

h
−D2W

n − F (Wn).
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Tomando en = V n −Wn vem

en+1 = h(Fn+1 −Gn+1) + (I + cD2)e
n + h(F (V n) − F (Wn)).

Portanto

∥∥en+1
∥∥

2
6 h

∥∥Fn+1 −Gn+1
∥∥

2
+ ‖I + hD2‖2 ‖e

n‖2 + h ‖F (V n) − F (Wn)‖2

e, atendendo a que para c 6 1/2, ‖I + hD2‖2 6 1, obtemos ainda

∥∥en+1
∥∥

2
6 h

∥∥Fn+1 −Gn+1
∥∥

2
+ ‖en‖2 + h ‖F (V n) − F (Wn)‖2 .

Se F verificasse uma desigualdade do tipo Lipschitz então procedendo como

no Exemplo 5 obteríamos

‖Vh −Wh‖Xh
6 eL ‖Fh −Gh‖Yh

.

Notemos contudo que tal pode não ser possível com a definição de esta-

bilidade de Keller. De facto, se existir R > 0 tal que para h suficientemente

pequeno e Vh,Wh ∈ B(uh, R) fosse válida uma desigualdade do tipo Lipschitz

e ‖Vh − uh‖ < R, os valores V n
j e Wn

j podiam crescer na ordem de h−
1
2 e não

era possível majorar f(V n
j )−f(Wn

j ) uma vez que a função f não é globalmente

de Lipschitz.

Um modo de contornar a dificuldade anterior é considerar limiares de esta-

bilidade dependentes de h. De facto se os limiares fossem da forma rh
1
2 , então,

para Vh e Wh tais que

‖Vh − uh‖ 6 rh
1
2 , ‖Wh − uh‖ 6 rh

1
2

vinha

‖F (V n) − F (Wn)‖2 6 L ‖V n −Wn‖2

e a discretização (1.16) seria, neste novo contexto, estável para c 6 1/2.

Torna-se assim necessária uma nova definição de estabilidade que à seme-

lhança das anteriores permita concluir [C1] e [C2] e que considere limiares de

estabilidade dependentes de h.
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Estabilidade Restrita

Introduzimos nesta secção uma extensão à definição de estabilidade-K de

Keller, com limiares de estabilidade dependentes de h (ver [LM85]).

Definição 1.3.4. Sejam h ∈ H e Rh ∈]0,+∞]. Diz-se que a discretização (1.1)

é estável - relativamente aos limiares Rh - se existirem constantes positivas h0

e S tais que, para h ∈ H,h 6 h0, B(uh, Rh) ⊂ Dh e, para Vh,Wh ∈ B(uh, Rh), é

válida a desigualdade (1.10).

Note-se que se os limiares não dependem de h, então a definição de esta-

bilidade-K é recuperada. No contexto da estabilidade restrita, vale um resul-

tado de convergência análogo aos resultados de convergência anteriormente

estabelecidos para os conceitos de estabilidade já estudados.

Teorema 1.3.5. Se a discretização (1.1) é consistente e estável com limiares

Rh, φh é contínua em B(uh, Rh) e

lim
h→0

‖φh(uh)‖

Rh
= 0,

então, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem solução única Uh emB(uh, Rh)

e

lim
h→0

‖uh − Uh‖ = 0.

Além disso, ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh)‖.

Assim, a discretização considerada no exemplo anterior pode provar-se

agora convergente com o Teorema 1.3.5.

Semi-estabilidade

Até agora, introduzimos apenas conceitos alternativos de estabilidade que

permitissem concluir [C1] e [C2] e que não fossem demasiado restritivos no

sentido de classificarem como instáveis algumas discretizações úteis na prá-

tica. No entanto, se repararmos, a prova de [C1] apenas exige que a condição
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de estabilidade seja válida para uh (representante de u em Xh) e Uh (solução

numérica). Podemos então definir um novo conceito de estabilidade que tenha

em conta este facto. Introduzimos assim o conceito de semi-estabilidade (ver

[LMSS88]).

Definição 1.3.5. A discretização (1.1) é dita semi-estável se existir h0 > 0 tal

que, para h ∈ H e h 6 h0, existe Rh ∈]0,+∞] - limiares de estabilidade - e S > 0

tais que, B(uh, Rh) ⊂ Dh e, para cada Vh ∈ B(uh, Rh),

‖uh − Vh‖ 6 S ‖φh(uh) − φh(Vh)‖ . (1.19)

No contexto da definição anterior vale o seguinte resultado:

Teorema 1.3.6. Admitamos que (1.1) é consistente e semi-estável com limiares

de estabilidade Rh. Se, para h suficientemente pequeno, (1.1) tem uma única

solução Uh tal que ‖uh − Uh‖ < Rh, então

lim
h→0

‖uh − Uh‖ = 0.

Além disso, ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh)‖.

Demonstração. Seja eh = uh − Uh. Por hipótese temos que ‖uh − Uh‖ < Rh e

portanto a desigualdade (1.19) é válida para Uh. Assim tem-se que

‖eh‖ = ‖uh − Uh‖ 6 S ‖φh(uh) − φh(Uh)‖

e atendendo ao facto de ‖φh(Uh)‖ = 0, conclui-se finalmente

‖eh‖ 6 S ‖lh‖ .

q.e.d.

A noção de semi-estabilidade juntamente com consistência, ao contrário

das outras definições de estabilidade apresentadas, não permite, em geral

concluir a existência da solução de (1.1). No entanto, impondo condições de

regularidade a φh podemos estabelecer resultados de existência.
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Comecemos por notar que, num número considerável de aplicações, φh tem

derivada à Frechet em uh, φ′h(uh). Mais ainda, se existir Uh, solução de (1.1),

e estiver suficientemente próximo de uh então

0 = φh(Uh) ≈ φh(uh) + φ′h(uh)(Uh − uh). (1.20)

Atendendo a (1.20), consideremos o problema linear

Φh(Uh) := φh(uh) − φ′h(uh)(uh) + φ′h(uh)(Uh) = 0. (1.21)

A discretização (1.21) é, de acordo com (1.7), estável se

[EL] Existem constantes positivas h0 e L tais que, para h ∈ H com

h 6 h0, existe φ′h(uh)−1 e
∥∥φ′h(uh)−1

∥∥ 6 L.

O resultado seguinte mostra a relação entre a semi-estabilidade de (1.1) e

a estabilidade de (1.21).

Teorema 1.3.7. Admitamos que, para h ∈ H com h suficientemente pequeno,

φh tem derivada à Frechet em uh. Então, são equivalentes as afirmações

1. (1.1) é semi-estável.

2. A discretização (1.21) é estável.

Demonstração. Suponhamos que (1.1) é semi-estável. Então, para h suficien-

temente pequeno, consideremos vh ∈ B(0, Rh) tal que

gh(vh) = φh(uh + vh) − φh(uh) − φ′h(uh)vh

verifica ‖gh(xh)‖ = o(‖xh‖).

Seja δ > 0. Então, existe R̂h(δ) 6 Rh tal que, se ‖xh‖ < R̂h(δ), então

‖gh(xh)‖ < δ
S(S+δ) ‖xh‖.
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Da desigualdade anterior e atendendo à semi-estabilidade, tem-se suces-

sivamente

‖φ′h(uh)xh‖ = ‖φh(uh + xh) − φh(uh) − gh(xh)‖

> ‖φh(uh + xh) − φh(uh)‖ − ‖gh(xh)‖

> S−1 ‖xh‖ − ‖gh(xh)‖

> S−1

(
1 −

δ

S + δ

)
‖xh‖

=
1

S + δ
‖xh‖ .

Logo existe [φ′h(uh)]
−1 e

∥∥φ′h(uh)−1
∥∥ 6 S + δ.

Finalmente, atendendo à arbitrariedade de δ > 0, tem-se
∥∥φ′h(uh)−1

∥∥ 6 S.

Reciprocamente, suponhamos que [EL] é válida. Novamente, para h sufi-

cientemente pequeno e vh ∈ Dh tem-se

‖φh(vh) − φh(uh)‖ = ‖φ′h(uh)(vh − uh) + gh(vh − uh)‖

> ‖φ′h(uh)(vh − uh)‖ − ‖gh(vh − uh)‖

> L−1 ‖vh − uh‖ − ‖gh(vh − uh)‖ .

Seja δ > 0. Atendendo a que

lim
‖xh‖−→0

‖gh(xh)‖ = 0,

existe R′
h(δ) tal que, se ‖vh − uh‖ < R′

h(δ), então gh(vh −uh) está bem definida

e

‖gh(vh − uh)‖ 6
δ

L(L+ δ)
.

Assim,

−‖gh(vh − uh)‖ > −
δ

L(L+ δ)
‖vh − uh‖

e portanto

‖vh − uh‖ 6 (L+ δ) ‖φh(vh) − φh(uh)‖ .

q.e.d.
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Observamos que o resultado anterior permite estudar a semi-estabilidade

da discretização não linear utilizando a estabilidade da sua linearização.

No teorema seguinte é estabelecida uma condição sufuciente para a esta-

bilidade de (1.1).

Teorema 1.3.8. Suponhamos que

[CE1] para h ∈ H suficientemente pequeno, φh tem derivada à Fréchet em

vh ∈ B(uh, Rh),

[CE2] é válida a condição [EL],

[CE3] existe uma constante Q ∈ [0, 1) tal que, para h ∈ H suficientemente

pequeno e vh ∈ B(uh, Rh), é válida a desigualdade

‖φ′h(vh) − φ′h(uh)‖ 6
Q

L
. (1.22)

Então (1.1) é estável com limiares de estabilidade Rh e constante de esta-

bilidade L
1−Q .

Demonstração. Seja h suficientemente pequeno e vh, wh ∈ B(uh, Rh). Consi-

deremos Ah : [0, 1] −→ Yh definida por

Ah(t) = (1 − t)vh + twh − φ′h(uh)−1 [φh((1 − t)vh + twh) − φh(uh)] .

Notemos que esta aplicação é diferenciável e que

A′
h(t) = wh − vh − φ′h(uh)−1 [φ′h((1 − t)vh + twh)(wh − vh)]

= φ′h(uh)−1 [φ′h(uh) − φ′h((1 − t)vh + twh)] (wh − vh).

Assim, de (1.22) e [EL] obtemos sucessivamente

‖A′
h(t)‖ 6

∥∥φ′h(uh)−1
∥∥ ‖φ′h(uh) − φ′h((1 − t)vh + twh)‖ ‖wh − vh‖

6 L
Q

L
‖wh − vh‖

6 Q ‖wh − vh‖ .
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Da desigualdade anterior vem finalmente

‖Ah(1) −Ah(0)‖ 6 ‖A′
h(ξ)‖ 6 Q ‖wh − vh‖ . (1.23)

Notemos ainda que se tem

‖Ah(1) −Ah(0)‖ =
∥∥(wh − vh) − φ′h(uh)−1 [φh(wh) − φh(vh)]

∥∥

> ‖wh − vh‖ − L ‖φh(wh) − φh(vh)‖ .
(1.24)

Conjugando (1.23) e (1.24) concluímos

‖wh − vh‖ 6
L

1 −Q
‖φh(wh) − φh(vh)‖ .

q.e.d.

Se a derivada à Fréchet de φh é de Lipschitz ou contínua então, o resul-

tado anterior permite concluir a equivalência entre semi-estabilidade e esta-

bilidade restrita.

Corolário 1.3.9. Suponhamos que são válidas [CE1] e [CE2] e, para h ∈ H

suficientemente pequeno, φh tem derivada à Fréchet de Lipschitz em uh. Então

existe S > 0 tal que (1.1) é estável com constante de estabilidade S e limiares

min
{
Rh, (L

−1 − S−1)C−1
h

}
.

Demonstração. Note-se que necessitamos apenas de provar [CE3].

Seja S > L e vh tal que ‖vh − uh‖ 6 min
{
Rh,

(
1
L − 1

S

)
1

Ch

}
. Então vem

sucessivamente

‖φ′h(vh) − φ′h(uh)‖ 6 Ch ‖vh − uh‖

6 Ch min

{
Rh,

(
1

L
−

1

S

)
1

Ch

}

6 Ch

(
1

L
−

1

S

)
1

Ch

6
S − L

SL
.

(1.25)

Logo Q = S−L
S ∈ [0, 1).

q.e.d.
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Corolário 1.3.10. Se são válidas [CE1] e [CE2] e para h ∈ H suficientemente

pequeno, φh tem derivada à Fréchet contínua em uh, então (1.1) é estável se e

só se é semi-estável.

Demonstração. Basta notar que a condição (1.22) é válida se φ′h(·) for contínua

em uh.

q.e.d.
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Consideremos o problema diferencial





∂u

∂t
= uxx + uyy − 100u2 em Ω × (0, T )

u = 0 em ∂Ω × [0, T ]

u = u0 em Ω × {0}

(2.1)

em que Ω = (0, 1)2.

O problema de difusão-reacção (2.1) apresenta um termo reactivo "stiff" e

portanto na sua resolução numérica deve ser utilizado um método implícito.

Assim, uma discretização possível para este problema obtém-se aproximando

as derivadas espaciais com diferenças centradas de segunda ordem e tratando

o termo reactivo de modo usual.

Sejam N e M inteiros positivos e ∆x := 1/N e ∆y := 1/M . Consideremos

a malha

∆ = {(xi, yj), xi = i∆x, yj = j∆y, i = 0, 1, . . . , N, j = 1, 2, . . . ,M}

Seja h > 0 tal que Kh = T , para algum K inteiro positivo e consideremos

tn = nh, n = 0, 1, . . . ,K. Uma discretização possível para aproximar a solução

de (2.1) é

Un+1
i,j − Un

i,j

h
=
Un+1

i+1,j − 2Un+1
i,j + Un+1

i−1,j

∆x2
+
Un+1

i,j+1 − 2Un+1
i,j + Un+1

i,j−1

∆y2
+ f(Un+1

i,j ),

(2.2)

25
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para i = 1, . . . , N − 1 e j = 1, . . . ,M − 1.

Se Un for o vector com componentes

[
Un

1,1, U
n
2,1, . . . , U

n
N−1,1, U

n
1,2, U

n
2,2, . . . , U

n
N−1,2, . . . , U

n
1,M−1, . . . , U

n
N−1,M−1

]T

(2.3)

então o sistema (2.2) pode reescrever-se na forma

(I − hA)Un+1 = Un + hF (Un+1)

onde F (Un+1) é um vector de componentes f(un+1
i,j ) (ordenadas como em (2.3))

e A é uma matriz tridiagonal por blocos da forma



B νI

νI B νI

. . .
. . .

. . .

νI B νI

νI B




onde I representa a matriz identidade IN−1,N−1 e B é a matriz tridiagonal



−2(ν + µ) µ

µ −2(ν + µ) µ

. . .
. . .

. . .

µ −2(ν + µ) µ

µ −2(ν + µ)




com µ = 1
∆x2 e ν = 1

∆y2 .

Assim, a determinação de Un+1 envolve a resolução de um sistema de

(N − 1) × (M − 1) equações não lineares, o que computacionalmente não é

muito apelativo se considerarmos uma malha densa (com um número elevado

de nodos).

Uma forma de contornar o esforço computacional referido é fazer parti-

cionamento nas componentes da equação, isto é, aproximar cada uma das
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componentes em separado e emparelhar de forma conveniente as soluções

numéricas respeitantes às várias componentes. Esta abordagem é particu-

larmente apelativa pois permite simplificar substancialmente a resolução do

problema. O modo de proceder anterior é característico dos Métodos das Di-

recções Alternadas - MDA - que surgiram naturalmente da tentativa de re-

duzir o esforço computacional na resolução dum problema envolvendo EDPs

com um método numérico clássico (por exemplo do tipo considerado).

Os primeiros MDA surgiram nos anos 50 e 70 e foram introduzidos por

Peaceman e Rachford [RP55] e Rachford e Douglas [RD56]. Estes métodos

pertencem a uma classe que designamos por Métodos Particionados - MP

- que são o objecto de estudo deste capítulo. Nos anos 50, surgiram ainda

outro tipo de métodos particionados: os métodos localmente unidimensionais

- MLU. Alguns exemplos de MLU podem ser encontrados em [Mar90]. A uti-

lização da ideia subjacente aos métodos MDA e MLU - redução do esforço

computacional por partição em problemas unidimensionais - levou alguns au-

tores a efectuar partições do problema inicial em subproblemas através da

partição da equação diferencial. Esta partição tem em atenção, como é óbvio,

as propriedades específicas de cada termo. Deste modo, o problema diferencial

inicial é substituído por uma sequência de problemas diferenciais interliga-

dos por condições iniciais adequadas. Para cada subproblema é considerado

um método numérico estando a escolha deste dependente das propriedades

específicas da equação em questão. Assim, obtemos uma sequência de méto-

dos numéricos que, tal como a sequência de subproblemas, estão ligados por

condições iniciais adequadas. O método numérico obtido deste modo pertence

também à classe dos métodos particionados.

Começamos por apresentar duas formas de construir métodos particiona-

dos na primeira secção. Na segunda secção analisamos o erro induzido pelo

particionamento associado aos MP. Por último, na terceira secção, as pro-

priedades de convergência e estabilidade são analisadas para uma família

de métodos.
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2.1 Os métodos particionados

Seja Ω um domínio de R
N de fronteira ∂Ω. Consideremos o problema de

condições inicial e de fronteira





∂u

∂t
= F1(u, x) + F2(u, x) + F3(u, x) , x ∈ Ω, t ∈ (0, T )

u(x, t) = 0 , x ∈ ∂Ω, t ∈ [0, T ]

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω

(2.4)

em que F1, F2 e F3 são operadores que verificam

3∑

i=1

Fi(u, x) = ∇(αu) + ∇ · (β∇u) + f(u, x). (2.5)

Supomos que α e β são funções suficientemente regulares e f ∈ C1(R).

Em [0, T ] consideremos a partição tj = jh, j = 0, 1, . . . ,M , Mh = T e seja

[tn, tn+1] um intervalo arbitrário. Consideremos o problema (2.4) em [tn, tn+1]

substituído, por exemplo, pela sequência de problemas





∂v1

∂t
= ∇(αv1), x ∈ Ω, t ∈ (tn, tn+1)

v1(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [tn, tn+1]

v1(tn) = u(tn), x ∈ Ω,

(2.6)





∂v2

∂t
= ∇ · (β∇v2), x ∈ Ω, t ∈ (tn, tn+1)

v2(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [tn, tn+1]

v2(tn) = v1(tn+1), x ∈ Ω,

(2.7)





∂v3

∂t
= f(v3, x), x ∈ Ω, t ∈ (tn, tn+1)

v3(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [tn, tn+1]

v3(tn) = v2(tn+1), x ∈ Ω.

(2.8)
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A solução v3(tn+1) obtida pela resolução dos problemas (2.6)-(2.8) é uma

aproximação para u(tn+1).

Se denotarmos por Si,h o operador tal que Si,h

(
vi(tn)

)
= vi(tn+1) então

u(tn+1) ≈ S3,h ◦ S2,h ◦ S1,h (u(tn)) . (2.9)

Um método particionado é obtido considerando um método numérico para

cada um dos problemas anteriores ((2.6)-(2.8)).

Dado o problema (2.4) existem várias formas de construir métodos parti-

cionados, das quais podemos destacar duas: fazer particionamento nas com-

ponentes da equação com derivadas parciais e obter problemas diferenciais do

tipo do anterior ou efectuar uma discretização das derivadas relativamente ao

espaço seguida de uma partição do sistema diferencial ordinário obtido.

Consideremos novamente (2.4) mas com Ω ⊂ R. Em Ω consideremos

uma malha {xi = i∆x, i = 0, 1, . . . , N}. Tomando x = xi na equação diferen-

cial e aproximando as derivadas parciais
∂u

∂x
e
∂2u

∂x2
utilizando operadores de

diferenças, obtemos um sistema diferencial ordinário para a determinação de

U(t) = (U1(t), . . . UN (t))T que pode ser representado por




dU
dt = F1,∆x(U) + F2,∆x(U) + F3,∆x(U), em (0, T ]

U(0) = U0

onde Fi,∆x(U) é uma discretização do vector de componentes Fi(u) e

U0 = [u(xi, 0)]T = u(0).

Sejam V i, i = 1, 2, 3 as soluções dos seguintes problemas diferenciais




dV 1

dt
= F1,∆x(V 1), t ∈ [tn, tn+1]

V 1(tn) = Un,





dV 2

dt
= F2,∆x(V 2), t ∈ [tn, tn+1]

V 2(tn) = V 1(tn+1),



30 Métodos particionados





dV 3

dt
= F3,∆x(V 3), t ∈ [tn, tn+1]

V 3(tn) = V 2(tn+1).

Utilizando um método numérico para cada um dos problemas diferen-

ciais ordinários anteriores obtemos um método numérico particionado. A tí-

tulo ilustrativo, consideremos o método de Euler explícito em cada um dos

subproblemas. Obtemos então o método particionado




Ṽ 1 = Ṽ 0 + hF1,∆x(Ṽ 0) , Ṽ 0 = Un

Ṽ 2 = Ṽ 1 + hF2,∆x(Ṽ 1) , Ṽ 2 = Ṽ 1

Ṽ 3 = Ṽ 2 + hF3,∆x(Ṽ 2) , Ṽ 3 = Ṽ 2,

(2.10)

em que U(tn+1) ≈ Ṽ 3. Logo u(xi, tn+1) ≈ Ui(tn+1) ≈ Ṽ 3
i .

Na literatura têm surgido vários tipos de partições sendo a partição intro-

duzida por Strang em [Str68] uma das mais referidas. Strang particionou o

problema inicial em vários problemas integrando cada um em [tn, tn+ 1
2
]. Em

seguida, em [tn+ 1
2
, tn+1], fez a mesma integração mas por ordem inversa.

Apresentamos seguidamente uma partição de Strang possível




v0 = u(tn)

vi
t = Fi(v

i), vi(tn) = vi−1(tn+ 1
2
), i = 1, 2, 3

v3+i
t = F3−i+1(v

3+i), v3+i(tn+ 1
2
) = v3+i−1(tn+1), i = 1, 2, 3

ũ(tn+1) = v6(tn+1)

(2.11)

que ilustramos na figura 2.1. Com a notação anteriormente introduzida,

u(tn+1) ≈ ũ(tn+1) = S1, h
2
◦ S2, h

2
◦ S3, h

2
◦ S3, h

2
◦ S2, h

2
◦ S1, h

2
(u(tn)) . (2.12)

Considerando o particionamento de Strang e o método de Euler explícito

obtemos o seguinte método particionado




V 0 = Un

V i = V i−1 + h
2Fi,∆x(V i−1), i = 1, 2, 3

V 3+i = V 3+i−1 + h
2F3−i+1,∆x(V 3+i−1), i = 1, 2, 3

Un+1 = V 6,

(2.13)
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tn+1

tn

tn+ 1
2

F1

F1

F2 F3

F3 F2

Figura 2.1: Esquema do método particionado

onde Fi,∆x é um operador tal que

Fi,∆x([u(xj , tn)]j) ≈ [Fi(u)(xj , tn)]j (2.14)

e ũn é a restrição de u(tn) aos pontos da malha considerada.

Se S̃i,h = I + hFi,∆x então,

[u(xj , tn+1)]j ≈ Un+1 = S̃1, h
2
◦ S̃2, h

2
◦ S̃3, h

2
◦ S̃3, h

2
◦ S̃2, h

2
◦ S̃1, h

2
(Un) . (2.15)

Exemplo 7. Consideremos o problema diferencial (2.4) com Ω = (0, 1),

T = 0.1, α = 0, β = 2 e f(u) = −ku. Fazendo F3,∆x = 0, F2,∆x = −kI e

F1,∆x = 2D2 em (2.13) obtemos o método particionado





V 0 = Un

V 1 = V 0 + hD2V
0

V 2 = (1 − 5h)V 1

V 3 = 1
1+5hV

2

V 4 = (I − hD2)
−1V 3

Un+1 = V 4

. (2.16)
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Por outro lado, fazendo as mesmas substituições em (2.10) vem





V 0 = Un

V 1 = V 0 + 2hD2V
0

V 2 = (1 − 10h)V 1

Un+1 = V 2

. (2.17)

Apresentamos nas figuras 2.2 e 2.3 as soluções numéricas associadas aos

métodos (2.17) e (2.16), respectivamente, para a condição inicial

u0(x) = x(x− 1)

e para h = 0.005 e ∆x = 0.1.

0
0.02

0.04
0.06

0.08
0.1

0

0.5

1
−3

−2

−1

0

1

2

3

x 10
5

0
0.02

0.04
0.06

0.08
0.1

0

0.5

1
−300

−200

−100

0

100

200

300

Figura 2.2: Soluções obtidas para k = 0 e k = 60, respectivamente.

2.2 O erro de particionamento

Seja u(tn+1) a solução do problema diferencial (2.4) e vn+1 a solução obtida

pelo MP do tipo do método numérico anterior. O erro da aproximação obtido é

en+1 = u(tn+1) − vn+1.
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0

0
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0.06
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0.1

0

0.5
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−0.25
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−0.1

−0.05

0

Figura 2.3: Soluções obtidas para k = 0 e k = 60, respectivamente.

Seja v(tn+1) a solução da sequência de problemas do tipo (2.11). Então

en+1 = u(tn+1) − v(tn+1) + v(tn+1) − vn+1.

A

En+1
P = u(tn+1) − v(tn+1)

chamamos erro de particionamento em tn+1 e, atendendo à sua forma, é ma-

nifesto que é uma contribuição significativa para o erro en+1. Nesta secção

pretendemos estudar o erro de particionamento En+1
P .

Uma estimativa para o erro de particionamento é obtida seguidamente,

em alguns casos, utilizando o desenvolvimento em Taylor. Consideremos o

problema (2.4) com Ω ⊂ R, F3(u) = 0 e o particionamento

∂v1

∂t
= F1(v

1, x), t ∈ (tn, tn+1), v1(tn) = u(tn)

∂v2

∂t
= F2(v

2, x), t ∈ (tn, tn+1), v2(tn) = v1(tn+1).

(2.18)

Proposição 2.2.1. No contexto anterior,

1. se F1 = (αu)x + (βux)x e F2 = f(u, x), então

En+1
P =

h2

2
((fuF1)(u, x) − F1(f, x)) + O(h3); (2.19)
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2. se F2 = (αu)x + (βux)x e F1 = f(u, x), então

En+1
P = −

h2

2
((fuF2)(u, x) − F2(f, x)) + O(h3); (2.20)

3. se F1 + F2 = (αu)x + (βux)x, então

En+1
P =

h2

2
(F1(F2(u, x), x) − F2(F1(u, x), x)) + O(h3).

Demonstração. Suponhamos satisfeitas as hipóteses do ponto 1. e demonstre-

mos que o erro de particionamento é dado pela expressão indicada.

Para v2(tn+1) vale a seguinte representação

v2(tn+1) =

[
v + hf(v, x) +

h2

2

∂f

∂u
(v, x)f(v, x) + O(h3)

]

v=v2(tn)

e, atendendo a que v2(tn) = v1(tn+1), obtemos

v2(tn+1) =

[
v + hf(v, x) +

h2

2

∂f

∂u
(v, x)f(v, x) + O(h3)

]

v=v1(tn+1)

. (2.21)

Por outro lado, para v = v1(tn+1), tem-se

v1(tn+1) =

[
w + hF1(w, x) +

h2

2

∂

∂t

(
F1(v

1, x
)]

w=v1(tn)

. (2.22)

Mas, atendendo à definição de F1,

∂

∂t

(
F1(v

1, x
)

= F1(v
1
t , x),

e portanto (2.22) toma a forma equivalente

v1(tn+1) =

[
w + hF1(w, x) +

h2

2
F1(v

1
t , x)

]

w=v1(tn)

. (2.23)

De modo análogo, tem-se

f(v1(tn+1), x) =
[
f(v, x) + hfu(v, x)F1(v, x) + O(h2)

]
v=v1(x,tn)

(2.24)
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e

(fuf) (v1(tn+1), x) = (fuf) (v1(tn), x) + O(h). (2.25)

Conjugando (2.21), (2.23), (2.24) e (2.25) tem-se

v2(tn+1) = v + h (F1 + f) (v, x)+

+h2

2 [(fuf + 2fuF1) (v, x) + F1 (F1(v, x), x)] + O(h3)
(2.26)

Finalmente, atendendo a que a solução de (2.4) verifica

u(tn+1) = u+ h(F1 + f)(u, x) + h2

2 (F1(F1(u, x), x)) +

+h2

2 (F1(f, x) + (fuF1 + fuf)(u, x)) + O(h3)




u=u(x,tn)

de (2.26), concluímos o pretendido.

q.e.d.

Nas condições da Proposição 2.2.1, o erro de particionamento associado é

de primeira ordem. No entanto, em certos casos, é possível estabelecer que o

erro anterior é de segunda ordem.

Corolário 2.2.2. Seja En+1
P o erro de particionamento associado a (2.18).

1. Se F1 + F2 = (αu)x + f(u, x) e α e f são independentes de x, então

En+1
P = O(h2).

2. Se F1 +F2 = (βux)x + f(u, x) e f é linear em u e independente de x, então

En+1
P = O(h2).

Demonstração.

1. Atendendo a (2.19) e (2.20), o resultado fica provado se, com F1(u, x) =

αux e F2(u, x) = f(u), provármos que

((fuF1)(u, x) − F1(f(u, x), x))u=u(x,tn) = 0.
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Ora,

(fuF1)(u, x) − F1(f(u, x), x) = f ′(u)(αux) − α(f(u))′

= αf ′(u)ux − αf ′(u)ux

= 0

2. A demonstração segue os passos da anterior.

q.e.d.

Formas alternativas de obter expressões para o erro de particionamento

podem ser encontradas em [LV99] e em [AFdO+04].

2.3 Estabilidade e convergência

O objectivo desta secção é o estudo das propriedades de estabilidade de

métodos particionados e do erro u(tn+1) − vn+1 em que u(tn+1) é a solução de

(2.4) e vn+1 é a solução obtida por um método numérico do tipo MP. O estudo

das propriedades anteriores depende substancialmente do tipo de método que

estamos a considerar (implícito/explícito) e do tipo de problema (linear/não

linear).

Com o objectivo de exemplificar o estudo das propriedades mencionadas,

consideremos uma família de métodos introduzida por Hundsdorfer em

[Hun98b]. Os procedimentos utilizados podem facilmente ser adaptados a

outros métodos particionados.

Discretização

Consideremos o particionamento (2.11), com Fi, i = 1, . . . , s, s ∈ {1, 2, 3}

lineares. Os MP apresentados por Hundsdorfer são obtidos aproximando as

primeiras três etapas de (2.11) com o método de Euler explícito e as três úl-

timas com o método de Euler implícito. As derivadas parciais presentes em
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Fi(u) são discretizadas de modo a ser válida a seguinte igualdade

Fj(u)(xi, tn) = [Fj,∆x ([u(xi, tn)])]i + O(∆xqj ).

No contexto anterior, o método pode escrever-se na forma





V 0 = Un

V i = V i−1 + h
2Fi,∆x(V i−1), i = 1, 2, . . . , s

V s+i = V s+i−1 + h
2Fs−i+1,∆x(V s+i), i = 1, 2, . . . , s

Un+1 = V 2s.

(2.27)

Notemos que o método introduzido é, de certa forma, uma generalização

do método dos trapézios, pois, no caso de existir apenas uma componente, o

método anterior reduz-se ao método referido. Atendendo a este facto, o método

anterior é chamado Método Particionado Trapezoidal. O estudo que apresen-

tamos pode ser facilmente generalizado para s ∈ N.

Consideramos seguidamente o estudo do caso linear. Na hipótese ante-

rior, Fi,∆x, i = 1, 2, 3, são representados por matrizes e substituindo V i−1 na

expressão de V i, para i = 1, . . . , 2s, obtemos facilmente

Un+1 = Q−1
1 Q−1

2 . . . Q−1
s Ps . . . P2P1U

n, (2.28)

onde

Qi = I −
h

2
Fi,∆x e Pi = I +

h

2
Fi,∆x,

para i = 1, . . . , s.

O MP (2.27) é equivalente a

{
Un+1 = Q−1

1 Q−1
2 . . . Q−1

s Ps . . . P2P1U
n, n = 0, 1, . . .

U0 = u(0).
(2.29)

Estabilidade e estabilidade interna

Estudemos a estabilidade do método (2.27). Consideremos perturbações

ρ1, ρ2, . . . , ρ2s nas etapas de (2.27) e sejam Ṽ 1, . . . , Ṽ 2s as soluções correspon-
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dentes




Ṽ 0 = Ũn

Ṽ i = Ṽ i−1 + h
2Fi,∆xṼ

i−1 + ρi, i = 1, 2, . . . , s

Ṽ s+i = Ṽ s+i−1 + h
2Fs+1−i,∆xṼ

s+i−1 + ρs+i, i = 1, 2, . . . , s

Ũn+1 = Ṽ 2s.

(2.30)

Pretendemos estimar en = Ũn − Un. Subtraindo Ṽ i a V i obtemos facil-

mente

en+1 = Ren + dn, (2.31)

onde

R = Q−1
1 Q−1

2 . . . Q−1
s Ps . . . P2P1

e

dn = Q−1
1 . . . Q−1

s

(
Ps . . . P2ρ

1 + Ps . . . P3ρ
2 + · · · + Psρ

s−1 + ρs
)
+

+Q−1
1 . . . Q−1

s ρs+1 +Q−1
1 . . . Q−1

s−1ρ
s+2 + . . . Q−1

1 ρ2s.
(2.32)

Notemos que se, para alguma norma, se tiver ‖R‖ 6 1 então o método é

estável no sentido usual.

De facto, com uma escolha conveniente de normas nos espaços Xh = Yh =

R
N associados ao problema provemos a estabilidade da discretização. Come-

cemos por notar que o problema se pode escrever na forma

φh(Uh) = 0 (2.33)

onde, se Fh = φh(Uh), então




F 0 = U0 − u(0)

Fn =
Un −RUn−1

h
, n = 1, 2, . . . , N.

(2.34)

Sejam Uh e Vh dois elementos de Xh cujas componentes satisfazem (2.29)

e Fh e Gh definidos por

Fn+1 =
Un+1 −RUn

h
, Gn+1 =

V n+1 −RV n

h
.
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Assim, as componentes de eh verificam

en+1 = h(Fn+1 −Gn+1) +Ren

donde concluímos

en+1 = h
[
Fn −Gn +R(Fn−1 −Gn−1) + · · · +RN−1(F 1 −G1)

]
+RN (F 0 −G0)

e portanto
∥∥en+1

∥∥
∞

6 h
n∑

i=1

∥∥F i −Gi
∥∥
∞

+
∥∥F 0 −G0

∥∥
∞
.

Considerando as normas do Exemplo 6 obtemos finalmente

‖Uh − Vh‖Xh
6 ‖φh(Uh) − φh(Vh)‖Yh

,

isto é, a discretização (2.27) é estável-N.

No entanto, tal não é suficiente para garantir que na prática um método

particionado seja "estável", pelo menos, no sentido referido no capítulo 1.

Exemplo 8. Consideremos o problema (2.11) particionado do modo seguinte





V 0 = Un

V i = V i−1 + h
2Fi,∆xV

i, i = 1, . . . , s

V s+i = V s+i−1 + h
2Fs−i+1,∆xV

s+i−1, i = 1, . . . , s

Un+1 = V 2s

(2.35)

usualmente chamado particionamento do ponto médio.

Procedendo como anteriormente aquando do estudo do particionamento

trapezoidal, estabelecemos

Un+1 = SUn (2.36)

onde

S = Q−1
1 Q−1

2 . . . Q−1
s Ps . . . P2P1. (2.37)

Notemos que se os operadores Fi,∆x comutarem, então as matrizes S,

associada ao método anterior, e R, associada ao método (2.29), são iguais. No

entanto, os métodos apresentam comportamentos substancialmente diferentes.



40 Métodos particionados

De facto, consideremos o problema de difusão-reacção





∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+ 5u , em (0, 1) × (0, 0.5)

u(0, t) = u(1, t) = 0 , t ∈ [0, 0.5]

u(x, 0) = x(x− 1) , x ∈ [0, 1].

(2.38)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−0.08
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−0.06
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0
Sol. exacta
Ponto médio
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0

0.01

0.02
Sol. exacta
Ponto médio

Figura 2.4: Soluções nos instantes t = 0.25 e t = 0.5, respectivamente, com

∆x = h = 1/40.

Apresentamos de seguida os erros das aproximações obtidas pelos métodos

(2.29) e (2.35) na norma L2 discreta associada, ‖x‖2,∆x =
(
∆x xTx

) 1
2 , para

t = 0.5 com ∆x = 1/40.

h 0.1 0.05 0.025 0.0125

Trapezoidal 1.43 × 10−2 2.54 × 10−3 5.11 × 10−4 1.31 × 10−4

Ponto médio 2.23 × 10−2 1.59 × 10−2 1.11 × 10−2 2.81 × 10−3

Os erros anteriores foram considerados em função de uma solução de refe-

rência obtida com o método de diferenças finitas

Un+1
j − Un

j

h
=
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

∆x2
+ 5Un

j

com uma malha de espaçamentos h = 10−5 e ∆x = 1/40.
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Como ambos os métodos têm a mesma matriz associada, a diferença de

comportamento só pode ter origem no erro residual associado a cada uma das

etapas.

Analisemos seguidamente a influência de perturbações das etapas no re-

sultado final.

Consideremos as perturbações internas ρ1, . . . , ρ2s e o método (2.35). Neste

caso temos

dn = P1 . . . Ps

(
Q−1

s . . . Q−1
1 ρ1 +Q−1

s . . . Q−1
2 ρ2 + . . . Q−1

s

)
+

+P1 . . . Ps−1ρ
s+1 + P1 . . . Ps−2ρ

s+2 . . . P1ρ
2s−1 + ρ2s.

(2.39)

Notemos que ao contrário do método (2.29) em que dn é definido por (2.32),

a norma dos operadores P1 . . . Pi, i = 1, 2, . . . , s− 1, associados às perturbações

ρs+1, . . . , ρ2s−1 pode não ser limitada à medida que h e ∆x tendem para zero.

Nessa situação, são introduzidos erros em cada iteração que acabam por tornar

o método instável.

Um modo de contornar a influência das perturbações internas é exigir

que pequenas perturbações nas etapas do método originem pequenas pertur-

bações em dn e portanto na aproximação Un+1.

Surge deste modo o conceito de estabilidade interna.

Definição 2.3.1. O método (2.27) diz-se internamente estável se existirem con-

stantes positivas C1, C2, . . . , C2s não dependentes de h,∆x ou n tais que

‖dn‖ 6 C1

∥∥ρ1
∥∥+ C2

∥∥ρ2
∥∥+ · · · + C2s

∥∥ρ2s
∥∥ .

Apresentamos de seguida alguns resultados de estabilidade/estabilidade

interna. Seja M a dimensão das matrizes Fi,∆x.

Teorema 2.3.1. Consideremos a norma L2 discreta em R
M . Se os operadores

Fi,∆x, i = 1, 2, . . . , s, comutam e verificam

xTFi,∆xx 6 0, ∀x ∈ R
M , (2.40)

então o método (2.27) é estável e internamente estável.
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Demonstração. Comecemos por notar que a comutatividade das matrizes Fi,∆x,

i = 1, . . . , s, implica a comutatividade de Pi com Q−1
j e portanto

R = Q−1
1 P1Q

−1
2 P2 . . . Q

−1
s Ps. (2.41)

Por outro lado, notemos que para provar a estabilidade/estabilidade in-

terna da discretização é suficiente estabelecer
∥∥∥(I − hFi,∆x)

−1
∥∥∥ 6 1 e

∥∥∥(I − hFi,∆x)
−1

(I + hFi,∆x)
∥∥∥ 6 1

isto é,
∥∥Q−1

i

∥∥ 6 1 e
∥∥Q−1

i Pi

∥∥ 6 1. (2.42)

De facto, usando (2.41) e (2.42) vem facilmente

‖R‖ 6 1 e ‖dn‖ 6
∥∥ρ1
∥∥+

∥∥ρ2
∥∥+ · · · + ‖ρs‖

ou seja, o método é estável e internamente estável.

Provemos então (2.42). Comecemos por provar que se Fi,∆x verifica (2.40),

então, para h > 0, tem-se
∥∥∥(I − hFi,∆x)

−1
x
∥∥∥ 6 ‖x‖ (2.43)

Seja x ∈ R
M . Com x na forma x = (I − hFi,∆x) y, obtemos

∥∥∥(I − hFi,∆x)
−1
x
∥∥∥ =

∥∥∥(I − hFi,∆x)
−1

(I − hFi,∆x) y
∥∥∥ = ‖y‖ . (2.44)

Assim, utilizando a representação anterior deduzimos sucessivamente

1
∆x ‖x‖2

= xTx

= [(I − hFi,∆x) y]
T

[(I − hFi,∆x) y]

= yT y − hyTFT
i,∆xy − hyTFi,∆xy + h2yTFT

i,∆xFi,∆xy.

(2.45)

em que, atendendo à condição (2.40), se tem

−hyTFT
i,∆xy > 0 e − hyTFi,∆xy > 0. (2.46)
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De (2.45), (2.46) e

yTFT
i,∆xFi,∆xy =

1

∆x
‖Fi,∆xy‖

2
> 0. (2.47)

vem
1

∆x
‖x‖2

> yT y =
1

∆x
‖y‖2

. (2.48)

Finalmente, de (2.44) e (2.48) concluímos (2.43).

A primeira desigualdade de (2.42) é agora consequência de (2.43) e da re-

lação entre a norma L2 discreta e o raio espectral de uma matriz.

Para provar a segunda desigualdade de (2.42), procedemos de modo análo-

go. Consideremos x = (I − hFi,∆x) y. Tem-se
∥∥∥(I − hFi,∆x)

−1
(I + hFi,∆x)x

∥∥∥ = ‖(I + hFi,∆x) y‖ . (2.49)

Por outro lado,

1
∆xx

Tx = yT (I − hFi,∆x)
T

(I − hFi,∆x) y

= yT y − hyTFi,∆xy − hyTFT
i,∆xy + h2yTFT

i,∆xFi,∆xy,

e, atendendo a que

−hyTFi,∆xy > 0 e − ∆tyTFT
i,∆xy > 0

vem
1

∆x
xTx > yT y + hytFi,∆xy + hytFT

i,∆xy + h2yTFT
i,∆xFi,∆xy

isto é,

‖(I + hFi,∆x) y‖ 6 ‖x‖ . (2.50)

De (2.49) e (2.50) concluímos a segunda desigualdade de (2.42).

q.e.d.

O teorema anterior é frequentemente utilizado no estabelecimento da esta-

bilidade e estabilidade interna de MP em que o particionamento do problema

diferencial é efectuado por forma a substituir o problema inicial por subpro-

blemas em que a variável espacial pertence a R. No entanto, para problemas
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unidimensionais e atendendo a que as matrizes Fi,∆x associadas às discretiza-

ções mais usuais de ux (diferenças progressivas, regressivas e centradas) e uxx

(diferenças centradas) não comutam (caso em que α e β são constantes), não

é de qualquer utilidade.

Sejam A1
C , A2

C e A3
C as matrizes associadas aos operadores de diferenças

progressivas, regressivas e centradas para a componente convectiva, respecti-

vamente, e AD a matriz associada ao operador de diferenças centradas para

a componente difusiva, a menos de uma constante que depende apenas dos

parâmetros de espaçamento.

Se A1
C , A

2
C , A

3
C , AD ∈ R

N×N , sejam IN a matriz identidade de ordem N e

I+1, I−1 matrizes de ordem N definidas por

I+1 =

[
0N−1 IN−1

0 0T
N−1

]

I−1 = IT
+1.

Então

A1
C = −I + I+1,

A2
C = I − I−1,

A3
C = I+1 − I−1,

AD = −2I + I+1 + I−1.

Proposição 2.3.2. Ai
C não comuta com AD, i = 1, 2, 3.

Demonstração. Comecemos por notar que qualquer uma das matrizes Ai
C se

escreve na forma Λ = αI + βI+1 + γI−1. Atendendo a que

[Λ, AD] = ΛAD −ADΛ

= βI+1I−1 + γI−1I+1 − (γI+1I−1 + βI−1I+1)

= (β − γ) [I+1, I−1],

concluímos que AD comuta com Λ se e só se β = γ ou I+1 comuta com I−1.
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O resultado fica provado se provarmos que [I+1, I−1] 6= 0 pois para qualquer

Ai
C não se tem β = γ.

Notemos que

I+1I−1 =

[
IN−1 0N−1

0T
N−1 0

]

e

I−1I+1 =

[
0 0T

N−1

0N−1 IN−1

]

e portanto [I+1, I−1] 6= 0. Logo, as matrizes Ai
C , i = 1, 2, 3 não comutam com

AD.

q.e.d.

Uma consequência imediata dos resultados anteriores é a necessidade de

estabelecer condições suficientes para a estabilidade e estabilidade interna

em que seja contornada a propriedade da permutabilidade das matrizes en-

volvidas. Neste contexto é válido o seguinte resultado.

Proposição 2.3.3. Se as matrizes Qi, Pi, i = 1, 2, . . . s verificarem

∥∥Q−1
i

∥∥ 6 1 e
∥∥Q−1

i

∥∥ ‖Pi‖ 6 1, (2.51)

então o método (2.27) é estável e internamente estável.

Demonstração. Para estabelecer o resultado basta notar que (2.51) implica

(2.42).

q.e.d.

Erro local

Tendo estabelecido condições suficientes para a estabilidade do método

(2.27), o estudo do erro de discretização local é suficiente provar a convergên-

cia de (2.27). Uma forma de obter expressões simples para o erro de discretiza-

ção local é utilizar o problema perturbado (2.30) com uma escolha conveniente

dos vectores ρi, i = 1, 2, . . . , 2s.
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Consideremos Ũn = u(tn), u(t) = [u(xi, t)]i e

ρi = −h
2Fi,∆x(u(tn)), i = 1, 2, . . . , s

ρs+1 = u(tn+1) − u(tn) − h
2Fs,∆x(u(tn+1)),

ρs+i = −h
2Fs+1−i,∆x(u(tn+1)), i = 2, . . . , s

e seja ϕj(t) = Fj,∆x(u(t)). Para s = 3, obtemos a seguinte expressão para dn

dn = Q−1
1 Q−1

2 Q−1
3

[
−h

2P3P2ϕ1(tn) − h
2P3ϕ2(tn) − h

2ϕ3(tn) + u(tn+1)−

−u(tn) − h
2ϕ3(tn+1) −

h
2Q3ϕ2(tn+1) −Q3Q2

h
2ϕ1(tn+1)

]
.

Notemos que, atendendo à definição de Ũn e ρi, h−1dn é exactamente o erro

local e en o erro global na etapa n.

Atendendo à igualdade

u(tn+1) − u(tn) =
h

2
(F∆x(u(tn)) + F∆x(u(tn+1)) + O(∆xp)) + O(h3)

conclui-se a seguinte representação para dn

dn = Q−1
1 Q−1

2 Q−1
3

(
h3

4 F3,∆xF2,∆xϕ1(tn+1/2) + h3

4 (F3,∆x + F2,∆x)ϕ′
1(tn+1/2)

+ h3

4 F3,∆xϕ
′
2(tn+1/2)

)
+ O(h3) + hO(∆xp).

A expressão do erro de discretização local para s = 2 obtém-se facilmente

fazendo F3,∆x = 0, tendo-se

dn = Q−1
1 Q−1

2

(
h3

4
F2,∆xϕ

′
1(tn+1/2)

)
+ O(h3) + hO(∆xq) (2.52)

Além disso, notemos que se os operadores F1,∆x e F2,∆x verificarem

F2,∆xF1,∆x = O(1)

então dn = O(h3) + hO(∆xp), desde que
∥∥Q−1

1 Q−1
2

∥∥ 6 1 seja inferior a um.

O estudo da convergência dos MP, em particular, e dos Métodos de Dife-

renças Finitas, em geral, baseado na implicação
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consistência + estabilidade ⇒ convergência

pode esconder as propriedades reais de convergência dos métodos. De facto,

por exemplo, no contexto dos Métodos de Diferenças Finitas com malhas não

uniformes, o facto do método ser inconsistente não implica que não tenhamos

convegência. Hundsdorfer observou em [Hun92] que por vezes o erro global

pode ter ordem superior ao erro local. Atendendo à observação anterior, apre-

sentamos seguidamente uma abordagem alternativa para o estudo da con-

vergência destes métodos.

Convergência

Os resultados de convergência do método (2.27) que apresentamos de se-

guida têm por hipótese a sua estabilidade. A convergência é, como vere-

mos, consequência de algumas estimativas para o erro local e do resultado

seguinte.

Lema 2.3.4. Suponhamos que existem ξn e ηn tais que

dn = (R− I)ξn + ηn. (2.53)

Se ξn e ηn verificarem

‖ξn‖ 6 C ′hq,

‖ξn − ξn−1‖ 6 C ′hq+1,

‖ηn‖ 6 C ′hq+1 +D′h∆xp,

(2.54)

então existe C que depende apenas de C ′ e T tal que ‖en‖ 6 Chq +D′∆xp.

Demonstração. Expandindo o erro global en segundo a relação de recorrência

(2.31), obtemos

en = dn−1 +Rdn−2 + · · · +Rn−1d0,

e atendendo a (2.53), vem ainda

en = ξn−1+R(ξn−1−ξn−2)+· · ·+Rn−1(ξ1−ξ0)+R
nξ0+ηn−1+Rηn−2+· · ·+Rn−1η0.
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Logo, de (2.54), segue-se facilmente

‖en‖ 6 2C ′hq + C ′(n− 1)hq+1 + C ′nhq+1 +D′nh∆xp

6 2C ′hq + 2C ′nhq+1 +D′nh∆xp.

Finalmente

‖en‖ 6 2C ′(1 + T )hq +D′∆xp

pois hn 6 T .

q.e.d.

Teorema 2.3.5. Sejam F∆x = F1,∆x + F2,∆x + · · · + Fs,∆x, s = 2 e

F−1
∆xF2,∆xϕ

(k)
1 (t) = O(1)

para k = 1, 2 e t ∈ [0, T ]. Então ‖en‖ = O(h2) + O(∆xp).

Demonstração. Atendendo a que

R− I = hQ−1
1 Q−1

2 F∆x

tem-se

(R− I)F−1
∆x = hQ−1

1 Q−1
2 .

Conjugando a igualdade anterior com (2.52), obtemos

dn = (R− I)F−1
∆xF2,∆x

h2

4
ϕ′

1(tn+1/2) + O(h3) + hO(∆xp) (2.55)

Assim, com ξn = h2

4 F
−1
∆xF2,∆xϕ

′
1(tn+1/2) e ηn = O(h3)+hO(∆xp) concluímos

a estimativa.

q.e.d.

Exemplo 9. Consideremos a equação de convecção-difusão





∂u

∂t
= −α

∂u

∂x
+ β

∂2u

∂x2
, em (0, 10) × (0, T )

u(x, 0) = u0(x), em [0, 10]

u(0, t) = u(1, t) = 0, em [0, T ]
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Discretizando
∂u

∂x
e
∂2u

∂x2
com diferenças centradas de segunda ordem e con-

siderando um método particionado do tipo (2.27) com s = 2, obtemos




V 0 = Un

V 1 = V 0 − αh
2D0(V

0)

V 2 = V 1 + h
2βD2(V

1)

V 3 = V 2 + h
2βD2(V

3)

V 4 = V 3 − αh
2D0(V

4)

Un+1 = V 4.

onde

D0 =
1

2∆x2




0 1

−1 0 1

. . .
. . .

. . .

−1 0 1

−1 0




.

Atendendo a que F2,∆x = 1
∆x2A, onde A não depende de ∆x nem de h,

concluímos que se a u for suficientemente regular, então

F−1
∆xF2,∆xϕ

(k)
1 = ∆x2(A1 +A2)

−1 β

∆x2
Aϕ

(k)
1 (t) = O(1), k = 1, 2

Apresentamos na figura seguinte a solução numérica obtida com o método

analisado tomando T = 0.3, α = 0.1, β = 1, ∆x = 0.0125 e h = 0.1.
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3 Métodos implícitos-explícitos

Consideremos a equação de difusão-reacção




∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
− 100u, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, 1)

u(0, t) = u(1, t), t ∈ [0, 1]

u(x, 0) = x(x− 1), x ∈ [0, 1].

(3.1)

Atendendo a que a reacção é "stiff" na resolução numérica do problema (3.1)

devemos considerar um método implícito. Se, por exemplo, se utilizarmos

um MP podemos integrar numericamente de modo implícito apenas o sub-

problema envolvendo a reacção. O método (3.2) é estabelecido a partir da

observação anterior. 



V 0 = Un

V 1 = (I + hD2)V
0

V 2 = V 1 − 100hV 2

Un+1 = V 2

(3.2)

Este método é reescrito na forma equivalente

(1 + 100h)Un+1 = (I + hD2)U
n. (3.3)

Uma outra forma de discretizar a componente reactiva em tn é considerar

essa componente metade de forma explícita e metade de forma implícita, isto

é, considerar um método obtido discretizando a componente reactiva de modo

51
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a ter informação de dois níveis: tn e tn+1. O método (3.4) é obtido segundo a

última observação.

Un+1 − Un

h
= D2U

n − 100
Un + Un+1

2
. (3.4)

Apresentamos de seguida os erros das aproximações obtidas pelos métodos

anteriores relativamente à norma ‖·‖∞ para t = 1 e ∆x = 0.1.

h 1/20 1/40 1/80

Método (3.2) 4.11 × 10−7 3.36 × 10−11 3.44 × 10−14

Método (3.4) 2.59 × 10−1 3.37 × 10−9 1.879 × 10−21

Os resultados obtidos revelam que o método (3.4) é uma boa alternativa ao

método (3.2).

A partição da componente reactiva e a integração implícita e explícita

desta componente motiva-nos para o estudo dum novo tipo de métodos, chama-

dos Métodos Implícitos-Explícitos (MIE).

Consideremos uma equação de convecção-difusão-reacção escrita na forma

∂u

∂t
= F1(u) + F2(u).

Tipicamente as equações CDR têm componentes que podem ser integradas

explicitamente e outras que devem ser integradas implicitamente. Por exem-

plo, se F1 for não linear e F2 for linear, como em (2.1), podemos pensar inte-

grar F1 explicitamente e F2 implicitamente por facilidade de implementação

e esforço computacional. Assim, as componentes a integrar implicitamente e

explicitamente devem ser escolhidas de acordo com as características das di-

versas componentes presentes na equação diferencial. No nosso contexto, as

componentes que geralmente introduzem "stiffness" no método numérico são

a reacção e a difusão. Deste modo, estas componentes devem ser integradas

implicitamente podendo a convecção ser integrada explicitamente.

No presente trabalho introduzimos uma classe de métodos MIE de diferen-

ças finitas baseada nos métodos de passo múltiplo tão conhecidos das equações
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diferenciais ordinárias. Em [ARW95] está feito um estudo bastante detalha-

do deste tipo de métodos para sistemas diferenciais ordinários obtidos pelo

método das linhas para equações de convecção-difusão. Como veremos, a con-

sistência dos métodos MIE é fácil de estabelecer sendo possível construir um

método deste tipo de qualquer ordem. No entanto, o estudo da estabilidade

dos métodos MIE é um pouco mais delicada do que o correspondente estudo

dos MP em que a estabilidade é consequência dos métodos envolvidos no MP.

Assim, começamos por introduzir, na secção 3.1, a equação geral de um

MIE de n etapas (isto é, envolvendo n níveis, tn+1, tn, . . . , tn−s+2), seguido do

estudo do erro local associado. Na secção 3.3, analisamos a estabilidade de

métodos de uma etapa e duas etapas para (2.4) no caso em que a reacção é

linear e não linear (só para uma etapa) e o problema é unidimensional.

Observamos que a norma envolvida nos resultados de consistência, esta-

bilidade e convergência estabelecidos neste capítulo é a norma ‖·‖∞. Além

disso, consideraremos apenas (2.4) com Ω = (0, 1).

3.1 Métodos Implícitos-Explícitos

Consideremos novamente o problema diferencial (2.4). Sejam F0 e F1 ope-

radores tais que F0(u) + F1(u) = (αu)x + (βux)x + f(u).

Um método implícito-explícito de diferenças finitas para a equação ante-

rior consiste, por exemplo, num método que integra explicitamente F0 e im-

plicitamente F1, como na secção anterior.

Seja

0 = x0 < x1 < · · · < xN+1 < xN = 1

uma malha uniforme com parâmetro ∆x, h > 0 e tn = nh.

Associada à malha, suponhamos a existência de operadores F0,∆x e F1,∆x

tais que

[Fj(u)(xi, tn)]i = Fi,∆x ([u(xi, tn)]i) + O(∆xpj ) (3.5)

para algum pj , j = 1, 2. Seja p = min {p1, p2}.
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Um método de passo múltiplo implícito-explícito com s etapas para (2.4) é

um método da forma

Un+1 +

s−1∑

j=0

ajU
n−j = h

s−1∑

j=0

bjF0,∆x(Un−j) + h

s−1∑

j=−1

cjF1,∆x(Un−j) (3.6)

com c−1 6= 0 e onde a componente i do vector Un é uma aproximação a u(xi, tn).

Embora a designação de métodos MIE se aplique a uma classe mais vasta

de método do que a aqui considerada, vamos adoptar essa designação para os

métodos de passo múltiplo implícitos-explícitos que estudamos.

3.2 Algumas considerações sobre o erro local

Atendendo à forma simples do método (3.6), é fácil obter expressões para

o erro local, desde que a solução de (2.4) seja suficientemente regular. Tendo

em conta as propriedades dos operadores de convecção, reacção e difusão, con-

sideramos

F0(u) = (αu)x + µf(u) e F1(u) = (βux)x + (1 − µ)f(u)

onde µ é um parâmetro. Se a reacção for "stiff"então tomamos µ = 0; caso

contrário, µ ∈ (0, 1].

Comecemos por estudar a ordem de consistência de (3.6).

Proposição 3.2.1. Se

1 +

s−1∑

j=0

aj = 0

1 −
s−1∑

j=0

jaj =
s−1∑

j=0

bj =
s−1∑

j=−1

cj

1

2
+

s−1∑

j=1

j2

2
aj = −

s−1∑

j=1

jbj = c−1 −
s−1∑

j=1

jcj

...

1

p!
+

s−1∑

j=1

(−j)p

p!
aj =

s−1∑

j=1

(−j)p−1

(p− 1)!
bj =

c−1

(p− 1)!
+

s−1∑

j=1

(−j)p−1

(p− 1)!
cj

(3.7)
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então,
∥∥lh
∥∥ = O(hq) + O(∆xp).

Demonstração. Fixemos i ∈ {1, 2, . . . , N − 1}. Se Un
i representa a i-ésima com-

ponente de Un, então (3.6) pode escrever-se na forma equivalente

Un+1
i +

s−1∑

j=0

ajU
n−j
i = h

s−1∑

j=0

bj [F0,∆x(Un−j)]i + h
s−1∑

j=−1

cj [F1,∆x(Un−j)]i.

Substituindo Un
i por un

i = u(xi, tn), em que u é a solução exacta do proble-

ma diferencial, e atendendo a que

[Fj,∆x([un
i ])]i = Fj(u)(xi, tn) + O(∆xp)

para j = 1, 2, vem

un+1
i +

s−1∑

j=0

aju
n−j
i = h

s−1∑

j=0

bjF0(u)(xi, tn−j) + h

s−1∑

j=−1

cjF1(u)(xi, tn−j). (3.8)

Desenvolvendo un−j
i , F0(u)(xi, tn−j) e F1(u)(xi, tn−j) em torno de tn até à

ordem p obtemos

un−j
i =

p∑

k=0

(−jh)k

k!

∂ku

∂tk
(xi, tn) + O(hp+1), (3.9)

F0(u)(xi, tn−j) =

p∑

k=0

(−jh)k

k!

∂kF0(u)

∂tk
(xi, tn) + O(hp+1), (3.10)

F1(u)(xi, tn−j) =

p∑

k=0

(−jh)k

k!

∂kF1(u)

∂tk
(xi, tn) + O(hp+1). (3.11)

Substituindo (3.9), (3.10) e (3.11) em (3.8) segue-se

s−1∑

j=−1

aj

p∑

k=0

(−jh)k

k!

∂ku

∂tk
(xi, tn) −

s−1∑

j=0

bj

p∑

k=0

(−jh)k+1

k!

∂kF0(u)

∂tk
(xi, tn)−

−
s−1∑

j=−1

cj

p∑

k=0

(−jh)k+1

k!

∂kF1(u)

∂tk
(xi, tn) = O(hp+2) + hO(∆xp),

com a−1 = 1.
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Reescrevendo o primeiro membro da igualdade anterior como um polinómio

em h obtemos



s−1∑

j=−1

aj


un

i +


−

s−1∑

j=−1

jaj
∂u

∂t
−

s−1∑

j=0

bjF0 −
s−1∑

j=−1

cjF1


h+




s−1∑

j=−1

j2aj

2

∂2u

∂t2
+

s−1∑

j=0

jbj
∂F0

∂t
+

s−1∑

j=−1

jcj
∂F1

∂t


h2 + · · ·+




s−1∑

j=−1

(−j)paj

p!

∂pu

∂tp
−

s−1∑

j=0

(−j)p−1bj
(p− 1)!

∂p−1F0

∂tp−1
−

s−1∑

j=−1

(−j)p−1cj
(p− 1)!

∂p−1F1

∂tp−1


hp+

+O(hp+1) + hO(∆xq)

(3.12)

Atendendo a que

∂ku

∂tk
=
∂k−1F0

∂tk−1
+
∂k−1F1

∂tk−1
, k = 1, 2, . . . , p

e a (3.7) concluímos o pretendido.

q.e.d.

Corolário 3.2.2. Qualquer que seja s ∈ N, existe um MIE de s etapas com

erro local O(hs) + O(∆xp).

Demonstração. A demonstração deste resultado, que não faremos, baseia-

-se na prova de que o sistema de equações (3.12) tem sempre solução (ver

[ARW95]).

Estudemos agora com mais detalhe o erro local de métodos com uma e

duas etapas.

MIE de uma etapa

Como vimos na secção anterior, um método de uma etapa com erro local

O(h) + O(∆xp) deve verificar

a0 + 1 = 0, 1 − b0 = 0 e 1 − c0 − c−1 = 0



3.2. Algumas considerações sobre o erro local 57

isto é, é um método pertencente à classe de métodos

Un+1 − Un

h
= F0,∆x(Un) + γF1,∆x(Un) + (1 − γ)F1,∆x(Un+1) (3.13)

em que γ é um parâmetro.

Vejamos agora qual a expressão do termo principal do erro local associado

ao método (3.13).

Proposição 3.2.3. O erro local associado a (3.13) é da forma

ETh+ O(h2) + O(∆xp)

onde

ET = (2γ − 1)βfuu

(
∂u

∂x

)2

+ [α′ + (2γ − 1)fu] f + γ0u+ γ1
∂u

∂x
+

+ γ2
∂2u

∂x2
+ 2β [γα+ 2(2γ − 1)β′]

∂u3

∂x3
+
[
(2γ − 1)β2

] ∂u4

∂x4
+

+ [α+ (2γ − 1)β′] fx + (2γ − 1)βfxx

(3.14)

onde γ0, γ1 e γ2 são funções que dependem das derivadas de α, β, f e µ.

Demonstração. É suficiente introduzir a solução exacta de (2.4) em (3.13), de-

senvolver em série de Taylor e usar a definição de F0 e F1.

q.e.d.

Corolário 3.2.4. Nas condições da proposição anterior, o erro local associado

a (3.13) é O(h2) + O(∆xp), desde que α = 0, γ = 1
2 e se verifique uma das

seguintes condições:

1. µ = 0,

2. f é linear em u.

Observação: Da expressão (3.14), decorre facilmente que nos casos não con-

templados no corolário anterior, o erro local é apenas O(h) + O(∆xp).
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MIE de duas etapas

Procedendo como no caso anterior, analisemos métodos de duas etapas

para os quais

1 + a0 + a1 = 0,

1 − a1 = b0 + b1 = c−1 + c0 + c1,

1 + a1 = −2b1 = 2 (c−1 − c1) .

Sejam γ e δ tais que

a0 = −
2γ

γ + 1
2

e c−1 =
c

2
.

Reparametrizando os coeficientes, o método pode escrever-se na forma

1

h

[(
γ +

1

2

)
Un+1 − 2γUn +

(
γ −

1

2

)
Un−1

]
= (1 + γ)F0,∆x (Un) +

−γF0,∆x

(
Un−1

)
+
(
γ +

c

2

)
F1,∆x

(
Un+1

)
+ (1 − γ − c)F1,∆x (Un) +

c

2
F1,∆x

(
Un−1

)

(3.15)

3.3 Estabilidade

No que se segue analisamos a estabilidade de um MIE pertencente à classe

(3.13).

Consideremos a partição F0(u) = αux e F1(u) = βuxx − ku, com α < 0 e β e

k constantes reais positivas. Sejam F0,∆x e F1,∆x definidos por

F0,∆x =
α

∆x




1

−1 1

. . .
. . .

−1 1

−1 1




,
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F1,∆x =
β

∆x2




−2 1

1 −2 1

. . .
. . .

. . .

1 −2 1

1 −2




− kI.

Notemos-se que os operadores associados às matrizes anteriores verificam

(3.5). Consideremos a classe de métodos (3.13), reescrita na forma

[I − (1 − γ)hF1,∆x]Un+1 = (I + hF0,∆x + γhF1,∆x)Un

e γ tal que 0 6 γ 6 1. Tomando os vectores

Fn+1 =
Un+1 − Un

h
− F0,∆x(Un) − γF1,∆x(Un) − (1 − γ)F1,∆x(Un+1),

Gn+1 =
V n+1 − V n

h
− F0,∆x(V n) − γF1,∆x(V n) − (1 − γ)F1,∆x(V n+1),

é fácil estabelecer

[I − h(1 − γ)(D2 − kI)] en+1 = h(Fn+1 −Gn+1) + [I + hF0,∆x + hγ(D2 − kI)] en

(3.16)

com en = Un − V n.

Neste contexto, vale o seguinte resultado

Proposição 3.3.1. Se

1. I − (1 − γ)hF1,∆x é invertível,

2.
∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]

−1
∥∥∥
∞

6 1,

3.
∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]

−1
(I + hF0,∆x + γhF1,∆x)

∥∥∥
∞

6 1,

então a discretização (3.13) é estável-N relativamente às normas (1.17) e (1.18)

substituindo ‖·‖2 por ‖·‖∞.
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Demonstração. Introduzindo em (3.16) as matrizes

A = [I − (1 − γ)hF1,∆x]
−1

e

B = (I + hF0,∆x + γβhD2)

obtemos

en+1 = hA(Fn+1 −Gn+1) +ABen − khγAen (3.17)

a partir da qual vem

∥∥en+1
∥∥ 6 h

∥∥Fn+1 −Gn+1
∥∥+ (1 + kγh) ‖en‖ .

Procedendo como quando da estabilidade de (1.16), concluímos o pretendido

com constante de estabilidade ekγ .

q.e.d.

Tendo em conta a definição de F1,∆x e F0,∆x e impondo condições de es-

tabilidade a h, ∆x e γ, estabelecemos seguidamente condições que permitem

concluir a veracidade das hipóteses da proposição 3.3.1. Com o objectivo an-

terior, introduzimos conceitos e proposições auxiliares que têm um papel de

relevo no que se segue.

Definição 3.3.1. Uma matriz A = [aij ] diz-se estritamente diagonal domi-

nante se ∑

i6=j

|aij | < |aii|

para todo o i.

Definição 3.3.2. Diz-se que A = [aij ] é uma matriz M se

1. aii > 0, ∀i, aij 6 0, ∀ i 6= j

2. A é não singular e A−1 tem entradas não negativas.
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A relação entre matriz estritamente diagonal dominante e matriz M é es-

tabelecida no seguinte resultado, cuja demonstração pode ser encontrada em

[Hac92].

Proposição 3.3.2. Se A = [aij ] é tal que aii > 0, ∀i, aij 6 0, ∀ i 6= j e é

estritamente diagonal dominante, então A é matriz M .

O resultado seguinte, cuja prova pode também ser vista em [Hac92], per-

mite determinar uma estimativa para
∥∥A−1

∥∥
∞

quando A é matriz M . Para

facilidade de escrita, introduzimos a notação A > B para matrizes A = [aij ] e

B = [bij ] que verifiquem

aij > bij , ∀i, j.

Proposição 3.3.3. Seja A uma matriz M e w um vector tal que

Aw > 1,

onde 1 é um vector com todas as componentes iguais a 1. Então

∥∥A−1
∥∥
∞

6 ‖w‖∞ .

Provemos então 1, 2 e 3.

Proposição 3.3.4. I − (1 − γ)hF1,∆x é uma matriz M .

Demonstração. Comecemos por provar que A = I − (1 − γ)hF1,∆x é estrita-

mente diagonal dominante. Se
∣∣∣∣
(1 − γ)hβ

∆x2

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣1 −

(1 − γ)hβ

∆x2
(−2) + k(1 − γ)h

∣∣∣∣

e

2

∣∣∣∣
(1 − γ)hβ

∆x2

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣1 −

(1 − γ)hβ

∆x2
(−2) + k(1 − γ)h

∣∣∣∣

então A é estritamente diagonal dominante.

Atendendo a que 1 − γ > 0, segue-se que as desigualdades anteriores são

sempre verdadeiras e portanto conclui-se o pretendido.
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Por outro lado, de 1 − γ > 0 vem que as componentes diagonais de A

1 + 2
(1 − γ)hβ

∆x2
+ k(1 − γ)h

são positivas. Pelo mesmo argumento, é fácil de ver que as componentes não

diagonais de A são não positivas. Logo, pela Proposição 3.3.2, A é matriz M .

q.e.d.

Pela proposição anterior I−(1−γ)F1,∆x é matriz M e portanto é invertível.

Por outro lado, a Proposição 3.3.3 permite determinar um majorante para∥∥∥[I − (1 − γ)F1,∆x]
−1
∥∥∥
∞

:

Proposição 3.3.5. Nas condições anteriores, tem-se

∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]
−1
∥∥∥
∞

6
1

1 + (1 − γ)hk

Demonstração. Seja A = I − (1 − γ)F1,∆x e w o vector definido por

w = δ1

onde δ é um número real.

Então,

Aw = δA1 = δ




1 + (1−γ)hβ
∆x2 + k(1 − γ)h

1 + k(1 − γ)h
...

1 + k(1 − γ)h

1 + (1−γ)hβ
∆x2 + k(1 − γ)h




.

Atendendo a que

1 +
(1 − γ)hβ

∆x2
+ k(1 − γ)h > 1 + k(1 − γ)h

o resultado fica provado tomando

δ =
1

1 + (1 − γ)hk
.

q.e.d.
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Atendendo a que γ ∈ [0, 1], vem de imediato que

∥∥∥[I − (1 − γ)F1,∆x]
−1
∥∥∥
∞

6 1.

Com o objectivo de concluir que

∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]
−1

(I + hF0,∆x + γhβD2)
∥∥∥
∞

6 1

determinemos condições sobre γ, h e ∆x que garantam que

‖I + hF0,∆x + γhβD2‖∞ 6 1 + (1 − γ)kh (3.18)

para concluirmos 3.

Proposição 3.3.6. Se γ, h e ∆x forem escolhidos tais que

−2min

{
1 − α

h

∆x
− 2βγ

h

∆x2
, 1 − βγ

h

∆x2

}
6 (1 − γ)kh (3.19)

então ∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]
−1

(I + hF0,∆x + γhβD2)
∥∥∥
∞

6 1.

Demonstração. Comecemos por notar que

‖B‖∞ =

∣∣∣∣1 − α
h

∆x
− 2γβ

h

∆x2

∣∣∣∣+ γβ
h

∆x2
+

∣∣∣∣γβ
h

∆x2
+ α

h

∆x

∣∣∣∣ .

donde tiramos que (3.18) é válida se e só se
∣∣∣∣1 − α

h

∆x
− 2γβ

h

∆x2

∣∣∣∣+ γβ
h

∆x2
+

∣∣∣∣γβ
h

∆x2
+ α

h

∆x

∣∣∣∣ 6 1 + (1 − γ)kh.

Por outro lado, a desigualdade anterior verifica-se se forem válidas as de-

sigualdades

(1 − γ)kh > 0

−α
h

∆x
− γβ

h

∆x2
6
k(1 − γ)h

2

−2

(
1 − α

h

∆x
− 2γβ

h

∆x2

)
6 (1 − γ)kh

−2

(
1 − γβ

h

∆x2

)
6 (1 − γ)kh.

(3.20)
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Atendendo à definição de α, β, γ e k, é fácil de verificar que (3.20) implica

(3.19).

q.e.d.

Notemos que os resultados obtidos podem ser facilmente extendidos quando

a reacção é da forma f(u), com f ∈ mathcalC1(R). Consideremos novamente

os vectores Fn+1 e Gn+1 definidos por

Fn+1 =
Un+1 − Un

h
− F0,∆x(Un) − γF1,∆xU

n − (1 − γ)F1,∆xU
n+1

e

Gn+1 =
V n+1 − V n

h
− F0,∆x(V n) − γF1,∆xV

n − (1 − γ)F1,∆xV
n+1.

É fácil estabelecer que se en = Un − V n e

F (Un) = [f(Un
1 ), f(Un

2 ), . . . , f(Un
N−1)]

T ,

então

[I − h(1 − γ)D2] e
n+1 − h(1 − γ)

[
F (Un+1) − F (V n+1)

]
=

= h
(
Fn+1 −Gn+1

)
+ [I + hβγD2 + hF0,∆x] en + hγ [F (Un) − F (V n)] .

(3.21)

Pelo teorema do valor médio, existe ξn
i ∈ (Un

i , V
n
i ) tal que

F (Un) − F (V n) = D(ξn)en

onde D(ξn) é uma matriz diagonal com entradas diagonais iguais a f ′(ξn
i ).

Assim, (3.21) é equivalente a
[
I − h(1 − γ)

(
D2 +D(ξn+1)

)]
en+1 = h

(
Fn+1 −Gn+1

)
+

+ [I + hγ (D2 +D(ξn)) + hF0,∆x] en.
(3.22)

Proposição 3.3.7. Sejam R > 0 e M = [inf u−R, supu+R]. Se

sup
x∈M

f ′(x) <
1

h(1 − γ)

então, [I − (1 − γ)hF1,∆x]
−1

existe e
∥∥∥[I − (1 − γ)hF1,∆x]

−1
∥∥∥
∞

6 max
x∈M

1

1 − h(1 − γ)f ′(x)
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Demonstração. Comecemos por notar que se

1 − h(1 − γ)f ′(x) > 0, ∀x ∈M

então A = I − (1 − γ)hF1,∆x é estritamente diagonal dominante e tem compo-

nentes diagonais positivas. Atendendo à Proposição 3.3.2 vem que A é matriz

M . Tomando

δ = max
x∈M

1

1 − h(1 − γ)f ′(x)

a Proposição 3.3.3 e o raciocínio usado na demonstração da Proposição 3.3.5

permite concluir o pretendido.

q.e.d.

Se admitirmos que

‖uh − Uh‖ 6 R e ‖uh − Vh‖ 6 R

então a regularidade de f implica que existe uma constante L tal que

‖D(ξn)‖∞ 6 L

e portanto obtemos

∥∥en+1
∥∥ 6

∥∥A−1
∥∥ (‖I + hγβD2 + hF0,∆x‖ + hγL) ‖en‖+h

∥∥A−1
∥∥∥∥Fn+1 −Gn+1

∥∥

Proposição 3.3.8. Se

1. f ′(x) 6 0, ∀x ∈M ,

2. −2min
{
1 − α h

∆x − 2βγ h
∆x2 , 1 − βγ h

∆x2

}
6 (1 − γ)hmaxx∈M f ′(x)

então
∥∥A−1

∥∥ ‖I + hγβD2 + hF0,∆x‖ 6 1.

Demonstração. Comecemos por notar que se 1. se verificar então estamos nas

condições da Proposição 3.3.7. Por outro lado, 1. implica que
∥∥A−1

∥∥ 6 1. Por

outro lado, atendendo a que

max
x∈M

1

1 − h(1 − γ)f ′(x)
=

1

minx∈M {1 − h(1 − γ)f ′(x)}
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segue-se que o resultado é válido se

‖I + hγβD2 + hF0,∆x‖ 6 1 − h(1 − γ)max
x∈M

f ′(x).

Repetindo os argumentos utilizados no caso linear, concluímos o pretendido.

q.e.d.

Para finalizar este capítulo, analisemos a estabilidade para um método de

duas etapas da forma (3.15).

Consideremos Fh = [F 0|F 1| . . . |FN ]T em que

F 0 = U0 − u0

F 1 = U1 − u1

Fn+1 =

(
γ + 1

2

)
Un+1 − 2γUn +

(
γ − 1

2

)
Un−1

h
+

+(1 + γ)F0,∆x(Un) − γF0,∆x(Un−1) +
(
γ + c

2

)
F1,∆x(Un+1)+

+ (1 − γ − c)F1,∆x(Un) + c
2F1,∆x(Un−1)

onde u0 e u1 são vectores contendo os valores de u nos níveis t0 e t1. Seja Gh

definido de forma análoga. Subtraindo Fn+1 a Gn+1, para n = 1, 2, . . . , N − 1,

e tomando eh = Uh − Vh obtemos

h(Fn+1 −Gn+1) =

[(
γ +

1

2

)
I − h

(
γ +

c

2

)
F1,∆x

]
Un+1

− [2γI + h(1 + γ)F0,∆x + h(1 − γ − c)F1,∆x]Un

−

[
−

(
γ −

1

2

)
I − hγF0,∆x +

c

2
F1,∆x

]
Un−1.

(3.23)

Sejam

A =
(
γ + 1

2

)
I − h

(
γ + c

2

)
F1,∆x

B = 2γI + h(1 + γ)F0,∆x + h(1 − γ − c)F1,∆x

C = −
(
γ − 1

2

)
I − hγF0,∆x + c

2F1,∆x.
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Então, (3.23) é equivalente a

Aen+1 = h(Fn+1 −Gn+1) +Ben + Cen−1.

Tomando ẽn = en−1, a equação anterior pode escrever-se na forma

[
A 0

0 I

][
en+1

ẽn+1

]
=

[
B C

I 0

][
en

ẽn

]
+

[
h(Fn+1 −Gn+1)

0

]

ou ainda,

[
en+1

ẽn+1

]
=

[
A−1B A−1C

I 0

]

︸ ︷︷ ︸
Φ

[
en

ẽn

]

︸ ︷︷ ︸
En

+

[
h(Fn+1 −Gn+1)

0

]

︸ ︷︷ ︸
Kn+1

.

Tendo em conta o que já foi dito para equações deste tipo, é fácil estabelecer

que se ‖Φ‖ ,
∥∥A−1

∥∥ 6 1 então

∥∥En+1
∥∥ 6

n+1∑

i=2

∥∥Ki
∥∥+

∥∥E1
∥∥ .

Por outro lado, tendo em conta a definição de En e Kn tem-se

∥∥en+1
∥∥ 6 h

n+1∑

i=2

∥∥F i −Gi
∥∥+

∥∥e1
∥∥+

∥∥e0
∥∥ .

Considerando em Xh a norma usual e em Yh a norma

‖Fh‖Yh
= h

N∑

i=2

∥∥F i
∥∥+

∥∥F 1
∥∥+

∥∥F 0
∥∥

conclui-se que

‖eh‖Xh
6 ‖φh(Uh) − φh(Vh)‖ ,

isto é, a discretização é estável-N.

Procedendo de modo análogo ao caso de métodos com uma etapa, pode

provar-se que
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Proposição 3.3.9. Se γ, c > 0 e γ + c 6 1 então A é uma matriz M e

∥∥A−1
∥∥ 6

1

γ + 1
2 + kh

(
γ + c

2

) 6
1

γ + 1
2

.

Por outro lado, atendendo à estrutura da matriz Φ, tem-se que

‖Φ‖ 6 max
{∥∥A−1

∥∥ ‖B|C‖ , 1
}

onde B|C representa a matriz que se obtém concatenando as matriz B e C.

Portanto, a discretização (3.15) é estável no sentido já referido se

∥∥A−1
∥∥ ‖B|C‖ 6 1.

Procedendo como no caso para uma etapa, é possível estabelecer resultados

análogos à Proposição 3.3.6.

Notemos que a técnica exposta permite também analisar a estabilidade de

métodos MIE com mais de duas etapas.



4 Um modelo de propagação

geográfica de epidemias

A modelação matemática da propagação de uma epidemia numa comu-

nidade é um tema actual pois o entendimento do fenómeno, e fundamental-

mente, a sua previsão e controlo, são questões relevantes para a economia e

saúde mundial.

Os modelos matemáticos que surgem na literatura são, na sua maioria,

caracterizados por equações diferenciais ordinárias. Destes, salientamos os

modelos SI e SIR. O primeiro modela a interacção entre indivíduos infectados

e indivíduos susceptíveis de contrair a doença e o segundo modela a interacção

entre os tipos referidos e os indivíduos que são imunes. No entanto, pela sua

natureza própria, estes modelos não têm em conta o espaço em que a popu-

lação evolui. Assim, e atendendo à cada vez maior mobilidade de indivíduos

nas comunidades, os modelos anteriores têm sido alterados para equações com

derivadas parciais por forma a que tenham em consideração este facto.

Neste capítulo apresentamos um destes últimos modelos que envolve ape-

nas dois tipos de indivíduos: os susceptíveis de contrair a doença e os já in-

fectados. Na secção 1, apresentamos o modelo matemático que pretendemos

estudar. Na secção 2 são apresentados dois métodos numéricos - um parti-

cionado e um implícito-explícito - e são estudadas as suas propriedades de

estabilidade e convergência. Na última secção são apresentados alguns resul-

69
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tados numéricos.

4.1 O modelo matemático

Consideremos uma população distribuída por uma região Ω na qual exis-

tem dois tipos de indivíduos: indivíduos infectados por uma doença e indi-

víduos susceptíveis de contrair essa doença. Denotemos por S(x, t) e I(x, t),

respectivamente, os indivíduos susceptíveis e infectados em cada x ∈ Ω e em

cada instante t. Admitimos que

• a transição de susceptíveis para infectados é proporcional a rSI, onde r

é um parâmetro constante;

• os infectados têm uma taxa de mortalidade induzida pela doença aI;

• a dispersão espacial de S e I é modelada por difusão (com o mesmo coe-

ficiente D).

Atendendo às hipóteses anteriores, as variáveis S e I relacionam-se de

acordo com o seguinte sistema de EDPs





∂S

∂t
= −rIS +D∇2S

∂I

∂t
= rIS − aI +D∇2I

(4.1)

Neste modelo, o parâmetro r é uma medida da eficiência da transmissão

da doença, 1/a é a esperança de vida de um indivíduo infectado pela doença e

D é o coeficiente de difusão associado ao problema.

Suponhamos que Ω ⊂ R. Considerando em (4.1) a mudança de variável

I∗ =
I

S0
, S∗ =

S

S0
, x∗ =

√
rS0

D
x,

t∗ = rS0t, λ =
a

rS0

(4.2)
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onde S0 é o número de indivíduos da população, obtemos o sistema equivalente




∂S∗

∂t∗
= −I∗S∗ + ∇2S∗

∂I∗

∂t∗
= I∗S∗ − λI∗ + ∇2I∗

. (4.3)

No que se segue omitimos os asteriscos para facilitar a notação. Conside-

ramos um domínio suficientemente grande, [a, b], que contenha a população

e que permita considerar condições de fronteira homogéneas. Mais ainda,

supomos conhecida a distribuição em Ω dos indivíduos infectados e susceptí-

veis no instante t = 0. Assim, o problema a estudar é




∂S

∂t
= −IS + ∇2S, em Ω × (0, T )

∂I

∂t
= IS − λI + ∇2I, em Ω × (0, T )

S(x, 0) = S0(x), em Ω × {0}

I(x, 0) = I0(x), em Ω × {0}

S(a, t) = S(b, t) = I(a, t) = I(b, t) = 0, em [0, T ]

4.2 Modelos discretos

Atendendo aos dois capítulos anteriores, podemos considerar na determi-

nação de uma aproximação para S e I dois tipos de métodos: métodos parti-

cionados ou métodos implícitos-explícitos. Apresentamos seguidamente o es-

tudo de métodos pertencentes às duas classes referidas, no contexto de (4.3).

Para o efeito introduzimos em [a, b] e [0, T ] duas malhas {xi} e {tj} definidas

por
xi = a+ i∆x, i = 0, 1, . . . , N

tj = jh, j = 0, 1, . . . ,K

onde h e ∆x são tais que a+N∆x = b e hK = T . Seja

U j = [Sj
1, S

j
2, . . . , S

j
N−1, I

j
1 , I

j
2 , . . . , I

j
N−1]

T

em que Sj
i e Ij

i denotam aproximações para S(xi, tj) e I(xi, tj), respectiva-

mente.
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Método implícito-explícito

Comecemos por notar que um método numérico que aproxime a solução

de (4.3) pode integrar explicitamente a parte não linear da reacção e integrar

implicitamente o restante.

Consideremos o método implícito-explícito da classe de métodos (3.15) com

γ = 0 e c = 1

1

2h

(
Un+1 − Un−1

)
= F0,∆x (Un) +

1

2
F1,∆x

(
Un+1

)
+

1

2
F1,∆x

(
Un−1

)
(4.4)

com F0,∆x e F1,∆x definidos por

F1,∆x ≡

[
D2 0

0 −λI +D2

]
(4.5)

F0,∆x(Un) =




−Un
1 U

n
N

...

−Un
N−1U

n
2(N−1)

Un
1 U

n
N

...

Un
N−1U

n
2(N−1)




(4.6)

É fácil estabelecer que (4.4) tem ordem de consistência dois desde

h = C∆x, para alguma constante positiva C. Estudemos a estabilidade de

(4.4).

Tomando Ũn+1 = (I + hF1,∆x)Un, (4.4) é equivalente a




(I − hF1,∆x)Un+1 = Ũn + 2hF0,∆x(Un)

Ũn+1 = (I + hF1,∆x)Un
. (4.7)

Atendendo a que a reacção é caracterizada por uma função em C∞(R2), é

fácil estabelecer que se
∥∥∥(I − hF1,∆x)

−1
∥∥∥
∞

6 1

max
{
‖I + hF1,∆x‖ ,

∥∥∥(I − hF1,∆x)
−1
∥∥∥
∞

}
6 1

(4.8)
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então o método (4.4) é estável-K.

Logo, e atendendo à definição de F1,∆x, se ‖I + hF1,∆x‖∞ 6 1 então o

método (4.4) é estável-K. Mais ainda, se

h 6
2

λ+ 4
∆x2

(4.9)

então ‖I + hF1,∆x‖∞ 6 1.

Exemplo 10. Sejam Ω = [0, 10], T = 9, a = 0.02, r = 2.0854 × 10−5 e D = 0.1.

A figura 4.1 apresenta a evolução temporal do número de infectados para os

dados iniciais

S0(x) = 160e−10(x−5)2 + 30e−2(x−4)2 + 20e−40(x−6)2 (4.10)

I0(x) = 5e−5(x−6)2 , (4.11)

e ∆x = 0.025. Notemos que para este valor de ∆x, a condição de estabilidade

determina que para valores de h 6 3.121 × 10−4 o método é estável.
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Figura 4.1: Soluções obtidas com h = 8×10−4 e h = 2×10−3, respectivamente.

No entanto, a condição de estabilidade (4.9) pode tornar-se demasiado se-

vera se o parâmetro λ for muito grande e/ou ∆x for muito pequeno.

Atendendo à conclusão anterior, consideremos agora na determinação de

uma aproximação para a solução de (4.3) um método baseado num particiona-

mento do tipo (2.18).
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Método particionado

Particionando o problema (4.3) em dois subproblemas




∂S1

∂t
= −I1S1, x ∈ Ω, t ∈ [tn, tn+1]

∂I1
∂t

= I1S1 − λI1, x ∈ Ω, t ∈ [tn, tn+1]

I1(tn) = I(tn), S1(tn) = S(tn)

I1(x, t) = S1(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [tn, tn+1]

(4.12)





∂S2

∂t
=
∂2S2

∂x2
, x ∈ Ω, t ∈ [tn, tn+1]

∂I2
∂t

=
∂2I2
∂x2

, x ∈ Ω, t ∈ [tn, tn+1]

I2(tn) = I1(tn+1), S2(tn) = S1(tn+1)

I2(x, t) = S2(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ∈ [tn, tn+1]

. (4.13)

Sejam S̃n+1
1,j e Ĩn+1

1,j aproximações para S(xj , tn+1) e I(xj , tn), respectivamente,

definidas por




S̃n+1
1,j − S̃n

1,j

h
= −Ĩn

1,jS̃
n
1,j , S̃

n
1 = S̃n

Ĩn+1
1,j − Ĩn

1,j

h
= Ĩn

1,jS̃
n
1,j − λĨn+1

1,j , Ĩn
1 = Ĩn

(4.14)





S̃n+1
2,j − S̃n

2,j

h
=
S̃n+1

2,j+1 − 2S̃n+1
2,j + S̃n+1

2,j−1

∆x2
, S̃n

2 = S̃n+1
1

Ĩn+1
2,j − Ĩn

2,j

h
=
Ĩn+1
2,j+1 − 2Ĩn+1

2,j + Ĩn+1
2,j−1

∆x2
, Ĩn

2 = Ĩn+1
1

(4.15)

para j = 1, 2, . . . , N − 1.

Sejam S̃n
i = [S̃n

i,j ]
T e Ĩn

i = [Ĩn
i,j ]

T . Então, (4.16) e (4.17) podem escrever-se

na forma 



S̃n+1
1 − S̃n

1

h
= −Ĩn

1 · S̃n
1 , S̃n

1 = S̃n

Ĩn+1
1 − Ĩn

1

h
= Ĩn

1 · S̃n
1 − λĨn+1

1 , Ĩn
1 = Ĩn

(4.16)
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e 



S̃n+1
2 − S̃n

2

h
= D2S̃

n+1
2 , S̃n

2 = S̃n+1
1

Ĩn+1
2 − Ĩn

2

h
= D2Ĩ

n+1
2 , Ĩn

2 = Ĩn+1
1

(4.17)

onde Ĩn
1 ·S̃n

1 deve ser interpretado componente a componente. Observemos que

(4.16) e (4.17) são equivalentes a

Un+1 = AUn + hAF (Un), (4.18)

onde

A =

[
(I − hD2)

−1 0

0 1
1+hλ (I − hD2)

−1

]
. (4.19)

Finalmente, notemos que (4.18) pode ainda ser escrito na forma φh(Uh) = 0

com

φh(Uh) =

[
U0 − u0

Un+1−AUn−hAF (Un)
h

]
(4.20)

onde u0 se obtem de modo usual a partir das condições iniciais para S e I.

Uma estimativa para ‖A‖ em que A é definida por (4.19) é estabelecida no

lema seguinte.

Lema 4.2.1. ‖A‖∞ 6 1.

Demonstração. Comecemos por notar que

‖A‖∞ = max

{∥∥(I − hD2)
−1
∥∥
∞
,

1

1 + λh

∥∥(I − hD2)
−1
∥∥
∞

}
.

Atendendo a que λ > 0, vem

‖A‖ 6
∥∥(I − hD2)

−1
∥∥ .

Finalmente, tomando na Proposição 3.3.5 γ = 0 e k = 0, concluímos o

pretendido.

q.e.d.
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Assim, a estabilidade e a estabilidade interna é consequência do lema an-

terior.

Proposição 4.2.2. O método (4.18) é estável-K e internamente estável.

Demonstração. Comecemos por mostrar que (4.18) é internamente estável.

Consideremos perturbações ρi, i = 1, 2 nas etapas de (4.18) e seja Ûn a corres-

pondente solução perturbada. Seja en = Un − Ûn. Vale a seguinte represen-

tação

en+1 = A
[
I + hJF (θUn + (1 − θ)Ûn)

]
en +AMρ1 +Aρ2, (4.21)

para algum θ ∈ (0, 1), e

M =

[
I 0

0 1
1+hλI

]
., (4.22)

com JF a matriz jacobiana associada a F .

Atendendo ao lema anterior e a dn = AMρ1 +Aρ2, tem-se

‖dn‖ = ‖AMρ1 +Aρ2‖ 6 ‖ρ1‖ + ‖ρ2‖ . (4.23)

Portanto (4.18) é internamente estável.

Provemos agora que (4.18) é estável-K. Sejam Fn+1 e Gn+1 definidos por

Fn+1 =
Un+1 −AUn − hAF (Un)

h
, (4.24)

Gn+1 =
V n+1 −AV n − hAF (V n)

h
, (4.25)

e

en = Un − V n. (4.26)

Procedendo como no Exemplo (6), temos

∥∥en+1
∥∥ 6 h

∥∥Fn+1 −Gn+1
∥∥+ ‖A‖ ‖en‖ + h ‖A‖L ‖en‖ . (4.27)

Logo, atendendo a que ‖A‖ 6 1, concluímos de imediato a estabilidade pre-

tendida.

q.e.d.
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Relativamente à consistência de (4.18) vale o seguinte resultado.

Proposição 4.2.3. Se S e I forem suficientemente regulares e h = C∆x2, para

alguma constante positiva C, então (4.18) é consistente com ordem de con-

sistência igual a um.

As propriedades dos métodos (4.4) e (4.18) são apresentadas na seguinte

tabela

Método (4.4) Método (4.18)

Condição de estabilidade Incondicionalmente estável

h 6
2

λ+ 4
∆x2

Se h = C∆x então o método é

consistente com ordem de con-

sistência igual a dois

Se h = C∆x2 então o método é

consistente com ordem de con-

sistência igual a um

É manifesto que a escolha por um dos dois métodos resulta do compromisso

entre a estabilidade e a consistência.

4.3 Resultados numéricos

Os resultados numéricos que seguidamente apresentamos foram obtidos

utilizando o método (4.18).

Sejam Ω = [0, 10], a = 0.02, r = 2.0854×10−2 eD = 0.1. As figuras seguintes

apresentam a evolução temporal do número de infectados e susceptíveis, res-

pectivamente, para os dados iniciais

S0(x) = 160e−10(x−5)2 + 30e−2(x−4)2 + 20e−40(x−6)2 (4.28)

I0(x) = 5e−5(x−6)2 (4.29)

e h = 0.05 e ∆x = 0.025.
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