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Abstract

We consider a phenomenological model of Nambu-Jona-Lasino (NJL), that inco-
porates the symmetries of the quantum chromodyamics (QCD), to study the physical
processes that occur in the low energy limit - region not acessible to the pertubative
methods of the QCD.

The present work is centered on the study of two flavour NJL model of upon
which the Lagrangian includes an interaction term that explicity breaks the Ua(1)
anomaly. This model’s Lagrangian allows to identify four channels corresponding to
the mesons 7, o, n and ag. At finite temperature, the restoration of chiral and axial
symmetries, signaled by the behavior of several observables, is investigated.

After the conventional regularization, we found that the effect of a new type of
regularization, that takes into account the effects of high momentum quarks, allows
the full recovery of the chiral symmetry. It is found in the SU(2) model, unlike the
SU(3) results, that the recovery of the axial symmetry is not a consequence of the
full recovery of the chiral symmetry. Thus, one needs to use an additional idea,
by means of a temperature dependence of the anomaly coefficient, that simulates

instanton suppression effects.



Resumo

Consideramos o modelo fenomenolégico de Nambu-Jona-Lasino (NJL), que in-
corpora as simetrias da cromodinamica quantica (QCD), para estudar os processos
fisicos no regime das baixas energias - regiao nao acessivel aos métodos perturbativos
da QCD.

O presente trabalho é centrado no estudo do modelo NJL de dois sabores cujo
lagrangiano inclui um termo de interac¢ao que quebra explicitamente a anomalia

Ua(1). O lagrangiano deste modelo permite identificar 4 canais correspondentes aos

mesoes T, 0, 1 € ag. E analisada a restauracao das simetrias quiral e axial a tem-
peratura finita, estudando-se para o efeito o comportamento de varios observaveis
que sinalizam a restauracgao das simetrias quiral e axial.

Estuda-se efeito do tipo de regularizacao no processo de restauracao das sime-
trias. Para além da regularizacao convencional, é estudado um tipo de regularizacao
que permite ter em conta o efeito dos quarks de momentos elevados a altas tempe-

raturas.

A restauracao da simetria axial nao ocorre com consequéncia da restauracao da
simetria quiral. Verificamos que a situacao em SU(2) é diferente dos resultados
referidos ao modelo NJL em SU(3). Nao basta considerar o tipo de regularizacgao
para que todos os observaveis relacionados com a simetria U4 (1) se anulem, pelo
que para a sua restauragao, ¢ necessario considerar um mecanismo adicional, que
simula a supressao do efeito de instantoes. Para isso é introduzida uma dependéncia

na temperatura para a constante de acoplamento associada com a anomalia.
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Capitulo 1

Introducao

Num certo sentido todos nds ja estivemos no interior de uma estrela, e se o

universo teve um principio, cada um de nos estava ld.

Martin Harwit, ” Astrophysical Concepts”

Revendo a ligao Nobel de Yoichiro Nambu [1], recordamos que a ideia de os
hadroes serem compostos por particulas ainda mais fundamentais tem uma interes-
sante histéria em perpétuo desenvolvimento. Em 1949, Fermi e Yang [2] propuseram
descrever o piao como um estado ligado do protao e do neutrao. No inicio dos anos
50, Sakata [5] incluiu particulas estranhas com o objectivo de explicar a conservagao
de isospin e de estranheza [3, 4], tendo considerado como particulas fundamentais o
protao, o neutrao e a particula A\. Apesar de o modelo estar correctamente formu-
lado segundo uma algebra de Lie com simetria unitaria, permaneciam, neste modelo,
ainda dificuldades, tais como o facto de se prever spin 1/2 para a particula = em vez
do valor experimental 3/2, bem como o facto de o modelo nao permitir a construgao
do octeto de barides. Foi em 1964 que Gell-Mann e Zweig [6, 7, 8], de forma inde-

11 considerando o quark uma particula

pendente, propuseram o modelo de quarks
elementar, que teoricamente seria uma realizacao da representacao da algebra de

Lie no sector SU(3).

L1Uma bibliografia sobre o modelo de quarks é dada por O. W. Greenberg [9]; ver ainda: Fyodor
V. Tkachov ” A contribution to the history of quarks: Boris Struminsky’s 1965 JINR publication”,
arxiv/0904.0343



Com o advento, na década de 70, da Cromodinamica Quantica (QCD) [10, 11,
12, 13] passamos a dispor de uma teoria que descreve a dinamica de quarks e gluoes.

A partir desta época desenvolveram-se, para a QCD, varias técnicas de célculo
perturbativo [12, 13, 14]. Apesar disso, as propriedades dos hadroes sao muito
dificeis de obter directamente da QCD e o desenvolvimento da teoria de padrao na
rede permitiu alguns sucessos neste ambito [15].

De acordo com os célculos na rede em QCD [16, 17, 18] prevé-se que, quando a
temperatura aumenta, ocorra a restauracao da simetria quiral, sendo a temperatura
de transicao da ordem de T, ~ 150 MeV 2. Devido a dificuldade em obter as
propriedades de baixa energia directamente da QCD, surgiu a motivacao para a
construcao de modelos efectivos (teorias efectivas).

A utilizagdo de modelos fenomenolégicos é o modo mais directo para tratar
este tipo de problemas. De facto, estes modelos tém sido utilizados para estudar as
propriedades das particulas no vacuo e investigar efeitos decorrentes de temperatura
e densidade finitas. Reforcou-se, deste modo, o estudo de modelos efectivos para
interaccgoes hadrénicas que constituiu uma area de pesquisa bastante activa, e cujo

inicio remonta aos anos 70-80.

Para o estudo da matéria em condigoes extremas, como é o caso da matéria
no interior de estrelas compactas onde se atingem densidades muito elevadas, ou
nas colisoes relativistas de ides pesados, onde se atingem densidades e temperaturas
elevadas, necessitamos de um formalismo que respeite as simetrias fundamentais da
QCD.

Na cromodinamica quantica (QCD), a estrutura da matéria tem origem num pe-
queno (e restrito) tipo de particulas diferentes, que interactuando permite a formagao
de estados ligados. Os hadroes constituem o menor nivel conhecido de estrutura nao
trivial acessivel pela experiéncia. Estes sao combinacoes de 2 ou 3 quarks confina-
dos por forcas muito fortes, que actuam a distancias da ordem de 107' m, ou
combinacgoes de pares de quark e antiquark.

Historicamente, foram formulados varios modelos em termos nucledes de tipo

L2A questdo se a restauracdo da simetria quiral e o desconfinamento ocorrem simultaneamente
é ainda objecto de debate



pontual, muito antes da descoberta dos quarks [19, 20, 21, 22, 23]. Com o sucesso
da teoria da QCD ficaram claras as limitacoes deste tipo de modelos, devido ao facto
de os graus de liberdade dos quarks e gluoes serem ignorados. Contudo, o formalismo
da QCD ¢ muito dificil de incorporar para o estudo da matéria no regime de baixa
energia, para baixos momentos transferidos (quando o acoplamento é forte) [24], ao
contrario do que acontece na situacao de acoplamento fraco, onde os quarks exibem
liberdade assimptotica e a QCD é bem compreendida.

A teoria de padrao na rede tem sido extensivamente utilizada neste regime,
usando supercomputadores para simular QCD numa rede discretizada [25]. No en-
tanto, esta abordagem torna-se problematica quando o potencial quimico é finito, o
determinante de fermides nao é definido positivo, logo ndo pode ser usado (com me-
dida/peso de probabilidade) no integral funcional 3. Para estudar as propriedades
das fases nesta matéria, a abordagem mais promissora tem sido construir modelos
que, tanto quanto possivel, contém as propriedades da QCD. Um dos modelos efec-
tivos, com este tipo de caracteristicas, que se tem provado mais eficaz é o modelo de
Nambu-Jona-Lasinio (NJL), que tem sido objecto de diferentes extensoes, havendo
hoje uma classe de modelos de tipo NJL. O presente estudo é efectuado num modelo
de NJL. Uma das vantagens do modelo NJL, é que este é baseado nos graus de liber-
dade de quarks e partilha com a QCD algumas das mais importantes caracteristicas
de baixa energia: simetrias e quebra de simetrias. Apesar destas vantagens, o mo-
delo nao é renormalizavel devido a natureza das interacgoes de quarks, que é de
tipo pontual. Este problema ¢é solucionado com uso de um cutoff para regularizar
o modelo [26].

Experiéncias de ides pesados permitem sondar no diagrama de fase regioes
complexas, onde a QCD ¢é nao-perturbativa. Foram propostas experiéncias para
realizar no Large Hadron Collider (LHC) do Centre Europénne pour la Recherche
Nucléaire (CERN) e sdo esperados para o futuro préximo resultados que permitirao
compreender o plasma de quarks-gluoes. Experiéncias deste tipo, usando colisoes de

ioes pesados, permitirao obter conhecimento sobre o comportamento da matéria a

L-3Esta situagao é referida como: sign problem



muito altas temperaturas, contudo, nao possibilitam aceder a parte do diagrama de
fases com respeito as baixas temperaturas. Sao as estrelas compactas que oferecem a
oportunidade de estudar matéria densa a muito baixas temperaturas’?. As estrelas
compactas possuem um raio da ordem de alguns quilémetros e massas da ordem de
grandeza da do sol. Assim, os respectivos campos gravitacionais associados a estas
estrelas sao enormes, por isso é necessario usar a teoria da relatividade geral para
ser possivel descreve-los.

Para a descri¢ao da matéria com altas densidades e/ou temperaturas sdo consi-
deradas duas fases distintas, a fase hadronica e a fase de quarks. Estas duas fases di-
ferem uma da outra pela propriedade do confinamento de quarks. Na fase hadrénica
a matéria é composta de neutroes, protoes e outros hadroes. Na fase de matéria de
quarks, os hadroes nao se encontram presentes, estando os quarks desconfinados.
Nesta fase espera-se que as simetrias da QCD, quebradas na fase hadronica, sejam

restauradas.

Tendo em vista o que acabamos de expor, compreende-se que a investigacao
sobre a transicao de fase associada a restauragao da simetria quiral ocupe um papel
de relevo na actualidade. Uma outra importante simetria, explicitamente quebrada
no lagrangiano da QCD, é a simetria U4(1), que pode eventualmente ser também
restaurada em condigoes extremas. Coloca-se o problema de saber se a simetria qui-
ral e a simetria axial sao ou nao restauradas simultaneamente e quais os observaveis
que podem dar indicacoes dessa restauracao. O presente trabalho procura contribuir
para a compreensao deste problema. Com este objectivo, vamos utilizar o modelo de
NJL no sector SU(2) mas com a inclusao de um termo que quebra explicitamente a
simetria U,(1). Investigar-se-a o comportamento com a temperatura dos seguintes
observaveis: condensado de quarks, susceptibilidade topolégica e o comportamento

dos mesoes 7, 0, ag € 1.

Passamos a uma breve descricao do plano de trabalho. Este capitulo encontra-se

organizado na seguinte forma: apdés uma abordagem preliminar ao modelo NJL,

L4Estrelas compactas tipicas possuem temperaturas na superficie aproximadamente de 10° Kel-
vin, e em termos de cédlculos para fisica nuclear, a influéncia desta temperatura é desprezavel
[27].



na sec¢ao 1.1 fez-se uma breve referéncia a algumas propriedades da QCD (nesta
secgao foram referéncias principais [28, 29, 30]) com especial atengao a simetria
quiral, devido a sua importancia no estudo da fisica hadroénica e de baixas energias.
Nas subsecgoes 1.1.2 a 1.1.5, faz-se referéncia, de modo mais detalhado, aos seguintes
topicos: o teorema de Goldstone, a simetria quiral, o potencial efectivo e a simetria
axial. Na seccao 1.2, apresentamos a motivagao e enquadramento para o modelo de
NJL, onde nos referiremos a sua utilizagdo do sector SU(2), no presente trabalho.
Na secgao 1.3 iremos referir aplicacoes do modelo de NJL em diferentes areas, dando
especial énfase a interligacao entre os conceitos da matéria condensada e fisica das
particulas, onde se apresentam alguns exemplos actuais deste aspecto.

No capitulo 2 apresentaremos o formalismo do modelo NJL para o lagrangiano
em SU(2) com anomalia. Serdo determinadas as equagoes do gap e os propagadores
que permitem o célculo de diversos observaveis. Serd também discutida a quebra
de simetria axial neste modelo e calculada a susceptibilidade topoldgica. Far-se-a
a extensao do modelo para temperatura finita e serao discutidos os processos de
regularizacao e a possivel dependéncia da temperatura de parametros do modelo.

No capitulo 3, numa analise sobre a termodinamica do sistema, realiza-se o
estudo das transigoes de fase no presente modelo, e discute-se o comportamento com
a temperatura das massas dos mesoes escalares e pseudoescalar e da susceptibilidade
topoldgica, bem como as suas relacoes com a restauracao de simetrias.

No ultimo capitulo, 4, apresenta-se um resumo das respectivas anélises e conclusoes.

1.1 Simetrias na Fisica e Cromodinamica Quantica

1.1.1 Simetrias na Cromodinamica Quantica

Para investigar as propriedades da matéria ao nivel subatémico temos primeiro
que entender as regras bésicas das interacgoes entre as particulas. A QCD, [24]
que descreve as interaccoes entre quarks em termos da troca de gluoes, ¢ a teoria
fundamental das interacgoes fortes. Segundo esta teoria, proposta na década de 70,
os quarks sao fermides de spin 1/2, com carga eléctrica fracciondria e existem 3 cargas

de cor para os mesmos (r, b, g) e 6 sabores diferentes (up, down, strange, bottom, top);
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estes novos numeros quanticos da interaccao forte permitem construir os hadroes
observados na natureza sem violar o principio da exclusao de Pauli. A teoria decorre
da invariancia local perante transformagoes SU(3).,.. A QCD é uma teoria de padrao
nao abeliana, isto é, ao contrario da electrodinamica quantica (QED), onde os fotdes
possuem carga nula, na teoria QCD os bosoes de troca (mediadores da forca, os
gludes) transportam carga de cor; assim eles interagem com os quarks e entre si

também.

A densidade lagrangiana para QCD ¢é da forma:

L= 90 —m)y — LCIGS, (1.1)

Onde 9 é o campo dos quarks com sabor f, com 3 cores [} = D, y" = (9, —ig A5 T, )"
é a derivada covariante e GG};,, € o tensor de campo dos gluoes. Na derivada covariante,
g ¢ a constante de acoplamento da interacgao forte, m é a massa de correntes dos
quarks, A representa o campo de gludes. As matrizes T, (T, = X\a/2), que surgem no
operador derivada, sdo geradores da algebra de Lie em SU(3).,. Este lagrangiano,
eq.1.1, é invariante perante transformacoes padrao de cor 1 — ¢/ = e~ ?®) ) onde
O(x) é um vector com oito parametros, um por cada gerador A* do espaco SU(3).
Para os geradores de SU(3), sao escolhidas as matrizes de Gell-Mann (ver apéndice

5.1) que satisfazem as seguintes relagoes:
[/\a; >\b] = Qifabc)\c TT‘()\Q/\b) = 25(117 TT)\a = O s (12)

onde f,p. sao as constantes de estrutura do grupo. Na fisica hadrénica de baixa
energia (~ 2 GeV), apenas os quarks com sabor mais leves contribuem para a
dindmica, porque as suas massas sao relativamente pequenas (m,, ~ mg ~ 5 MeV),
em contraste com quarks de outros sabores. Notamos que a semelhanca na massa
destes quarks leves reflecte-se na natureza da simetria de sabor SU(2) quase perfeita,
assim a simetria quiral no sector SU(2) é pouco quebrada. A massa do quark
estranho é da ordem dos mg ~ 100 MeV e as massas dos quarks charm, bottom e
top sdo muito maiores que o nucledo. Assim, devido ao facto de os quarks up e

down serem tao leves compreende-se que eles desempenham um papel importante

8



na QCD de baixa energia. A QCD tem bastantes caracteristicas que a distinguem
de todos os outros tipos de interaccoes encontradas na fisica. Como consequéncia
da nao comutacao das matrizes (de cor), A,, as transformagoes de padrao no espago
de cor, para que a densidade lagrangiana permaneca invariante, requerem que o0s

campos de gluoes se transformem com:
1

Al — Al — —0"0, + fac0. AL (1.3)
g

onde #;, com i = 1, ..., 8 sao parametros reais associados a transformagao de padrao
para a cor: ¢ — v’ = U1, onde o operador de transformacao é dado por U =

—i0aXa/2

e . Em consequéncia da invariancia da densidade lagrangiana, com respeito a

esta transformacao de cor, o tensor de campo dos gluoes toma a forma:
a a a a Ab pAc
G;U/ = auAu - al/Au + gfbcAyAu : (14)

Verifica-se assim que as particulas de troca (gludes) auto interactuam. No entanto,
a QCD descreve bem o regime das altas energias, onde a teoria das perturbagoes
pode ser aplicada, pois a QCD adquire liberdade assimptética [31, 32], isto é, para
processos fisicos que envolvem grandes quantidades de movimento transferidas, ou
seja comprimentos de onda da ordem de 10—1 fm (regiao do ultravioleta), os acopla-
mentos sao fracos e os quarks e gluoes propagam-se quase livremente. Para tratar
este regime recorrer-se a teorias quirais perturbativas. Contudo no regime de baixas
energias (~ 1 GeV), para pequenas quantidades de movimento transferidas, isto é,
comprimentos de onda da ordem de 1 fm (regidao do infravermelho), o acoplamento
torna-se muito forte logo a teoria de perturbagoes nao pode ser aplicada. Neste re-
gime nao-perturbativo, a constante de acoplamento efectiva é muito elevada sendo
responsavel pelo confinamento. A forca de atraccao entre dois quarks cresce indefi-
nidamente, a medida que estes se afastam. Compreende-se assim que a interacgao
entre quarks e gluoes nao possa ser tratada no ambito da teoria de perturbacgoes;

logo, o tratamento perturbativo da QCD nao permite descrever hadroes com massas

abaixo de 2 GeV.

Sao as notaveis propriedades de confinamento de quarks e a quebra de simetria

quiral que dao origem ao espectro massivo observado na natureza das particulas

9



15 permite explicar a nao observacao de quarks

ligadas. Assim o confinamento
livres. Ainda, devido ao facto de as interaccoes entre quarks e gludes na QCD se-
rem nao-perturbativas, o vacuo adquire uma estrutura nao trivial. De facto, no

estado fundamental ocorre condensacao de pares de quark-anti quark (bem como

16 A condensacao de quark-anti-quark estd relacionada

condensagao de gludes)
com a quebra espontanea na densidade lagrangiana de uma simetria fundamental,
a simetria quiral, produzindo para os condensados quirais valores espectaveis fini-
tos. Verificamos que na QCD as simetrias e quebras de simetrias desempenham um
papel importante e central em explicar a fisica. Na tabela 1.1.1 apresenta-se um
resumo das simetrias relevantes para a QCD de dois sabores. De acordo com o teo-

rema de Noether uma simetria na densidade lagrangiana dé origem a uma corrente

conservada, j*, o que satisfaz a relagao 0,j" = 0.

Simetria | Grupo Transformagao Corrente Manifestacao na natureza
I[sospin SUy(2) | ¢ — exp (z%;)w jl’j = w:y,ﬂ'kw Aprox. conservada
Axial Ua(1) | ¥ —exp(i0v)0 | Jou = VY50 Problema Uy(1)

Quiral SUA(2) | ¥ — exp (i75%?)1/) jf’fu = 1/_)@757"“1/1 Quebrada espontaneamente

Bariénica | Uy (1) ' — exp (iB)y Ju = VY Conservada

Tabela 1.1: Simetrias adicionais da QCD, para além da SU(3).,,, no limite quiral no
sector dos quarks up e down. (As correntes conservadas apresentadas na quarta co-
luna sao consequéncia da invariancia da densidade lagrangiana sob as transformacgoes
apresentadas na coluna trés)

e A simetria de isospin observada na natureza (primeira linha da tabela 1.1.1)
permite simplificar o estudo da matéria em modelos de dois sabores, pois
significa que os quarks up e down tém praticamente a mesma massa e, para

efeitos de calculo é possivel igualar estas massas.

e A simetria Uy (1) implica conservac¢do do nimero bariénico, observado na na-

tureza. Na segunda linha da tabela 1.1.1 o problema Uy4(1) refere-se a questao

L-5Existe uma analogia entre este efeito e o caso da supercondutividade. O supercondutor exibe
diamagnetismo perfeito, em que o campo magnético é expulso do supercondutor - efeito de Meiss-
ner. De modo andlogo, o vacuo da QCD ¢ dieléctrico de cor, e pode ser visto como confinamento
de cor, como um tipo de efeito de Meissner eléctrico na cor.

16 A condensagao de gludes deve-se ao facto de Lgcp ser invariante sob transformagoes de escala
e esta simetria ser quebrada ao nivel quantico [33]

10



do porqué de nao existir nenhum mesao que possa ser identificado como bosao
de Goldstone correspondente a simetria axial (ndo é observada experimental-
mente a existéncia de um mesao pseudoescalar com I = 0 e com uma massa
semelhante a do pido). Este problema foi resolvido por 't Hooft, considerando

os efeitos de instantoes 7.

e A simetria quiral (apresentada na terceira linha da tabela 1.1.1) é quebrada
espontaneamente no vacuo (mesmo para temperatura e densidade nula), mas
para altas temperaturas e/ou densidades, espera-se que a simetria quiral seja
restaurada e as massas dos quarks se aproximem do valor das respectivas
massas correntes. Assim, as massas dos hadroes podem ser atribuidas aos pro-
cessos de geracao dinamica de massa. Estes processos, que envolvem a quebra
espontanea da simetria quiral, resultam na massa constituinte para os quarks
da ordem de 300 — 400 MeV (como discutiremos no contexto do modelo de
NJL). No limite quiral (m, = mg = 0), o lagrangiano de QCD exibe as sime-
trias SU(2)® SU(2)® Uy (1) ® Uu(1), e que pode ser escrito na forma: [SU(2)
® U(1)], ® [SU(2) ® U(1)]g, onde L e R indicam que as transformagoes que
actuam s6 nas componentes quirais da esquerda e da direita, respectivamente.
As simetrias SU(2) e Ux(1) correspondem a transformagoes que envolvem a
matriz 5 e alteram a paridade do estado em que actuam. Sabemos que si-
metria SU(2) é quebrada, este conhecimento é confirmado experimentalmente
pelo facto de nao ser observado na natureza, para cada multipleto de isospin
a existéncia de um multipleto espelho com paridade oposta. Por outro lado,
também a simetria U 4(1) é quebrada, se assim nao fosse, deveria ser observado
para cada hadrao a existéncia de um parceiro com paridade oposta. Conclui-se
que existem mecanismos de quebra destas simetrias, pois experimentalmente

nao sao encontrados tais hadroes.

LT A teoria QCD é conhecida por ter solucoes localizadas no 4-espaco euclidiano, que sdo chamados
de instantoes: objectos do tipo solitdes nao-perturbativos. [34]
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1.1.2 O Teorema de Goldstone

O teorema de Goldstone foi primeiro sugerido por Goldstone [35] e provado por
Goldstone, Salam, and Weinberg [36]. Esta seccao segue a abordagem apresentada
nas refs. [37, 38, 39]. O primeiro exemplo do mecanismo de Goldstone na area da
fisica de particulas relativistas foi o modelo de Nambu Jona-Lasinio, [22], onde a
simetria quiral é espontaneamente quebrada.

A quebra espontanea de simetria ocorre quando a invariancia da ac¢ao nao é

uma invariancia do vacuo. Se a simetria quebrada for continua, surge o mecanismo

de Goldstone.

Na teoria de campo cléssico, a accao numa simetria continua é descrita por um

grupo de Lie GG, que implica a existéncia de correntes conservadas jg(x), de acordo

com o teorema de Noether.
0" js(x) =0, (1.5)

Com a = 1,2,...,n, onde n é o numero de geradores do grupo. Integrando sobre
o0 espago a componente temporal das correntes j¥, definem-se as cargas conservadas
Q* correspondentes a simetria continua (usando o teorema de Stokes, desprezando

os termos de superficie):

Qaz/dejg(;c) — %Qa(t):o. (1.6)

As cargas QQ® podem ser consideradas os geradores do grupo de Lie G, ex. a accao

do lagrangiano é invariante sob transformagoes unitarias do campo ¢:

UO) G, 6—¢ =UNOOUO),  UB) —expliQ7}.  (L7)
As transformacoes infinitesimais 6 < 1 dos operadores O; dos campos ¢ sao geradas
por Qg:

00;[¢] = —i6*{Q", Oi[gl}, (1.8)

onde {, } s@o os parentes de Poisson. Na teoria quantica de campos, os parentes de
Poisson sao substituidos por um comutador, no caso de () ser um operador bosénico,

ou por um anti comutador, para o caso de () ser um operador de fermioes.
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Na teoria quantica de campos com conservacao do operador corrente jZ(x), a que-
bra espontanea de simetria (global) encontra-se associada a existéncia de um modo

de frequéncia zero (implica uma ordem de longo alcance), o bosao de Goldstone, e

é caracterizada pela condigao de existéncia de um operador O; para o qual

(0[00[¢]|0) # 0, (1.9)

Assim, resulta que pelo menos uma das cargas Q* na Eq. (1.8) ndo aniquila o vécuo,
entdao o vacuo nao € invariante sob uma transformagao de simetria continua. Se o
operador O;[¢] responsavel pela quebra das invariancia do vécuo for um operador
composto, em vez de ser apenas um campo simples, entao dizemos tratar-se de
quebra dinamica de simetria.

O teorema de Goldstone assenta no seguinte: considerar uma teoria de campo
local com invariancia de Lorentz e translacional, com correntes conservadas j* rela-
cionadas ao grupo de Lie (G; assumir que esta simetria é quebrada espontaneamente,
tal que se verifica a Eq. (1.9). Logo existem particulas sem massa (os bosoes de
Nambu-Goldstone (NG)) com os mesmos numeros quanticos que o operador O;[¢],

que acoplam tanto com as correntes ji como com os operadores O;[¢]. Os bosoes

NG sao de facto bosoes se O;[¢] for um operador bosénico, no entanto, em geral esta
premissa nao é obrigatoria.

Na teoria da simetria quebrada espontaneamente, a degenerescéncia do vacuo
estd associada a existéncia de uma transicao de fase no modelo.

No caso de o mecanismo de quebra espontanea de simetria ser muito mais forte
que o da quebra explicita de simetria, obtém-se para a simetria quiral, uma relacao

da conservacao parcial da corrente axial.

1.1.3 A Simetria Quiral

A simetria quiral é referida como o caso especial de simetria continua para fermioes
sem massa. Os fermides na natureza tém massa, logo a simetria quiral esta quebrada

explicitamente.
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Consideramos o lagrangiano,

L = P(x)y" Dyb(x), (1.10)

onde v*D,, é uma derivada covariante. Exemplificando para o caso SU(2), o la-
grangiano ¢ invariante sob transformacoes quirais isoescalares e isovectores, a seguir

indicadas:

b = I, g = e,

) ) (1.11)
Yol = eIy = e
onde 0 e @ sao parametros arbitrarios. A matriz 5 é definida como
=i’ = (s =0,  B=1 (1.12)

Vamos exemplificar a invariancia do lagrangiano para a transformacao quiral isoes-
calar. A simetria quiral implica que o lagrangiano pode ser escrito em termos spinors

”direitos”e ”esquerdos”,

1 _
e e (1.13)

tal que
£ = 3 [ Dy, + By D] (1.14)

O termo de massa mgyy) nao é invariante sob transformagoes quirais, pois o lagran-

giano com o termo de massa escreve-se:

L= &LV“D,ML + QLR'Y'UDM@Z)R — moYrr — MoYrYrL. (1.15)

Vemos que o termo de massa mistura os spinors ”direitos”e ”"esquerdos”. A simetria

quiral da origem a conservagao da corrente axial isoescalar
5 = Pyt 9,5 =0 (1.16)
J YT, () . .
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Na presenca do termo de massa, a simetria quiral é explicitamente quebrada resul-

tando na nao conservacao da corrente, isto é:

0,5 = mobin°1. (1.17)

De modo andlogo obter-se-iam as equacoes correspondentes para a transformacao

quiral isovector:
St 7]] 5.1 z,¢ o St 'QE 5 z¢ (1 18)
J TYTY, ) mepy T YP. .

Este topico sera desenvolvido no Apéndice 5.3 para o caso concreto do modelo de
NJL com anomalia. A corrente j°* define a carga Q° como gerador da simetria
quiral axial.

Dentro do formalismo, para a quebra espontanea de simetria, apresentado na
Eq. (1.9), vamos considerar o seguinte operador composto pseudoescalar, O[¢), )] =

¥(x)ivsTY(x). Sob transformagoes infinitesimais quirais (1.11) (i.e. 8 < 1), o ope-

rador transforma—se com
0(insT) = —ay. (1.19)

Na auséncia da massa corrente de quarks no lagrangiano (1.10), ocorre que

(0d(vinsT)|0) 0 = (0]¢|0) # 0, (1.20)

Assim a simetria quiral é quebrada dinAmicamente 1¥. O teorema de Goldstone !

implica a existéncia duma particula pseudoescalar sem massa, o piao.

1.1.4 O Potencial Efectivo vs Bosao de Goldstone

Considerando um potencial efectivo V' como uma func¢ao de varios campos mesénicos,
admitiremos o sistema de quarks (degenerados) com massa m.

Em termos de campos compostos escalares e pseudoescalares, em SU(3) temos

L8Quebrada espontaneamente pelo operador composto.

L9Teorema de Goldstone: se uma simetria global continua é quebrada espontaneamente, para
cada gerador de grupo quebrado deve aparecer na teoria uma particula sem massa.
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o o~ PP (1.21)

Ta lez/\of%'(ﬁ (122)
no~ iy (1.23)
o ~ YA, (1.24)

onde A\, sao as matrizes de Gell-Mann em SU(Ny), (fazemos A\, — 7, em SU(2)),
A quebra espontanea de simetria quiral, tem como consequéncia que 0 VACUO
adquire um condensado de quarks com (9)) = (o) = v # 0. O potencial efectivo
V(o) forma uma estrutura de poco duplo, fig. 1.1. A simetria o <> —o estd associada
com a invariancia da accao sob rotagao quiral de sabores. Por exemplo, em SU(2),

transformando as varidveis

Y — eIy (1.25)

P — apel™s/2 (1.26)

onde 73 é a matriz de Pauli. A transformacao deixa a ac¢ao invariante mas muda o

ViV

Figura 1.1: A quebra espontanea de simetria qulral é representada por um potencial
efectivo de poco duplo, com 2 minimos possiveis. Num dos minimos, a simetria
quiral é quebrada pela seleccao dum valor especifico para o condensado de quarks.

sinal de o.

1.1.5 A Simetria Axial

Nas condigoes de temperatura e densidades elevadas espera-se que ocorra res-

tauracao da simetria quiral. Essas condi¢oes poderao também levar a restauragao
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da simetria axial. O estudo da possivel restauracao destas simetrias e a sua eventual
interligacao é um tema de investigacao muito actual. Um importante aspecto do
problema consiste em considerar o papel da anomalia U (1) na restauracao da fase
quiral [40, 41, 42, 43, 44, 45]. A anomalia U,(1) da QCD, desempenha um papel
importante na fisica de hadroes, sendo a massa do mesao 1’ uma sua manifestacao.
O problema U4 (1) estd relacionado com facto da simetria U4 (1) nao ser quebrada
espontaneamente, mas sim explicitamente, pela anomalia; assim, o mesao 1’ nao
pode ser considerado como o bosao (sem massa) de Nambu-Goldstone, tal como os
outros mesoes pseudoescalares. De facto, a massa do mesao m,y = 958 MeV ¢ da
ordem da massa dos nucledes. Para estudar o problema U,(1) é essencial analisar a
susceptibilidade topoldgica x [46], que em SU(3), relaciona m,, através da férmula

de massa Witten-Veneziano [47, 48],

onde Ny = 3 ¢ o ntimero de sabores e f; a constante de decaimento do piao. Esta
relagdao é confirmada por célculos de x na rede, onde y ~ 180%, [49]. O efeito da
anomalia U4 (1) tem sido estudado para temperaturas finitas, sendo pertinente ana-
lisar se a restauracao da simetria quiral ocorre simultaneamente com a restauragao
da simetria U4(1) [46, 50].

Nos trabalhos [44] foi explorado o tema da restauragao da simetria axial U,4(1)
usando o modelo Nambu-Jona-Lasinio de 3 sabores SU(3), que incorpora de modo
explicito da anomalia axial, através da interaccao de 't Hooft. Muitas investigacoes
fenomenoldgicas [51, 52, 53] foram dedicadas a contribuicao da quebra da simetria
UA(1), no processo de geracao das massas de mesoes.

O lagrangiano da QCD ¢, por construcao, simétrico perante as transformacoes
de padrao SU(3) no espago da cor. Assim a QCD tem uma simetria quiral (aproxi-
mada) U(3)®U(3), com a sua sub-simetria U4(1) sendo explicitamente quebrada
pela anomalia axial [10]. Neste contexto a quebra da simetria quiral e da anomalia

Ua(1), desempenham um papel importante permitindo estudar, por exemplo, para

17



a QCD de baixa energia:

e 0 octeto dos mesoes pseudoescalares leves (7, K,n) aproximadamente como

bosoes de Goldstone;

e 0s mesdes 1 — 1 e as violagoes da regra de Okubo-Zweig-lizuka (OZI), que lhe

estao associadas.

1.2 O Modelo de Nambu Jona-Lasino - Enqua-

dramento e Motivacao

Os estudos de QCD, a temperatura e densidade finitas, tém motivado muitos
fisicos da area da fisica das particulas, ao longo destes tltimos anos, porque fornecem
elementos relevantes para a compreensao da fisica: das colisoes de ides pesados, do
estudo da cosmologia e das estrelas de neutroes. Nos estudos experimentais, espera-
se que os feixes de alta energia nas colisoes de ioes pesados ultra-relativistas, possam
permitir a observagao em pequenas escalas de distancia e encontrar as evidéncias
de plasma de quarks e gludes, consequéncia da restauracao de simetrias e desconfi-
namento. Deste modo, a QCD desempenha um papel fundamental na compreensao
da origem das interaccoes fortes e, neste dominio, é objecto importante de estudo a
simetria quiral, onde notamos que é conservada tanto a QCD como no modelo que
propomos estudar.

A teoria prevé a restauracao da simetria quiral acima de uma determinada tem-

peratura e/ou densidade finita. Esta restauragao é indicada pelo desaparecimento

7110 6 ainda as

dos condensados de quarks (Gq), considerados ”parametros de ordem
massas dos quarks tendem para as respectivas massas correntes. Evidéncias experi-
mentais relacionadas com a transicao de fase quiral foram analisadas recentemente

[54].

Os seguintes aspectos estao subjacentes a utilizagao de modelos de tipo NJL.

e Os modelos inspirados no modelo de NJL [22] sdo dos modelos efectivos mais

utilizados para estudar as interaccoes fortes, devido a sua simplicidade e capa-

L10Em rigor deve chamar-se a (gq) quase parametro de ordem, ele s6 é um parametro de ordem
no limite quiral.
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cidade de descrever hadroes a baixas energias. O surgimento do condensado de
quarks constitui o cenario standard para a quebra espontanea de simetria. O
parametro de ordem neste modelo é o condensado, que surge quando a ”forca

de interaccao” excede um valor critico.

e Assim, a estrutura nao perturbativa do vacuo é caracterizada pela existéncia
de condensados (qq) = 0; pelo aparecimento de particulas pseudoescalares
leves, que consideramos (quasi) bosoes de Goldstone [35, 36] (a existéncia do

condensado é confirmada por simulagdes numéricas na rede).

Os modelos de tipo NJL [55, 56, 44] permitem tratar modos mesénicos nas fases
simétrica e assimétrica. Este cendrio permite focar a atencao no espectro dos hadroes
vs paridade, cuja degenerescéncia é uma indicacao de uma restauracao efectiva da
simetria quiral. Em particular, os mesoes escalares e os seus parceiros (quirais)
pseudoscalares (opostos em paridade), sdo massivos e degenerados na fase simétrica.
O modelo NJL permite, numa mesma abordagem, estudar ambos os tipos de mesoes
(escalares e pseudoescalares), o processo de quebra de simetria quiral bem como a
sua restauracao a densidades e temperaturas finitas [57].

O modelo de Nambu Jona-Lasinio foi primeiro introduzido para descrever a in-
teracgao nucleao-nucleao via interaccao de contacto de quatro fermioes. Mais tarde,
o modelo foi adaptado para estudar os quarks, constituindo um modelo efectivo
para a QCD. Historicamente o modelo NJL remonta ao ano 1961, época onde nem
os quarks nem a QCD eram ainda conhecidos, contudo existiam ja indicacoes sobre
a conservagao (parcial) do vector corrente axial - simetria quiral.

A ideia de Nambu e Jona-Lasinio [22, 23], consistiu em considerar que o gap de
massa no espectro de Dirac (para os nucledes) pode ser gerado de modo andlogo
ao gap de energia dum supercondutor na teoria BCS [58]. Com esse objectivo, os
autores introduziram no lagrangiano, para o campo de nucleoes ), uma interac¢ao

pontual de quatro fermides, conservando a simetria quiral [23],
£ =5(ig = m)p + G { ) + Wins7e)?} (1.27)
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onde m é a massa do nucledao (pequena), 7 é a matriz de Pauli que actua no espago
de isospin e G uma constante de acoplamento.

Apébs o desenvolvimento da QCD, o modelo NJL foi adaptado para permitir
uma descri¢ao de sistemas de quarks Mas, o facto de este modelo nao possuir confi-
namento limita de certo modo a sua aplicabilidade. No entanto, existem muitas
situagoes fisicas onde a simetria quiral é o aspecto mais relevante a ter em conta e
os detalhes do confinamento sao secundarios.

O lagrangiano original do modelo NJL Eq. (1.27) foi adaptado para modelo de
quarks, onde 1, representa um campo de quarks de 3 cores (com 2 e 3 sabores, em
SU(2) e SU(3), respectivamente). Foram posteriormente apresentados trabalhos cuja
forma de escrever os termos de interaccao foi mais abrangente. 't Hooft introduziu
no modelo uma interacgao de seis pontos, que pode ser tratada como uma interaccao
efectiva de quatro pontos.

O modelo NJL esta bem adaptado para o estudo da matéria de quarks desconfi-
nada, neste ambito destacam-se os artigos de revisao de T. Hatsuda e T. Kunihiro
[33], S. P. Klevansky [59] e U. Vogl e W. Weise [60].

Como ja referimos, o presente trabalho é dedicado ao modelo NJL de dois sa-
bores com anomalia. Pretende-se estudar o efeito da temperatura na restauracao
da simetria quiral da simetria axial e analisar o comportamento dos mesoes 7, o, n
e ag, em particular a degenerescéncia dos parceiros quirais.

Fazemos notar que este tipo de problemaética ja foi objecto de estudo no modelo
de NJL em SU(3) [50]. A motivagao para fazer este estudo em SU(2) prende-se
com o facto de em SU(3) poderem existirem efeitos cumulativos (inerentes ao mo-
delo) que poderao interferir no comportamento dos varios observéaveis que interessa
estudar. Nesse sentido, estudar o modelo em SU(2), pode permitir uma melhor com-
preensao dos fundamentos da fisica associada aos varios mecanismos que envolvem

os processos da restauracao das simetrias.
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1.3 O Modelo de Nambu Jona-Lasino e a sua

Aplicacao a Diferentes Areas

Existem variados exemplos onde as ideias e o formalismo desenvolvido no contexto
da matéria condensada se revelaram muito proveitosos quando adaptados para a
fisica de particulas. Mas também, muitas das técnicas da teoria de muitos corpos,
utilizadas na matéria condensada, tiveram a sua motivacao no desenvolvimento da
fisica das altas energias. O modelo de NJL incorpora conceitos comuns as duas
areas, pelo que é pertinente abrir aqui um paréntesis sobre este tema.

De facto a teoria da supercondutividade formulada por Ginzburg-Landau, bem
como a teoria microscopica de BCS, fornecem entendimento para variados outros
dominios da fisica: fisica de baixa temperatura, fisica nuclear e fisica de particulas.

Apresentam-se alguns exemplos de como a teoria de BCS se relaciona nestes dominios.

e Permite compreender a razao porque o isétopo U?® requer neutroes de alta

energia para fissdo, enquanto o U?*® necessita apenas de neutrdes térmicos.

— As forgas nucleares entre nucledes sao forgas atractivas de curto alcance;
neste sentido sao similares as forgas atractivas num supercondutor, produ-
zidas entre electroes por fonoes virtuais. Como num metal, estas forcas
atractivas levam a formacao de pares, neste caso formam-se pares de
nucledes. No U?8 0s neutroes encontram-se emparelhados, enquanto no
U2 esta situagao nao se verifica (existem em ntimero fmpar). Quando
adicionamos um neutrao ao U?3®, deixa de existir um par, custando uma
quantidade de energia igual a energia de gap para emparelhar nucleoes;
por esta razao sao requeridos neutroes de alta energia para a fissao do
U2 tornando-o inttil como combustivel nuclear de fissao. Por contraste,
quando adicionamos um neutrao ao U?* este forma um par com o neutrao
desemparelhado, libertando uma quantidade de energia 2A; esta energia

desestabiliza o nucleo causando a fissao.

e Fornece explicacao sobre qual a razao pela qual electroes interagem fortemente

com protoes, mas fracamente com neutroes.
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— Os electroes interagem com os protoes via forga eléctrica, envolvendo a
troca de fotdes virtuais (sem massa). A interacgao de electroes com um
neutrao ocorre via forca fraca, envolvendo a troca de um bosao vectorial
massivo, sendo entao que a forga nuclear seja de curto alcance: o principio
de incerteza de Heisenberg mostra que um bosao virtual pesado pode
apenas existir por curtos periodos de tempo.

No universo primitivo, as forgas electromagnéticas e forcas fracas eram
ambas equivalentes mediadas por bosoes sem massa.

Acredita-se que a massa do bosao W surge devido a um tipo de efeito
Meissner (césmico), assim o universo primitivo desenvolveu um conden-
sado de bosoes de Higgs. De modo analogo, como no caso do efeito Meiss-
ner magnético, o efeito Meissner electro-fraco fornece massa aos bosoes
W e Z, excluindo do universo os campos fracos e tornando a forca fraca

numa forca de curto alcance.

e Justifica a razao para o facto de o Hélio H?, um fluido de fermides, se tornar

um superfluido a muito baixa temperatura, 7'~ 1 mK.

— O Hélio-3 torna-se superfluido a baixas temperaturas porque os atomos de
Hélio-3 formam um condensado de pares em analogia com a supercondu-
tividade. A interaccao entre atomos de Hélio é repulsiva, nao favorecendo
pares de ondas-s, formando antes pares de Cooper cuja funcao de onda
contenha um nodo, tal que tendencialmente afasta os atomos, baixando

assim sua energia.

Notamos que Y. Nambu teve como formacao inicial estudos na area da matéria

condensada, dedicando-se A fisica das particulas mais tarde. E particularmente
interessante a sua conferéncia intitulada ” A Superconductor Model of Elementary
Particles and its Consequences” (1960 Midwest Conference in Theorectical Physics,

Purdue University):
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Em anos recentes tem sido frequente aplicar técnicas de teoria de campo a problemas
de muitos corpos existentes na fisica do estado solido e na fisica nuclear. Isto ndo
€ nenhuma surpresa pois, numa teoria de campo quantizada, existe sempre a pPossi-
bilidade de criacdo de pares (reais ou virtuais), que € essencialmente um problema
de muitos corpos. Estamos familiarizados com um certo niumero de fortes analogias
entre ideias e problemas na teoria das particulas elementares e as correspondentes
em fisica do estado solido. Por exemplo, o mar de Fermi de electroes num metal é
andlogo aos electroes do mar de Dirac no vicuo, e nos falamos de electroes nestes
dois casos. Algumas pessoas devem ter pensado no mesao de campo como algo como
o campo de Coulomb blindado. Certamente, em particulas elementares estamos per-
ante mais propriedades de simetrias e de invariancia do que na outra, e analogias
ceqas sa0 Por vezes Perigosas.

Na comunidade da fisica da matéria condensada, existe uma crescente atencao
para o estudo das propriedades electrénicas da folha de grafeno, sintetizado pela pri-
meira vez no ano 2004 [61]. Também, fisicos dos dominios das altas energias tém, re-
centemente, dedicado ao estudo deste material [62]. O grafeno pertence a uma classe
mais ampla de sistemas planares na matéria condensada, que inclui, por exemplo
os supercondutores de alta temperatura critica. O grafeno é uma forma alotrépica
de carbono com uma estrutura bidimensional de favo de mel (com hibridagao sps)
que define uma estrutura de bandas peculiar [63] com dois pontos nodais na zona
de Brillouin e, onde as superficies energéticas (com massa efectiva nula) sao cénicas

e as bandas de conducgao e de valéncia se tocam (pontos de Dirac degenerados, com

L) Estes factos dao origem a uma dinamica electrénica do

lei de dispersao linear
tipo relativista [64], extraordindrio para a matéria condensada.

Para o grafeno, o andlogo da constante de estrutura fina é o, ~ 300a, onde « é
a constante de estrutura fina na electrodinamica quantica (QED); assim as proprie-

dades de baixa energia no grafeno apresentam diferencas relativamente a QED, pois

trata-se dum regime de acoplamento muito forte. Este aspecto fornece excitantes

L1 Esta situacio é também encontrada na vizinhanca dos quatro pontos nodais nos supercon-
dutores de alta temperatura critica, com simetria de onda-d. Tendo sido também, recentemente,
observadas estas propriedades no condutor orgénico o — (BEDT — TTF)yIs, na vizinhanca dos
”cones de Dirac”.
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oportunidades para estudar as teorias de acoplamentos fortes, num anédlogo com a
matéria condensada, sendo que neste caso as observagoes experimentais podem ser
levadas a cabo com equipamentos economicamente mais vidveis 2.

De modo notavel, a fisica do grafeno, descrita pelo campo de Dirac em 2 4 1 di-
mensoes, com quatro componentes @q, @ = 1,2, 3, 4, satisfaz a simetria quiral U (2Ny)
(com Ny = 2 no grafeno). Esta simetria pode ser quebrada espontaneamente, ge-
rando um gap no espectro das quasi particulas. Contudo, do ponto de vista expe-
rimental, este tema é ainda uma questao em aberto, no entanto foi reportado na
referéncia [64] um gap induzido pelo substrato. Do ponto de vista tedrico, a geragao
dinamica do gap é descrita por uma transicao de fase quantica devido a formacao
de estados ligados particula-antiparticula '3

Contudo, neste regime de acoplamento muito forte, a analise, mesmo que qualita-
tiva, deverda ser nao-perturbativa. Isto é especialmente verdadeiro para o grafeno no
vacuo (grafeno suspenso, sem substrato), onde a, atinge o valor méximo, enquanto
na presenca do substrato este valor é parcialmente blindado.

Varios trabalhos abordaram o estudo do grafeno numa aproximacgao nao-perturbativa,
mas na ref. [65] foi investigado um modelo para o limite de acoplamento forte.

Nestas condigoes, o formalismo do modelo NJL no sector SU(2) (dois sabores)
constitui, também, uma motivagao para o estudo deste novo material, tao interes-

sante no contexto da fisica da matéria condensada.

Sistema Fisico Simetria Quebrada
Ferromagnetos Invariancia Rotacional
Cristais Invariancia Translacional
Supercondutores Invariancia de Padrao Local
Superfluido *He Invariancia de Padrao Global

Tabela 1.2: Outros exemplos de quebra de simetria para diferentes sistemas fisicos
relacionados & matéria condensada.

Também, por outro lado, estudos centrados no grafeno permitem sugerir novas

L12De facto as experiéncias na area da matéria condensada necessita de aparatos experimentais
mais baratos que os grandes aceleradores de particulas, que constituem o dominio experimental dos
fisicos de particulas. As experiéncias neste material podem mimetizar certos aspectos relevantes
para as teorias da fisica de particulas.

L13No contexto do grafeno, também habitualmente designado por particula-lacuna.
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abordagens para a investigagao na fisica de altas energias. Em particular, o ultimo
trabalho de Miransky [66] segue esta orientagdo. De facto, neste trabalho, é revisto
os resultados obtidos para o grafeno e constata-se que o campo magnético constitui
um forte catalisador da quebra espontanea da simetria quiral [67, 68]. Tendo sido
objectivo desse trabalho revelar e descrever algumas das propriedades universais de
tal dindmica, para o caso de matéria relativista densa [69, 70]. Estudos recentes
de dinamica similar, dedicados ao grafeno [71] em 241 D, revelaram varios tipos
de parametros de ordem cujos analogos nao foram ainda discutidos no contexto de
modelos relativistas em 3+1 D (ver ref. [72] para primeiros estudos do fenémeno de
catélise magnética em grafeno). Isto motivou os investigadores para reexaminar as
propriedades da matéria relativista densa na presenca de um campo magnético em
3+1 D. Como mostraram, este efeito, pode ter profundas implicagoes para a fisica
das estrelas compactas bem como para as colisoes de i0es pesados. Nesse artigo, foi
utilizado o modelo de NJL, para ilustrar o efeito de modo mais claro possivel.

Em fisica nuclear um tema importante esté relacionado a ideia [73] da condensagao
do mesao-m de Goldstone. Como consequéncia da quebra espontanea da simetria
quiral, o piao surge como o bosao de Goldstone, cuja massa tende para zero no
limite quiral, tendo sido esta a permissa fundamental para o trabalho de Goldstone,
na sua derivacao do teorema geral de Goldstone [35]. Experimentalmente, nao foi
ainda detectada a existéncia de excitagoes colectivas (leves) nucledo-antinucledo. A
densidade nuclear normal nao é suficiente para gerar condensacao, é por isso que este
efeito nunca foi observado - para induzir condensacao seria necessario compressoes
muito fortes que, possivelmente, poderao ser realizados s6 em estados da matéria
nuclear exdticos. Recentemente estudos tedricos, e em particular experimentais na
matéria condensada, em supercondutores de alta temperatura critica, revelaram a
condensagao de magnoes de Goldstone - efeito andlogo ao da condensagao do mesao-
7, constituindo, também deste modo, um terreno para sondar esta fenomenologia
prépria da fisica nuclear e de altas energias [74].

Outro exemplo sobre a implementacao das estratégias e formalismos utilizados

na matéria condensada, recentemente aplicados a fisica nuclear [75, 76] e a fisica das
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altas energias, destaca-se o recente trabalho de Rozynek, et al (" Nonextensive effects
in the Nambu-Jona-Lasinio model of QCD”) [77]. Este implementa os principios da
mecanica estatistica nao-extensiva de Tsallis [78] ao modelo NJL, tendo esse estudo
como motivagao, e referéncia principal, o trabalho, também, recentemente publicado
pelos autores P. Costa, M.C. Ruivo e C.A. de Sousa [50].

Nota-se a versatilidade do modelo NJL, usado, durante décadas, nas areas da
fisica nuclear e de particulas, estd recentemente a ser associado a outras areas re-
lacionadas com a matéria condensada [79, 66]. A utilizacdo do modelo no contexto

da fisica de particulas pode permitir uma aprendizagem 1til nestas diferentes areas.
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Capitulo 2

Formalismo

Neste capitulo estudaremos o formalismo matematico do modelo NJL, comegando
por analisar as propriedades dos quarks e mesoes no vacuo e posteriormente genera-
lizamos os resultados para temperatura finita e potencial quimico finito. No presente
trabalho estudar-se-a o sistema de quarks de dois sabores, trés cores, e serd introdu-
zido a anomalia, isto é, introduz-se no lagrangiano um termo que actua como uma
fonte da anomalia. Note-se que os efeitos da anomalia tem sido intenssivamente
estudados no modelo de NJL em SU(3) com termo de t’ Hooft [59, 33, 44, 80, 50]
e, mais recentemente, a possibilidade de restauragao da simetria axial e seus efeitos
em diversos observaveis [46, 44, 80, 50]. O modelo em SU(2), pela sua simplicidade,
permite isolar alguns aspectos do problema, pelo que o seu estudo pode fornecer um
contributo relevante para o entendimento da fisica associada a quebra e restauragao
da simetria U,(1). Notemos que embora o modelo de NJL em SU(3) com anomlia
tenha sido objecto de um estudo mais intensivo do que o seu equivalente em SU(2),
este ultimo também tem tido diversas aplicagoes. A anomalia no modelo SU(2) estd
ja presente no modelo original de NJL [22, 23], através de uma transformacgao de
Fierz, e foi considerado em outros trabalhos (ver ref. [81] e referéncias af indicadas).
No entanto, o estudo da quebra e restauracao da simetria U4(1) neste modelo nao

foi até agora considerada e é uma contribuicao original do presente trabalho.
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2.1 O Modelo de Nambu Jona-Lasino com Ano-
malia

O lagrangiano que aqui iremos estudar considera um termo adicional que, embora
invariante quiral, quebra explicitamente a simetria axial, sendo responsavel pela
introdugao deste conceito de anomalia no modelo NJL no sector SU(2). Assim, o
presente estudo constitui uma generalizagao do modelo original de NJL, permitindo
analisar em SU(2) os efeitos associados & anomalia.

Consideramos o seguinte lagrangiano:

Ly = g [(GQ)Q + (qivsTq)* + (q7q)* + ((ﬁ%qﬂ (2:2)
L2 = g|(a0? + (@970 — (a70)* — (@i750)?] (2:3)

O lagrangiano 2.1 é invariante quiral (ver Apéndice 5.2) no limite em que as mas-
sas correntes dos quarks tendem para zero. Neste lagrangiano, ambos os termos £
e Ly s@o invariantes sob transformacoes do tipo: SU(2);, x SU(2)g x U(1). Notamos
que na situagao g; = g = ¢/2, recuperamos o lagrangiano NJL original Eq. 1.27.
No entanto, a componente L5 faz com que o lagrangiano nao seja covariante sob
transformagoes U4 (1). Este termo, que pode ser escrito na forma de um determi-
nante (ver apéndice 5.4.2), pode ser identificado como o induzido por instantoes,
de acordo com t' Hooft, e quebra explicitamente a simetria axial, mesmo no limite
quiral.

Procedendo ao rearranjo dos quatro tipos de campos no lagrangiano de in-

teracgao, notando gs = (g1 + ¢2)/2 € go = (g1 — g2)/2, temos:
L1+ Ly = gs|(q9)* + (ciwsr“q)Q] + g [(6FQ)2 +(qi759)° |- (2.4)
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Vamos neste trabalho utilizar um método relacionado com o formalismo dos in-

tegrais de caminho de Feynman - método da bosonizagao. Esta estratégia permite
obter relacoes entre os observaveis, tais como os condensados, constantes de acopla-
mento e decaimento, etc. A bosonizacao de uma teoria fermionica considera para
um lagrangiano original de fermioes a transformagao num lagrangiano equivalente
que passard a depender de graus de liberdade bosénicos [57]. Deste modo, para as
baixas energias, a accao efectiva bosénica equivalente reflecte a dinamica da acgao
original do modelo de NJL.

A hadronizacao processa-se via a funcional geradora:

Zn,n] = %/DQ/DQGXP [i/d4w(ﬁ(ci, q) +qn+1q)|, (2.5)

onde podemos aplicar as técnicas de bosonizacao usuais. Assim, procedemos a

introducao de campos auxiliares da forma:

6 = /Dwexp [i/d%(—;;)} 2.7)
¢ = / Dif exp [z / d%(—g—;)] (2.8)

¢ = [ Dagexp |i d4x(—a02) (2.9)
{ .

efectuando as seguintes mudancas de varidveis

o — o+g.(q9) (2.10)
™ — 7w+ gs(qisTq) (2.11)
n — 0+ g.(qivsq) (2.12)
a)’ — ao*t 9.(q7q) (2.13)
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definimos uma nova constante C', na forma:

Cc = /DGDWDUDCLOX

0_/2 7T/2 77/2 %2
exp{—i/d4x[—+—+ + }}
29s 295 290 29a

Introduzindo C na funcional geradora, Eq. 2.5, temos:

Zn,n = /DquDaDanDao

o2+ 72 _n2+a02

295 29a

X exp {i/d4x [q(zcﬂ —m)q —
+ 04q + 7qivsTq + 1divsq + aodTg + qn + ﬁq] } (2.14)
a integracao sobre os campos fermidnicos na equagao 2.14, considera:

/Dqu exp{i / d*z (q(z@ —m+ o+ iysTT + niys + aoT)q +nq + ﬁq) }, (2.15)

onde identificamos o propagador efectivo de fermides

(i — m+ o + iy + nis + ao7) 8w — y) = St (z — y), (2.16)

apresentamos, entao a equacgao 2.15 na forma:

[ Dapgess [i [ dzaty(a); @ = o) + alehnte) + a(@ha(@) |- 217

Para a integracao sobre os campos fermionicos, fazendo uso da propriedade das

varidveis de Graussmann [38],
/ 7 0006, exp [0 Myy6; + 6;C4 + 6,0] = N detMy; exp (0;‘Mi;19j>,
obtemos o seguinte resultado
[ Dapgess [i [ dsaty(aw)5; @ = piatw) + alwin(o) + n()a(o))

= Ndet[ = iS5z = y)ley| 251,71, (2.18)
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com Zg[n,q) = exp [ —i [d*z [d'y 7(2)Sp(z — y)n(y)]. Finalmente, a funcional

geradora para bosoes escreve-se como:

Z:N/DU/DW/DU/DaoeXp (z’/d4a: Lesy)

com a acgao efectiva dada por:

Iy = —iTr ln(—i(?—m+a+i757'7r+i75n+ao7'>

— -2
o2+ 7 it

295 29a

(2.19)

Esta técnica permite obter para o regime de baixa energia, os graus de liberdade
naturais no sector mesénico. A notacao Tr significa efectuar a integracao sobre os

momentos e a operacao ”trago”sobre os indices discretos (Ny = 2 e 3 cores N, = 3).

2.1.1 A Equacao do Gap

Para determinar as equacoes do gap vamos minimizar a accao efectiva 2.19 em

ordem aos campos classicos ® = o, 7,7, ag:

8I€ff
oo lo=a,

=0. (2.20)

Assim, a primeira variagao da accao permite escrever a equacao do gap na forma:
M; = m; — 294 (Giqi) , (2.21)

onde identificamos i = u,d e M; como a massa constituinte dos quarks. E possivel
ajustar os parametros tal que obtemos solugoes nao triviais M # m, produzindo,
em analogia com a teoria BCS, um gap AE = 2M; os condensados de quarks sao

determinados por:

(Gigi) = —iTr lM — iTrSi(p), (2.92)

sendo S;(p) a funcdo de Green dos quarks, onde S;(p) = (f — M; + i)~ é o pro-

pagador de quarks. Efectuado o trago sob o espaco de Dirac, da cor e do sabor,
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obtém-se:
d4p M;
(2m)* p? — M? +ie’

M, = m + 8Nchg5i/ (2.23)

onde Ny = 2 e N, = 3 sao respectivamente o nimero de sabores e cores, e escrevemos

o condensado de quarks na forma:

(Tqi) = —z’/f—ﬁtr&(@ . (2.24)

m)

2.1.2 Espectro de Massa dos Mesoes
A matriz-T de pares de quark-antiquark é da forma:

29
1—2gTm(q?)

Twmlq") = (2.25)

onde

ate?) = i [ (;lT];T Ori S+ ) Ona S0, (2.26)

¢é o operador de polarizacao para o sistema quark-antiquark, relativo ao canal com
nimeros quanticos { M}, no sector mesénico. O lagrangiano Eq. (2.1-2.5) comporta
4 canais, assim na matrix-T Eq. (2.25) identificamos os mesoes 7 e o, associados a
g = gs, e identificamos os mesoes 1 e ay associados a g = g,. Para um lagrangiano
como apresentado na Eq. (1.27) temos o canal sigma (O, = 1) e trés canais de
pices (O, = iV57,, a = 1,2,3; {x", 77, 7°}). No caso geral, consideramos ainda os
mesoes 1 e ag associados a g = g,, onde temos o canal 1 (O,) = i7s5) e trés canais de
ao,,, (an(a> =T, a=1,23;{af,ay,ad}). Apds proceder ao cdlculo dos respectivos
tragos, obtemos I1,(¢%), I, (¢%), I1,(¢%) e oy, (¢?).

A andlise da estrutura do poélo na matriz-T permite-nos determinar as proprie-

dades dos mesoes:

1— 250 (¢ = M3) =0 . (2.27)

Verificamos, de acordo com o teorema de Goldstone, que na situacao do limite quiral

m = 0, obtém-se m, = 0. No entanto, para massa corrente de quarks m # 0, resulta
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m, # 0. A constante de acoplamento mesao-quark, g4, relaciona-se com o residuo

obtido no pdlo

IMaq =

dq2 q2:Mj2\/t‘

Mesoes Pseudoescalares

Para calcular o espectro de massa dos mesoes, expandimos sobre o campo mesénicos,
a accao efectiva 2.19. Vamos primeiro considerar o sector pseudoescalar, que repre-
sentamos pelo campo P, onde p = s, a, representa respectivamente, os mesoes T,
associado a g = g, e n associado a g = ¢,. Mantendo os termos de 2* ordem na

expansao, obtemos a accao efectiva de mesoes:

IGyle = —%SOP [g7! = TI7(P)] ¢" = —%so”(DP(P))‘lgop, (2.28)

onde I17(P) é o operador polarizacao, que no espaco dos momentos se escreve:

I1%,(P) = iN, / gT’;trD 14(p) (i757) 3 (p + P)(i757)] (2.20)

Na equacao Eq. 2.28 identificamos o inverso do propagador dos mesoes pseudoesca-
lares, (DL (P))~!. As massas dos mesdes, sao calculadas no referencial em repouso,

P = 0, com a seguinte condicao sobre o pélo do propagador,
1— 29I (Py= M,P =0) = 0. (2.30)

Assim, no referencial em repouso, a condicio D Y (Py = M, P = 0) = 0 e
D, '(Py = M,,,P = 0) = 0 fornecem-nos as massas de 7 e 7).
Procedendo ao célculo do traco na Eq. 2.29, o operador polarizacao para os

mesoes pseudoescalares, toma a forma:

0 (Ry) =4 (I + 1) — [Py — (M; — My)*)I5 (By)), (2.31)
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para regularizar os integrais introduzimos um parametro de cutoff A, assim I} e

N, (" p%d
iN, / i _M2 - / P (2.32)

1
1Y (Ry) _zN/
" L= ME)((p+ Fo)? — M7)

19 (Py) séo:

N, [ p2dp E; + E;
747'('2 0 EIEJPOQ—(EZ—FEJ)zj

sendo Ej; = 4 /p* + M}, 2. a energia de quark.

Quando a massa do mesao exceder a soma das massas constituintes dos seus

(2.33)

quarks, Py > M; + M;, é necessdrio considerar a parte imaginaria do integral
Eq. 2.33 [82], pois nessa situagdo o mesao pode decair no par quark-antiquark que o
constitui, deixando de ser um estado ligado e passando a ser um estado ressonante.
Este comportamento é consequéncia do modelo de NJL nao possuir confinamento.
Foi por isso desenvolvido um modo de ultrapassar esta limitacao - trata-se da cha-
mada "aproximacao de largura finita”. Com esta técnica a Eq. 2.30 tem que ser
calculada na sua forma complexa, de modo a determinar a massa da ressonancia,
My, bem como a sua largura de decaimento I'y,. Para isso, assumimos que a Eq.

2.30 tem solugoes do tipo:

1
Py = My — 5l (2.34)

Considerando P — P — ie, obtemos o integral na forma

N E, + E N, p
]ZJ P 2.35
(F) = / EE PZ—(E; + E;)? T er (B + Er)’ (2.35)

onde P significa o valor principal de Cauchy, o momento vem dado por:

p* _ \/(PO2 B (Ml - Mjgzo(Pg B (Mz + Mj)Q) (2.36)

e a energia é da forma

Er = /(") + M2, (2.37)

7]
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Notamos que neste calculo foi feita uma aproximacao, de modo a evitar a com-
plexidade introduzida no célculo pelo uso da ”aproximacao de largura finita”. No

integral Eq. 2.35, consideramos o valor de I'); pequeno, e como consequéncia, des-

prezamos I'y; no denominador de I% (P,).

Constante Decaimento do Piao

O ajuste dos parametros do modelo com os resultados experimentais, considera
no ambito dos mesoes pseudoescalares, a constante de decaimento do piao, que assim
assume um papel fundamental. A constante de decaimento do pidao é obtida pelo

elemento de matriz piao-vacuo:

d* T, )
fr@" 0ab = Gnqq / #Tr [7“755 S(p+q)ivsm S(p)] - (2.38)

No limite quiral é satisfeita a relagdo de Goldberger-Treiman [83],
Grqq f7r = M + O(m)7 (239)

e em primeira ordem na massa m, a relacao de Gell-Mann Oakes Renner [84] para

a massa do piao,

2Pm?2 = —m{qq) + O(m?) . (2.40)

Mesoes Escalares

O processo para descrever os mesoes escalares é andlogo ao implementado na
descricao para mesoes pseudoescalares. Assim, para calcular a massa do mesao,
expande-se a accao efectiva, Eq. 2.19, sobre campos mesoénicos escalares, o€, onde
aqui e = s, a, representa, respectivamente, os mesoes: mesao o associado a g = g, e
mesao ag associado a g = g,.

Assim, mantendo somente mesoes escalares, obtemos a accao mesonica efectiva

1 1
I55lo) = —50° [g7! = T5(P)] 0* = —50"(D5,(P) "o, (2.41)

com IT%,(P) sendo o operador de polarizagao, que se calcula de modo andlogo ao caso

analisado anteriormente para mesoes pseudoescalares, mas agora com 5 substituida
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pela matriz identidade. Este operador encontra-se associado aos mesoes escalares

5 (Po) = 4 (1] + ) + [P — (M:* + M) () - (2.42)

As massas dos mesoes o e ap sao agora determinadas pelas seguintes condigoes
D, (M,,0) =0e D, (M,,,0) = 0.

(o

2.1.3 A Susceptibilidade Topolégica

Um dos objectivos centrais deste trabalho é o estudo do comportamento da
susceptibilidade topoldgica com a temperatura, em comparacao com os resultados
dos célculos na rede. A susceptibilidade topolégica, y, é um parametro essencial
para o estudo do problema da quebra e da restauracao da simetria U 4(1), tendo sido
realizados diversos estudos associando o comportamento de y com a restauracao da
referida simetria a temperaturas elevadas.

Os resultados dos cédlculos computacionais na rede, indicam um decréscimo acen-
tuado do valor de x para a temperatura de desconfinamento, mostrando uma apa-
rente restauracao da simetria U4(1). O calculo para a susceptibilidade topolégica,
no ambito do modelo de NJL em SU(3), foi primeiro realizado por K. Fukushima e
colaboradores em [46].

Apresentamos de seguida os conceitos basicos relativos ao calculo de x no vacuo.
A extensao deste cdlculo para temperaturas finitas é feita naturalmente a partir do
formalismo de Matsubara, que é apresentado na seccao seguinte.

A densidade lagrangiano da QCD dada por:

1
L =q(iv,D, —m) — —F,F!" +0Q,

4 HY— a

sendo ¢ o angulo de vdcuo da QCD, Fj, ¢ o tensor de campo de gludes, D, =
0, +1gA, ¢ a derivada covariante onde A, ¢ o campo de gluodes, g é a constante
de acoplamento da interaccao forte e @) é a densidade de carga topoldgica (ver

apéendice 5.3 Eq. 5.56) definida como:
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Q(x) 9" pa v,

T 32 mwvta

A densidade de energia no vacuo ¢ escreve-se no formalismo dos integrais de caminho

CcOomao:

exp(—eVT) = / DA, DgDgel ¥** = 7,

onde V' é o volume. A susceptibilidade topoldgica é apresentada como a segunda

derivada de € em ordem a 6 para 6 = 0:

82
=G, = [ e ome@Re)).

onde T é o operador de ordenacgao temporal, e o indice ¢ ”conexos”significa consi-
derar a contribuicao de todos os diagramas conexos.
Para o célculo de x no modelo NJL é necessario encontrar Q(x). Tendo em conta

que na QCD a tetradivergéncia da corrente axial j£ obdece & equagao:
Oujt = 2N;Q(z) + 2m i qsq, (2.43)

é necesséario fazer um estudo desta quantidade no modelo de NJL(A) de modo a
identificar Q(x).

A anomalia axial da QCD é suposta ser quebrada por efeitos quanticos e essa
quebra pode ser descrita a um nivel semicldssico por instantoes, de acordo com t’
Hooft. Em modelos de tipo NJL o termo de t’ Hooft é uma interacgao determinantal

de 6 ou 4 quarks, consoante o modelo for SU(3) ou SU(2), como iremos verificar no

caso de SU(2). E possivel demonstrar que o lagrangiano do presente modelo é
invariante quiral, no limite quiral, mas nao é invariante axial mesmo neste limite
porque o termo Ly quebra a simetria axial (ver apéndice 5.2).

A andlise da conservacao (ou nao conservagao) das correntes vectorial, isovector

axial e isoescalar axial, permite-nos resumir que:

e conservacao de corrente vectorial
i0u("q) = 0uj" =0 (2.44)
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e a corrente axial isovector, é conservada no limite quiral
TR . %
Oujs " = 2m(qivs7'q) (2.45)
e a corrente axial isoescalar nao é conservada mesmo no limite quiral

Oujb = 2m i qysq + 892 [(@FQ)(@Z%?Q) — (79)(qis9) (2.46)

Estabelecendo uma comparagao entre esta equagao 2.46 e a equacao Eq. (2.43),
conluimos que o equivalente de @Q(z) nestes modelos é (ver apéndices 5.3, 5.4.2

Eq. (5.56), Eq. (5.86) e Eq. (5.87)),

Q(x) = 2¢:[(q7q) — (7isTq) — (79) — (7i759)]
= 4ig[(17:92)(Rq1) + (©2v501)(01G2)

—(10)(275%) — (©292)(0175q91)], (2.47)

simplificando:

Q(x) = 24 go[det [7(1 — 5)q] — det [7(1 +75)q]] - (2.48)

Para deducao detalhada das equagoes, Eq. (2.44), Eq. (2.45) e Eq. (2.46) aqui
apresentadas, ver no apéndice 5.3 as anélises para as equagoes Eq. (5.42), Eq. (5.48)
e Eq. (5.53). No apéndice 5.4.2 Eq. (5.85) demonstra-se tal como para @Q(x) apre-

sentado na Eq. (2.48), tambem L, se escreve na forma de um determinante,

Ly = g[(@9)’ - (G790 + (@:90)° — (G7579)"]

= 2gp[ det [q(1 = 5)q] + det [(1 + 75)q]]- (2.49)

Uma vez que as deducoes destas relacoes sao extensas, elas sao apresentadas nos
apéndices 5.3, 5.4.2, bem como o calculo detalhado da susceptibilidade topolégica

(ver apéndice 5.4), cuja expressao é:

X' = 8—g§<§q>1 (2.50)
1—8g, 2 ’
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2.2 Extensao do Modelo para Temperaturas e Den-

sidades Finitas

Apos a reinterpretagao do modelo NJL, como um modelo de quark eficaz, este
tem sido aplicado para o estudo das propriedades de quarks e mesoes em matéria
quente e densa. Pois em virtude da aplicacao do formalismo de Matsubara [85, 86],
o modelo NJL pode ser generalizado para temperatura finita e potencial quimico
finito (os pormenores do célculo serdo apresentados na secgao seguinte).

Os resultados apresentam a mesma estrutura que as expressoes do vacuo mas,
neste caso, estao modificadas por ntimeros de ocupacao térmica. Por exemplo, a
equagao do gap Eq. (2.23) torna-se agora,

M = m+ 4Nchgs/dg—p M (1= npl o) = (T ) (2.51)
(27)® E,
onde E, = \/m é a energia do quark, obtida por auto-consisténcia para a
massa constituinte M, onde n, e n, sao numeros de ocupagao de Fermi de quarks e
antiquarks,

1 1

W) = mpmry WOW = e (2.52)

Estas funcoes estao relacionados com o nimero da densidade do quark total na

forma:
) = 25N, [ 5k (o) = (7.1 (2.53)

Veremos que estas relagoes nos permitirao adaptar o processo de integracao de modo
a contornar, de certo modo, o cutoff A\. Chamaremos a este processo de regularizacao
com ” cutoff infinito”. De facto, os termos dependentes na temperatura, presentes na
Eq. 2.52, permitem que no caso de estendermos a integracao ao infinito, possamos
obter resultados convergentes. Lembramos que o cutoff finito A foi introduzido no
modelo devido a necessidade de regularizar os integrais; mas, notamos que os termos

2.

que dependem da temperatura, Eq. 2.52, permitem, que para eles >!, possamos

21Esta técnica de integracdo em ”cutoff infinito”, ndo é completamente independente do
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estender a integracao até infinito. Este método permitird, obter resultados mais
proximos dos da rede, como é o caso das temperaturas de transicao e ainda obter
a restauracao simultanea da simetria quiral a simetria axial, como foi mostrado no
trabalho [50].

Os nameros de ocupagao sao, de modo geral, nao nulos, logo reduzem o valor da
massa constituinte. Para temperaturas ou densidades grandes, o factor (1 —n, —n,)
tende para zero e M aproxima-se ao valor da massa corrente m.

O comportamento suave da massa constituinte de quarks, sujeriu considerar a
transigao de fase como sendo de segunda ordem [87]. Foi no entanto, mostrado por
Asakawa e Yazaki que a transigao de fase é de primeira ordem [88].

O nosso objectivo no presente trabalho restringe-se aos efeitos da temperatura
finita e potencial quimico nulo. A transi¢ao de fase com a Temperatura é considerada

de tipo crossover.

2.2.1 Formalismo

Vimos que modelo de NJL pode ser aplicado para estudar o caso de temperatura
finita e potencial quimico finito. A generalizacao do modelo pode ser efectuada por

meio da substituigao [86]

d*p 1 d3p
[ — =) w2 o

onde 8 = 1/T, T é a temperatura e a soma é efectuada sobre as frequéncias de
Matsubara w, = (2n + )77, n = 0,£1,4+2,..., de tal modo que py — iw, + y,
com o potencial quimico u. Em vez da integracao sobre pg, efectuamos a soma sobre

as frequéncias de Matsubara,

R NS {(l—f(zm))ReS[h(wn%Zm]

Rezm;ﬁo

+ f(zm)Res[h(w,), zm]l , (2.55)

parametro A. Por exemplo, na Eq. 2.51 a presenca da unidade necessita a manutencao na in-
tegragao do uso do parametro A.
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onde f(z) e f(z) sdo as funcoes de distribuicao de Fermi para quarks e antiquarks

1 - 1
H&) =1 I = T e (2.56)

Como estas fungoes satisfazem: 1 — f(z) = f(—z), introduzimos, por conveniéncia,
as fungoes de distribuigdo de Fermi para o estado de energia positiva (negativo) do

imésimo quark:

1
+ _ p ) —
n = LB = T—man- (2.57)

A temperatura finita, o integral I} (2.32) toma a forma de

N, dep

(nf —n;). (2.58)
De modo geral o integral I%/ (P) depende agora da temperatura 7' e de dois potenciais

quimicos fi;, i,

| 1 )
n
28; (B; + Po — (i — py))* — E7

ij d’p
[2j<P07T7 ,uwuj) = _Nc/ (277')3

1 1
2E; (B — Po+ (i — iy))* — B3

J

L1 1 N
n7
2E; (Ej — Py + (1 — )2 — E?

1 1 _
_ mn . .
2E; (E; 4+ Py — (1 — )2 — E2

(2.59)

Para o caso degenerado no sabor, em que i = j, temos a seguinte expressao, com
parte imaginéria:

i N, P2dP 1 _
L(F6Tow) == 27r2p/ E; Py —AE} (o = ny)

=< g

N, 4M?
1——1|n
4m P}

(- @). o)

Usando estes integrais como funcao da temperatura e potenciais quimicos, podemos

investigar as propriedades dos mesoes em matéria quente e densa.
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2.2.2 Regularizagcao com Cutoff Infinito

Para entender a necessidade da regularizagao com ” cutoff infinito” notamos que
no vacuo temos de ter sempre um cutoff. A temperatura finita, devido as funcoes
térmicas, uma parte dos integrais é convergente e nao necessita de cutoff. Podemos

entao ter duas opgoes

e Regularizacao I - usar cutoff finito, tanto no vacio (7' = 0) como a tempera-

tura finita (7" # 0).
e Regularizacao II - s6 usar cutoff nos integrais divergentes, para T # 0.

Reconhecem-se vantagens de aplicar a regularizacao II, pois permite a presenca de
quarks de momento elevado a temperatura finita. Este facto vai ter consequéncias
nao triviais.

Na seccao anterior, sec. 2.2, dissemos que os termos dependentes na temperatura
que figuram agora no modelo (ver por exemplo a Eq. 2.52) permitirem-nos estender
a integracao até ao infinito. Pois, para estes termos é legitimo esta extensao até ao

infinito, uma vez que os seus integrais mantém-se convergentes (como é este o caso).
E conveniente separar nos integrais explicitamente os termos ” convergentes” dos nao-

convergentes aquando do processamento da integragao, segundo esta técnica. Para

mostrar que o integral 2.58 se relaciona com a forma apresentada na Eq. 2.51, vamos

usar as relagoes, Eq. 2.57 e Eq.2.52. Assim, para I} fica:

i 6 [p 1 1
BT = o5 | 5ol ems ~ 1o o)
6 P 1
N 4_7'('2 E p( 1 4+ eB(E+p) N 1+ eﬁ(E—p))

6 de 1 1
T ) E p T 14 AE) 1—1—65(75—“))

6 A p2 o0 pQ -
= 4—/0 E /0 Edp(—np(T, ) — np(T, 1))

(2.61)
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Deste modo verificamos que quando A — oo temos p?/E — oo, mas notamos
que n,(T, 1) + ny(T, ) — 0. Podemos escrever a integracao na Eq. 2.58, nesta

abordagem de processo de integracao em ” cutoff infinito”

I = %(/0A %dp - /Ooo %(‘p(T, )+ np(T, u))dp). (2.62)

Este método permitira, como confirmaremos com a analise dos resultados apre-
sentados no capitulo seguinte, obter comportamentos mais préximos dos resultados
da rede, como é o caso das temperaturas de transicao, que ocorrem a tempera-
turas mais baixas do que as obtidas com os modelos NJL de cutoff convencional
(finito). No entanto, este método produz algumas inconsisténcias que se manifestam
a temperaturas acima da temperatura critica, como por exemplo no caso do sinal do
condensado de quarks. Notamos que na eq. 2.62 existem dois limites de integracao
- A e oo, sendo este facto a fonte de producao de tais inconsisténcias, que uma vez
compreendido podemos, com seguranga e baseado em argumentagcao fisica (impondo

a condi¢do: M > m), truncar tal comportamento patolégico.

43



Capitulo 3

Apresentacao e Discussao dos
Resultados

No presente trabalho estudar-se-a o sistema de quarks de dois sabores (dege-
nerados por uma questdo de simplicidade), onde serd introduzida a anomalia, via
lagrangiano Eq. (2.1).

O estudo da restauracao das simetrias quirais e axiais foi ja realizado no trabalho
[50], onde se estudou o efeito do tipo de regularizagdo no processo de restauracao das
simetrias, mas no modelo NJL em SU(3). Verificou-se que a temperatura critica para
a transicao de fase, obtida com a regularizacao (II), é mais préxima dos resultados
numéricos obtidos por cédlculos na rede, e que a restauracao efectiva das simetrias
quiral e axial ocorrem simultaneamente (para temperatura maior que a tempera-
tura critica). Quando as constantes de acoplamento sao consideradas constantes, a
restauracao da simetria axial ocorre como uma consequéncia natural da restauracao
completa da simetria quiral. A supressao dos efeitos de instantoes foi considerada
por meio de uma conveniente dependéncia na temperatura para o coeficiente da
anomalia sendo verificado que a restauragao da simetria U4(1) ocorre para valores

mais baixos.

Assumindo que ambas as simetrias (SU(Nf)®@SU(Nys) e Ua(1l)) s@o restaura-
das para temperaturas elevadas, E. Shuryak num estudo referente a SU(2)®@SU(2),

propos a existéncia de dois cendrios [45]:

1. cendrio 1, T'q << Ty (sendo T a temperatura a que ocorre a res-

tauracao da simetria SU(N;)®SU(Ny) e Tya) a temperatura a que acon-
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tece a restauragao da simetria Uy (1)). A a restauragdo completa da simetria

U(Ny)®@U(Ny) da-se na fase do plasma de quarks e gludes;
2. cenario 2, T e = Tyqr).

Para decidir qual o cendrio mais realista, estudou-se em [50] o comportamento
do mesao 7/, ou de observaveis com ele relacionados, como seja a susceptibilidade to-
poldgica. Com respeito a restauragao efectiva da simetria quiral SU(2) e U(2)®U(2),
verificou-se no trabalho da ref. [50] que a utilizagdo da regularizacao tipo (II) nao
provocou alteracao do cenario Shuryak, tal qual a regularizacao convencional, do
tipo (I). Contudo, com a consideracdo dos quarks de momentos elevados (refe-
rente a regularizacao tipo (II)), no sector SU(3), obtém-se um cendrio onde ambas
as simetrias, quiral e axial, sdo efectivamente restauradas a mesma temperatura,
T = T.;y ~ 333 MeV. No entanto, como iremos verificar a situacdo em SU(2) é
diferente. Nao basta usar a regularizagao de tipo (II) para que todos os observaveis
relacionados com a simetria Uy (1) se anulem, pelo que é necessario usar um meca-
nismo adicional para a sua restauracao. Para estudar a restauracao efectiva desta
simetria impoe-se uma condicao sobre o coeficiente da anomalia, assim fazemos a

constante de acoplamento ¢o, depender da temperatura.

3.1 Ajuste dos Parametros no Vacuo e Processos

de Regularizacao a Temperatura Finita

Para analisarmos numericamente o modelo temos que efectuar um ajuste dos
parametros. Os integrais foram regularizados com uso de um cutoff para os mo-
mentos. Assim, consideramos os trés parametros seguintes : a massa corrente de
quarks m, as constantes de acoplamento g, e g,, € o cutoff A. Estes parametros
sao fixados de modo a obter-se um ajuste com grandezas experimentalmente bem
conhecidas, a massa do piao e sua constante de decaimento e ainda o condensado

de quarks cujo valor é determinado por calculos na rede. Assim a massa do piao,
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mx = 135.0 MeV3! e a constante de decaimento do pidao, fr = 92.4 + 0.2 MeV, sao
conhecidas com boa precisao.

Os valores dos parametros sao apresentados na tabela 3.1 apresentam-se os
parametros do modelo: 7 cutoff ” A\, constantes de acoplamento g, e g,, massas cor-

rentes de quarks m.

A [MeV]  gA? g, A* m [MeV]

290 2435 1.217 6.0

Tabela 3.1: Valores numéricos dos parametros do modelo

Em resultado do ajuste destes parametros obtemos as respectivas quantidades
relacionadas - constante f, massa de quarks constituinte M, condensados de quark

(qq), e susceptibilidade topoldgica y, apresentadas na tabela 3.1

foo @ XMt ow o 77 ao
[MeV] [MeV] [MeV] [MeV] [MeV] [MeV]  [MeV]

Modelo 93 -300 176 140 804 766 956
Experimental (180)  (135) (400-1200) (547)  (984)

Tabela 3.2: Valores numéricos dos observaveis calculados

Notamos que no ambito do presente modelo a descricao do piao ¢ a mais fiavel,
visto que nao tem comportamento de estranheza. O ¢ e o ap tém uma pequena
componente de estranheza, mas a do 7 ja é significativa. Alias a identificacao dos
mesoes associados a constante de acoplamento g,, como o 1 e 0 ay, ¢ um tanto
arbitréaria, visto que podiam também ser identificados como o 1’ e 0 fy. A presente
opcao justifica-se pelo facto de 1 e ay terem menor comportamento de estranheza
do que o ' e 0 fp.

Para andlise dos resultados numéricos com uso do cutoff a temperatura finita,

consideramos que:

0

3-1 Apresenta-se a massa correspondente de 7°, por nao ser afectado por correccoes electro-

magnéticas
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e O modelo de NJL é nao renormalizavel, pelo que é necessario um cutoff ul-

travioleta para tornar os integrais convergentes
e Para temperatura finita alguns integrais tornam-se convergentes
e Duas opcoes:

— usar cutoff finito em todos os integrais, mesmo a temperatura finita —

proibimos os efeitos da presenca de quarks de momentos elevados

— usar cutoff finito s6 nos integrais divergentes — tratamento diferente

para o mar de Fermi e para o mar de Dirac (regularizagao II)

*x melhoram alguns aspectos da descricao da termodinamica — surgem

efeitos nao fisicos a temperaturas elevadas, que tém que ser truncados

O estudo da susceptibilidade topolégica foi jé realizado no modelo em SU(3) [46,
44, 70]. No entanto, procura-se, neste trabalho aspectos fisicos que podem ser melhor
compreendidos num modelo mais simples como este. Sera efectuada a comparagao
com resultados na rede obtidos por B. Allés e M. D’Elia [49].

Para além da anélise comparativa dos resultados obtidos a temperatura finita
com os processos de regularizacao, iremos também analisar o efeito de considerarmos
a constante de acoplamento associada a anomalia dependente da temperatura, go(7).

A restauracao da simetria U 4(1) deve ter efeitos observaveis no espectro mesénico,
quer para os mesoes pseudoescalares como para os mesoes escalares. A andlise da

degenerescéncia entre os parceiros quirais, constitui um critério a usar para iden-
tificar a restauracao efectiva da simetria quiral. E geralmente assumido que, se as
simetrias SU(Ny) @ SU(Ny) e Ua(1) sao restauradas, resultard que os mesoes esca-

lares, ag e o, bem como os mesoes pseudoescalares, 7 e 7, ficam degenerados entre

si. E esse comportamento que se vai procurar obter neste modelo NJL SU(2), com a
estratégia de permitir g, variar na temperatura. Na préxima seccao, apresentam-se
os resultados correspondentes.

Como motivacao para a implementacao desta estratégia, lembramos que para o

sector SU(3) é conhecido o seguinte:
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e Em modelos quirais, quando o termo da anomalia é constante, e quando se
usa a regularizacao (I), apesar de se verificar um decréscimo, em fungao da
temperatura, nos valores dos observaveis associados a anomalia a simetria
U4(1) nao é restaurada [89, 90, 91], devido ao facto de o condensado de quarks

estranhos se manter elevado [92, 44, 80, 50].

e Provou-se que no modelo de NJL em SU(3) podemos ter a restauragao da sime-
tria axial desde que se escolha o coeficiente da anomalia gy como uma funcao

decrescente da temperatura, ou alternativamente se se usar a regularizacao

(10).

e Como iremos verificar em SU(2) ndo basta usar a regularizagao (II) para obter
a degenerescéncia dos parceiros quirais axiais, pelo que se impoe o estudo do

efeito de considerar go(7") uma funcao decrescente da temperatura.

Todavia, a restauragao efectiva da simetria U4 (1) pode ser alcangada assumindo
que o coeficiente do termo da anomalia (g, no presente caso) é uma func¢ao decres-
cente da temperatura. A metodologia aqui adoptada, no que respeita a forma de
g2(T), baseia-se no estudo efectuado na ref. [46]. A partir dos resultados dos célculos

na rede para x [49], fazemos o ajuste aos pontos usando uma funcao de Fermi.

3.2 Apresentacao dos Resultados

Nas préximas péaginas apresenta-se um conjunto de trés graficos referentes ao
estudo dos varios observaveis. Neste conjunto de gréficos, o primeiro refere-se ao
estudo usando cutoff finito, A, e o segundo corresponde ao método de cutoff infinito,
que discutimos no capitulo anterior. O terceiro grafico corresponde ao estudo reali-

zado com variagio na  temperatura do  parametro  go(7T).

Representacao grafica dos observaveis —(7q)'/? e x!/* e respectivas deriva-
das

1/3

E de referir que —{qq)"/"° e x/* sdo "parametros”relativos A restauracdo da si-

metria quiral e axial, respectivamente, justificando por isso a analise efectuada para
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estas grandezas na fig. 3.1. Nesta figura é mostrada na, 1* linha, o comportamento
do condensado de quarks, —(gg)'/?, enquanto na 2? linha se estuda o comporta-

mento da susceptibilidade topoldgica, x'/4, cujas derivadas se apresentam na 3*

linha, —d(qq)/dT e dx/dT.

2403
2204

1804

140 ]

T (Mev)

<dg>

404

2™ (Mev)

——————— e
—dyfdT ———dydT
— d<qq>/dT d<qq>/dT L ——d<qa=/aT

dy/dT & d<gg=/dT

2

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T -
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400 O 50 100 150 200 250 300 350 400
T (MeV) T (MeV) T (MeV)

Figura 3.1: Representacio de —(gq)'/® (1* linha), x'/* (2* linha) e respectivas deri-
vadas, —d(qq)/dT e dx/dT (3* linha), com variacao da temperatura. A 1* coluna
corresponde a regularizagao tipo (I), 2* coluna regularizagao tipo (II) e a 3* coluna
refere-se a regularizagao (I) com a fungao decrescente de temperatura, go(T).

A regularizagao tipo (I), como vimos, consiste no processo standard para o mo-
delo NJL, onde se define um cutoff A\. A implementagao da regularizacao tipo (II)
(cutoff infinito), conduz (no sector SU(3)) a restauracdo ”simultanea”da simetria
quiral e axial [50]. A restauragao da simetria axial é consequéncia da restauracao

da simetria quiral, visto que esta ultima ¢é associada a susceptibilidade topoldgica,
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X, que por sua vez é proporcional a (¢q), e na restauragao da simetria quiral ocorre
(qq) — 0.
Os inconvenientes da regularizacao tipo (II) apresentam-se evidentes para tem-

peraturas superiores que a T, sendo destacados pelos seguintes aspectos.

e A massa constituinte dos quarks decresce abaixo do valor das respectivas mas-
sas correntes. Este aspecto ¢é corrigido por imposicao da condi¢ao de que M

nunca seja inferior a m.

e Decréscimo acentuado da susceptibilidade topolégica, facto que nao reproduz
com fidelidade os tltimos pontos obtidos nos calculos da rede, como vemos nos

graficos das figuras 3.4 e 3.5.

Notamos que os graficos apresentados na 3* coluna, da fig. 3.1, s@o correspon-
dentes a regularizacao tipo (I), e & modulagdo do parametro g por uma fungao
decrescente de temperatura, tal que ¢go(7"). Este processo tem pouca influéncia na
restauracao da simetria quiral, mostrando, no entanto, que a susceptibilidade to-
polégica tende para zero, y — 0, e a simetria axial é restaurada.

Antes de comentar os resultados convém notar que, num modelo com massas
de quarks de correntes nao nulas, ha que distinguir entre restauracoes de simetrias
parciais e efectivas. No limite quiral, os valores criticos para ambas as restauragoes
coincidem. A restauracao parcial de simetria com a temperatura é identificada
como o ponto em que as derivadas de —(gq)'/? (simetria quiral) e de x/* (sime-
tria axial) tém minimos; a restauracao efectiva destas simetrias é assinalada pela
degenerescéncia dos parceiros quirais.

Na 3% linha, da fig. 3.1, a anélise das derivadas, permite obter a temperatura
critica, restauracao parcial da simetria quiral e axial. Salienta-se o facto que a
aplicacao da regularizagao tipo (II), 2* coluna, permite obter uma temperatura
critica mais baixa, aproximando os resultados com os obtidos através dos calculos
na rede. Em todos os casos a restauracao parcial da simetria quiral é simultanea

com a da simetria axial.
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Representacao grafica da massa constituinte, M, e da constante de decai-
mento, f

A fig. 3.2 mostra a variagao, na temperatura, das massas e constantes de decai-
mentos do pido. Estas sdo fungoes dos condensado de quarks (qq). Estes resultados
confirmam, e sdo consequéncia, do comportamento do condensado (Gq), mostrado
na 1* coluna da fig. 3.1, relativo a restauracao da simetria quiral. Como vemos,
na segunda coluna fr deixa de tender assimptoticamente para zero, mas anula-se
a temperatura T.;; = 330 MeV, a mesma para a qual (gg) = 0 e, como veremos a

seguir, em que degeneram os parceiros quirais, (7,0 e 1, ag).

M, (MaV)
L5
=]
i
f
T

60+ 3 < L

40 S i L

f (Mev)

20 | d L

T T T T T T T T T T T T ¥ T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 350 4000 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
T (MeV) T (MaV) T (MeV)

Figura 3.2: Representacao do comportamento das massas constituintes M; (1% linha)
e da constante de decaimento do pido (2% linha), em fungao da temperatura. Neste
conjunto de graficos, a 1* coluna refere-se ao estudo usando a regularizagao tipo (I),
e a 2% coluna corresponde ao método de regularizagao tipo (II), que discutimos no
capitulo anterior. A 3% coluna corresponde a regularizagao tipo (I) com a fungao
decrescente de temperatura, go(7T).
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Representacao grafica das massas dos mesoes

Na fig. 3.3 estuda-se as massas dos mesoes focando o comportamento susceptivel
de sinalizar a restauracao efectiva das simetrias. E de particular interesse a degene-
rescéncia dos parceiros quirais. Notamos que no 1° grafico e 2° grafico, da fig. 3.3,
obtidos com o parametro g, constante (com regularizagao (I) e (II), respectivamente)
nao ocorre degenerescéncia dos parceiros axiais. Este resultado, no que se refere ao
2¢ grafico, difere do comportamento para o sector SU(3), observado na ref. [50], onde

a restauragao dos parceiros axiais foi obtida com regularizacao (II).

1000 s ' " " L L L L s s s " " L

M (MeV)

T T T T T T T T T T T T T T T T v T T T T
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Figura 3.3: Representacao do comportamento dos mesoes: 7, o, e ag, em funcao
da temperatura. O 1° gréafico refere-se ao estudo usando cutoff finito, A, e o 2°
grafico corresponde ao método de cutoff infinito, que discutimos no capitulo ante-
rior. O 3° grafico corresponde a regularizagao tipo (I) com a fungao decrescente de

temperatura, go(7T).

52



Representacao grafica da susceptibilidade topoloégica y

Na fig. 3.4 apresenta-se o comportamento da susceptibilidade topoldgica, x, em
funcao da temperatura, em comparacao com os resultados, com respectiva barras
de erro, obtidos na rede [49] para o modelo SU(2). Mostra-se os resultados, no
1° grafico, para uma regularizacdo tipo (I), no 2° gréfico para uma regularizagao
tipo (II) e 3° grafico para uma regularizacao tipo (I) com go(7") uma fungao de-
crescente da temperatura. Os resultados para a susceptibilidade topoldgica foram

comparados com os de célculos na rede obtidos em SU(2) (quarks com massa) e em

teoria de Yang-Mills (quarks sem massa) [49]. E de notar que o comportamento da
susceptibilidade topoldgica, para os trés casos aqui em discussao, nao difere significa-
tivamente. No entanto, observa-se que a utilizagao da regularizacao (II) permite um

melhor ajuste aos primeiros pontos obtidos através do cdlculo numérico na rede [49].
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Figura 3.4: Representacao do comportamento da susceptibilidade topoldgica: y, em
funcao da temperatura. A 1* coluna refere-se ao estudo usando regularizacao tipo
(I), e a 2* coluna corresponde ao método de regularizagao tipo (II), que discuti-
mos no capitulo anterior. A 3* coluna corresponde a regularizagao tipo (I) com a
funcao decrescente de temperatura, g>(7"). Os graficos na 1* linha correspondem a
comparacao da susceptibilidade topologica do presente modelo com os resultados da
rede (com respectivas barras de erro [49]) para quarks com massa, enquanto que os
graficos na 2% linha referem-se a quarks com massa.
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Para melhor visualizagao dos dados, apresenta-se os trés graficos da fig. 3.4 so-

brepostos na fig. 3.5.
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Figura 3.5: Sobreposicao das trés curvas de y referentes a fig. 3.4, onde o 1° grafico
corresponde a 1? linha e o 2° grafico corresponde a 2% linha da fig. 3.4.

3.2.1 Discussao Global dos Resultados

Antes de iniciar a discussao global dos resultados, comegamos por resumir esquema-

ticamente alguns aspectos do presente calculo:

e T.: temperatura da transicao de fase - minimo da derivada de < qq > (res-

tauracao parcial da simetria quiral)

— A massa constituinte e os condensados de quarks atingem valores baixos

( 1/3 do valor inicial)

e T,;s: restauragdo efectiva da simetria quiral®?

— Degenerescencia dos parceiros quirais: m, = my; € m, = Mgo
e Vantagens e inconvenientes do cutoff infinito:

— Baixa T,, conduzindo a um valor mais préximo dos resultados da rede

3-2Na tabela 3.3 tomou-se para T.sf o valor médio das temperaturas para a degenerescéncia dos
parceiros quirais, 7,0 e 1, ag, uma vez que estas temperaturas, apesar de muito préximas, nao
coincidem exactamente
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— Mas para temperaturas elevadas, faz decrescer y demasiadamente em

comparacao com os resultados da rede.

— Se houver restauracao efectiva da simetria axial: y — 0, m, = m, =

My = My,

’ \ Cutoff Finito \ Cutoff Infinito \ Cutoff finito com ¢o(T") ‘
T. MeV] 234 193 234
T.;s [MeV] 320 220 230

Tabela 3.3: Temperatura da restauracao parcial (7¢) e efectiva (T,;s). Para o caso

de go(T) e regularizagao (IT) a temperatura de restauragao efectiva da simetria axial
¢ de 400 Mev.

e Restauracao efectiva da simetria axial:

— A susceptibilidade topoldgica y, tende para zero, mas os parceiros quirais

axiais nao degeneram, independentemente da regularizacao utilizada

* Necessidade de um mecanismo adicional para a restauracao desta

simetria

Facamos agora uma andlise comparativa dos resultados relativos a restauracao
da simetria axial no modelo em SU(2) e em SU(3).

Quando se utiliza a regularizacao (II), que permite quarks de momentos eleva-
dos, em SU(3) a simetria axial é restaurada como consequéncia da restauracao da
simetria quiral (processos simultaneos). De facto, em SU(3) verifica-se que, usando
a regularizacao (II), a temperatura T, = 333 MeV [50], ocorre simultaneamente,
a anulagao dos condensados de quarks (estranhos e nao estranhos) e da susceptibi-
lidade topolégica x, bem como do gap entre os parceiros axiais. Em SU(2), como
vimos, apenas se anulam as duas primeiras quantidades. Compreende-se que em
ambos os modelos a susceptibilidade topolégica se anule ao mesmo tempo que os
condensados de quarks se anulam visto que y é, nos dois casos, proporcional aos
condensados de quarks. Todavia, em SU(3) ha efeitos que decorrem do facto de fi-

gurar o condensado de quarks estranhos (s5) nas varias expressoes relacionadas com
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os observaveis que pretendemos analisar, nomeadamente as massas dos mesoes. Em
SU(3), o termo que simula a anomalia, é uma interacgdo de 6 quarks, que é trans-
formada numa interaccao efectiva de 4 quarks através da contraccao de Wick que
depende apenas dos projectores Sy, € Py, ( ver Eq. (5.80) e Eq. (5.81) no apéndice

5.4.1), ou seja

Sav = 9s9ab + 9pDave (GX°q) , (3.1)

P = 95%a — 9pDave (GN°Q) , (3.2)

onde (g\°q) sao valores expectaveis do vacuo. Notamos que, quando os condensados
de quarks vao para zero, o coeficiente da anomalia desaparece dos projectores, tudo
se passa como se tivéssemos uma constante de acoplamento gp efectiva, dependendo

do condensado de quarks:
gp — gDef - gDDabc <qACQ> . (33)

Ao contrario, em SU(2) temos a partida uma interacgao de 4 quarks, com constantes
de acoplamento fixas.

A diferenga entre SU(2) e SU(3) nao estd em Y, visto que ambas s@o proporcionais
a (qq). Se (qq) — 0 implica que x — 0. A diferenga é que os propagadores dos
mesoes dependem de ¢; + go, em SU(2), e de gs £ gp(qq), em SU(3).

Em SU(2) a degenerescéncia dos parceiros quirais é apenas conseguida consi-
derando uma dependéncia na temperatura para a ”constante”de interacgao go(7),
tal que é suprimida a quebra explicita da simetria axial (pois ¢g2(7") — 0 quando
x — 0).

Concluimos assim e, pela anélise deste trabalho em SU(2) e revendo os resultados
obtidos em SU(3), que a y nao "diz”tudo sobre a restauracao da simetria axial. De
facto, mesmo quando xy — 0 a "quebra”efectiva da simetria axial permanece. Neste

modelo a restauracao da simetria quiral nao implica a restauracao da simetria axial.
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste estudo, dedicado a andlise do modelo Nambu Jona-Lasinio de dois sabores
com anomalia, designado por NJL(A), foi analisado o comportamento de vérios ob-
servaveis que sinalizam a restauracao das simetrias quiral e axial com a temperatura.
A accao efectiva relacionada com os graus de liberdade mesdnicos, foi obtida
pela bosonizacao, que se efectua por integracao sobre o campo de quarks no integral
funcional com o lagrangiano. Apds a bosonizagao do modelo, obtemos uma acgao
efectiva, de onde extraimos a equagao do gap e os propagadores dos mesoes, e calcula-
mos outros observaveis como a constante de decaimento do piao e a susceptibilidade
topoldgica. Posteriormente, esses resultados foram generalizados para temperatura
finita, recorrendo ao formalismo de Matsubara. Consideraram-se dois tipos de re-
gularizacao a temperatura finita, um que consiste em usar sempre o cutoff finito
(I) e outro em que este cutoff s6 é usado nos integrais divergentes (II). Foi também
analisado o efeito do coeficiente da anomalia, go(7T") depender da temperatura.
Estudou-se a restauracao das simetrias quiral e axial, com a temperatura, tendo
em conta o efeito do tipo de regularizacao no processo de restauracao das simetrias,
e efectuou-se uma comparacao dos resultados aqui obtidos, com os relativos ao mo-
delo NJL em SU(3) [50]. Verificou-se que aqui, também a temperatura critica para
a transigao de fase, obtida com a regularizagao (II), é mais proxima dos resultados
numéricos obtidos por cdlculos na rede; no entanto, a restauracao efectiva das sime-
trias quiral e axial nao ocorreram simultaneamente, para temperaturas superiores a
da temperatura critica. Concluimos pois, que quando as constantes de acoplamento

sao consideradas constantes, a restauragdo da simetria axial, no sector SU(2), nao
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ocorre como uma consequéncia natural da restauracao completa da simetria quiral,
constituindo este facto uma diferenga fundamental entre o sector SU(3) e o sector

SU(2), onde, e como verificamos, nao basta usar a regularizagao de tipo (II) para

que todos os observaveis relacionados com a simetria Uy (1) se anulem. E, entdo
necessario usar um mecanismo adicional para a sua restauracgao, como a utilizagao
de uma dependéncia adicional da temperatura no coeficiente de acoplamento rela-
cionado com a anomalia go(7"). Uma vez que go é a constante de acoplamento do
termo que quebra a simetria axial e que simula o efeito dos instantoes, este resultado
parece indicar que, em SU(2), os instantoes nao sao suprimidos inteiramente pela
restauracao da simetria quiral.

Um contributo relevante que este estudo fornece para o entendimento da fisica
associada a quebra e restauracao da simetria U,4(1), refere-se ao facto de que, pela
andlise deste trabalho em SU(2) e revendo os resultados obtidos em SU(3), que
a analise da susceptibilidade topoldgica y, é a ”condicao necessaria”, mas nao ¢é a

”condicao suficiente”, para o estudo e compreensao da restauragao da simetria axial.
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Capitulo 5

Apeéndice

5.1 Matrizes de Dirac

Usaremos aqui as convengoes do livro de Bjorken e Drell [93] e adoptaremos
unidades tais que h = ¢ = 1.

O tensor da métrica é dado por

1 0 0 0
w__Jo=1 0 o0
9 =9 =10 0 -1 0

00 0 -1

As componentes tempo de um tetravector au = (ao, @), sao tais que

aa = a'a, = a"g,,a" = (a°)* — a- a. (5.1)

As derivadas em ordem as coordenadas covariantes z* e contravariantes x,, sao

tais que:
,—V). (5.2)

As matrizes de Dirac v* = (v, 7) satisfazem as relagoes

{7 = A A =29 (5.3)
() = 4° (5.4)
(V) = = i=1,2,3 (5.5)
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A matriz ;5 definida por

v =7" =07, (5.6)

satisfaz as propriedades:
V5, ’V“ =0 (57)
() = 1 (5.8)

Adoptamos a representacao dita standard, para as matrizes .

0_].0 k 0 Ok
7_{0—1’ T o 0]

onde oy sao as matrizes do spin de Pauli:

Nesta representacao para as matrizes vy, temos
01
=1y 0
As matrizes de isospin, formalmente idénticas as matrizes de spin, respeitam as

seguintes relagoes:

[Ti,Tj} = 2Z€ijk7-k (59)

TiTj = Oij + 1€ijkTh (5.10)

60



5.2 Simetrias no Modelo NJL(A)

Consideramos o lagrangiano apresentado nas Eqs. 2.1, 2.2, 2.3, sujeito as
seguintes transformacoes:

Transformacao quiral:

Us = exp(—i%%a) (5.11)

Transformagao axial:

Us = exp (—iv50) (5.12)

Invariancia Quiral de £; e £,

A transformacao quiral Eq. 5.11, pode escrever-se:

Us = cos e 157N Sin g, (5.13)
2 2
e
Ul = cos% + iy5Tisin % (5.14)

Sob esta transformacao resulta:

¢ = Usq, (5.15)
e
—__ trrt .0 —1 ) =772
7 =4q'Uyy"=qUs, logo  q4q =qUsq, (5.16)
onde
U? = cos® % — sin® % — iy57N 2 sin % cos %, (5.17)
simplificando
UZ = cosa — iysTasina. (5.18)

Analisando o efeito desta transformacao, consideramos no lagrangiano Eq. 2.1, as

respectivas transformacoes das suas componentes:
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2
(@q) = (COS a qq — (qiysThq) sin a)

= cosa® (qq)* + (qivs7q)? sin® o — 2sin a cos o (qq) (i 7q) M

(5.19)
(qis57q)° = (qUsT%:Usq)”, (5.20)
desenvolvendo o termo UsT75Us, temos:
ents, = (wn s r(m s risn)
T = [ cos = — iysTnsin — )y57| cos — — iy5TR Sin —
5TY5Us B s 9 s 5 s 5
(157 c0s 5 = insing ) (cos 5 = insFirsin )
= Tcos — —insin — | [ cos = — iysTn sin —
5 B 5 9 s 5
= 57 cos’ % — 2isin % cos %ﬁ — 57 sin? % (5.21)
simplificando,
iUs 7v5 Us = (i757) cos® a + 2sin 2 cos <, — i T sin® @
2 2 2 2
= (i757) cos a + sin an. (5.22)

Entao obtemos a Eq. 5.20 na forma:

2
(7i7d)* = [(@i%@) cos a + 7(gq) sin o
= sin® a(qq)? + cos® a(Givs7Tq)? + 2sin a cos aGivsTq) (Gq) .
(5.23)
2
(@7q) = (@UﬁUsq) (5.24)
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desenvolvendo o termo Us7Us, temos:

U _,U <_, 6% L. Oé)( (0% . Oé)
5TUs = 7COS2 Z’y5n8112 COS2 Z/)/578112

I o B e . a o,
= Tcos" — — Tsin” — — 2i75 cos — sin —n
2 2 2 2
= Tcosa —ivyssinan (5.25)

assim, obtemos a componente apresentada na Eq. 5.24 na forma,

g

2
(q Tq,)Z = (COS a(qTq) — (qivysq)n sin a)

= cos® a(q7q)* + (Givsq)* sin® a — 2sin « cos a(q7q) (Gisq)n

(5.26)
d)
(@ivsq)° = (qiUsvsUsq)? (5.27)
desenvolvendo o termo iUs7y5Us, temos:
T [ I )
7 = || cos = —iysTnsin — cos — — iysTh sin —
575U5 5 V5 9 Vs 9 V5 B
< «Q U Oé)( « N Oé)
= 1 cos — — iTnsin — ) [ cos — — iysTN sin —
Y5 5 T 9 9 V5T 5
= z( cos? @ sin? o 21T sin @ CoSs g)
= V5 B Vs 5 5 5
= iy5cosa + Tsinan. (5.28)
Entao
(@ivsq)? = [(isq) cos a + (G7q) sin )

= (qiv5q)? cos® a + (q7q)? sin® a + 2 cos a sin a(qivsq) (G7q) R

(5.29)

As componentes Egs. 5.19, 5.23, 5.26, 5.29, do lagrangiano transformadas pela

transformacao quiral, sao incluidas nos respectivos lagrangianos, onde por exemplo
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para £} toma a forma,

2 v — 2 cos asin a(qq) (qivsTq)n

L = (qq)*cos® a + (Givs7Tq)? sin
+(qq)? sin® a + (qivs7q)? cos® a + 2 cos asin a(qq) (GiysTq)
+(q7q)? cos® a + (Givsq)* sin® o — 2 cos asin a(G7q) (Giysq) 7

+(g7q)? sin® a + (qivsq)? cos® a + 2 cos asin a(G7q) (Giysq) .

(5.30)
Logo concluimos que £} = L. De igual modo obtemos L, = Ls.
Invariancia Axial de £, e £,
A transformacao axial Eq. 5.12, pode escrever-se:
Us = cos 6 — i7s sin 6, (5.31)

Analisando o efeito desta transformacao, consideramos no lagrangiano Eq. 2.1, as

respectivas transformacoes das suas componentes:

a)

(@d)? = [d(cos20 — ivs sin20)q]”
= cos®20(gq)* + sin® 20(Giysq)* — 2sin 260 cos 20(qq) (Givysq).

(5.32)

(7ivs7¢)* = [q(i7ys cos 6 + sin 0)(cos § — ivs sin 0) 7]
= [(girs7q)(cos® § — sin® ) + 2sin 0 cos 6(G7q)]?
= (giv57q)? cos 20 + (q7q)? sin® 20 + 2sin 20 cos 20(7i57q) (779).

(5.33)
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(@7d) = (a7U3q)
= [g7(cos 260 — iys sin 260)q)?
= (q7q)* cos® 20 + (Gis7q)? sin® 20 — 2 sin 26 cos 20(givs7q) (G7q)-

(5.34)

(@v:q)? = [(@isq) cos 20 + sin 20(gq))?
= (qq)*sin® 20 + (Givsq)? cos® 260 + 2sin 26 cos 20(Givsq) (4q).

(5.35)

Procedendo de modo analogo a Eq. 5.30, concluimos que também para a trans-
formacao axial verifica-se: £] = £;. Mas no entanto a transformacao axial nao é
invariante para a componente Ly, pois L5 # L5. O termo Ly quebra, por conse-

guinte, a simetria axial.
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5.3 Conservacao de Correntes no Modelo NJL(A)

Consideramos o lagrangiano do modelo NJL(A),
L=q(i p—m)qg+ L+ Ly,
as equacoes de Euler-Lagrange,

O = s i(aMQ)'Y#

9 — “MD(9u0)
3 = uaig,p = —1"(0u0)
permitem obter:
a)
oL 0Ly 0Ly
9 mq + 9 + 3 = 1(0,9)Y
b)
oL oLy 0Ly 4
20 = Mt T = i(0uq)v

Estas relacoes permitem estudar as leis de conservacao das correntes:

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

CONServacao

da corrente vectorial, ndo conservagao da corrente axial isovector j& ', conservagao

da corrente axial isoescalar.

1. Conservacao da corrente vectorial

Para o estudo da corrente vectorial, utilizamos a seguinte estratégia:

e Multiplicar a Eq.5.38 a direita por ¢
e Multiplicar a Eq. 5.39 a esquerda por ¢

e Subtrair

obtendo-se:

66



0L, oL 0L, 0L,
q+

dq

escrevendo na forma de uma derivada total, fica:

oL, 0L, 0L,

y A M - - _ f g
10, (7" q) aqq+ 91 T

ou seja, conservacao da corrente vectorial:

i0,(qy"q) = 0,3" = 0.

. Conservagao da corrente axial isovector jt*

2 = = _ =\ A =
9 Tor " Tag i[O, g + (47" 0,q)],

(5.40)
0L,
5 =0, (5.41)
(5.42)

Para o estudo da corrente axial isovector, utilizamos a seguinte estratégia:

e Multiplicar a Eq. 5.38 a direita por v57q
e Multiplicar a Eq. 5.39 & esquerda por gys7"

e Somar

resultando em:

—2mqVsT'q+ T QG+ YT 4+ QYT o QYT
dq dq 0q 0q
= i(0u0)7"Y°7'q = iG 57" g = 10,(7" 7)), (5.43)
—yHysT
ou seja,
i L 0L, 4 0Ls - oLy 0L,
a M (2 — 2 A (_ A e 1 ’L_ ’L_) .
1 J5 m(qivsT'q) + ag T + ag 5T + qsT 9 + @57 97
(5.44)

Desenvolvendo-se as derivadas que figuram no 2° termo da Eq. 5.44,
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a) consideramos o termo:

(% Ti +_ TZ%>
g V5T 4 T 475 g

= 20 [(QQ)@%TM) + (7ivs7' @) (qivs 575 7:q)
+(qTq) (a7 q) + (@i%q)(@i%%nq)] x 2, (5.45)
simplificando verifica-se que este se anula,

g (@0)(@v5mia) — (@1570) (@) + (@70) (@50) — (@350)(ama)| = 0.

(5.46)

b) de modo andlogo obtemos,

Oy Lo 0L
dq V5Tiq T 45T aq

= dgo [((iq)(f?%n@ + (qiv5759) (qiv57575734)
—(qrq) (@ vs7'q) + (6@'%@)(@%75’7&)}
= 4g [(CYC.I)(@%M]) — (qv57'q)(qq)

—(q7'q)(qs9) + (677561)(67"(1)} = 0. (5.47)

Concluimos que a corrente axial isovector, é conservada no limite quiral:
TR . 7
0,J5 " = 2m(qivsT'q). (5.48)
3. Conservacao da corrente axial isoescalar
Para o estudo da corrente axial isoescalar, utilizamos a seguinte estratégia:

e Multiplicar a Eq. 5.38 a direita por y5q

e Multiplicar a Eq. 5.39 a esquerda por ¢vs
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e Somar

Fica
—2mqysq + [%%q + %%q + 6758—% + (Ma—ﬁf
dq dq aq aq
— 0t (5.49)
onde,
g5 = av"sq. (5.50)

Desenvolvendo-se as derivadas que figuram no 1° termo da Eq. 5.49, verifica-se

que se anula a seguinte contribuicao:

oL, oL,

a_q%qﬂma_q = 2¢ [(@q)(%Q)+(§i75ﬂq)(éi75m5q)

+(q7'q)(qrivsq) + (fﬁ’stJ)(q_i%%TiQ)} 2
= 4g [(q’q)@%Q) — (q57:9)(qTiq)
+(ara)(arosa) — (@wa)aa)| =0, (551)

no entanto, a proxima contribui¢ao é nao nula,

oL oL
a—;%q + 67758—; = 2¢s [(6.76])((.77561) — (qvs57:9)(qTiq)

—(qy5miq)(qT'q) + (@q)(fmq)}

= 8¢ [(q’@(%q) - (cﬁﬁq)@@)] : (5.52)

Rearranjando os termos, obtemos:

0,78 = 2m i qy5q + 892 [(fiFQ)((ii%Fq) - (@)(Qi%q}] : (5.53)

A corrente axial (isoescalar) nao é conservada mesmo no limite quiral. Este

facto, é consequencia de o lagrangiano, £,, nao ter invariancia axial.
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Definigao de carga axial [46]

A carga axial na teoria QCD define-se como:
Oudy = 21 qmysq + 2N4Q(x), (5.54)
a andlise do modelo NJL(A), Eq. 5.53, permite escrever,
Oulf, = 21 Gmoysa + 4N, 92 | (77) (@i157) — (@0)(@i0) . (5.55)

assim definimos a carga axial como:

Q) = 29 |(a7a)(air57) — (aa) (@759) | (5.56)
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5.4 Calculo de Susceptibilidade Topolégica

A susceptibilidade topolégica é dada por

x = / d' (0/TQ(x)Q(0)[0).. (5.57)

onde ¢ significa conexos (considera-se apenas os diagramas conexos), () é a carga
de densidade topoldgica, definida na Eq. 5.56 para o modelo NJL(A) e T' é o operador
de ordem temporal. A expressao geral para x no sector SU(3) do modelo NJL foi
obtida em [46]. Neste apéndice refere-se o calculo de susceptibilidade topolégica no

sector SU(2), ver Eq. 5.56 no apéndice 5.3. Assim necessitamos calcular os seguintes

elementos,

Q(@)Q(0) = 4g [[Q(x)Q(x)][ci(x)%q(w)] - [ci(ﬂf)ﬁJ(x)][ci(ﬂf)%?q(x)ﬂ

+a(@)Pa(@)][a(x)v57a(@)][a(0)Fa(0))[a(0)57a(0)]],  (5.58)
que representam-se graficamente na fig. 5.1.

1 1 1 1 % 7
- +
¢ G G 57 ¥s st 57
X 0 X 0 X 0

Figura 5.1: Interacgao

No processo do calculo serao utilizados os seguintes integrais:

| a'k N [
I =iN, / s~ s | F (5.59)
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(qq) = —itr = —4dml
-m
d*k 1 1
I, = —iN, dk
2 ! /(2#)4k2—m2 (k+q—m)?

Jog = 811 + ¢°I

{aq)
2m

Jyq(0) =81 = —
Escrevemos a equacgao 5.58 na forma

X = 4g5(x1 + X2 + X3 + X4),

e notamos que o calculo de y considera os itens que a seguir se enumeram.

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

1. Calculo de xjow, onde sao tomados em consideragao os quatro termos na Eq.

5.64, obtendo-se o seguinte resultado para a expressao diagramatica de ordem

mais baixa, fig. 5.2,

n i
V5 Y5
X 0

Figura 5.2: Diagramas ligados com contribui¢ao nao-nula

Da anélise da fig. 5.2, escreve-se as correspondentes expressoes a) e b).
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a) Expressao correspondente ao diagrama a) na fig. 5.2 é

LI NN ! (5.65)
r .
¢ da ordem de N?
b) Expressao correspondente ao diagrama b) na fig. 5.2, é da forma
1 1 1 1
Ystr (5.66)

"Fem E—m " —m " k—m

é da ordem de N3

Assim compreende-se que s6 a expressao b) é que deve ser tida em conta.

Deste modo,

= 4g3(tr ! )t ! ! (5.67)
ow r .
X1 92 k—m /f—m%/f—m%
onde consideramos para o calculo as duas seguintes integragoes
[ ]
, 1
i tr =4MI, (5.68)
-m
[ ]
1 1 (k—m)ys(k—m)ys
= tr 5.69
' /f—m%,k—m% (k2 —m?)4 (569)
d4k /kQ — m? d*k _
Deste modo escrevemos yow da seguinte forma
Xiow = 84 g5(4M11)*4 I (5.71)
ou, segunda a equacao 5.63, xiow também pode ficar
Jyq (0
i = 4 637?20 (5.72)

2
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Y5 Vs

n il
Vs v T C D Yoot
< Vs Y5 0 X T s 0

Figura 5.3: Xstring

2. Calculo de Xstring

A expressao de Ysuing correspondente a fig. 5.3 é

— 2(u~ ! )2<tr ! ! >2< Ja ) (5.73)
Xstrmg = 40y /k —m /k — m’}/5 /k —_ m75 1_ 89af1 .
que, atendendo as equacoes 5.68 e 5.70, pode escrever-se

_ Ja
Xstring = 4934 <qq>2(4]1)2m 2 (5.74)

onde o factor 2 refere-se ao traco sobre o sabor. Obtemos finalmente y;, com

respeito as equagoes Xiow € Xstring

_ 89(1[1

= 44g2 241, (1 —] .

Xt 92 {@a)* 41 |1+ 17— 8ol (5.75)
46,8

— 402 (Ga)2 1 .

92 {@4)" 17— 30T, (5.76)
onde, recordando a eq. 5.63 fica-se com
_ J4q(0)

i = 865 {qq Q[L} 5.77
t 2 < > 1 _ ganq(O) ( )

sendo g, = g1 — go.
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5.4.1 Termo de 't Hooft em SU(3)

Considera-se aqui uma revisao do modelo de NJL em SU(3), pois termo de 't
Hooft é introduzido no sistema de 3 sabores, o lagrangiano contem os termos de
interaccao escalar e pseudoescalar e ainda o termo de interaccao introduzido por 't
Hooft, gerado por instantdes na QCD, este termo quebra a simetria U4(1), sendo o

lagrangiano para o campo de quarks ¢,

L= qin O —1m)q + 595 Yaol(GX'0)” + (@157°)’]
—39v acol(@0A"0)" + (T07.7157"9)°] (5.78)
+gp{det[g(1 + 75)q] + det[q(1 — 5)q]}.
Onde ¢ = (u, d, s) representa o campo de quarks com 3 sabores, Ny = 3, e 3 cores,
N, = 3. \% sao as matrizes de Gell-Mann, a = 0,1,...,8, \’ = \/gl.

Este lagrangiano mantém a simetria quiral da QCD. No entanto notamos que
esta simetria é apenas parcialmente conservada, a simetria quiral SU(3)®@SU(3) do
lagrangiano (5.78) é explicitamente quebrada pelas massas correntes dos quarks:
m = diag(m., mq, ms), facto este também valido para o sector SU(2) que se analisa
no presente trabalho.

O qltimo termo escrito no lagrangiano (5.78), foi introduzido por 't Hooft que
deste modo (inclusao de uma interaccao de seis quarks sob a forma de um determi-
nante) forneceu uma maneira de quebrar a simetria axial U4(1) deixando intacta, a
simetria quiral SU(3);, ® SU(3)g, além disso torna massivo o mesao 7'.

E conveniente escrever o lagrangiano 5.78 de modo mais natural para efectuar
a bosonizacgao, assim devemos converter a interaccao de seis quarks, 5.78, numa

interaccao de quatro quarks , permitindo assim obter um lagrangiano efectivo:

Lesr = q(iv" 0, —m)q

+Sw[ (GA“q)(@N )]+ Pul(qivs A q) (qivs A q)],  (5.79)

onde os projectores Sy, Py, sao

1)



Sab = 950ab + gpDape (GA°q) , (5.80)

Pu = 9s0ap — 9pDase (GXN°q) , (5.81)

onde (gA°q) sao valores expectaveis do vacuo. As constantes D, coincidem com as

constantes de estrutura de SU(3) dge para a,b,c = (1,2,...,8) € Doy = —\/Lédab,
Dogo = \/g

5.4.2 Relagao entre £; e Q(r) e a Forma Determinantal

Seguindo o trabalho de F. Fukushima [46], escrevemos:

¢ =q(1—)q - bij = @1 — 7)) (5.82)
e procedemos ao calculo de det ¢ + det ¢* e de det ¢ — det ¢™.

1. Calculo de det ¢ + det ¢*:

det [(1 — 7s)q] + det [G(1 + 5)q]

a1 +v)a a1l +5)e
Q(14+v)a @1+ 75)e

(I—v)gr @1 —75)0

¢
= det| = -
(L =7)a G@(1—v5)¢

+ det

= [a(1 = 7)all@(l —v5)a] — [@1(1 — 75)g2][q2(1 — 75)q1]
@ (1 +v5)a)[@(1 + v5)q2] — [ (1 + 75)q2)[G@(1 + ¥5) 1]

= 2[(1q1)(©2q2) + (@17501)(2V592) — (0192) (1) — (G1Y592) (G2 Y5q1)]

simplificando temos:

det [G(1 — 75)q] + det [G(1 + 75)q]

= 2[(101)(2%) — ((1¢2)(@2q1) + (@17501)(@27562) — (175G2) (T2 V5q1)]-
(5.83)
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2. Calculo de det ¢ — det ¢*:

det [G(1 — v5)q] — det [G(1 + 75)q]

= 2[((175%2)(T2q1) + (7192)(©Vvs01) — (@17501) (2q2) — (G27592) (Giqr)]-
(5.84)

1. E possivel obter uma relagao para £, e a Eq. 5.82, comecemos por considerar

os seguintes termos de Ly:

= (11 + ©22)* — (Grq)* — (QTM)Q - ((.77361)27

onde foi usado as seguintes igualdades:

(a)
a0 =@ (§ o) (%)= am+n
(b)
(qm29) = —i(0192 — @201
()

(qm39) = 11 — 2G>

assim a Eq. 5.85 fica,

(@ + 20)’ — (16 + 6a)’ — (16 — 2a)° — (16 — Gq2)°

= 4(101)(02q2) — ((192)(G2q1)]-

Analisando agora os restantes termos de Lo:

(7759)* — (77579)* = 4 q@y501) (27592) — (@17502) (G251
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Somando estes termos, obtém-se:

(79)* — (770)* + (qv50)* — (77570)*

= 4(10)(Re) — ((1¢2)(@q1) + (@17501)(@2752) — (@17562) (2V5q1)]-

Escrevemos entao £, na forma:

Lo = [(q9) — (G790 + (37:9)° — (G7579)"]

= 2go[ det [q(1 —v5)q] + det [g(1 + 75)q]] (5.85)

. Demonstra-se também que para Q(z), Eq. 5.56, é possivel obter uma relacao

com a Eq. 5.82,

Qx) = 2¢[(q7q) — (qivsTq) — (q9) — (7i759)]
= 292i[(qn0)(q15719) + (q720)(T5729) + (G739)(TV5739) — (79)(T759)]
= 2ig[(162 + ©201) (0175902 + ©Y501) — (162 — ©01) (@115G2 — G27591)
Haqg — @) (@0 — @15%) — (@ + 26) (@70 + @7502)
= 2i02[(0175%2)2(02q1) + (@27591)2(q102)
—(01q1) 2@752) — (G292)(@1vs501)]
= 4ig[(0175%)(Rq1) + (©27501)(0192)

—(0101)(@27592) — (292)(G17501)] (5.86)

simplificando:

Q(x) = 24 gpldet [g(1 —75)q] — det [g(1 +75)q]] - (5.87)

Coeficiente de Fukushima

Assim verifica-se no modelo NJL(A), o L5 é o termo de t'Hooft para o modelo

SU(2).
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