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Resumo

Os processos estocasticos com formula¢des Auto-Regressivas Condicionalmente Heteroscedasticas
(ARCH), introduzidos por Engle em 1982, tém vindo a desempenhar um papel importante na andlise
de séries temporais. O estudo destes modelos além de ter sido muito Ttil para diversas dreas cientificas
tem vindo a ter especial interesse no dominio das séries de natureza financeira.

Em 1986, Bollerslev propde uma generalizacao dos modelos ARCH, que designou por GARCH.
Desde entdo t€m surgido na literatura muitas variantes destes modelos.

Nesse sentido, o presente trabalho inclui uma breve descri¢cdo de algumas das principais variacdes
e extensoes dos modelos GARCH, mais concretamente os modelos EGARCH (modelos GARCH
exponenciais) e os modelos GTARCH (modelos GARCH com niveis).

Seré ainda apresentado o modelo GARCH (1, 1), base do estudo dos modelos GARCH cléssicos,
e uma nova variante de tais modelos, recentemente proposta por Voutilainen et al. (2021). Seguindo o
estudo destes autores, serdo obtidas condicdes que assegurem a existéncia e a unicidade de solug¢des
estritamente estaciondrias e fracamente estacionarias.

Incluido nesse estudo estd também a construgao de estimadores para os pardmetros do modelo
com base em fun¢des de autocovariancia. Para tal, considera-se uma caracterizacdo AR(1) do modelo
que conduz a equagdes quadraticas do tipo Yule-Walker. Provar-se-a que esta abordagem permite
obter estimadores com boas propriedades. A fim de avaliar o comportamento dos estimadores obtidos
para os pardmetros do modelo serdo efetuados estudos de simulacdo.

Para terminar, consideramos um conjunto de dados reais correspondentes a empresa Corticeira
Amorim. Procedemos ao ajustamento dos dados através de um modelo da classe dos GARCH clds-
sicos, recorrendo ao software estatistico Eviews, e através desta nova proposta de Voutilainen et al.
(2021), recorrendo ao MATLAB. Os modelos estimados resultantes serdo brevemente comparados.

Palavras Chave: Estacionaridade Estrita, Estacionaridade Fraca, Estimadores, Formulagdes
Auto-Regressivas Condicionalmente Heterosceddsticas, Séries Temporais






Abstract

Stochastic processes with Autoregressive Conditionally Heteroscedastic (ARCH) formulations, intro-
duced by Engle in 1982, have been playing an important role in time series analysis. The study of
these models, in addition to having been very useful for several scientific areas, has been of special
interest in the field of financial series.

In 1986, Bollerslev proposed a generalization of the ARCH models, which he designated by
GARCH. Since then, many variants of these models have appeared in the literature.

In this sense, this paper includes a brief description of some of the main variations and extensions
of the GARCH models, more specifically the EGARCH models (exponential GARCH models) and
the GTARCH models (GARCH models with levels).

We will also present the GARCH (1, 1) model, the basis of the study of classical GARCH models,
and a new variant of such models, recently proposed by Voutilainen et al. (2021). Following the
study of these authors, we will obtain conditions that ensure the existence and uniqueness of strictly
stationary and weakly stationary solutions.

Included in this study is also the construction of estimators for the model parameters based on
autocovariance functions. For this, an AR(1) characterization of the model that leads to quadratic
equations of the Yule-Walker type is considered. It will be proved that this approach leads to estima-
tors with good properties. In order to evaluate the behavior of the estimators obtained for the model
parameters, simulation studies will be carried out.

Finally, we consider a set of real data corresponding to the company Corticeira Amorim. We
proceed to the adjustment of the data through a model of the classic GARCH class, using the statistical
software Eviews, and through this new proposal by Voutilainen et al. (2021), using MATLAB. The
resulting estimated models are briefly compared.

Keywords: Strict Stationarity, Weak Stationarity, Estimators, Conditionally Heteroscedastic
Autoregressive Formulations, Time Series
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Capitulo 1

Introducao

A observacdo sucessiva de fendmenos que evoluem de forma aleatéria com o tempo, matematicamente
caracterizada como uma série temporal, motiva o estudo de modelos matemdticos que permitem
descrever e prever tais caracteristicas.

Uma importante contribui¢io para o desenvolvimento de propriedades e métodos para a andlise
de séries temporais deve-se ao trabalho de Yule [12] (1927), que introduziu os primeiros modelos
intitulados Auto-Regressivos (AR). Desde entdo existe um grande interesse em encontrar modelos
que se adequem o melhor possivel aos conjuntos de dados disponiveis.

Numa primeira fase estes estudos foram dominados pelos modelos lineares, os modelos Auto-
Regressivos Médias Méveis (ARMA). Posteriormente, verificou-se que estes processos eram insu-
ficientes para a andlise de séries reais, onde geralmente predomina a nao linearidade. Posto isto,
surgiram na literatura vdrias classes de modelos capazes de ter em conta esta caracteristica, em
particular os modelos Condicionalmente Heteroscedasticos (CH).

E em 1982 que surgem os modelos auto-regressivos condicionalmente heteroscedésticos propostos
por Engle [3]. Esta nova classe de processos pretendia responder a evidéncia de que a varidncia
condicional ao passado dos dados ndo €, na maioria dos casos, constante ao longo do tempo, o que é
conhecido como heteroscedasticidade condicional.

A particularidade destes modelos passa por considerar a variancia condicional ao passado do
processo no instante  como uma funcdo linear dos quadrados dos valores do processo anteriores
aquele instante ¢, isto é, de um modo geral, dado um processo estocdstico real € = (g, € Z) tal
que E(& | g,_1) =0 com ¢, a tribo gerada por (&,&-_1,...), dizemos que € segue um modelo com
Heteroscedasticidade Condicional Auto-Regressiva de ordem g € N, (ARCH (g)), se

q
VtEZ, V(e |g_ ) =0 =a+ ) ag
i=1

comog>0,0,>0,i=1,...q

Contudo, a formulacdo da variancia condicional deste modelo, sendo baseada em relagdes auto-
regressivas, na prética requer, em geral, a utilizagdo de muitos pardmetros.

Com vista a minimizar tal problema, Bollerslev [2] (1986) sugeriu uma generalizagio para os
modelos ARCH, o chamado modelo GARCH, onde ¢ considerada uma dinimica auto-regressiva média
movel, introduzindo, na variincia condicional, as variancias condicionais passadas, e possibilitando



2 Introducio

mais flexibilidade ao modelo, no sentido de se utilizarem menos parametros, nomeadamente
2 < 2 & 2
VIEZ V(g g ) =0 =0+Y og i+ Y BioS
i=1 j=1

comoy>0,0,>0,i=1,...qg e B; >0, j=1,...,p.

Apesar desta generalizacdo ja ser muito completa e desenvolvida em questdes probabilistas e
estatisticas, apresenta ainda assim algumas limitagdes. Nesse ponto de vista, surgiram extensdes
dos modelos GARCH cléssicos que incluem, fundamentalmente, transformacdes da expressao da
variancia condicional.

Neste trabalho apresentaremos um estudo sobre os modelos GARCH e algumas das variantes que
surgiram entretanto na literatura.

O capitulo seguinte introduz os modelos GARCH (Engle [3], 1982, Bollerslev [2], 1986) e
destaca uma representagio interessante para o processo ao quadrado, €* = (&7, € Z). Inclui também
as defini¢des dos modelos EGARCH, propostos por Nelson [8] (1991), que visavam aligeirar as
restrigdes de positividade impostas aos pardmetros, e as definicdes dos modelos GARCH com niveis
(GTARCH), introduzidos por Zakoian [14] (1994) para terem em conta reagdes diversas consoante
o sinal do processo, tdo frequentes em séries de mercados financeiros, por exemplo. Ainda neste
capitulo, apresentamos o modelo GARCH(1,1) acompanhado por dois resultados que nos oferecem
condi¢des que garantem a existé€ncia e unicidade de solugdo estaciondria nos dois sentidos, ou seja,
solugdo estritamente e fracamente estaciondria. Sdo também exibidas duas trajetdrias simuladas do
modelo GARCH(1, 1).

No capitulo 3 apresentamos uma variante dos modelos GARCH recentemente proposta por
Voutilainen et al. [10], concentrada no modelo GARCH cléssico de ordens p = g = 1. Veremos
que estes autores sugerem incluir na expressdo da varidncia um processo positivo, L. Exibido o
novo modelo passamos entdo ao estudo da existéncia e unicidade de solugdo bem como da sua
estacionaridade (estrita e fraca). De seguida, desenvolvemos um método de estimacio para os
pardmetros do modelo baseado numa caracterizacdo AR(1) que conduz a equacdes quadraticas do tipo
Yule- Walker. Nesse sentido, faremos esse estudo comegando por obter expressdes para os coeficientes,
utilizando as func¢des de autocovariancia e, posteriormente, construimos estimadores que apresentam
boas propriedades, isto é, provaremos que s3o consistentes.

Para ilustrar e analisar numericamente os estimadores obtidos, consideramos que o processo L
€ construido através do movimento Browniano fraciondrio e mostramos que, nestas condi¢des, 0s
pressupostos dos resultados apresentados sdo validos. Assim, realizamos algumas simulagdes para
diferentes tamanhos de amostras.

Concluimos este estudo com um exemplo pratico, onde consideramos um conjunto de dados reais,
mais concretamente, os dados relativos as cotacdes didrias de fecho das acdes da Corticeira Amorim,
durante o periodo de 31 de Maio de 2019 a 2 de Maio de 2022, e aplicamos o0 modelo proposto em
Voutilainen et al. [10], e um modelo da classe dos GARCH classicos. O objetivo serd perceber se
algum dos modelos estimados resultantes se adequa melhor aos dados em estudo. O procedimento de
estimagdo com o modelo da classe dos GARCH cléssicos foi realizado através do Eviews mas para o
modelo de Voutilainen et al. [10] foi necessdrio recorrer a0 MATLAB. Todos os cédigos utilizados

estdo disponiveis no Anexo A.



Capitulo 2

Modelos GARCH

Até ao inicio dos anos 80 a maior parte do estudo de séries temporais era centrada nos modelos
lineares. No entanto, para modelar sistemas reais estes modelos viriam a ser considerados insuficientes,
nomeadamente em situagdes em que o comportamento condicional do passado apresentava forte
variabilidade. Para ter em conta estas situacdes, e complementar os modelos lineares, Engle introduz
os modelos ARCH ) que mais tarde, em 1986 foram generalizados por Bollerslev, os quais designou
de GARCH ©@.

Estes ultimos foram, e ainda s@o nos dias de hoje, um grande objeto de estudo e utilizacgao,
principalmente nas dreas da economia e das finangas, ja que sdo modelos bastante completos no que
diz respeito a resultados tedricos estabelecidos e que t€m revelado bom desempenho na andlise de
séries temporais e correspondente previsao.

2.1 Definicao do modelo GARCH

De um modo geral, a formulag@o da varidncia condicional dos modelos GARCH € expressa como
funcdo do passado do processo e do seu proprio passado.

Seja € = (&,t € Z) um processo estocdsticoreal e £, = 6 (&, &1, ...) atribo gerada por (&,&-_1,...).

Definicdo 2.1.1. O processo € = (&,t € 7) segue um modelo GARCH de ordens p e q, com p,q € N,

abreviadamente GARCH (p,q), se existirem os dois primeiros momentos condicionais tais que:

E(g |g_1)=0

, q ) » ) 2.1)
o, =V(&|g )=+ '21 g+ 21 Bioi;
=

=

com constantes 0 >0, 0; >0,i=1,....qg e B; >0, j=1,...,p.

Se p=1¢€ B; =0, dizemos que € segue um modelo ARCH de ordem g.
Notemos que a partir desta formulag@o da varidncia condicional é possivel obter uma representagcao

(WARCH do inglés AutoRegressive Conditionally Heteroscedastic model.
(@ GARCH do inglés Generalized AutoRegressive Conditionally Heteroscedastic model.

3



4 Modelos GARCH

do tipo linear para o processo €2 = (2,1 € 7).
Com efeito, quando consideramos a inovac¢do do quadrado do processo, ou seja,

U = StZ*E(EzZ |§12—1) = 812*E(E(312 | &) |§12—1) , porque §12—1 CE&_y

= & -E(o’ &)

= g?—c?, pois 67 éfungiode (€2 |, ,,...),

vem, tendo em conta que 67 = £” — v, e substituindo em (2.1) ,

)4
8t2 = Gt‘f‘vt a0+zaltt+2ﬁjt] Zﬁjv’_1+vt
j=1

r

= 050"‘2(%"‘[31 t—i ZBJUIJ+DIJ t€ZL,
i=1
onde r = max(p,q), com a; =0sei>qge i =0sei> p. Assim, obtivemos uma representagao
do tipo ARMA para o processo €2, mais concretamente um ARMA (r,p). Esta representagio é
particularmente ttil na identificagdo das ordens p e g do modelo.

Podemos ainda representar a variancia condicional de (2.1) do seguinte modo

q p
Gz2 =0+ Z O‘ietZ—i+ Z ﬁjctz—j =0+ OC(L)E,Z +B(L)612
=1 =1

q . P
onde L é o operador atraso®, o e 3 representam os polinémios (L) = Y. o L' e B(L)= ¥, B, L
= -

respetivamente. Introduzindo o processo de inovacio de €2 vem entio

& — v = oo+ a(L)g +B(L)(! —v) <= (1 - a(L) — B(L)&] = ao+ (1 - B(L))vr.

Estas representacdes revelam-se uteis no estudo probabilista destes modelos (como a estacionari-
dade e os momentos, por exemplo).

De seguida apresentamos uma defini¢do relativa aos modelos GARCH de ordens p e g que € mais
restrita no sentido em que nos oferece um processo solucdo do modelo (2.1) e, portanto, facilita o
estudo tedrico destes modelos.

Definiciio 2.1.2. Seja (1;,t € Z) uma sucessdo de varidveis aleatdrias reais independentes e identica-
mente distribuidas (v.a.r.i.i.d.), centradas e reduzidas. O processo € = (&,t € 7) segue um modelo
GARCH forte de ordens p,q € N, abreviadamente GARCH (p,q) forte, se

& = Oty

(2.2)
050"‘20‘!: z+z BJ t—j

i=1

comoy>00>0,i=1,...g e B;>0,j=1,..,p

30 operador atraso L associado a € é tal que: Le; = &_1.
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Vejamos que quando consideramos a sucessdo (1;,¢ € Z) de v.a.i.i.d., centradas e reduzidas e
sob a condi¢do de 7, ser independente de £,_; concluimos que € é, de facto, uma solu¢do do modelo
GARCH (p,q) dado por (2.1). Com efeito, tem-se:

]E(gt ’ §l_1) = ]E(th[ | gl—l) = GIE(nt ’ gl—l)’ pOiS Gt é fungﬁo de (8t7178t727"')
= oE(n), pois 7, € independente de &,
= 0
e ainda,

Vie e ) =E(@ &) = Elom)?|g ]

= Gtz E [7712

§t—l}
= o7 E(n?), pois n? éindependente de €, |

2
= O't,

porque (1;,¢ € 7Z) é uma sucessdo de varidveis centradas e reduzidas.

Observamos ainda que, quando consideramos tal processo solucdo, & = o;1;, € possivel obter
uma equagdo de recorréncia linear para o modelo GARCH(p, ¢) com coeficientes aleatérios. De facto,
quando substituimos & = 6;1; na expressdo da variancia condicionada em (2.1) vem:

q p
Gtz = 0O+ Z aiGzQ—i ntz—i“‘ Z ﬁjGtz—j
i=1 j=1
max(p.q)
= 0o+ fi(Mi) o,

Ondeﬁ(nf—i> =0 ntzfi—i_ﬁl'? = 17-"7max(p7q) .

No estudo que se segue adotamos a Defini¢do (2.1.2), isto é, a partir deste momento, sempre que
mencionamos modelo GARCH (p, g) estamos a referir-nos a Defini¢do 2.1.2.

2.2 Outros modelos Condicionalmente Heteroscedasticos

Ap6s a introdug@o dos modelos GARCH (p, q) cldssicos, definidos na sec¢do anterior, muitos foram
os autores que sugeriram formulacgdes alternativas para a evolucdo da variincia condicional.

O objetivo desta seccdo passa por apresentar algumas modelacdes condicionalmente heteroscedds-
ticas que tentaram responder a algumas limita¢des dos modelos cldssicos.

2.2.1 Modelo GARCH exponencial

O modelo GARCH exponencial, abreviadamente EGARCH, foi proposto por Nelson [8].
Este autor percebeu que as formulagdes quadraticas ndo permitiam ter em conta o sinal do processo,
isto é, apresentavam um aspeto simétrico resultante da formulagdo quadratica retida pela expressao
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da varidncia condicional. Esta propriedade de simetria contradiz, muitas vezes, o comportamento de
séries reais, nomeadamente as séries financeiras em que valores positivos (geralmente associados a
boas novidades) trazem valores positivos e valores negativos (mds noticias) induzem valores negativos.
Por outro lado, a exigéncia da positividade dos coeficientes pode gerar problemas na sua fase de
estimacgao.

Posto isto, Nelson [8] propde os modelos EGARCH (p, q):

Definicao 2.2.1. Seja (n;,t € Z) uma sucessdo de v.a.r.i.i.d., centradas e reduzidas. O processo
€ = (&,t € Z) segue um modelo EGARCH (p,q), se

8[ == tht
, ) 2.3)
log(6?) = ot + ‘21 o g(Mi-i) + ‘21 Bj log(c? ;)
= J=
onde
g(Mi—i) =0 N +y (INi—il —E(|mi—i])), (2.4)

com oy, 0, i=1,....,q, Bj, j=1,...,p, 0 e y constantes reais.

Notemos que a modelacdo de tal processo passa a ser efetuada pelo logaritmo da volatilidade
condicional permitindo, assim, que a variancia condicional 6/ seja positiva independentemente dos
valores dos seus coeficientes. Deste modo, conseguimos relaxar algumas restri¢des da Defini¢do 2.1.2.

A fungdo g(n,—;) é responsével pela modelagdo da assimetria que poderd estar presente nas séries
em estudo. De facto, tem-se

o) = { O+ V)i~ YE(In—l) se mi>0,
(O =7 —VE(m—]) se n—i<O.

2.2.2 Modelo GTARCH

Uma outra varia¢cdo do modelo GARCH foi proposta em Zakoian [14] (1994) também com o objetivo
de modelar possiveis assimetrias na varidncia condicional. Tal varia¢@o inclui na sua defini¢@o niveis
ou limiares do processo (threshold). Esta classe de modelos foi designada por TARCH  generalizada,
abreviadamente GTARCH ou TGARCH.

A variincia condicional dos processos GARCH com limiares tem prevista uma dindmica diferente
consoante o valor do processo € positivo ou negativo.

Seja & =max(g,0) e & = min(g,0),t € Z.

(TARCH do inglés Threshold Autoregressive Conditionally Heteroscedastic model.
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Definicao 2.2.2. Seja (n;,t € Z) uma sucessdo de v.a.ri.i.d., centradas e reduzidas. O processo
€ = (&,t € Z) segue um modelo GTARCH (p,q), se

& = Oy

(2.5)
q n q B P

=0+ Y &, — Y 0-& ;+ Y o
i=1 i=1 j=1

1

comoy >0, 04 >0, 0,_>0,i=1,.,qge B;>0,j=1,..,p.

A semelhanca do que foi feito nos modelos GARCH cldssicos fortes, também aqui é possivel
obter uma equacio de recorréncia linear, para o desvio padrao condicional, com coeficientes aleatdrios.
Com efeito, tem-se

g =an" e g =0on,

e, consequentemente

o = 0 +

q
=

q )4
+ —
OGN, — Y ai_oin_;+ Y Bioi,
1 i=1 j=1

max(p,q)

= o + Z fi(Mi—i) O

i=1

com fi(M—i) = &+ Tht,- — @i—N,_; + Bi, parai=1,...max(p,q).

2.3 Modelo GARCH(1,1)

Como j4 foi referido, os modelos GARCH de ordens p e g assumem um papel preponderante no
dominio de séries temporais. O estudo geral destes modelos que, para além de outros aspetos, inclui a
prova da existéncia de solugdes estaciondrias, estritas e fracas, é de algum modo complexo.

Desta forma, fazemos o estudo do modelo GARCH (1, 1) por ser possivel apresentar resultados e
provas mais explicitas do que no caso geral.

Também € importante referir que, segundo a literatura (Francq and Zakoian [4]), o modelo
GARCH(1, 1) é dos mais utilizados dado que, apesar de ser o mais simples e ter poucos pardmetros,
conduz geralmente a um bom ajustamento de séries temporais observadas.

Da Defini¢do 2.1.2, com p = g = 1 obtemos o modelo GARCH(1, 1):

& = Oy
tez, (2.6)
2 2 2
o =0+ g+ Bo

comap >0, oy >0, B>0e(n,t€Z)uma sucessio de v.a.r.i.i.d., centradas e reduzidas. Consid-

eremos ainda que 7, ¢ independente de g,_;.
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2.3.1 Estacionaridade do modelo GARCH(1,1)

Para o estudo da estacionaridade do modelo GARCH(1, 1) cldssico vamos seguir Francq and Zakoian
[4] e Gongalves and Mendes-Lopes [5]. Comecemos por mostrar que 67, dado por (2.6), verifica a
seguinte equacdo de recorréncia:

p
62 = 050(1 + Y A 1A A j) A A Oy, 2.7)
=

comA, = (xmtz—l—ﬁ , 1€ 7.
Com efeito, tem-se

o’ =ap+ oue’ | + Bot, = o+ a6, n>,+ Bo’
= 0p + (061 le271 + [3)0}271
= a + A0/ (2.8)

= ay+ A—1(op + At—2612_2)>

e portanto, recursivamente obtemos (2.7).

Teorema 2.3.1. Se y=1E(In(A,)) <0, entdo o processo h = (h;,t € Z) tal que
. P

converge quase certamente e é a inica solucdo fortemente estaciondria da equagdo (2.7). Assim, o

processo € definido por & = /N, € a inica solugdo fortemente estaciondria do modelo (2.6).

Demonstracdo. Para ver que h; estd bem definido € suficiente verificar que a série

~+oo
ZAtflAtfz...Atfj (29)
j=1

converge quase certamente. De facto, pelas propriedades do logaritmo vem

e, como as v.ar. log(A,_;), i = 1,2,...,], sdo i.i.d. e tém valor médio, decorre do Teorema de
Kolmogorov® que

~| —

l
g log(Atfi) ]E(lOg(At)) =v<0 q.c.

[ oo

®)Seja (X,) uma sucessio de v.ariid.. Se E(|X{|) < +eo, X, — E(X) q.c. (Resnick [9], Coroldrio 7.5.1, p.220).
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Assim,

]
i 1 .
lim (q_c)(At_]At_z_,_Atil)% —e ]ETN (g.c) 1 [_E,llog(Atfz)

[—-o0

=e’ <1,

e pelo critério de Cauchy concluimos que a série (2.9) € quase certamente convergente.

h € solucdo de (2.7) uma vez que se tem h, = 0y + A;—1h—1, tal como crt2 = +A,_1Gt{1
(provado em (2.8)). Relativamente a estacionaridade estrita, tem-se que (%;,7 € Z) é uma fung@o
mensurdvel de (1,7 € Z) pois a série é q.c. convergente. Como 71 é um processo estritamente
estaciondrio, pois € uma sucessao de v.a.i.i.d., entdo & € estritamente estacionario.

Falta provar que % € a tinica solucdo estritamente estaciondria g.c. de (2.7). Suponhamos, entao,
que existe uma outra solucio / = (fz,,t € Z) estritamente estaciondria da equagéo (2.7). De (2.7) vem

)4
B = hi(p) + A1 Arp i B2y, com hy(p) = oco(l + ZAt_lA,_z...A,_j).
=1

Entao
il[ — h[ = (h[(p) - h[) +A[,1...A[,p,1ilt2,p,1-

Ora, notemos que
i) (h(p)—h,) converge quase certamente para zero quando p — +co.

i) A;_1...A;—,—1 converge quase certamente para zero quando p — +oo. De facto, visto que
E(In(A;)) é estritamente negativa, do teorema da convergéncia de Kolmogorov, tem-se

li Ar1Ar_a A li )
= i=1
Jm (g.0) Ar-1Ar2. Arpor = lim (g.c) e

(4 Ema )

P\ n(As—i

g 1 . 4 i=1 = V.
Jim (g.c)e 0

i) Aleide 71?7 -1 nio depende de p pela estacionaridade. Entdo

(he(p) —he) +Ar --.Atfp,lﬁffpfl

converge em probabilidade para zero quando p — +oco.

Provamos assim que /i, — h, converge para zero em probabilidade quando p — +oo. Mas, como /1, — h;
nio depende de p, concluimos que /; = h;,Vt q.c. .

p 1
Sendo & = /ly1, = [Olo (1 + lim (g-0) Zl AtflAt—Z-uAtfj)} M, com A, = aum?,; + B,
]:

vemos que & é uma fungdo mensuravel de (1;,7 € Z) que € estritamente estaciondrio. Assim o
processo € € estritamente estacionério.

Deste modo, se E(In(4;)) < 0, entdo existe uma solugdo tnica estritamente estacionaria, €, do
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modelo (2.6), definida a partir da solu¢@o tnica 4, da equacgao (2.7) por

&=/hm, t€L.

Observamos que a condi¢do E(In(4,)) = E(In(ayn? +B)) < 0 implica B < 1.
Por outro lado, se &) + 8 < 1 entdo decorre da Desigualdade de Jensen!) que

E(In(4,)) < In(E(4,)) = In(eq + B) < 0,

isto é, se o1 + B < 1, decorre do Teorema 2.3.1 que o modelo (2.6) tem uma tnica solugao estritamente
estaciondria.

Teorema 2.3.2. Se a; + B < 1, entdo o processo € definido no Teorema 2.3.1 é a vnica solugdo

fracamente estaciondria do modelo GARCH(1,1) dado em (2.6). Além disso, € é um ruido branco.

Demonstragdo. Suponhamos que € segue um modelo GARCH(1, 1) clédssico dado por (2.6). Se o
processo € fracamente estaciondrio entdo é de segunda ordem e tem-se

E(e’) =E(E(¢7 | 1)) =E(07) = o0+ (01 + B)E(e’ )

logo,
(1— oy~ B)E(e? 1) = av.

Assim, da positividade de o e da variancia concluimos que (1 —o; — ) >0 < a;+ < 1.

Agora, consideremos a desigualdade o + 8 < 1. Sob esta condi¢do mostramos que E(In(4;)) <0
e portanto & = /h; 1, é a dnica solucdo estritamente estaciondria .

Assim, para concluirmos que o processo € ¢ fracamente estaciondrio basta provar que ¢ de segunda
ordem, ou seja, mostrar que

E(e?) = E(h) = oo (1 +E( %iAt_lAt_Q...A,_j)) < oo,
=

Pelo Teorema da Convergéncia Monétona © e, visto que o processo 1 é uma sucessdo de v.a.r.i.i.d.,
centradas e reduzidas vem

foo C 4o .
E(e) =00 [14 L E@ 14 2.4, )] =0 [1+ L (B4)Y]
=1 =

—ao [14 ¥ (en E () + )]
)

_
1—(ou+p)’

_ +oo .
=0 [1+ Y (o1 +BY|

j=1

®Teorema da Convergéncia Mondtona (Versdo Séries): Se &; > 0 sdo v.a. ndo negativas, entdo E(Z;;‘”& &)= Z]*:“i E(&))
(Resnick [9], Coroldrio 5.3.1, p.131)
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pois a; + B < 1. Consequentemente, € é fracamente estaciondrio.

Quanto 2 unicidade de solugdo fracamente estaciondria, consideremos h; e i = (hy,t € Z) duas
solugdes fracamente estaciondrias de (2.7). Ora, como as varidveis A, sdo i.i.d. e os processos /; e hy
sdo fracamente estaciondrios vem

E(|h —h|) = E(Ar-1- A pilhi—p1 — e p—1]) SEA1 A pt ([ pr| + B p-1]))
(A1 Arp)Elly| + Elfu])
(o1 +B)P T (Bl |+ Elh]).

Tem-se (E|h| +E|R;|) < +oo e, uma vez que (o + B)P*! converge para 0, quando p — +oo
entdo E(|h; — hy|) = 0. Assim, provdmos que |h; — k| converge para zero em £} quando p — oo,

Mas, como |h, — h;| ndo depende de p, concluimos que A, = E,,Vt g.c. .

Finalmente, € € um ruido branco. Com efeito,
E(&)=E(E(e | g 1)) =0 ¢ E(§)=-———7
e ainda, para i > 0, tem-se

Cov(&,&n) = E(E(& &+ | €4p—1))
=E(& E(&4n | €44-1)), porque & C & p 4
=0.

Da estacionaridade fraca do processo, obtemos Cov(&, &) = Cov(&,&p). O

O facto de estes processos serem ruidos brancos leva a que sejam incluidos nas modela¢des
ARMA, conduzindo a modelos dito mistos (ARMA-GARCH) com melhor desempenho no estudo de
séries reais do que os modelos ARMA tradicionais.

De forma a analisarmos o comportamento que a varidncia condicionada tem consoante os valores
dos seus pardmetros efetudmos no Eviews duas simulagdes do modelo GARCH(1, 1) dado por (2.6).

Relativamente ao processo 11 considerdmo-lo ser gaussiano, centrado e de variancia unitdria, isto
é,n ~ A(0,1). Esta escolha foi feita para ser realizada uma comparagdo das duas simulagdes nas
mesmas circunstancias. Fixemos oy = 1 e amostras de tamanho 1000.

Para uma primeira andlise, consideramos a; = 0.1 ¢ 8 = 0.2, pelo que o processo € estaciondrio
nos dois sentidos. Na Figura 2.1 apresentamos a trajetdria relativa ao processo € e o respetivo resumo
descritivo.

Agora, alterando os valores de ; e B de modo a que a soma destes se aproxime do valor 1,
consideramos a; = 0.4 e B = 0.5 e obtemos a trajetéria presente na Figura 2.2 com o respetivo
resumo descritivo.

Constatamos pela observacao da Figura 2.2 e tendo em conta a escala do eixo OY, que valores de
o e B cuja soma se aproxime de 1 conduzem a processos com zonas onde a volatilidade é acentuada.

Relativamente aos resumos descritivos de ambos os processos verificamos que nos dois casos as
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6
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Fig. 2.1 Trajetdria e resumos descritivos do modelo GARCH(1,1) com oy =0.1e 8 =0.2

30
204
104 400
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0 350 | Sample 1 1000
Observations 1000
- 300
7 Mean -0.026642
20 Median -0.083417
204 200 Maximum 2255949
Minimum -18.78449
-30 | Std. Dev. 3.018661
Skewness -0.017173
-40 100 4 Kurtosis 10.56864
50 501 Jarque-Bera  2386.894
u u u u u u [ [ u Probability 0.000000
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Fig. 2.2 Trajetdria e resumos descritivos do modelo GARCH(1,1) com o =0.4¢e B =0.5

médias empiricas s@o praticamente nulas.

Os testes de Jarque-Bera, cuja hipdtese nula € a de normalidade, conduzem a rejeicao da mesma,
aos niveis de significancia usuais. Tal facto pode ser também corroborado pelo valor da curtose, que
nos indica que estamos perante uma distribui¢@o leptocurtica (curtose superior a trés).

No capitulo seguinte abordaremos o modelo GARCH(1, 1) introduzido por Voutilainen et al. [10]
em 2021 que atesta o interesse atual das modela¢des condicionalmente heteroscedasticas.



Capitulo 3

Uma generalizacao dos modelos GARCH

Embora os modelos GARCH cléssicos fornecam um conjunto de ferramentas eficazes para modelar e
analisar séries temporais, existem varias extensoes e variagdes destes modelos, como aquelas referidas
no capitulo anterior, que respondem de forma diferente a certas caracteristicas evidenciadas pelas
séries em estudo.

Sendo este um tema bastante atual, decidimos apresentar uma generalizagdo proposta por Vouti-
lainen et al. [10] (2021). Quando nos deparamos com o modelo proposto por estes autores, a
principal altera¢do, comparativamente com os modelos GARCH cléssicos, passa por considerarem
um processo estaciondrio positivo, designado por L = (L, € Z) 7, que é incluido na expressio de 6.

3.1 Definicao do modelo
Seja € = (&, t € Z) um processo estocdstico real tal que:

& =0 1y
(3.1)
of=ap+oy e +B L

onde o >0, a; >0, B > 0e L é um processo positivo e independente de 1 = (1,7 € Z).
Relativamente ao processo 7] consideramos que as suas componentes sdo independentes e identi-
camente distribuidas (i.i.d.), centradas e reduzidas.

Esta formulagdo coincide com a Definicdo 2.1.2 para p = ¢ = 1 a menos do processo L. Notamos
que ndo € possivel considerar L;,_| = 6,{1 em (3.1) pois L e  ndo seriam independentes.

SejaA, = ayn? e B; = o+ BL;, t € Z. Assim, 67 pode ser escrito da seguinte forma:

G,z =0+ O o,{lnf,l +BL— :At—16t271 +B;-1
= AtflAthGtzfz +A-1Bi2+Bi-1. (3.2)

DOs autores designam por (L, ),z a liquidez do processo.

13
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—1
Recursivamente e com a convengdo []A;_; = 1 obtemos:

j=0
k k i—1
o2, =AG>+ B, = (HAH) o7+ Y (HA,,j) B_i, VkeN,. (3.3)
i=0 i=0 =0

Desta forma, é também possivel neste modelo obter uma equacéo de recorréncia para 7.

3.2 Estacionaridade e unicidade de solucao

Uma vez apresentado o modelo, é importante encontrar condi¢des que assegurem a existéncia e a
unicidade de solugdes. Assim, de seguida vao ser apresentados alguns resultados bem como as suas
demonstragdes.

Comecamos com um lema que vai ser ttil na prova dos teoremas.

Lema 3.2.1. Suponhamos que o < 1 e sup;cz, E(6}?) < My < +oo. Entdo, quando k — 4o vem
k
(HA,,,) 6, —— 0 (3.4)
i=0

1

TR € SuPren E(0}) < My < +oo, entdo a convergéncia é quase
0

em L ®. Além disso, se oy <

certa.

Observacdo 1. A condicio o < \/ﬁ € mais restrita que a primeira condi¢do, a; < 1. Com efeito,
0

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vem

1=E(ng) =E(ng x 1) < \/E(n3).

1

<1
E(ng)

Logo, oy <

Demonstragdo. Para provar o Lema 3.2.1 € preciso ter em conta que 1), € independente de oy para
s <t. De facto, sabemos que A; e B, sdo independentes. Mais, A;,A;_1,...,A;_ sdo independentes
entre si e independentes de Gtz_ . que envolve 10, ¢ _1,...,L, 1, ... € valores de o2 anteriores a t — k.
Assim, 11 € © sdo processos independentes um do outro.

Posto isto, para a prova da convergéncia em .Z] de (3.4) utilizamos a positividade dos termos, a
independéncia e a distribui¢do das varidveis da seguinte forma:

E[ '(QA,i) forll! ] = E[ <1I_]1a1nt2—i) 612_4 = E[ (II—_kIO(xlntz—i> } E(0; )

k k
= o '[IEM2) E(oy) = og' [TEM3) E(o7)
i=0 i=0

= afH E(G;{k) < OC{(H M, (por hipétese).

®)Uma sucessdo (X,) de varidveis aleatdrias converge para X em.%), se E(|X, —X|?) — 0 quando n — oo (Resnick [9],
p.180).
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Consequentemente, quando kK — +oco temos que Ot{‘+1 M; — 0, pois o < 1 por hipétese. Da

defini¢ao de convergéncia em .Z] decorre o pretendido.

k
Quanto a prova da segunda parte, comecemos por mostrar que V[( _HOA,_l) Gt{k} < 400, De
i—
facto, de novo pela independéncia e distribuicao das varidveis temos

o[ ((1Ta-) o) | =2 (Mt nt) ots| = =[(TTetnt,)] 2ot

= o (Em)) E(o )

< (af E(y) ! Mo < o,
por hipétese. J4 vimos que E [ ( _IkIOA,,-> 6,2_ k ] < +oo. Logo pela férmula de Kéenig vem
i—
VK ﬁ A,_,-> Gf_k} < oo,
i=0
Posto isto, decorre da desigualdade de Bienaymé-Tchebychev (), para V8 > 0

k . 2
>6) < VKEOA;;) GH(}

o[ ((fyaed ) ] [ () o2 )]

= 52

k
P<‘ (HAzfi) Gtz—k - O‘{C-H E(G;—k)
i=0

(of E(ng))+' My
52 '

3 k
Consideremos dy = Ww e Ay = <)< I1 Az—i) o, — ot E(Gtz_k)‘ > 5)-
i=0

Temos portanto a seguinte inequagao: P(ANk) < dy. Ora,

~+oo

Y=L <z<a2 E(nd))+*! Mz)
= 62 1 0

k=0

e, dado que por hipdtese, tem-se o 4 /E(n(‘)‘) < 1, a série de termo geral d; é geométrica de razdo
r=a?E(ng) < 1.

®Seja X uma v.a.r. tal que V(X) < -+oo. Entdio VA > 0, P[|X —E(X)| > A] < V(X)/A? (Gongalves and Mendes-Lopes
[6], p.105).
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o0 - o0 o oo
Entdo Y dj converge e, consequentemente, vem P(Ay) < dy = Y P(A;) < ¥ di < +oo.

k=0 k=0 k=0
10 L 2 k41 2
Desta forma concluimos !9 que ( I1 At_,-) o, —a " E(c?,) ——— 0, quase
i=0 k— o0
certamente.
Mas, mostradmos no inicio desta demonstracao que a{‘“ E(Gt{k) ——F 0, q.c.logo
k—+oo

k
A,'> o>, — 0, q.c..
(g t—i) Or—k PR q

O]

De seguida, apresentamos um teorema que nos fornece uma solug@o para o modelo (3.1) quando
consideramos que L € um processo de segunda ordem.

Teorema 3.2.1. Consideremos que sup,cz E(L?) < +o0 e oy < 1. Entdo,

foo i1
SEEDY (HAF j) B (3.5)
=0 \j=0

€ a tinica solugdo do modelo (3.1) na classe dos processos que verificam sup,eZE(Gtz) < oo,

Demonstracdo. A demonstracio deste teorema vai ser feita em duas partes: primeiramente mostraremos
que (3.5) estd bem definido g.c. e depois veremos que € a Unica solucdo de (3.1).

Notemos que 6t2+ | € expresso como uma soma de termos ndo negativos e por isso o limite se
existir, serd uma varidvel aleatéria ndo negativa.

Substituindo B;_; = &y + BL,—; na expressdo (3.5) vem

+oo -1 oo i—1 +oo -1 +o0 +o0
Y ([TA) Bri=o Y, ([TArs) + BY. ([T4s) Loi=a0 )Y b+ BY, ar.
i=0 " j=0 i=0 " j=0 i=0 " j=0 i=0 i=0

i—1 i—1
com b,‘ = H A[_j € a;—= ( H A[_j> Lt—i = b,'L,_,' .
j=0 Jj=0

Com o objetivo de aplicar o critério de Cauchy a estas séries temos, utilizando as propriedades do

logaritmo, o seguinte:

) i—1 | il
1 1 = In (H Al_/') = Z lnAI_/
= In(b;)i i by i = 4
b = e BT — ¢ J=0 =e /70 ,
=
1 1 7 X InAj
i i=0

11 1
P i i o T j=
a; = L_bj =L e

Ora, as v.ar. In(A,—;) = In(oyn2 ;) sdo i.i.d., pois resultam de transformagdes continuas das
v.a.riid. .. Mais, E(In(Ag)) < +eo porque como o logaritmo é uma fungio concava obtemos, por

(0S¢ para Ve > 0, a série de termo geral P(|X, —X| > &) é convergente, entio a sucessio (X, ) cn converge para a v.a.r X
g.c. quando n — oo (Gongalves and Mendes-Lopes [6], Teorema 5.10, p.262).
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aplicagio da Desigualdade de Jensen! "

E(In(Ao)) = E(In(a1ng)) < In(E(ain5)) =Inou.

Assim, decorre do Teorema de Kolmogorov(s)

i—1
1Y WA,
FA— j=0

b/ =e

2
.y pE(nAg) _ o e E(1“U0)7 quase certamente.

Por outro lado, de novo pela Desigualdade de Jensen vem

2 2 c 2
oy e E5) < gy ¢ ME(M) = ¢ ¢° < 1 (por hipétese).

i—>+oo

: o ., e too
Entdo, lim v/b; < 1 g.c. e portanto, pelo critério de Cauchy, Y b; converge quase certamente.
Notemos que acabamos de mostrar o seguinte:

i=0

i—1
1Y A

lim e /=0 <1 q.c.
i—roo

(3.6)

oo 1 )

€ portanto, para provar que ), a; converge falta fazer o estudo de L/ ;. Para tal, consideremos o
i=0

seguinte desenvolvimento de L;:

1 1 1 1
L =1 <« L i+ 1 o Ly <1 =1 s+ 1 >0 Lf
Agora, deduzimos que ?:

t—i*

(3.7)

1
s ( ‘ﬂmzl L j—1p, ;>

1 1
E[ (L, 1 L= 1, >1)” ] E[Ly, 1 (L —1)°]
>6) < s - = . (33

O objetivo agora passa por simplificar a parcela que estd dentro desta dltima esperancga. Este passo
requer alguma atencdo, ja que nao € direto e serd analisado primeiramente num contexto genérico.

Seja f(y) =a” coma > 1e y>0. Assim sendo, temos diyf(y) = @’log(a). Mais, sucede do
Teorema do Valor Médio '?), para b €]0,y*[, o seguinte:
FO") = £(0) = =

= |f'®Iy

< /b *:
< Ogibcg*\f()ly

fl(b)y" = |f(y") = £(0)]

Y F0F) =y @ log(a).

(DDesigualdade de Jensen: Seja u(.) uma fungdo crescente, concava e admitindo segunda derivada. Dada uma v.a. X com
média finita, tem-se E(u(X)) < u(E(X)) (Resnick [9])

(2)Seja X uma v.a.r. e g uma fungdo positiva em ]0, +oo[. Para qualquer a > 0 tem-se P(|X| > a) < £
and Mendes-Lopes [6], p.104).

% (Gongalves
(3 Teorema do Valor Médio: Seja f : [a,b] — R continua em [a,b] e diferencidvel em ]a,b[. Entio 3 ¢ €]a,b| tal que
f() = f(a) = f(c)(b—a).
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Deste modo, usando este raciocinio para o nosso caso com a = L,_;, isto é, f(y) = Lf_i vem em
y =3
1
’f(7> ‘_\ =1 < fL’ ; log(Li—;)

e, consequentemente, para a expressdo que se encontra dentro da referida esperanca em (3.8) tem-se
1 ) 1 1 2 1 2 5
T o (L= 1)7 < 1, 2 {; L jlog(Lii)| = L1, =1 5 L flog(Le-i)]”. (3.9)

Por outro lado, notemos também que para i > 2 se verificam as seguintes desigualdades:

2

L7 [log(L-)]*> _ [og(Li))?
;e [Lg( il [Ogit DI (3.10)
—i 1=
) 2
. L, 2, 1 _1 2 { L !
Com efeito, 7= =L/, ecomo 0<~-< 7 7 2y m2sAl conclufmos que 75 < Li i
2. i l t—i 1—i

Relativamente a tiltima desigualdade de (3.10) verificamos, através do calculo da primeira derivada,
que a fungdo g(x) = (log( D’ tem um maximizante em 2. Entio gle)=% < 1.

Finalmente, de (3.9) e (3.10) tem-se
1

1 1
I, 1 (L= 1) < 1> ZLZ

Posto isto, substituindo em (3.8) vem

1

E[ 1z, 1 (L —1)?]  E[1 > L} < E(L? ;)
52 < 52 i2 — 62 l'2
< C
= 522

pois sup;cz E(L?) < +oo. Este procedimento permite afirmar que, a partir de (3.8),

-ZEP< ‘ﬂLH-zl L_;— ﬂLH-zl‘ 2 5) = Zé 2T
1= 1=

e portanto, tal como na prova do lema anterior, decorre (10)

1
1y, >1 L/ ;—1;, ,>1 ——— 0 quase certamente.
- - i—o0

1 .
Assim, do desenvolvimento de L, em (3.7) tem-se L, ; < 1 quase certamente € por isso

lim L’ <1 qec.. (3.11)

i—>+oo
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i—1
1 LY A

Consequentemente, dado que lim /g; = lim L/ ;e = , provém de (3.6) e (3.11) que
i—>+oo i—r+oo
~+oo
lim /a; <1 q.c. . Do critério de Cauchy procede a convergéncia quase certa da série Z a;.
i—+oo =0

Até aqui provamos que a suposta solucio estd bem definida. Vamos agora ver que (3. 5) €, de facto,
solu¢do tnica do modelo (3.1).
E solucdo pois verifica a equacio de recorréncia (3.3):

too il

At6;2+Bt = A Z (HAtfjfl) B, i 1+B
(3:5) i=0 " j=0

+o0 i
= Z <H Ai—j) Bi—i_1+B; (A; passou para dentro do produto)
i=0 " j=0

= < A, ]> B, i+ B; (Manusear os indices i e j)
) —B;+ B, (Destacar a parcela i = 0)

i
(=]
.

i—

= Z (HAt ]) B = t+1

Quanto 2 unicidade, suponhamos que existe uma outra solugio 6,2 do modelo (3.1) tal que
sup,czE(6;%) < 4-oo. Entdo, para Vr € Z e Vk € Ny, tem-se de (3.3)

k k
2 ~2 2 )
|GI+1 _GI+1’ S <HAI—i) thk"i_ <HA[_i) thk'
i=0 i=0

Podemos aplicar o operador esperanca matematica pois estamos na presenga de fungdes mensu-

réveis positivas, vindo

k k
E[\Gzzﬂ Gz2+1 ] <E KHAH) Gt{k + (HAt—i) 53%} .
i=0 i=0
Do Lema 3.2.1 sabemos que a parcela do lado direito converge para zero em £} quando k — oo,
k
(HA’—i> 62, — 0, em £

e do mesmo modo se tem

Entao
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Assim, E[6,-67,] ————— 0 quando k — o0, em .Z}. Logo, como aquela
esperanga ¢ independente de k vem E[|02 | — 67,
L, YVt el

Em conclusio, 67 ¢ a tinica solugdo de (3.1) na classe dos processos tais que sup;czE(67) < oo,

O

] =0 e, consequentemente, 67, = &7

1> cm

O resultado anterior dd-nos condi¢des para a existéncia de uma solugdo Uinica numa determinada
classe de processos. Ora, é também do interesse do estudo de séries temporais verificar a estacionari-
dade (estrita ou fraca) das solugdes. Nesse ponto de vista, serdo apresentados dois coroldrios que nos
esclarecem essa questdo tendo por base a solugdo (3.5) .

Corolario 3.2.1. Seja a; < 1. Se L é um processo estritamente estaciondrio com ]E(L%) < o0 entdo
a unica solucdo dada por (3.5) é estritamente estaciondria.

Demonstracdo. Dado que L é um processo estritamente estacionario com E(L(%) <4oeo <1
entdo, decorre do Teorema 3.2.1 que a tnica solucdo do modelo (3.1), na classe dos processos que
verificam sup,czE(07) < oo, é dada por

Hoo -1

Gt2+l = Z (HAt—j> B; ;.
i=0 " j=0

Analisemos agora, de modo parcial, a estacionaridade estrita deste processo. Atentemos desde
logo que sendo L um processo estritamente estaciondrio, entdo B; = &y + BL;, t € Z, também o
é. Além disso, A, = oy n?, t € Z, é estritamente estaciondrio jd que (1);,¢ € Z) é uma sucessio de
v.a.iid.

Mais, dado que L, € independente de 7, entdo A; e B, sdo independentes pois estamos perante
transformagdes continuas de varidveis aleatdrias independentes. Deste modo, (A;,B;), t € Z, é
estritamente estaciondrio.

kil
Posto isto, seja k € Z fixo e denotemos Hy; = ), ( 11 At,j> B;_;. Ora
i=0 \ j=0

k i—1

koo iel
Hy=Y ( At,j) B,_; éigualemleia Y (HfL]) B_;=Hyp, Vi€L.
i=0 0 " j=0

i=0 " j= i=

Por outro lado, na prova do Teorema 3.2.1 demonstrou-se que estas séries estavam bem definidas
quando k — +oo. Assim, para qualquer t € Z

4o i—1 |

GIZH = Z ( A,,j> B,_; éigualemleia Z (HA,.,) B_;= 612.
i=0 " j=0 i=0 " j=0
Notemos que para completar a prova deveriamos ainda demonstrar que a lei de (67, ..., crtz+ o) €a
mesma de (67, ,..., 6% ,,,,) Vk,Vh.

O
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1
VEMm)
Entdo a unica solucdo dada por (3.5) é fracamente estaciondria.

Corolario 3.2.2. Seja o) <

e suponhamos que L é um processo fracamente estaciondrio.

1

E(ng)
e suficiente para garantir a existéncia de momentos de quarta ordem para este modelo, isto é,

Para provar este coroldrio teremos primeiro de mostrar que a condi¢do o < é necessdria

E(0g) < +oo. Com tal objetivo consideremos o seguinte lema:

Lema 3.2.2. Suponhamos que E(13) < +oo e que L é estritamente estaciondrio. Entdo

1
E(of) < +o0 & o < ———.
E(ng)

Demonstragdo. Provemos apenas que se E(0;) < +oo entdo a; < ]El(n -

0

Da expressao (3.5) e sabendo que os seus termos sdo positivos, podemos aplicar o Teorema da
Convergéncia Mondétona () & obtemos o seguinte

foo i—1 foo i1

ol =) ( Atfj) B = E(Gfﬂ):E[(
i=0 " j=0 '

+oo i— k—1
+ Z E Atﬂ) Btfi(HAlfj) Btfk}
ik=0 j=0 j=0

Vamos ver que apenas vai ser necessdrio fazer o estudo do primeiro termo, isto €, analisar a
expressdao Y E [( I1 A,,,) Bf_l} . De facto, como A; = o n,2 e B,=ay+PBL;, eaindaA;, Ay, ...,
i=0 j=0 |
A;_(i—1) so independentes entre si ¢ independentes de B;, B;_1,..., f € Z, tem-se

Foo i—1

Y (IT ot Em) )E(BL)

i=0 =0

+oo i1 2
Z E [(HAI*J) Blz—i:|
i=0 j=0

i1

—+o0
= Y ([T « Emd) )Es),

i Jj=0

(=]

+oo .
= ;) (of E(ng)) E(Bg)-

1

pois (n;') sdo i.d. e L é estritamente estaciondrio. Esta dltima série converge se o E(ng) <1 <

1 .
o < JED (pois ap > 0).
1

E(1)
segundo termo, E(Gti |) ndo seria finita. Como consequéncia da estacionaridade estrita dada pelo

Em suma, caso o >

a série divergia e portanto, independentemente da convergéncia do

Corolério 3.2.1, E(oy) também ndo seria finita. O
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Observagdo 2. Como ¢€ referido em Voutilainen et al. [10] a prova da implicacao inversa do lema
anterior decorre do Teorema 3.2 de Karlsen [7].

Finalmente apresentamos a prova do Corolério 3.2.2.

Demonstracdo. Comecemos por notar que também aqui decorre do Teorema 3.2.1 que a solucéo
tinica na classe dos processos que verificam sup;czE(67?) < oo é dada por

Gz+1 Z (HAI j) B,
pois como L € fracamente estaciondrio entdo é de segunda ordem, isto &, IE(L,Z) < o0, Ora,

k i—1 g —
||Hk,t_6t2+]||% = HZ (HA’*J') Bii — Z (HAt J) Bii
i=0 " j=0

X () s

i= k+1 j=0
+oo 1 2
< ¥ [ (Tas) o
i= k+1 j=0
~+oo i—1 2
-y E[( (HA,_j) B,_i) }
i=k+1 Jj=0

que tende para 0 quando k — 40 ja que € o resto de uma série convergente, como decorre da prova
do Lema 3.2.2. Assim,

]E(Hk,t - Gz2+1)2 —— 0, quando k — oo

e, consequentemente, Hy;, —— GZH ,em %, quando k — oo,
Por tltimo, em virtude da estacionaridade fraca de L, deduzimos que para Vk, Hy; € fracamente
estaciondrio pois

ko i—1
(i) = ZE(HAt 1) BB = b, TTE ) (@0+BE(L) = X ai(a+ FE(L)

i=0

¢ apenas fungéo de k e E(Hy  Hy,.1,) é apenas fungdo de k e h.
Desta forma, provou-se que (3.5) € a dnica solucdo fracamente estaciondria do modelo (3.1). [

3.3 Parametros do modelo e equacoes do tipo Yule-Walker

Nesta seccao procuramos expressdes, envolvendo os parametros do modelo (3.1), que permitam obter
estimadores com boas propriedades.

Voutilainen et al. [10] propde uma abordagem baseada numa caracterizaciao auto-regressiva de
ordem 1 utilizando as funcdes de autocovariancia de €2 e de L que conduzem a equacdes quadraticas
do tipo Yule-Walker.
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No que se segue apresentamos formas de obter os pardmetros ¢, &; € B que constituem a base de
construcao para estimadores adequados.

A partir deste momento assumiremos que E(L3) < 4o e o) < 1.

Consideremos que a solugio o2 é estaciondria nos dois sentidos e que o processo L & estritamente

estaciondrio com E(Ly) = k. Do modelo (3.1) tem-se

g =o/n} =o/n}— o} +0’ =0/n’ — 0 + oo+ o’ +PLi-1
= o+ one’  + 62 (nF—1)+BL_ (3.12)

e portanto, considerando a esperanga matemdtica vem

E(e}) = ao+ ouE(el )+ E(o} (n} — 1))+ B E(Li_)
= ao+ o E(g’ ) +E(07)E(n? — 1)+ B E(L),

pois 67 é independente de 1? e L é estritamente estacionario. Mais, dado que (1?2, € Z) é uma
sucessdo de varidveis aleatérias com a mesma lei, ou seja, E(17) = E(ng) = 1, obtemos

E(e?) = o+ oy E(g2 ) + Bk.

Da estacionaridade de 62 decorre a estacionaridade de €2, vindo entdo

oo+ Bk

E(g?) = ——— (3.13)

Seja Y = (Y;,t € Z) um processo auxiliar definido por

o + Bk
Y,=¢’— .
! ! 1—o
Ora, usando (3.12) vem
o + Bk a+pk 5 5 oo+ Bk
Y, =€ — = Y, +a —1 L1 —
SE T, o+ ouli—i+ o +o7(n—1)+BL- 1o
op + Pk
=Y +02(MF = 1)+ BL1 + oo+ (g — 1) 1_51

= oY1 +07(nF—1)+B (L —k)
=Y, 1+,

comZ; = 6,2(71,2 — 1)+ B(Li—1 —k).

Assim, Y admite a seguinte representacdo AR(1) :
Y=Y, 14+7Z, comO<a <1.

Uma vez determinada a caracterizacdo AR(1) segue-se um resultado que, utilizando a fungao de

2
autocovariancia de €2, dada por y(n) = E(¢?€?,,,) — (aﬁﬁk) ,ede L, dada por s(n) =E(L, L ,) —k>,

11—
nos auxilia para o célculo dos parAmetros o, o € 3.
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Lema 3.3.1. Suponhamos que E(ng )< 4ooe oy < \/ﬁ . Entdo para qualquer n # 0 vem
0

aiy(n) — o (y(n+1)+y(n—1)) +y(n) — B>s(n) =0 (3.14)
e paran =0 vem
4 2
e 7(0) ~2a (1) 7(0) - 2L p(0) o a.15

Demonstragdo. A prova da igualdade (3.14) segue o Lema 1 de Voutilainen et al. [11]. Note-se que a
estacionaridade estrita dos processos Y e Z decorre da estacionaridade estrita do processo ¢2.
(a) Os processos Y e Z admitem momentos de segunda ordem:

+ Bk + Bk 2
B(1?) = E(r) = E(e) - 2% Plgg) (%t PhY
1—o 1—o
Como o;' é independente de 1;* tem-se
E(e}) = E(oyng) = E(of)E(ng) < +eo, por hipétese e pelo Lema 3.2.2. (3.16)

Quanto ao processo Z tem-se, usando 0s mesmos argumentos,

E(Z}) =E[o](n? — 1)*] + B> E[(Li—1 — k)*]+2B E[6/ (1 — 1)(Li—1 — k)]
=E(0/'n}) —2E(0;'n}) + E(0;") + B> E(L7_;) — 2kB> E(Li—1) + KB +
+2B E(o?n*L,_1) — 2kB E(c’n}) — 2B E(6 L) +2kB E(c})
=E(6;)E(n}) —E(0;) + B E(L]_;) —K*B* < oo,

(b) Y e Z sdo processos centrados:

o + Bk
E(Y,) =E|e’ — 1_51 =0

E(Z) =E[o;(n — 1)+ B(Li-1 —k)] =E[o/(n — 1)] + B E(L—1) — Bk
=E(c/)E(n/) —E(07)
=0.

Notemos ainda que a fungiio de autocovariancia de ¥ é igual a de €2. Com efeito,

cov(Yy, Y1) =EYY4n) —EX)E(Yi4n) = E[(gtz _ 050—1—[31() ( 2 OCo-i—Bk)}

1—oy 1—oy
% + Bk o+ Bk\?
=Blefely) —27 - &)+ (T )

=E(ger,) — (Oioj(flky =y(n).
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Assim, dado que os processos Y e Z sdo centrados e admitem momentos de segunda ordem
finitos, multiplicando a equacdo Y, — o1 Y,—1 = Z, por Zy =Yy — o Y_ e considerando a esperanca
matematica vem

Yy —aY,—)(Yo—onY_1) = Z,Z
= E((Y,— Y1) (Yo—ouY_1)) = E(Z,Z0)
& E(Y,Yo) — uE(Y,Y_ 1) — oqE(Y,_ 1Y) + ?E(Y,_Y_|) = E(Z,Z))
& aty(n) —ai (y(n+1)+y(n—1))+y(n) —r(n) =0, Vn e Z, (3.17)

onde r(n) representa a funcéo de autocovariancia de Z.
O objetivo agora passa por determinar r(n). Sejan > 1. Entdo, uma vez que 62 é independente de

Ny, para s <t e os processos 1) e L sdo independentes um do outro, vem

r(n) = cov(Z;,Zy 1) = cov(Zy,Zy+1) = E(Z1Z,11)

=E[(of (N} — 1)+ B(Lo — k) (051 (Mays — 1)+ B(Ly— k)]

=E[o{ oy, (7 — 1My — D]+ B Elof(nf — 1)(Ln — k)] +

+B Elog 1 (My 1 — 1)(Lo — k)] + B? E[(Ly — k) (Lo — k)]

= B? E(LyL, — kLo — kL, + k*) = B* (E(LoL,) — k*) = B* s(n).

Deste modo, substituindo r(n) em (3.17) provamos (3.14).
Para mostrar (3.15), calculamos r(0) e, utilizando os mesmos argumentos tem-se

E[(of(nf —1)+B(Lo—k))*]

(o})E(n{) — 2E(0{)E(n?) + E(of) + B°E(LF) — Bk
(1) (E({) — 1)+ B> (E(LF) — )

(a)V(n3) + B>5(0).

r(0)=V(Z)

E
E
E

Logo, de (3.17) e sabendo que y(—1) = y(1) vem, paran =0,

a7 y(0) — o (¥(1)+¥(=1)) + 7(0) = r(0) =0
& 07 y(0) =200 y(1) +(0) —E(07)V(ng) — Bs(0) = 0. (3.18)
Segue de (3.16) que E(Gé) — E&) im, substituindo em (3.18) obtemos (3.15). d

E(ng)



26 Uma generalizacdo dos modelos GARCH

Vamos agora exprimir &, e [ em termos de 7= [y(n),y(n+1),y(n—1),7(1),7(0),E(g])].
Sejan € Z.

De (3.15) deduzimos B2 = L (afy(O) —2007(1) +7(0) — (3.19)

E(g W(n&))
s(0)

E(ng)

e, substituindo em (3.14) vem

ahwnamwn+n+ym1»+ym>s”(ah«»2myﬂ)+wm

& 1) - 2 0)] + ou 211 ) = (v 1) vl 1)] 4 700) +

s(0 5(0)
s(n) <E(€6‘)V(n§)
E(ng)

~¥0)) =o.
Considerando a seguinte notagdo:

) S
a(y) = y(n) S(O)Y(O)

b =22y~ (rn 1)+ yn— 1))

5(0)
s(n) (E(Sé‘ )V(n3)
E(ng)

obtemos entdao uma equagdo quadritica que permite o cdlculo de o dada por:

~7(0)),

aia(¥)+oub(¥) +c(y) =0.

Finalmente, assumindo que a(7y) # 0, tem-se

4a(Y)c(¥)

_ —bH) £/b(7)
2 (3.20)

2 _
104 (Y) = 7)

e, consequentemente, decorre de (3.19) que

ﬁ@w=¢l(mmmﬂmzawwwn+wmf’

0 (3.21)

Para o parametro o, usando (3.13) obtemos a seguinte expressao:

—

ao(¥, 1) = (1 =04 (7)) —B(7), com p =E(e]). (3.22)
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3.3.1 Estimadores para os parametros do modelo

E com base nas expressoes (3.20), (3.21) e (3.22) que construimos os estimadores para os coeficientes
do modelo. Consideremos, sem perda de generalidade, E(Lg) =k = 1.

Numa primeira anélise verificamos que estas expressodes envolvem a funcdo de autocovariancia
de €2, 7, e portanto esta deve ser estimada. Para além disso, notamos a presenca da fungio de
autocovariancia de L que, para este estudo, se assume como sendo totalmente conhecida.

Nesse sentido, o que se segue é relativo ao estimador da fungfo y que denotaremos por . Seja N
o tamanho da amostra e (812, 822, . 81%,) uma observacdo da série € resultante do modelo (3.1). Vamos
mostrar que o estimador de y(n) dado por

1 N—n

P(n) = N ) (e —€2)(e}, —€2) paran >0, (3.23)
t=1

onde €2 é a média de tais observagdes, é consistente, isto €, converge em probabilidade para y(n).
Como

1 Nz - - - -
2 202 202 202
NE,SSH-n €78 €&, 88]7

analisamos os termos:

M=
o
Y]

Z €t+n

De seguida, apresentamos um lema que nos auxilia na demonstracao dos dois resultados que
respondem a consisténcia desses termos.

Lema 3.3.2. Sejam t,s € Z. Entdo

2 %o v i
E(Gst)21_7%+ﬁzaif(f—s—i—1)a
i=0

com f(t —s) =E(LLs) = Cov(L;,Ly) + 1 =s(t —s) + 1.

—+oo
Demonstra¢do. Dado que 6,2 =Y ( H Ar_j- 1) B;_i_; com A; = (xm, e B, = ap+ BL;, entdo
i=0

~+oo

E(o?L) =E[ Y. (Hamt j-1) (@+BL i 1)L

i=0

+ —
=) E [(H ain’ j—l) (oo +BLi—i 1 )Ls} (Teorema da Convergéncia Monétona)
i=0 =0

— g E [(ﬁ)amfjlﬂ E[(oo + BLi—i-1)Lg],
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pois 7, e L, sdo independentes. Logo, como E(n?) =1 e E(Ly) = 1, vem

—+oo

E(o?Ly) =Y [od x (a0 + mE(L,,,-,lLS))} .

i=0

Assim,
E(67Ly) = Z%+BZO¢1EL1 i-1Ly) Za1+[32a1ft—z—l—s)
Estas dltimas séries convergem uma vez que o < 1 e E(L3) < +oo. Deste modo, tem-se

E(GIZLS) =

-«

N
Posto isto, segue-se entdo o resultado da convergéncia em probabilidade de % Y €.
=1
Lema 3.3.3. Suponhamos que E(n3) < +oo e quando t — +oo, Cov(Lg,L;) — 0.
Se 0y < ——— entdo
P VEmD

1
N

g2 ————— E(g3), em probabilidade, N — +oo.

M=

o=

Il
-

t

Demonstragdo. A prova deste Lema é feita com recurso a um resultado que se encontra em Voutilainen
et al. [10] 'Y, Comecamos por mostrar as hipéteses que sdo exigidas nesse resultado:

a) E(g?) existe e ndo depende de t;
b) V(e}) <C

c) Cov(g}, €2, ) converge para zero quando t — oo,

A alinea a) é imediata uma vez que de (3.13) se tem E(g?) = ‘f‘)ﬂf , para k = 1. Quanto a alinea

b), sabe-se que V(&?) = E(g}) — (E(g?))?. Ora,

E(g') =E(o/n/") = E(op)E(15)-

Dado que por hipétese se tem E(ng ) < oo, L estritamente estaciondrio e a; < ﬁ, decorre
Mo

do Lema 3.2.2 que E(0y) < + €, portanto,

E(g}) < oo.

(9Seja (U;,Us,...) uma sequéncia de varidveis aleatérias com igual esperanga matematica. Consideremos que V(U;) < C
e | Cov(U;,Up) |< g(| k— j|), onde g(i) — 0 quando i — oo. Entdo . - ): Ui — E(U;) em % (Voutilainen et al. [10], lema
k=1
7,p217).
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Desta forma, concluimos que V(¢?) < C. Relativamente 2 alinea c), tem-se
2 2 2.2 2 2
Cov(ef, &) = E(erer ) —E(e7)E(g7)-

Comecamos por fazer o estudo da E(el t+1) Sejat > 2. De (3.3) vem parak =1 —1

Oy = (HA, 1)61 "‘Z <HAt ]) B

e, consequentemente

t—1

t—=1 -1
&1 = O/ M = Nt [(HAti) or+Y, (HAH,') Bti]
i=0 j=0

i=0
—nz+1[([1:([jAt z)fﬁxamﬁti (ﬁAt /) B z],
i= j=

pois 812 = 6121712 eA| = 0617112- Assim,

z+1 le+1

(HA, ) one? +Z (HAt ) Bi- ]

Multiplicando por 8]2 e substituindo B; = oy + B L, obtemos

t—2
&’ 1€f = nz2+1(HAt*i)a181 +1001E Z (HAf J) B
i=0
2 (T2 R = 1
=% ([Joun?) e +n21ef Y (Hamt ;) (00 +BL—)
i=0 i=0 " j=0
e, aplicando a esperanga matemdtica, vem
2 2 2 (o2 4 2 o (T2
E(g16) = E{TIH-] (Ham,_i) O‘lgl} + ok [nt+181 Z (Halrh—jﬂ +
i=0 i=0 j=0
=1 -1
+ BE [Ltfinz2+1812_z, (Halntzfj)] =
ﬂ 81 +0€0E[Th+1z (Halnt 1)} (812) +

+ BE[n,HZ <H0‘177t ,)} (Li-i8f),

:JN

= O‘iE[ntzJA(

pois 1, é independente de L, e de oy, s < t. Além disso, como (1) sdoi.i.d com E(n3) = 1, concluimos

t—1 t—1

E(ef1€7) = ofE(e]) + aoE(ef) Y o +B ) ofE(€7L,—).
i=0 i=0



30 Uma generalizacdo dos modelos GARCH

Mais, visto que ¢; < 1, decorre do lema 3.3.2
E(efLi—i) = E(nioiL—;) = EM{)E(STL ) = —— +B Z al fli—1—j),

€ assim

t—1 t—1
E(e?167) = afE(e}) + 0E(el) Y of +B ¥ o (7= +ﬁZa )
i=0 i=0

1—oy

t—1
:a{]E(ef)+;)a{<OtoJE(elz) 1[3060 >+[3222a’+’f (i—1—j)

i=0j=0

t—1
:a{E(£§)+Za{<%E(e§)+lﬁ >+[3222a’+]fz—t ),
i=0

i=0j=0

pois o processo € € fortemente estaciondrio. Ora, tomando o limite tem-se

wE(g) | B 2 NN i
[Em E( H—lel) l—al +(1_ ) ﬁ tETNZ();)al fl_t_ )

2 t—1 4o

— E(g
(=) (=) " e g pois E(&)) = 1—a

a() +2050ﬁ 2 Ly i+j
(o PG LG
Dado que f(r) =s(t)+ 1= Cov(Lo,L;) + 1 e, por hipétese, Cov(Ly,L;) — 0 quando r — oo entdo

IM >0 atfi—t—j)| < Mait Vi jt.

Deste modo, utilizando o Teorema da convergéncia dominada‘!> concluimos que

t—1 4o +o00 400 +oo
CDICRIEEVES 3 RES WD L e
t%+°° i=0 j=0 1)
eportanto,
ol +2008 B? a+ B
lim E(e 0 ( ) E(e2)).
t~l>m ( t+181) (1—051) (l—al) l_al [ (81)}

Provdmos que, quando t — oo, Cov(ef, €2 ) — 0. Assim, aplicando o resultado!'*) vem

t+1

1
N

g2 ————— E(g2), em probabilidade quando N — oo,

M=

—_—

t

O]

(I5Teorema da convergéncia dominada: Se X, — X, e existe uma varidvel aleatéria Z € L; tal que |X,| < Z, entéo
E(X,) — E(X). (Resnick [9], Teorema 5.3.3, p.133).
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Finalmente, para completar o estudo da consisténcia de § surge um resultado que estabelece

N—n
condicdes para a convergéncia em probabilidade de 1%, Zl 8,2£t2+n.
1=

Lema 3.3.4. Seja E(L}) < +o0 e E(nS) < +o0. Mais, suponhamos que Vn,n| e ny fixos se verificam
as seguintes convergéncias quando t — +oo:

* Cov(Ly,L;) — 0
* Cov(LoL,,Ly;) — 0

® COV(LOLnl 7LtLt+n2) — 0

Se o < - entdo
E(né‘)4
n
N n Z g, —————— E(gle?) em probabilidade n € 7, N — +oo.
=1

Demonstracdo. Esta prova é semelhante a do Lema 3.3.3, isto é, a ideia é recorrer ao mesmo
resultado (14), para U, = 8,28,2+n, com t > n. Comecamos de modo similar ao anterior, ou seja,
pretendemos mostrar os seguintes pressupostos:

a) E(g?e?,,) existe e ndo depende de 7;
b) V(ee?,,) < C:

o) |Cov(edel etet,,) <

g(]t|) onde g(r) — 0 quando f — H-oo.
Para a alinea a), sabendo que £ = 6712, tem-se de (3.5) e usando o facto de € ser estritamente
estaciondrio
o0 ll 1 +oo lz 1
E(Eger%): [ Z <HA 1- j)B 1—ij nn Z (HAn 1 j) n— lfiz]

i1=0 " j=0

Uma vez que os termos das somas sdo ndo negativos vem pelo teorema da convergéncia monétona

foo oo i1—1 ir—1
E Z Z E[TIOTI;% HA 1—j HAn 1- ]B 1— len 1— 12}
i1=0 ip=
+oo  Hoo i1—1 ih—1
=) Z E[non,f HA 1—j HAn ! ]} (B_1-iyBn-1-i»)
i1=0 =l

pois 1) e L sdo processos independentes. Mas,

E(B-1-i\Bn-1-i,) = E([00 + BL-1-; ][00 + BLy—1-4,])
=05+ 0B E(Ly-1-5,) + 00 B(L-1-4) + B*E(Ly-1-5,L-1-4,)
= OC(% +2a0p +B2f(n+i1 — i),
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onde a dltima igualdade resulta da estacionaridade estrita do processo L com E(Lg) = 1. Assim,

4oo oo i1—1 ir—1

E(ge;) = Z Z E{non,f HA 1-j HAn 1 ]} (o +200B + B2 f(n+i1 —i))
Jj= Jj=

i1=0 =0
+oo  +oo ir—1

- Y Y E[nin? Ham - Hocmn ;| (@ +200B + B2 (n-+ir —i2))

i1=0 =0
foo oo -1

- Z Z al al [n(%nn HTI 1—j Hnn 1— ]] ((X0—|-2(X()ﬁ+ﬁ f(n+ll_12))

i(1=0 ip=
—+o0  Hoo

=) Z allal (0 +200B +B2f(n+ii —in))

i1=0 ir=l

porque o processo 7] € de componentes i.i.d. com ]E(ng) = 1. Deste forma, visto que ¢; < 1 vem, tal
como no lema anterior,

a2 200 foo oo
F(e2e2) — 0 2 o+ _
98 = T ey TP R )

Finalmente, como E(L§) < +o e Cov(Lo,L;) — 0 quando t — +oo, concluimos que E(gje?)
existe e é independente de ¢.

No que toca a V(g3¢€2), temos em conta a férmula de Kdenig, e portanto devemos analisar E(gj€}),
desenvolvendo cdlculos andlogos aos anteriores.

Relativamente a alinea c), pretendemos mostrar que

Cov(edel €2€%,,) = E(e3ele’el,,) — E(eg el E (€€ ).

converge para zero quando ¢ — +-oo.
Dado que & = o;7;, sucede de (3.5)

+o0 il—] oo iz—]

E(g e €€l ,) ZE[ Y <HA717j) Bo_qngx Y, (HAnflfj) By 1_i, N} X
i1=0 " j=0 ip=0 " j=0
o0 13 1 —+o0 l4 1
X Z (HAI 1— j) Bt 1—- 137]1 X Z (HAtJrn 1- j) Bt+n 1- t4nt+n (324)
iz=0 " j=0
—E(z)"9.

O objetivo passa por utilizar o teorema da convergéncia dominada (15) em (3.24) para concluir
que lim,_, 1 E(e3€2€2€2,,) = [E(€5€2))? pois pela estacionaridade estrita de €, E(e3€2) = E(g2€?,,).
Assim, esta prova estd dividida em duas partes:

1. Averiguar se existe uma v.a. dominante Z € % tal que |Z;| < Z;

2. Calcular o limite de (3.24), lim,, 1 E(Z;) .

(16)Notagéo: Zi =Z(n).
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Primeiramente, note-se que o Teorema da Convergéncia Monétona'®) aplicado a (3.24) permite-
nos afirmar que

i1—1 ir—1

2 2
HAfH) B_j_ing % (HAn,l,.,) By_1-i,My X
j=0 J=0
iz—1 ig—1

X <HAtflfj> Bi_1-in} % (HAtJrnflfj) Bt+n717i4nt2+n}
=0 =0

= Z Z Z Z E (B—l—h Bn—]—i2 B[—l_[3 Bl+n—]—i4) X

i1=0 =0 i3=0 i4=0

Hoo oo foo foo
E(geee ) =Y Y Y ¥ E[(

i1=0i,=0i3=0i4=0

i1—1 ir—1 iz—1 is—1

< E[mimintnz, [TA--; [Tae1o [Tac [TAw1o]. 325
j=0 j=0 j=0 j=0

pois 1) e L s@o processos independentes.
Deste modo, analisamos os seguintes termos separadamente:

E (B-i—i, Bim1—i» Bi—1—is Bryn—1-i,) (3.26)
-1 i1 i3—1 i1

E|ngnaningn HAfH [TA-- [TA-1-; HA”F"*I*J}‘ (3.27)
j= i=0 j= i=0

1. Existéncia de uma v.a. dominante Z integravel

Relativamente a (3.26) decorre da estacionaridade estrita de B que

E (B-1-i; Bu-1-iy Br—1—is Brn-1-i,) = E[(&to + BL—;, ) (0t + BLn—i,) (0t + BLs—i3) (00 + BLrn—i, )]

= o +403B 4 0@ B E(Ls—iLisn—iy) + E(Ln—iyLisn—i,) + E(Ln_iyLi—iy) +E(L_i\ Liyn_i,) +
+E(L i\ Li—iy) + E(L_i,Ln—i,)] + 00> [E(Lin—iLn—i,Li—iy) +E(L i, Li—Lini,) +
+E(L—iyLy—isLesn—iy) + E(L_i, Lu—i,Li—iy)| + B*E(L_i, Lu—i, Li—i Lysn—iy ) (3.28)

porque L é um processo fortemente estaciondrio com E(Lg) = 1.
Ora, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz vem

e E(L,L;) < /E(LZ)E(L?) < V/E(LL)E(L?), comm,z € {—i1,n—ir,t —iz,t +n—is}em#z.

C B(LoLLy) < \JEGLEL) < \/VEGEL) E(L). comm,z.pe {~in
t—izt+n—istem#£z#p.

o E(LnL.LyL,) <\/IEL2L2 E(L3L2) < \/‘/ E(LL)ELY) | /E(LA)E(LY), comm,z,p,q € {~i

n—iyt—izt+n—istem#z#p#q.

Assim, uma vez que por hipétese E(Lé) < o0, concluimos que a expressio (3.26) € limitada.
Para mostrar (3.27) temos em conta as seguintes desigualdades que sao obtidas utilizando nova-
mente a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
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E(ng) < /E(ng)

E(ng) =E(n3no) < \/E(n§)E(ng) e portanto 1 /E(ng) = E(ng))? < (E(n))3,

()
porque X < x3 parax > 1.

* B(ng) < \/]m logo E(né") =E(ning) < \/E(§E(m) < (E(n§))? . consequente-
mente (E (no)) <(E (Tl()))

Deduzimos entdo

1 1 1
=E(n3) < (E(my))> < (E(M§))> < (E(15))* < +eo. (3.29)
Agora, note-se que, para n > 0 vem para (3.27), variando os indices dos produtos,

131 141

ih—1
{nonr%ntzntan HA 1-j HAH 1—j HAI 1—j HAH-n 1 ]:|

i1—1 ir—1 i3—1 is—1

:E(nt+n |:n0nnnt HA 1—j HAn 1—j HAt 1—j HAH—n 1 ji|

ij—1 ir—1 iz—1 isg—1

<E(7712+n) [nonn HA 1-j HAn 1—j HAt 1—j H At+n 1—- j]
j=0

Jj#n—1
5 i1—1 ir—1 i3—1 ig—1
E(nt+n) (77: [Tlo HA 1—j HAn 1—j H Ar1- —j H At+n 1 j:|
J#t n—1 j;&n 1
j#t—1
) ll 1 12 1 l3 1 14 1
<E(ﬂz+n) (nt) [HA 1—j H Ap—1- J H A1 J H Arin—1- /}
172"01 j;ét n—1 j;&n—l
J#—=1 j#t—1
J#t+n—1
i1—1 ih—1 i3—1 ig—1
—CIE[HAI,HAM, [T 4o 11 Avn1),
0
]?é” 1 jyét n—1 j;én 1
j#-1 J#1-1

J#t+n—1
tendo-se também, segundo Voutilainen et al. [10], paran =0

i1—1 ir—1 iz—1 is—1

[no maninn [1A-1—; [TAn-1— [TA-1— T] At-i—n—l—j}
=0 =0 =0 =0

l—l lz 1 l3 1 l4 1

[nonz HAIJHAIJHAIIJHAIIJ}

lll 121

i3—1
<GE|[Ta; [T45 [T
=0 =0 =0

iy—1 i1—1 ih—1 i3—1 ig—1

]I:!)Atj} SCzE[ [14-; ]I;!)A,j JI;!)A,‘,- JH)AJ}.

J=0
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Desta forma, para mostrar que (3.25) € limitada, resta verificar que

400 400 +4oo oo i—1 ih—1 iz—1 ig—1
T F ¥ el fla e T e ) <
=0 =0 i3=0 iu= j=0 j=0 j=0

Mas, segundo [10], tem-se a majoracdo seguinte:

400 oo oo oo i1—1 ir—1 iz—1 ig—1

Y Y Y YE [14- HA—f HA—J HA—/}

11 =0 12 =0 lz =0 14—0 j*

Hoo Iy i3 i i1—1 ih—1 iz—1 ig—1
<af ¥ 3 %[ [1a a0 1]
i4=0 i3=0 i,=0 i;=

Ora, como o processo 7] é de varidveis independentes e identicamente distribuidas vem para

i1 <ip <i3 <4, agrupando convenientemente de acordo com os indices,

iz—1 is—1

ih—1 ih—1 i3—1 is—1 i—1 ir—1
1 +ip+iz+i
E| [TA- [T4- HAfJ HA | =g “E[Hn i [InZ; T2 Hn-J
j=0 j=0 =0 Jj=0 Jj=0
= o TERE () E(ng) T VE(n) P E(ng) )
= oy TETREE () T E(ng) 2T VE(ng) B,

pois E(ng) = 1. Assim,

doo iy i3 in i1—1 ih—1 i3—1 ig—1

Ay Y Y Y [HA—J 14~ 114 HA—J

140130120110 ]*

o0 l4 l’; lz . . . .
— 4! Z Z Z Z az|+12+13+14E(n )”E(n )(zz—zl)E(nal)(zg,—tz)
i4=0 i3=0 i»=0 ;=
s EmO)\ & Emd))
=41Y o ¥ (uE(ng))" o o
142—'0 i3=0 ‘ 1220 E(na‘) ilz:"o E(m?)
o
SR ]
i4:O l’; 0 = l] =0
3 6
onde 71 = oy EE?I i, = 1%5233 = OCIE(HS).

Deste modo, precisamos de provar que

Z oy’ Z Z Z Z) < oo, (3.30)

= l'; =0 12—0 l|

o que € estabelecido por [10] com argumentos envolvendo séries geométricas.
Concluindo, mostramos que o termo (3.24) é limitado, isto €, mostramos que existe Z tal que

|Z| < Z,com E(Z;) < 0.

2. Calcular lim;_, 1 E(Z;)
Também aqui, para o cédlculo do limite, consideramos os dois termos (3.26) e (3.27) separadamente.
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Para (3.26) recorremos ao que foi obtido em (3.28). De relembrar que no Lema 3.3.2 definimos
f(t—s)=E(LLs) =Cov(L;,Ls) +1 = s(t — s) + 1 e portanto temos

lim E<L—i1Ln—i2) = f(n —i+ l])

t—o0

llm E(Ltfi3Lt+n7i4) == f(n - l4 + 13)

t—roo

As relagdes seguintes apresentadas em Voutilainen et al. [10],

llm ]E(L_il Ll—i3Ll+Yl—i4) - f(l’l + l3 - 14)

1—>oo

lim E(L,ian,izL,,,éLprn,u) = f(n +i;— lz)f(n +i3— i4).

f—+o0

permitem calcular o limite de (3.26), dado por:

lim £ (B—il Bl’l—iz Bl—i3 Bt+n—i4>

t—roo

=og +4a3B+ 0GB A+ fn—ip+ir)+ f(n—is+i3)] +aoB’[f(n+it—ia) + f(ntis—is) +
+f(ntiy —i) + f(n+izs—ia)] +BHf(n+is —ia) f(n+iz—is)]

= oy +405B + g4+ f(n—ir+i) + f(n—is+iz)] + P 2f(nt+i—ix) +
+2f(n+is —ia)] + BHf(n+ iy —i2) f(n+ i3 —is)]

= (a5 +200B + B> f(n+i1 —ir)) (0§ +200B + B> f(n+i3—iy)). (3.31)

Retomando agora para (3.27), temos a seguinte igualdade

ii—1 ir—1 iz—1 ig—1

E[néninfnfin HA,l,j HAnflfj HAtflfj HAl+n717j:|
=0 =0 =0 =0

i1—1 ir—1 iz—1 ig—1

E[néni [T1A-1-; HAnflfj:| E[ntznt2+n [TA-1-; HAanlfj}
=0 =0 =0 =0

-1 i1 is—1 i1
ZE[H(%H,% [1A-1-; HAnflfj:| E[nén% [T1A-1-; HAnflfj]a (3.32)
j=0 j=0 j=0 j=0

dado que A € estritamente estacionario.
Finalmente, de (3.31) e (3.32) obtemos para lim,_, 1« [E(Z;) 0 seguinte

[Nim B(egeie’er,) =3 Y ¥ ) E[néni | E HAnfl—j] x
j=0 j=0

i1=0 =0 i3=0 is=0

is—1 ig—1

X E[’?gng HAflfj HAnflfj] X
=0 =0

X (0 +200B + B2 f(n+i1 —i2)) (0 +200B + B f(n+i3—ia)). (3.33)
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Recapitulando, teremos

lim Cov(eje?, e’e,,) =0

t——+oo
0= lim (E(ge,6¢,) —E(&e, E(g€,))
& 0= lim (E(efe;ee’,) — (E(ege)’)

devido a estacionaridade do processo €. Ora

+oo  +oo l —1 12 1

E(e} Z X E[nin? HA - .HA" | BB Ban), (34)

( =0 ih=
o2 s2m2
pois & = o/ ;. Mas,

E(B_1-iBn-1-i,) = E([ao+ BL_1—; ][0+ BLy—1-4,))
=0 + P E(Ln—1-i,) + B E(L_1_;,) + B*E(Ln—1-i,L1-;,)
= of + 200 + BAf(n+i1 —ia),
que resulta da estacionaridade estrita do processo L com E(Ly) = 1. Assim, para (3.34) temos
o0 Hoo l -1 lZ 1
E(gge) =), Y E[Tlorlﬁ HA 1-j HA,, I J] (g +200 + B f(n+ i1 — in)),

i1=0 =0

isto é, tem-se, comparando com (3.33),

. 2.2.2.2 2,212

Tim E(eggelelel,) = (E(egel))

—r oo
Deste modo, provamos a alinea ¢), ou seja, quando ¢ — oo, Cov(eos 8,28,2+n) — 0.
Podemos assim concluir!'?) que

N—n

Ni glel, ————— E(gle?) em probabilidade Vn € Z, quando N — -+oo.
Ryt

Notemos que a validade das condi¢des do Lema 3.3.4 (E(ng) < oo, 0 < ( 18 T ) implica a vali-
E 4

Mo
dade das condi¢des do Lema 3.3.3 (E(né’ ) < oo, 0 < ﬁ) pois para verificar que a; < ( 18).
o E(ng)*

implica o < \/W’ basta ter em atenc¢do as desigualdades que foram obtidas em (3.29), onde foi

1
provado que (E(1)3)) < (E(n§))*.
Assim, quando somos confrontados com a veracidade das hipéteses do lema 3.3.4, podemos

afirmar que o estimador § é consistente.
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Sintetizando, comegdmos por calcular os pardmetros do modelo em termos da funcdo de autoco-
variincia y. Fomos entdo encontrar um estimador consistente para y. Assim, podemos apresentar a
seguinte definicdo, relativa aos estimadores dos coeficientes do modelo (3.1).

Suponhamos N > 1 e consideremos as seguintes notagdes:

d)—lis“
=Yl

—
~

F=[9(n),9(n+1),9(n—1),91),90),6] e  E=[7 7] paran#0 fixo,
com ¥ definido em (3.23).

Definicio 3.3.1. Os estimadores para os pardmetros o, 3 e oy sdo dados, respetivamente, por

661 = 0 (’}’) = = s (3.35)

do = ao(€) = 11— e () — B(H). (337)

comn#0, ay,B e o dados por (3.20), (3.21) e (3.22).

Finalizamos esta seccdo com um resultado que explicita condi¢cdes que garantem que 0s esti-

madores encontrados sdo consistentes.

Teorema 3.3.1. Suponhamos que a(y) # 0 e b(¥)*> —4 a(¥) c(¥) > 0. Consideremos ainda que se

verificam os pressupostos do Lema 3.3.4, ou seja,
s E(L}) <+ e E(nf) < +oo
* Cov(Ly,L;) — 0, Cov(LoLy,Ls;) — 0 e Cov(LoLy,,LiLi1pn,) — 0, Vn,n; e ny fixos, quando
t — +oo

1
r.
E(ng)4

Entdo os estimadores dy, B e dy dados, respetivamente, por (3.35), (3.36) e (3.37) sdo consistentes.

e o <

Demonstracdo. Visto que as hipdteses do Lema 3.3.4 se verificam e, consequentemente, também siao
validas as do Lema 3.3.3, entdo todos os estimadores envolvidos nas férmulas (3.35), (3.36) e (3.37)
sdo consistentes, isto &, o estimador da média, da funcdo de autocovaridncia y e do segundo momento
de €? sdo consistentes.

Assim, como a convergéncia em probabilidade é preservada por aplicagdes continuas entio os

estimadores d;, 3 e d sdo consistentes. O
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3.4 Movimento Browniano Fracionario

A consisténcia dos estimadores dos pardmetros foi estabelecida sob vdrias condicdes incidentes sobre
o processo L presente na definicdo do modelo (3.1). Voutilainen et al. [10] propde vérios exemplos
(movimento Browniano fraciondrio, o processo de Poisson compensado e o processo de Rosenblatt)
considerando

L= (W1 — W),

onde W = (W;,t € R) é um processo estocdstico com incrementos estaciondrios!”),

Nesta secc@o vamos resumir o estudo do movimento Browniano fraciondrio que utilizaremos
depois no estudo de simulacdes e do caso real.

O Movimento Browniano fraciondrio [13] é um processo gaussiano Bf = (Bt € R) centrado,
cuja func¢ao de covaridncia é dada por

1
Cov(B{',By;) = E(B{'B}y) = 5( [t P [m P | —m | ) tLmeR,  (338)

onde H € (0, 1) é designado por pardmetro de Hurst.
Seja W; = B paratodo t € R. Assim, vem

H H\2
Notemos que B ¢ de incrementos estaciondrios. De facto,

E(Bt, —Blyy) =0=E(B —B"),

COV(Bﬁh - B{’_I-‘rh?Bg-‘rh - Bff+h) = E[(Bﬁh - Bgrh)(Bngh *Bfﬁh)]
= SRR o+ B P e h P P
+t—ri P = hP — | B+ =P+ e+ R+
+lr P == )

1
= S (le=n P —n P = P = [ = 2.

Ora,

Cov(B{' — B[, Bl —B[!) = E[(B]' —B})(B}! —B}!)]
1
= E(ItIZH L e T e e oY e e e e A

— [P+ lr=a PP P n P = = P

1
= (e =t Pl =n P [ P == 2.

(7 Consideremos que um processo X tem incrementos estaciondrios se Vr <t,Vh > 0, X;1p, — Xp4n = X — X, em lei.
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Como B! ¢ gaussiano concluimos que BZ , — B, tem a mesma lei de B — BY.
Verifiquemos que E(L,) = 1. Para tal, recorremos a (3.38) e obtemos:

E(L) =E((B}, — B')?)
=E((Bf1,)*) —2E(B,B/") +E((B')?)
1
=l 1P =23l 1P 4P = 1)
= e+ 1P e+ 1P — P 14 =1
Mais, para t,m > 0 vem 18)
Cov(Ly,Ly) = E(LLy) —E(L)E(L,) = E((B™, — B")?(B2 | — B®)?) — 1 = 2r};(t,m), (3.40)

onderH(t,m):%Ot—m—i-l P+ t—m—1* —2|t—m|2H).

De seguida mostramos que tendo o processo L assim definido s@o satisfeitas as duas primeiras
condicdes do Lema 3.3.4, onde se estabelece a consisténcia dos estimadores dos pardmetros do
modelo.

Condicao 1: Cov(Ly,L;) — 0.
De facto, decorre de (3.40)

Cov(Ly,L,) = E(LoL,) — 1 = E((BY — B> (B2, — B)?) — 1 = 2r7,(1,0).

Ora, uma vez que rg(t,0) se comporta como ¢2/=2, para ¢ grande, entio, quando ¢ — oo,
ra(t,0) — 0 e desta forma concluimos Cov(Loy,L;) — 0.

Condicéo 2: Cov(LoL,,Ly;) — 0.
De novo, de (3.40) tem-se

Cov(LoLn, L) = E(LoLyL;) — E(LoL,)E(L,)
E((BY —BY)* (Bl — B2 (Bl — B')?) —E((BY — By )* (B, —By)?)
E((BY —BY)*(B)ly — B )2 (Bl — Bi')?) — 217 (n,0) — 1.

Atentemos ao cédlculo da E((BY — Bf)*(Bf | — B)?(BY | — Bf")?). Suponhamos que n > 1,

t > n e consideremos o vetor (Z;,Z) gaussiano com Z; ~ .4 (0,1),i = 1,2. Assim, tem-se ¥

Zr = COV(Zl,Zz)Zl + \/1 - C0V2(Z1,Z2)N (3.41)

U8Seja t,5 > 0 e B o movimento Browniano fraciondrio com H € (0,1). Entio E((Bfil fo’)z(BgH - B2 =
2r%(t,5) + 1 onde ry(t,s) = %( [t—s+1 2 4 |r—s—12H —2|r—5 2 ) (Voutilainen et al. [11], Lema 2, p.73).

COV(G] ,Gz)

19ge (G1,G7) é um vetor gaussiano centrado entio G, = V(D) G+ \/V(Gz) - %Nz, com N, uma varidvel

aleatdria normal, centrada, reduzida e independente de G| ( Bahamonde et al. [1], Lema 2, p.73).
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onde N é uma varidvel aleatéria normal centrada, reduzida e independente de Z;.
Ora, decorre de (3.41)

E(Z272) =E [Zf (C0v2 (21,22)23 + (1~ Co*(Z1, Z2)N* +2 Cov(Z4,22) 21/ 1 — Cov? (2, ,ZZ)NH

=E(Z})Cov*(Z1,2,) + E(N*)E(Z})(1 — Cov* (21, 2y)),

pois N e Z; sdo independentes. Mais, tendo em conta que Z; e N sdo gaussianas normais, centradas e
reduzidas sabe-se que E(Z}) =3 e E(Z}) = 1 = E(N?), logo

E(Z373) =3 Cov*(Z1,23) + 1 — Cov*(Z1,25) = 1 +2Cov*(Z1,2) = 1 +2((E(Z12,))?.  (3.42)

Do mesmo modo, isto é, utilizando (3.41), com (Z;,Z,,7Z3) gaussiano, Z; ~ 4 (0,1),i = 1,2,3,
tem-se

E(Z2Z272) =E [z% <C0v2 (21,2)Z% + (1 — Cov*(Z1,25))N? +

12 Cov(Z1,25)Z, \/ - Cov?(Z, ,ZZ)N> Zﬂ

= E(Z{Z3)Cov*(Z1,2) + E(Z373) (1 — Cov*(Z1,Z2)).

Agora, para

Z3 = COV(Z] ,Z3)Z] + \/1 - COVZ(Zl ,Z3)N
vem
E(Z2227%) =E [Z;‘ (C0v2 (21,23)22 + (1 — Cov*(2Z, ,Zg))Nz)} Cov3(Z1,22) +

+E [z% (C0v2(21 Z3)Z2 + (1 - Co? (24 ,23))N2)} (1—Co?(21,25))

= E(Z8) Cov*(Z1,23) Cov?(Zy,2Z2) + E(NPE(Z}) (1 — Cov*(Z1,Z3)) Cov*(Z1,Z2) +
+ E(Z})Cov*(Z1,25) (1 — Cov*(Z1,2,)) +
+E(N?)E(Z?) (1 —Cov*(Z1,23))(1 — Cov*(Zy,25)).

O calculo da E(Zf) ¢ feito recordando que os momentos de ordem par de uma lei .47(0,1) sdo

iguais a:
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Assim, dado que E(Z%) = 15 e E(Z}) = 3 obtemos

E(Z}7373) = 15Cov*(Z1,Z3)Cov*(Z1,Z2) +3(1 — Cov*(Zy,23))Cov* (Z1,Z5) +
+ 3Cov*(Z1,23)(1 — Cov*(Z1,25)) + (1 — Cov*(Z1,23))(1 — Cov?(Zy,2Z,))

= 15[E(Z123) 2 [E(Z122))? + 3[E(Z122))? — 3[E(Z1Z3) P [E(Z12,)]? + 3[E(Z123)]* —
—3[E(Z123)P[E(Z1 22) ) +1 = [E(Z122))? — [E(Z125))* + [E(Z123))* [E(Z1 22)

=2[E(Z12,)]? +2[E(Z1Z3)]* + 10[E(Z, Z,) ]2 [E(Z, Z3)]> + 1

=R(Z{Z3)] +2[E(Z1Z5)]* + 10[E(Z1 22)* [E(Z1 Z3)]7,

porque provou-se em (3.42) que E(Z?Z2) = 1 +2((E(Z12,))>.

Deste modo, para Z; = B{{ —Bg, Zr = BnH+l —B,’f e/ = B{il —B,H vem

E((BY — By )* (B, — B )’ (B, —B")*) =

= E((BY —B{)*(Bl., - BY')*) + 2[E((B — B ) (B, — B))* +
+10 [E((BY —BY)(Bi,, — BI))* [E((BY —Bg)(B\, — B{")))?

=212, (n,0) 4 142r%(2,0) + 10 17 (n,0) r5(z,0) ,

logo

Cov(LoLy,L;) =E((BY — By )*(By,, — BY )*(B'., = B')*) = 2rj; (n) — 1
=212, (n,0) 4+ 142r%(1,0) + 10 r(n,0) r%(2,0) — 2r3(n,0) — 1
= 2r2,(¢,0) + 217 (t,n) 4+ 10 1, (n,0) 17(z,0).

Vimos que quando ¢ — oo, ry converge para 0, e portanto concluimos que Cov(LoLy,L1;) — 0.

Como ¢ referido em Voutilainen et al. [10] a terceira condicdo do Lema 3.3.4 tem célculos muito
complexos. Os autores apresentam algumas notas sobre a sua avaliacdo e afirmam que tal pressuposto
vale para o movimento Browniano fraciondrio.

3.5 Simulacoes

Uma vez realizado o estudo relativo a estimacao dos coeficientes do modelo (3.1) é interessante
avaliar, por meio de simulagdes, o seu comportamento com amostras de dimensoes médias e elevadas.
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Relembremos que o modelo (3.1) é dado por:
& =0 M

of=ap+on e’ | +B Ly

onde ap >0, a; >0, B > 0 e que o processo L para todo o ¢ € Z é definido como em (3.39).

O parametro de Hurst que vamos usar é H = %. Relativamente ao processo 11 assumimos que
é gaussiano, centrado e de varidncia unitdria, e para os parametros do modelo estabelecemos os
seguintes valores: &g =1, ¢y = 0.1 e f =0.5. Sejaaindan=1e N € {100,1000,10000} o tamanho
das amostras em andlise.

As simulacgdes que se seguem foram efetuadas utilizando o MATLAB.

Comegdmos por gerar B, usando a fun¢io fbmld, disponivel em MATLAB, que simula o
movimento Browniano fraciondrio e que permitiu o célculo de L;, parat =0, 1,...,N — 2. De seguida,
simuldmos 1, parat =1,2,....N — 1.

Posto isto, e considerando a condicao inicial 83 = 1.7, sugerida pela expressao (3.13) quando
k=1, gerdmos o7 parat = 1,...,N e consequentemente produzimos {&3,€7,...,€y_, }. Desta forma
temos uma amostra de dimensao N.

O passo seguinte consiste em programar os estimadores dos pardmetros o, a; ¢ . Com esse
objetivo comega-se por determinar o estimador para a fungio de autocovariancia de £ dado por (3.23).
Desde jd notamos que apenas serd necessario o célculo de 7(0), (1) e $(2).

Além disso verificamos, através dos calculos efetuados na seccio 3.3, que precisamos também de
determinar a func@o de autocovariancia de L, s(n), paran=0en = 1.

Notemos que as formulas dos estimadores dos pardmetros envolvem raizes quadradas pelo que
podem surgir nimeros complexos e portanto, de forma a colmatar tal problema, eliminamos os valores
ndo reais, de modo semelhante ao procedimento adotado em Voutilainen et al. [10].

Foram realizadas 1000 réplicas de amostras de dimensdo N e efetudmos os histogramas das
estimativas de &y, &1 e ﬁ

Na Figura 3.1 apresentamos os trés histogramas relativos a dimensao N = 100 e verificamos, pela
observacgao da Tabela 3.1, que os valores estimados dos pardmetros sdo uma boa aproximacao dos
verdadeiros valores. Constatamos também que nesta simulacio 49.1% das iteragdes resultaram em
ndmeros complexos.
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Fig. 3.1 Modelo 3.1 com N =100, =1, a; =0.1e B =0.5
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Tabela 3.1 Média e desvio padrio das estimativas dos pardmetros do modelo (3.1) para N = 100

‘ Média Desvio padrio
1.0659 0.3425
0.0908 0.1391
0.5213 0.3369

= S) §>

A Figura 3.2 € relativa a amostras de dimensao N = 1000. A andlise da Tabela 3.2 permite-nos
concluir que obtivemos melhores resultados para os estimadores &g e &1, uma vez que os valores das
médias se aproximam mais do valor esperado e existe um decréscimo do desvio padrio.

Quanto ao estimador B notamos que apesar de existir um decréscimo do desvio padrao, o valor
médio afastou-se do esperado.

Uma outra diferenga notéria, comparativamente com a simulagdo anterior, foi a percentagem de
iteragdes que resultaram em ntimeros complexos que desceu de 49.1% para 4.4% (a semelhanca do
observado em Voutilainen et al. [10]).
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(a) Estimativas de oy (b) Estimativas de a; (c) Estimativas de 3

Fig. 3.2 Modelo 3.1 com N = 1000,00 =1, 0, =0.1e  =0.5

Tabela 3.2 Média e desvio padrdo das estimativas dos pardmetros do modelo (3.1) para N = 1000

‘ Média Desvio padrio
1.0470 0.1667
0.0962 0.0540
0.4670 0.1805

= S> 8)

No que diz respeito ao tamanho N = 10000, cujos histogramas se apresentam na Figura 3.3,
verificamos, pela observacido da Tabela 3.3, uma melhoria nos resultados face aos anteriores. Os
valores médios estimados aproximaram-se ainda mais dos verdadeiros valores e o desvio padrdao
baixou consideravelmente para todos os estimadores.

Para além disso, nesta simulagdo contrariamente as anteriores nao surgiu qualquer ndmero
complexo. (este facto também foi observado por Voutilainen et al. [10]).
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Fig. 3.3 Modelo 3.1 com N = 10000, =1, 2 =0.1e B =0.5
Tabela 3.3 Média e desvio padrao das estimativas dos pardmetros do modelo (3.1) para N = 10000

‘ Média Desvio padrio
1.0052 0.0603
0.1013 0.0195
0.4922 0.0644

= S) §>

Como j4 foi referido o pardmetro de Hurst aqui usado foi H = 0.8. De forma a analisarmos a
influéncia desse valor nos célculos dos estimadores, efetuamos outras simulagdes com H = 0.1,
H=0.5e H=0.9. Os resultados obtidos encontram-se na Tabela 3.4.

Tabela 3.4 Média das estimativas dos pardmetros do modelo (3.1) com N = 100

H & od] B

0.1 | 1.0477 0.0825 0.5588
0.5 | 1.0206 0.0801 0.5664
0.8 | 1.0574 0.0943 0.5316
0.9 | 1.1018 0.1019 0.5323

Podemos concluir que variar o pardmetro H pouco interfere nos valores estimados dos pardmetros
do modelo.

3.6 Aplicacao: Corticeira Amorim

O objetivo agora passa por aplicar o modelo proposto em Voutilainen et al. [10] e um modelo da
classe dos GARCH cldssicos a uma mesma série temporal observada, com a finalidade de comparar
os modelos estimados resultantes.

A Corticeira Amorim €&, atualmente, considerado o maior grupo de transformacao de cortiga do
mundo. Com uma origem que remonta a 1870, esta empresa € uma das maiores, melhor qualificadas e
mais inovadoras multinacionais de origem portuguesa. Atua nas mais diversas atividades como na
inddstria aeroespacial, automdvel, constru¢do, vinhos e espumantes, entre muitas outras. E também
de realcar que esta empresa ¢ uma das englobadas no PSI-20, o principal indice bolsista da Euronext
Lisboa.

Consideremos a série temporal relativa as cotagdes didrias de fecho das agdes da Corticeira
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Amorim durante o periodo de 31 de Maio de 2019 a 2 de Maio de 2022, o que totaliza 750 observacdes.

Recorrendo ao software Eviews, verificou-se que a série em questdo ndo era estaciondria e portanto
considerdmos a série das diferencas cujo comportamento evidenciava ser de um ruido branco. Com
efeito, constatamos através da andlise do correlograma (Figura 3.4) que as autocorrelagdes ndo sao

significativas e portanto estaremos na presenca de um ruido branco.

Correlogram of D{CORTICEIRA)

Date: 06/04/22 Time: 12:31
Sample: 1750
Included observations: 749

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  C-Stat Prob

1 -0.047 -0.047 1.6530 0199
2 -0.023 -0.025 20365 0361
3 -0.036 -0.038 3.0159 0389
4 -0.070 -0.075 67590 0149
5 0.047 0038 84166 0135
6 0.062 0062 11319 0079
7 0012 0015 11435 0121
8 -0.043 -0.041 12849 0117
9 -0.029 -0.022 13490 0142
0
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Fig. 3.4 Correlograma da série das diferencgas das cotagdes de fecho didrias da Corticeira Amorim

Seguidamente avaliamos a presenca de heteroscedasticidade condicional dos residuos utilizando o
teste ARCH LM que tem como hipétese nula Hy : Auséncia de heteroscedasticidade.
Na Figura 3.5, observamos que o p-valor obtido leva a rejeicao da hipdtese nula aos niveis de

significancia usuais.

Heteroskedasticity Test: ARCH

F-statistic 19.25818 Prob. F(1,746) 0.0000
Qbs*R-squared 18.82387 Prob. Chi-Square(1) 0.0000
Test Equation:

Dependent Variable: RESID"2

Method: Least Squares

Date: 06/05/22 Time: 12:09

Sample (adjusted): 3 750

Included observations: 748 after adjustments

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 0.022586 0.002477 9117343 0.0000
RESID"2(-1) 0.158633 0.036148 4.388415 0.0000
R-squared 0.025166 Mean dependentvar 0.026844
Adjusted R-squared 0.023859 S.D. dependentvar 0.063098
S.E. of regression 0.062341 Akaike info criterion -2.709738
Sum sguared resid 2899216 Schwarz criterion -2.697392
Log likelihood 1015.442 Hannan-Quinn criter. -2.704980
F-statistic 19.25818 Durbin-Watson stat 2.034318
Prob{F-statistic) 0.000013

Fig. 3.5 Teste a heteroscedasticidade dos residuos

O correlograma do quadrado dos residuos do processo (Figura 3.6) sugere um GARCH(1,1), que
foi 0 modelo que se considerou ser o mais adequado para a série das diferencgas, dentro dos GARCH

classicos.
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Correlogram of Residuals Squared

Date: 06/08/22 Time: 14:49
Sample: 1750
Included obsemvations: 749

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  Q-Stat Prob

1 0158 0159 18918 0.000
2 0130 0108 31703 0000
3 0158 0128 50815 0.000
4 0002 -0.053 50818 0.000
5 0156 0139 G9.209 0.000
6 0070 0017 72955 0.000
7 -0.001 -0.035 72956 0.000
8
9
n

0.007 -0.039 72993 0.000
0.010 0.019 73.067 0.000

AAET nnan TS ERA A AAR

Fig. 3.6 Correlagdo dos residuos ao quadrado

A equagdo relativa ao GARCH(1,1) cldssico é dadaem (2.6): 67 = atp+ €2 |+ Bo? | . As
estimativas para os parametros deste modelo encontram-se na Figura 3.7.

Primeiramente, observamos que os p-valores presentes na Figura 3.7 correspondem ao teste cuja
hipétese nula € dada por Hy: O coeficiente € nulo.

Dependent Variable: D(CORTICEIRA)

Method: ML ARCH - Mormal distribution (BFGS / Marquardt steps)
Date: 06/08/22 Time: 15:06

Sample (adjusted). 2 750

Included observations: 749 after adjustments

Convergence achieved after 16 iterations

Coefficient covariance computed using outer product of gradients
Presample variance: backcast (parameter=0.7)

GARCH = C(1) + C(2)*RESID{-1}"2 + C(3)*GARCHI(-1}

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.

Wariance Equation

C 0.004001 0.001086 3.683642 0.0002
RESID(-1y2 0.138642 0.032090 4320380 0.0000
GARCHI-1) 0.714651 0.060258 11.85981 0.0000

R-squared -0.000017 Mean dependent var -0.000681
Adjusted R-squared 0.001318 S.D. dependentvar 0163847
5.E. of regression 0163739 Akaike info criterion -0.860189
Sum squared resid 20.08110 Schwarz criterion -0.841680
Log likelinood 3251409 Hannan-Quinn criter. -0.853061
Durbin-Watson stat 2.093416

Fig. 3.7 Estimag¢ao dos pardmetros do modelo GARCH (1,1) cléssico

Assim, aos niveis de significncia usuais, os coeficientes dy, d; e ﬁ tomam os valores 0.004001,
0.138642 e 0.714651, respetivamente.

Ap6s o ajustamento pelo modelo GARCH(1,1) cléssico, verificamos que o correlograma dos
residuos produzidos (Figura 3.8) é compativel com o de um ruido branco. Além disso, o p-valor
obtido no teste ARCH LM, permite-nos afirmar, aos niveis de significancia usuais, que o novo residuo
¢ homoscedastico (Figura 3.8).

O modelo estimado €, entdo, sendo X, a cotacdo de fecho didria da Corticeira Amorim no dia ¢,
&=X—Xi-1,
onde € € um processo de erro condicionalmente heterosceddstico de varidncia condicional:

672 = 0.004001 +0.138642¢> | +0.71465167 ,.
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Heteroskedasticity Test: ARCH

F-statistic 0.041312  Prob. F(1,746) 0.8390
Obs*R-squared 0.041421 Prob. Chi-Square(1) 0.8387

Test Equation:
Dependent Variable: WGT_RESID"2
Method: Least Squares

Correlogram of Standardized Residuals Date: 0BI05/22 Time- 12-40

Date: 06/05/22 Time: 12:40 Sample (adjusted): 3 750
Sample: 1750 Included observations: 748 after adjustments
Included observations: 749
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
Autocorrelation Partial Correlation AC PAC  Q-Stat Prob*
c 1.008064 0.090278 1116617 0.0000
1 -0.036 -0.036 00504 0327 WET_RESID2(-1) -0.007441 0.036611 -0.203255 0.8390
2 -0.014 -0.016 1.1159 0572
3 -0.035 -0.036 20454 0563 R-squared 0000055 Mean dependentvar 1.000619
4 -0.067 -0.070 54559 0244 Adjusted R-squared -0.001285 5.D. dependentvar 2255288
5 0.033 0027 63020 0278 3.E. ofregression 2256737 Akaike info criterion 4468387
6 0.067 0067 97414 0136 Sum squared resid 3799.274  Schwarz criterion 4480733
7 0.002 0.004 97459 0203 Log likelihood -1669.177 Hannan-Quinn criter. 4473145
8 -0.043 -0.044 11142 0194 F-statistic 0.041312 Durbin-Watson stat 2.000040
9 -0.031 -0026 11871 0221 Prob{F-statistic) 0.838992
10 0.031 0.037 12608 0246

Fig. 3.8 Correlograma dos residuos (esquerda) e teste a heteroscedasticidade dos residuos (direita)
ap6s modelacio GARCH

Notemos que o modelo obtido € fracamente estaciondrio pois (Teorema 2.3.2)
o+ B = 0.138642+0.714651 < 1.

Passamos agora a aplicacdo do modelo (3.1) ( Voutilainen et al. [10]) & série das diferencas das
cotacdes de fecho didrias da Corticeira Amorim.

Visto que ¢ um modelo recente, 0 seu tratamento estatistico ndo estd disponivel no Eviews e
portanto recorremos a0 MATLAB para por em execugao o procedimento da estimagdo dos parametros
estudado na subsecg¢do 3.3.1, relativo ao modelo (3.1): Gf =0+ o 83_1 +B L.

Para o processo L decidimos, face ao estudo efetuado anteriormente, considerar o Movimento
Browniano fraciondrio, com parametro de Hurst H.

Fixdmos n = 1 e utilizdmos as expressdes (3.35), (3.36) e (3.37) para o célculo dos estimadores
o, A € B.

Uma das dificuldades neste estudo, prende-se com a escolha de H. Por outro lado, para lidar com
as questdes relativas aos sinais + e —, e com a presenca de raizes complexas, apontadas na subsec¢do
3.5, introduzimos as restricdes impostas ao modelo (3.1), isto &,

o >0,0<oy<lef>0.

Deste modo, realizdmos diversos testes variando o parametro H, entre 0.1 e 0.9, e consequente-
mente, obteve-se um conjunto de valores (Tabela 3.5) que, como veremos, conduzem a um bom
ajustamento.

Posto isto, ja temos alguma informacao para fazer uma comparacao com a modelagdo anterior.
Ora, sendo as estimativas obtidas para diferentes valores de H tdo idénticas fixemo-nos, por exemplo,
em H =0.7.

O modelo estimado € entao,

&=X —Xi—1,
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A

H [0/} oy B

0.1 | 0.004380624 0.11172728 0.01940270
0.2 | 0.004122298 0.12318357 0.01935429
0.3 | 0.003887508 0.13311681 0.01932312
0.4 | 0.003709623 0.14037287 0.01930672
0.5 | 0.003636993 0.14327391 0.01930168
0.6 | 0.003732651 0.13944577 0.01930852
0.7 | 0.004066875 0.12556718 0.01934589
0.8 | 0.004700091 0.09666595 0.01948650
0.9 | 0.005657100 0.04301140 0.01996608

Tabela 3.5 Estimacdo dos parametros do modelo (3.1)

com € um processo tal que:

67 = 0.004066875 +0.12556718&? | +0.01934589L, ,

onde L se escreve em fungdo do movimento Browniano fracionario com H = 0.7.

Na Tabela 3.6 comparamos as estimativas obtidas para os coeficientes dos dois modelos GARCH(1,1).
Incluimos também a média da série 8,2 bem como a média estimada para 8,2 no modelo GARCH(1,1)

classico (1 G ﬁ) e no novo modelo GARCH(1,1) (Voutilainen et al. [10]) (%)

—0y—

Observamos que as estimativas obtidas para o € ¢ com as duas modela¢des sdo muitos proximas.

Em contrapartida tal ndo acontece para o coeficiente f3.

o o B Médias

GARCH(L,1) cldssico | 0.004001 0.138642 0.714651 | 0.02727672
GARCH(1,1) novo | 0.004067 0.125567 0.019346 | 0.02677480
& I - - ]0.02677480

Tabela 3.6 Resumo dos valores obtidos

Embora a diferenca seja insignificante, verificamos que o modelo proposto por [10] apresenta
média estimada mais préxima da média das observacdes. Assim, este resumo estatistico indica que o
novo modelo GARCH(1,1) serd também adequado para modelar a série em estudo.

Outros indicadores (autocorrelacdes dos residuos, critério de Akaike, critério de Log-verosimilhanga,...)
seriam necessdrios para melhor comparar os dois ajustamentos.

Uma maior percepg¢ao do processo L (denominado liquidez do processo €) contribuird certamente
para melhorar o procedimento de estimacao (nomeadamente se for um processo observado).
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Anexo A
Codigos

A.1 Simulacoes

Shkhkxkhkkhrxhrkhkrxdrkhkxdkxkxkx INJCIALIZACAO DE VARIAVETIS* % % % % % % %k % % % % % % % & % % % % & % % %
num_sims = 1000; % Numero de simulacoes
N = 100; Tamanho da amostra: N=100, N=1000 ou N=10000

H= 0.8; Parametro de Hurst

o°

o\

Sxrkrkhkhkhhkhkkkkxxhkhkhkhhkhkkkkrxrxkhkkhkhkkk* GERADOR Hkkxrxhkhhhkhkhkkkhrxrhkhkkkkkkkkxxxkk*
°

estimadores = zeros (3,num_sims); % Reservar memoria

o

% Segue—-se um ciclo que ira ser percorrido conforme o numero de simulacoes.

o)

% Para cada simulacao vamos estimar os 3 parametros (alpha_0, alpha_1l e beta).
% A matriz estimadores, sera 3x1000 (num_sims), em que a primeira linha
%$corresponde aos valores estimados alpha_1l, a segunda aos valores de beta
%e a terceira aos valores de alpha_0. Cada coluna corresponde a uma
%$simulacao.

for i=1l:length (estimadores)

fbm = fbmld (H,N,2"%ceil (log2(N))); % Geracao da serie fbm
fbm = fbm(1l:N); % Corte da serie fbm para considerar apenas N valores
[alphal,beta,alphal] = funcao_estima (fbm,H); % Funcao que recebe a serie

%$fbm gerada e devolve os valores estimados (alpha_1l, beta e alpha_0)

estimadores (1, 1i)=alphal;

estimadores (2, 1) =beta;

estimadores (3, 1)=alphal;
end

figure

alphaOs=estimadores (3, :);

alphaOs=alphalOs (alphaOs==real (alphals)); % No caso de haver valores complexos
%apenas sao considerados os reais

histogram(alphaOs);

xlabel ('$\hat{\alpha}_0S$', 'Interpreter', 'latex')

ylabel ('Frequencia')

figure
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alphals=estimadores (1, :);

alphals=alphals (alphals==real (alphals)); % No caso de haver valores complexos
%apenas sao considerados os reais

histogram(alphals);

xlabel ('$S\hat{\alpha}_1S$', 'Interpreter', 'latex')

ylabel ('Frequencia')

figure

betas=estimadores (2, :);

betas=betas (betas==real (betas)); % No caso de haver valores complexos apenas
%$sao considerados os reais

histogram(betas);

xlabel ('$S\hat{\beta}$', 'Interpreter', 'latex')

ylabel ('Frequencia')

X

fprintf ("\t\t a0 \t al \t betal\n Esperado\t%.4f \t %.4f %.4f\n Obtido\t\t%.4f
\t $.4f $.4f\n",1,0.1,0.5,mean (alphals),mean (alphals),mean (betas));
fprintf ("Desvio Padrao\t%.4f\t %.4f\t%.4f",std(alphals),std(alphals), std(betas))

Skkxkkxxk**xx* FUNCAO QUE ESTIMA OS TRES VALORES DOS PARAMETROS ***x***%*%*%%*%*

function [alphal, beta, alphaO]= funcao_estima (f, H)
L = 1(f); % Primeiro passo gerar L;
[epsilon2] = Epsilon2(L); % Segundo passo gerar epsilon”2
gama=Gama (epsilon2) ; % Calcula gama_chapeu

u2=mean (epsilon2) ;

ud=mean (epsilon2."2);

% Calculo do s_n (n=0 e n=1)
sl=s(1,H);

s0=s (0, H);
a = gama (2)-(sl1l/s0)«gama (1) ;
b = 2x(sl/s0)+gama (2) - (gama (3) +gama (1)) ;

Q
I

gama (2) +(s1/s0) x ( (ud*2)/3 — gama(l));
% Estimadores (Definicao 3.3.1)
alphal = (-b-sqrt (b"2-4*axc))/ (2xa);
beta = sqgrt( (1/s0)x( (alphal”2)+*gama(l) -
2+alphal*gama (2) +gama (1) — (ud=2) /3));
alpha0 = u2x(l-alphal) - beta;
end

Shkhkkkhkhkhhkrkhkrhrkhkrhrkhkrhrkdx CALCULO DO T *kskkskkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk*x
% Recebe como parametro a serie fbm e gera L_t = ( B_(t+l) - B_t )"2
function L = 1(f)

L = zeros(length(f)-1,1); % Reserva de memoria
for i=1l:length (L)
L(i)=(£f(i+1)-£f(i))"2; % L_t = ( B_(t+l) — B_t )"2

end
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end

Sk hkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkh®xk*xKxk CALCULO DO EPSILON # %%, kkkkkkkrxkxrkx*x*k*kkk**
function [epsilon2]=Epsilon2 (L)
eta = normrnd(0,1,length(L)+1,1); % Gera uma Normal (0,1) com tamanho N

)

sigma2 = zeros(size(eta)) % Reserva memoria

)

7
epsilon2= zeros(size(eta)); % Reserva memoria

% Valores iniciais
epsilon2(1)=1.7;

sigma2 (1)=1;

for i=2:length(sigma?2)

sigma2 (i) = 1 + 0.1%(epsilon2(i-1)) + 0.5%xL(i-1); % (sigma_t)"2 =
$alpha_0 + alpha_1lx*(epsilon_(t-1))"2 + betaxL_(t-1)
epsilon2 (i) = sigma2(i)xeta(i)”"2; % epsilon_t = sigma_t * eta_t

end

end

Frhkhkhkhkhkhkhkhkrhkhkrhkkrhkhkrxhkkrxkkrxxk CALCULO DO GAMA Hkkkkhkhkhkkhkhkkkhkkkhkkkhkdkxk
function gama = Gama (epsilon?2)
gama = zeros(size(epsilon2)); % Reserva memoria
u2=mean (epsilon2);
for i=0:2 % gama(0), gama(l) e gama (2)
for j=1l:length(epsilon2)-1i
gama (i+1l) = gama (i+l) + ((epsilon2(j)-u2)x( epsilon2(j+i) -u2)
end
gama (i+1)=gama (i+1) /length (epsilon2) ;
end
end

Shkrkhkkkhkkrkkhkrxkhkkrxhkkrxhkkxhkkxkx*x CALCULO DO S_N hkkkkkhkkhkhkhhkhkkhkhkrkhkkkhsxk*

function s_n = s (n,H)
s.n = (1/2)*( (abs(-n+1)"(2«H) ) + ( abs(—n-1)"(2*H) ) - 2x(
abs (-n)~(2xH) ) )"2;
end

A.2 Estimacio dos parametros da Corticeira Amorim

clear; clc; close all;

data_filename = "CorticeiraAmorim.xlsx";
parametros_filename = "CorticeiraAmorim_resultados.txt";
epsilon = readmatrix(data_filename);

epsilon_dif = [0; diff(epsilon)]; % epsilon diferenciado
epsilon2 = epsilon_dif."2;

fileid = fopen (parametros_filename, 'w'); % Abertura do ficheiro em modo

)i

escrita
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fprintf (fileid, "H\t sinal\t alpha_0O\t alpha_1\t beta\t Media_epsilon”2\n");

o

% Cabecalho do ficheiro

Ciclo que varia os valores do parametro de Hurst (H) e o sinal + ou - da

o° o

expressao (3.19). Para cada combinacao destes parametros sao calculados os

o

¥ estimadores e escritos num ficheiro.
for H=0.1:0.1:0.9

)

for sin=1:2 % variacao do sinal

if sin==
sinal="-";
else
sinal = '"+';
end

[alphaO,alphal,beta]l=funcao_estima_2 (epsilon2,H,sinal);

if isreal (alphaO) && isreal (alphal) && isreal (beta) % Apenas
$considera reais
fprintf (fileid, "$.2f\t %$s\t $.14f\t %.14f\t $.14f\t %$.6f\n",
H,sinal,alpha0,alphal,beta, (alphalO+beta)/ (1-alphal));
end
end

end

fclose (fileid);

function gama = Gama (epsilon2,u2)
gama = zeros(size(epsilon2)); % Reserva memoria
for i=0:2 % gama(0), gama(l) e gama(2)
for j=l:length(epsilon2)-i
gama (i+1) = gama(i+l) + ((epsilon2(j)-u2)x*( epsilon2(j+i) -u2));
end
gama (i+1)=gama (i+1) /length (epsilon2) ;

end
end
function s_n = s (n,H)
s n = (1/2)*( (abs(-n+1)"(2xH) ) + ( abs(—-n-1)"(2xH) ) - 2% (
abs (-n) "~ (2*H) ) )"2;
end
function [alphaO,alphal,betal= funcao_estima_2 (epsilon2,H,sinal)

u2=mean (epsilon2);
ud=mean (epsilon2."2);

gama=Gama (epsilon2,u2); % Calcula a funcao gama_chapeu
% Calculo do s_n (n=0 e n=1)

sl=s(1,H);

s0=s (0, H);

J]
I

gama (2) - (s1/s0) xgama (1) ;

o
Il

2% (s1/s0) xgama (2) — (gama (3) +gama (1)) ;
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c = gama (2)+(s1/s0)*( (udx2)/3 - gama(l));
% Estimadores (Definicao 3.3.1)

if sinal=='"+"

alphal = (-b+sqgrt (b"2-4*axc))/ (2xa);
else

alphal = (-b-sqgrt (b"2-4*axc))/(2xa);
end

beta = sqgrt( (1/s0)x( (alphal”2)+*gama(l) -
2+alphal*gama (2) +gama (1) — (ud=2) /3));
alpha0 = u2*(l-alphal) - beta;
end
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